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Nomenclature
V : Vecteur de la vitesse.
u : Vitesse radiale (m/s).
v : Vitesse axiale (m/s).
w : Vitesse azimutale (rad/s).
r,0,z : Coordonnées cylindriques.
V' : Volume de contrélé.
S : Terme source.
I' : Coefficient de diffusion.
T : Température (k).
T, : Température ambiante (k).
C : Concentration (atome %).
C, : Concentration initiale (atome %).
v : Viscosité cinématique (m?/s).
a,, : Diffusivité thermique du liquide (m?/s).
a. : Diffusivité thermique du solide (m?/s).
D : Diffusivité massique (m?/s).
f : Force par unité de masse. (N.kg ).
go : Constante de gravité (m/ ).
g : Vecteur de la gravité.
Br - Coefficient de dilatation thermique (1/k).
T,,, : Température de fusion (k).
B¢ : Coefficient de dilatation de la concentration (atome %).
pm : Masse volumique du liquide (kg/m®).

pc : Masse volumique du solide (kg/m®).



Cp,, - Chaleur spécifique du liquide (J/Kg K).
Cp. : Chaleur specifique du solide (J/Kg K).
k,, : Conductivité thermique du liquide (w/m k).
k. : Conductivité thermique du solide (w/m k).
U - Viscosité dynamique du liquide (Kg/m s).
k : Coefficient de ségrégation.

8;; - Fonction delta Kronecker.

11;; : Tenseur des contraintes (Pas).

7;; : Tenseur des Contraintes visqueuses (Pas).
p : Pression (Pas).

t :Temps (S).

1 : Débit volumique (m*/s).

w : Vorticité (s™).

* : Ce signe indique que les variables sont adimentionnels.

Les nombres adimensionnels

P. : Nombre de Prandtl.

Sc : Nombre de Schmidt.

Ra: Nombre de Rayleigh.

Ra; : Nombre de Rayleigh thermique.

Rag : Nombre de Rayleigh de concentration.
Gr : Nombre de Grashof.

Pe,,: Nombre de Peclect pour le liquide.

Pe. : Nombre de Peclect pour le solide.

Bi : Nombre de Biot.

Ra = Gr Pr

— 9o Br l7Tmang

Ra; "

Bi=hR,/k,






Introduction générale

Introduction

L'optoélectronique et la communication modernes sont basées sur de divers dispositifs
dans la micro-échelle, la fiabilité de ces dispositifs est fortement affectée par les substrats des
matériaux. L’ingénierie moderne nécessite des cristaux de structures et de formats bien
déterminés, avec une homogénéité des propriétés chimiques, optiques et électriques ;
I’homogénéité de ces propriétés est exigée pour la fabrication des systemes optoélectroniques
et de communication [1,58]. Le domaine des cristaux et des fibres est un domaine prometteur
[2], il forme une des grandes bases, pour la recherche de nouvelles techniques d'élaboration
et de développement pour I'optoélectronique et les applications dans les fabrications des
sources de lasers et les composants de systémes précités [3]. Du fait de leurs caractéristiques
remarquables, les fibres cristallines sont considérées comme des dispositifs spécifiques d’une
grande importance, en particulier les fibres monocristallines qui sont des systemes ou bien
des matériaux specifiques de haute technicité; elles présentent des caractéristiques
thermomécaniques et optiques notables [58]. Les fibres monocristallines occupent un grand
champ d’application dans divers domaines, nous citons surtout le domaine de
I’optoélectronique et de la micro optique également en chirurgie et en télécommunications.

Pour réaliser la croissance cristalline efficacement, la compréhension de la dynamique
du processus présidant a cette croissance est nécessaire [4]. La qualité des cristaux et des
fibres monocristallines est gouvernée par beaucoup de facteurs a prendre en considération,
tels que la dynamique de tirage, I’état stochiométrique, la hauteur de la zone fondue, la
géométrie de I’interface etc. Pendant ces dernieres années peux d'études théoriques ont été
rapportées pour la réalisation de la croissance de divers monocristaux [5,6]. Certaines de ces
études sont limitées aux modéles unidimensionnels de diffusion [7,8] dans lesquels le transfert
thermique est négligé. Dans ce mémoire on réalise un travail de simulation basé sur un
modéle bidimensionnel d’un couplage conduction-convection en coordonnées cylindriques
pour la réalisation de la croissance cristalline de la fibre Titane Saphir par le procédé de la
micro pulling-Down, ce mémoire basé sur quatre chapitres on parle de ces derniers dans

I’objectif ci-dessous.

Obijectif du présent mémoire
En raison de ses avantages, les fibres monocristallines apparaissent ainsi comme
élements laser, ou amplificateurs de haute puissance. Dans notre recherche scientifique

nous essayons de faire ou bien de présenter un travail dans le cadre de développer de plus
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en plus les propriétés et la qualité de ces fibres. L’étude de la fibre du Titane Saphir fait
I’objet du présent mémoire, en se concentrant sur I’étude des propriétés physiques de la
zone fondue ainsi que sur la distribution radiale du titane dans la fibre cristalline du Saphir
qui est trés intéressante dans les performances de fibre considéré comme milieu actif ou
milieu amplificateur et qui est un élément essentiel dans la fabrication des lasers. Les fibres
monocristallines ont été élaborées par tirage a partir de plusieurs techniques (procédés
cristallogenése) ; dans cette étude nous avons choisi une nouvelle technique qu’est la
technique de micro-pulling down (u-PD). Cette derniére présente plusieurs avantages que
autres méthodes, elle permet la croissance des fibres monocristallines avec des formats de
tres bonne qualité laser et une bonne homogénéité chimique [9]. Dans cette étude on
présente un travail avec un modéle bidimensionnel en coordonnées cylindriques, dans la
configuration axisymétrique. Le mouvement du liquide visqueux incompressible dans la zone
fondue, est conduit par les gradients de température. Ce mouvement a été considéré en
resolvant les équations de Navier-Stokes, d’énergie, et de la concentration en introduisant

I’approximation de Boussinesq.

Ce manuscrit contient quatre chapitres :

Dans le premier chapitre on donne des définitions sur les fibres, le matériau utilisé
Saphir dopé Titane, le laser Titane Saphir, et on présente quelque méthodes de croissance les
plus utilisees. On parlera aussi de la convection dans cette zone, parce qu’il est bien connu
que la convection dans la zone fondue pendant la croissance affecte la qualité cristalline de
maniére significative. En conséquence, le transfert de chaleur, de masse, et le flux du fluide
pendant la croissance cristalline doivent étre pris en compte. La forme de I’interface entre
les phases joue un réle important[10] , elle dépend du type et du sens des phénoménes de
transfert thermique et de convection, mais aussi des tensions superficielles.

Dans le deuxiéme chapitre, on se concentre sur les équations fondamentales dérivées
aux lois physiques de conservation en introduisant les hypothéses simplificatrices pour
arriver au final & la modélisation théorique. Ensuite on réalise la normalisation des équations
aux dérivées partielles qui régissent notre probleme.

L’étude numérique du modele physique, la méthode de la résolution, et le schéma choisi
pour la discrétisation des équations, tous ces eléments sont décrits dans le troisiéme chapitre.
Nos résultats obtenus sont argumentés et interprétés dans le quatriéme chapitre divisé en

deux parties avec au final une conclusion de ce travail.
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Dans ce chapitre nous parlons brievement sur les fibres cristallines, et le
développement de systéemes laser a fibres cristallines comme milieu laser. On présente donc
quelques généralités sur les lasers notamment les différents processus intervenant dans
I’interaction rayonnement matiére ainsi que quelques applications. Nous montrons aussi le
pour et le contre entre les lasers a cristaux massifs et les lasers a fibres notamment les
avantages des lasers a fibres cristallines qui ont de nombreuses applications dans le
domaine de physique des lasers, et plus généralement en optique. Pour ce qui hous concerne
on donnera plus de détails sur le laser Titane Saphir puisqu’il fait I’objet de notre travail.

Par ailleurs, les fibres monocristallines de saphir passent lors de leurs procédés de
fabrication par le phénomeéne de la solidification, qui est une transition de phase au cours
de laquelle ces fibres passent de I'état liquide a I'état solide, cette transformation, liquide —
solide se fait en deux étapes qui sont, la germination et la croissance . La croissance se
realise a I’aide de différentes méthodes dont nous allons citer les plus importantes. En se
concentre particulierement sur les méthodes a croissance rapides, les plus utilisées comme
Verneuil, Bridgman, LHPG, Czochralski, ainsi que la méthode micro-Pulling Down qui fait
I’objet de notre étude. Cette derniére technique permet la croissance des fibres
monocristallines et des formats de trés bonne qualité laser et optique et présente plusieurs

avantages que nous exposerons plus tard.
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1-1 Introduction sur les fibres:

Une fibre posséde généralement une forme cylindrique avec un diameétre inférieur ou
égale a quelques mm [58]. La fibre cristalline est un milieu cristallin, long, et fin [49], elle
peut étre amorphe comme les fibres de silice, elle peut étre cristalline ou monocristalline
comme les fibres grenat (par exemple le YAG) et les fibres de saphir. La fibre intervient dans
beaucoup d’applications tels que celles d’optique, d’optoélectronique, et de maniére
générale en photonique, on I’utilise aussi dans les applications laser, télécommunication, et

mécaniques.

1-1-1 Développement de systemes laser a fibres cristallines

Les fibres cristallines sont longues et fines, elles combinent les avantages des cristaux
et des fibres. Dans les années futures, les fibres cristallines vont s’imposer comme un
nouveau milieu laser intégré dans des systemes répondant & de multiples applications. On
peut citer I’usinage de cellules solaires, I’inspection et la réparation de circuits électroniques,
I’inspection par laser de processus industriels, la télémétrie... Toutes ces applications ont
comme point en commun le besoin en sources de fortes puissances créte et moyenne dans le
domaine des impulsions bréves (inférieures a quelques nanosecondes). Ce besoin est

difficilement couvert aujourd’hui par les cristaux laser massifs [49].

1-1-2 Fibres cristallines comme milieu laser

Les fibres cristallines sont un intermédiaire entre les cristaux laser classiques et les
fibres de silice dopée. Ce milieu cristallin pouvant étre utilisé comme guide de lumiére et
comme amplificateur laser. Quelques caractérisations orientées vers les applications lasers,
en régime continu et en régime déclenché, aussi la caractérisation thermique des fibres
cristallines sous un pompage intense pour en déduire tout le potentiel de ce nouveau milieu

laser; sont bien montrées dans la référence [51].

Les lasers a fibre en saphir dopée titane est un bon exemple, parmi les structures lasers
développées ces dernieres années ; ce afin de dépasser les limites thermiques des cristaux.
lls ont largement montrés leur grand potentiel. Pour ces fibres dopées aux ions Ti**, une
puissance laser de plusieurs kilowatts en régime continu a été obtenue avec d'excellentes
efficacités [23,51].
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1-1-3 Les avantages du laser a fibre cristalline [55] :

Les fibres cristallines en particulier les monocristallines ont de nombreuses
applications dans le domaine de la physique des lasers, et plus généralement en optique, qui
ne sont accessibles, ni aux fibres de verres, ni aux formes monocristallines massives. Parmi
leurs avantages, nous citons :

> Leur structure est ordonnée par rapport aux verres et aux amorphes.

» Les monocristaux ont une direction bien déterminés (un angle et un axe de
croissance bien déterminés).

» Une Bonne conductivité thermique et section efficace d'émission.

» Milieu long et fin, donc une bonne gestion thermique.

» Guidage de la pompe.

» Mode transverse défini par la cavité.

1-2 Laser

Un laser est un appareil émettant de la lumiére (rayonnement lumineux) amplifiée par
émission stimulée. Donc le laser basé sur I’amplification de la lumiere par émission stimulée
du rayonnement. Il est descendant du maser, et dérivé de l'abréviation anglaise : « light
amplification by stimulated émissions of radiation » [40]. La lumiere qui est produite par le
laser est spatialement et temporellement cohérente. Les lasers couvrent aujourd’hui toute la
gamme des rayonnements électromagnétiques, des rayons X et ultraviolets aux ondes
infrarouges et micrométriques. lls sont principalement constitués de trois éléments
essentiels [59] :

» Un systeme de pompage.

» Une cavité résonante.

> Un milieu amplificateur de lumiére.
Le laser se distingue par trois caractéristiques principales :

» La longueur d’onde, qui peut étre fixe ou accordable,
> Le régime : continu, pulsé, déclenché,
» La puissance émise, des pW aux TW.

1-2-1 Applications du laser

Le laser est un outil précieux dans I’industrie, la géodésie, la recherche scientifique, la
physique de I'ultra basse température, les télécommunications, la médecine, la technologie

militaire et les arts, sont les différentes applications du laser [58].
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1-2-2 Lasers a solides

Les lasers a solide utilisent des cristaux ou des verres dopés avec différents atomes ou
ions comme milieu amplificateur de lumiére (le plus ancien des lasers a solide est le laser a
rubis) [40]. Le milieu actif se présente souvent sous forme d’une tige dont les extrémités
sont parfaitement paralléles et placé a I’intérieur d’une cavité optique. Celle-ci peut étre
réalisée par deux miroirs ou par un dép6t de couches réfléchissant sur les extrémités de la
tige (barreau laser). De tous les lasers, ce sont ceux qui fournissent le plus grand rendement
de conversion de puissance. Ce type de lasers peut générer des impulsions lumineuses
extrémement bréves (de I’ordre de 10-15 (s)) en mode pulsé [58]. Les lasers a solide
fonctionnent généralement grace a un pompage optique, que ce soit par la lumiére émise par
une lampe a décharge, soit par des diodes laser ou par tout autre type de lasers. Les lasers a
solide couvrent une grande partie du spectre électromagnétique, de l'infrarouge a
l'ultraviolet. Ils sont capables d'émettre aussi bien dans le visible que dans I'ultraviolet
(multiplication de la fréquence lumineuse dans les cristaux de phosphate de potassium par
exemple) ou les rayons X (interaction des photons avec une cible en yttrium). Les lasers les
plus utilisées actuellement sont les lasers Nd:YAG ; Titane saphir. Ces dernieres années, un
grand intérét a été réservé aussi au développement d’oscillateurs a base de fibres optiques
dopées terres rares, cependant leurs performances restent en dessous de celles des lasers a
solide tels que le Titane-Saphir. Aujourd’hui, I’énergie maximale extraite d’un oscillateur a
fibre femto seconde est de 10 nJ alors que les lasers a solide qui peuvent générer des
impulsions femto secondes de plusieurs centaines de nano joules sont disponibles dans le
commerce.

1-2-3 L’inversion de population

Pour que l'amplification de la lumiere puisse exister, il est nécessaire que, dans le
matériau, I'émission stimulée soit prépondérante et soit plus forte que I'absorption. Cela est
possible, si le nombre des électrons présents dans le niveau supeérieur est plus grand a celui
du niveau inférieur. On dit que I’on réalise une « inversion de population ». Donc pour
obtenir I’effet d’émission laser, il faut créer une inversion de population de fagon a obtenir la
condition N2 > N1 (N1 : la population du niveau 1, et N2 : la population du niveau 2), ceci
s’obtient par les mécanismes de pompage a travers des états métastables. Le pompage
consiste & excité les atomes en faisant transiter les électrons du niveau fondamental vers le

niveau métastable en passant par un niveau instable.
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1-2-4 Les différents processus du laser :

L’effet laser fait intervenir trois processus d’interaction rayonnement matiere:
I’émission stimulée, I’émission spontanée, et I’absorption. Le rayonnement cohérent dans un
laser est accordé au phénomene d’émission stimulée. La condition nécessaire est la
possibilité d’effectuer un passage ou une transition entre deux niveaux atomiques. On

parlera ci-dessous briévement sur ces trois processus.

1-2-4-1 L’émission stimulée :

La désexcitation de I'atome est stimulée par l'arrivée du photon incident. Le photon

émis vient s'ajouter au champ incident, dans ce cas on dit il y a une amplification.

—a—FE2 | E2
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Figurel.l : Phénoméne d’émission stimulée.
1-2-4-2 L’émission spontanée :

Ce processus est le symétrique du précédent. En l'absence du rayonnement un atome
dans un état excité, peut se désexciter vers un autre état ; ce avec émission d’un photon,

c’est ce qu’on appelle I’émission spontanée
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Figurel.2 : Phénoméne d’émission spontanée.
1-2-4-3 L’absorption :
L absorption d’un photon par un atome permet de produire une transition du niveau

d’énergie inférieure vers un niveau supérieur.
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Figurel.3 : Phénomene d’absorption.
1-2-5 Lasers trois et quatre niveaux :

Les lasers sont classifiés en tant que systémes a trois nivaux ou quatre niveaux [73] :

1-2-5-1 Les lasers a trois niveaux:

L’excitation des ions du niveau fondamental (1) se fait par le pompage optique vers
le niveau (2) (niveau d’excitation instable). Ce dernier niveau étant instable, il désexcite
rapidement vers le niveau (3) a partir duquel, les ions se désexcitent radiativement vers le
niveau (1), c’est la transition laser. Dans la figure ci-dessous, on schématise un systéme

lasers a trois niveaux :

Pompage

““»Emission laser

A (1)

L'état fondamental

Figurel.4 : Laser a trois niveaux.

Le niveau inferieur de I’émission laser est le niveau fondamental, il est donc
fortement peuplé Une puissance de pompage optique plus importante sera nécessaire pour
obtenir une inversion de population. Pour éviter ceci on utilise les systemes lasers a 4
niveaux.
1-2-5-2 Les lasers a quatre niveaux :

Nous considérerons les lasers a quatre niveaux, dans ce cas les ions luminescents se

désexcitent radiativement a partir du niveau (3) émetteur vers le quatriéme niveau (niveau
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4). En geénéral, le niveau (4) se situe & des énergies suffisamment élevées pour ne pas étre

significativement peuplé a température ambiante.

(2)
Excitation rapide
au niveau (3)

(3)

™
“~sEmission laser

(4)

Pompage

Excitation rapide

(1)

L’'etat fondamental

Figurel.5 : Laser a quatre niveaux.

Il est donc trés facile d’obtenir une inversion de population avec des lasers a quatre
niveaux en comparaison avec les lasers a trois niveaux, c’est la différence principale entre
les deux ; car le niveau le plus bas de laser a trois niveaux est I'état fondamental, qui a
initialement une population trés grande. 1l est donc beaucoup plus facile d'obtenir I'inversion

de population dans les lasers a quatre niveaux.

1-3 Le Saphir

Le saphir est un cristal simple - oxyde d'aluminium (Al,05 ), également connu sous le
nom de a — Al,0;, il fait partie de la grande classe des cristaux d'AlOs. Le saphir est le
matériau préféré pour des conceptions de systémes et de composants a haut rendement, pour
différentes applications. Lorsqu’il est dopé avec le titane ou le chrome, ce milieu est souvent
utilisé pour des lasers infrarouges a forte capacité d'ajustage, et dans des systemes
d'amplification de lasers pour la production d’impulsions ultracourtes d’intensité tres élevée.
Le saphir est le meilleur choix en comparaison avec d'autres cristaux simples synthétiques
ayant plusieurs champs d’applications tels que les domaines scientifiques (spectroscopigue).
Enfin, le saphir est présent en bijouterie car il est possible d’obtenir de nombreuses couleurs
pour les pierres synthétiques.
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1-3-1 Les fibres de saphir

Le saphir a des propriétés physicochimiques exceptionnels (optiques, thermiques,
mécaniques et diélectriques). Pour cette raison le saphir est plus demandé dans de
nombreuses applications scientifiques, industrielles, militaires et meédicales. Dans les
applications médicales, les fibres du saphir présentent des avantages particuliers en
comparaison avec d’autres. Elles ont une grande importance, car elles ne sont pas rejetées
par I’organisme. Les fibres de saphir ont des diametres qui peuvent attendre 200 um, sont

bien flexibles et maniables et peuvent avoir un large domaine d’application en chirurgie [74].

1-3-2 Le laser Titane Saphir (Ti**, Al,Os):

Le laser Titane Saphir, est relativement récent puisqu’il a été découvert en 1986 (pour
le fonctionnement en continu). Il est trés pratique pour générer des impulsions ultracourtes
(pour quelques femto secondes, P~1015 W) [72]. De par ses propriétés typiques, ce laser est

consideré parmi ceux les plus efficaces.

1-3-3 Diagramme du niveau du Titane:

Le laser Al,O3 dopé titane Ti** est un laser dans lequel I’ion Ti** est inséré dans un
cristal d’oxyde d’aluminium. Le laser (Ti**, Al,O3) est I'un des lasers les plus utilisés en
raison des propriétés spécifiques de I’ion titane, caractérisé par, un seul niveau excité (°E)
comme il est illustré dans la figure ci dessous, avec notamment une bande d’absorption

recouvrant presque tout le visible [72] :

®

Emission

Absorption du d’un
pompage laser phonon

Emission laser

Figure 1.6 : Diagramme du niveau du I’ion Ti®".

Les électrons passants dans le milieu de la bande ?E, se désexcitent rapidement avec

I'émission de phonons au fond de la bande. L’émission du rayonnement laser se fait grace a

9
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I’émission stimulée lors de la transition des électrons du fond de la bande 2E vers n’importe
quel niveau se trouvant dans la bande *T. Les électrons transitent finalement vers le fond de
la bande *T avec I'émission rapide de phonons.

Le laser titane saphir connait actuellement le plus de succes avec des systemes trés
compacts pompés optiquement par d’autres sources laser du commerce (par exemple YAG:
Nd ** (& 532 nm) doublé en fréquence, ou par un laser d'ion d'argon alternativement doublé
en fréquence (488 nm-514 nm) ). Le titane a une bande d’émission suffisamment large pour

générer des impulsions ultra-courtes (de I’ordre de 6 femto secondes [23]).

1-3-4 La croissance cristalline du saphir :

L amplification des impulsions ultracourtes (génération en quelques femto secondes)
demande un milieu amplificateur tres efficace, le saphir dopé titane est le plus pratique, et le
plus utilisé pour ces applications [75] ; ces lasers (lasers saphir dopé titane) permettent
d'obtenir des puissances de I'ordre du kW en continu et du GW en pulse [23]. Le saphir a été
développé en utilisant une grande variéte de techniques de cristallisation. La géométrie, les
grandeurs, le format et la qualité du cristal ; tous ces facteurs jouent un rdle prépondérant
dans le choix de la méthode de croissance [9]. Plusieurs méthodes sont utilisées pour réaliser
la croissance de ce matériau, on cite Verneuil, Czochralski, Bridgman. Dans cette étude on a
choisi la technique de micro-pulling down pour le tirage du saphir pour ses avantages par
rapport aux autres, on abordera ce point dans les parties & venir. Dans le tableau ci-dessous,

nous citons quelques propriétés physiques du saphir.

Tableaul.l : Les propriétés physiques du Saphir [23,76] :

Masse volumique de liquide p,, 3500 Kg/m3
Masse volumique de solide p, 3960 Kg/m3
Chaleur spécifique du liquide Cp,, 765]/Kg K
Chaleur spécifique du solide Cp, 1300 J/Kg K
Conductivité thermique du liquide k., 35 W/mK
Conductivité thermique du solide k. 175 W/mK
Coefficient de dilatation thermique fr 1.8x1075 K1
Viscosité dynamique u,, 00475 Kg/ms
Coefficient de ségrégation  k 1

10
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Chaleur de la fusion AH

1.1x10°J/Kg

Température de fusion T,

2323 K

Diffusivité thermique a,,

6.4 %1077 m?/s

Viscosité cinématique v

136 %1075 m?2/s

Le coefficient température-tension-surface

(—=35) x 105 Nm K-!

a_y

aT

Le coefficient de la tension superficielle y 03 N/m
Angle de croissance (°) 17°

Les paramétres inclus [64, 23] :

R, = 0.0275 cm
R; = 0.057cm
L, =033 cm
L=3cm

U, = 0.3~1mm/ min (Vitesse du tirage).
Co = 0.1% (Concentration du dopant).

1-3-5 Contact de trois phases

Dans cette partie on s’intéresse au contact entre différentes phases et le mouillage

gouverné par les tensions superficielles. A partir de ces derniers on distingue deux types du

mouillage, le total et le partiel. Considérons trois phases en contact, deux sont condensées

entre elles, comme dans notre cas, le liquide et le solide et la troisieme phase c’est I’air ou

un gaz sous atmosphére controlée. La résultante étant une ligne appelée ligne de contact

triphasique ou ligne triple. A I’équilibre, la somme des forces s’exercant au niveau de cette

ligne s’annule, et les caractéristiques géométriques autour de la ligne triple sont déterminées

(comme les angles par exemple). La loi de Neumann s’écrit comme suit :

—

Yo+ Vk+Va =0

7, - Latension de surface entre la phase i et j.

11
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1-3-6 Cas ou I’'une des phases est solide

Si on Considere un solide « S », en contact avec un Liquide « L » et ungaz «V» (V

peut étre une vapeur ou un autre liquide) ; comme il est illustré dans la figure ci-dessous :

L

oo - Yapeur
Liquide * % P
T B T

e e T
,-..-.{':-'f PP

‘ Solide

Figure 1.7 : Contact entre trois phases différentes.
Dans ce cas La loi de Neumann devient :
Yso +Vw +Vsy =0 (12)

Puisque la somme des forces appliquées sur la ligne triple a I’équilibre est nulle, donc
quand on réalise la projection sur ligne triple ou bien le plan de la surface du solide on

trouve :
Ys. + Vv €0S 8 = yg, (loi d’Young) (1.3)
Ou : 6 est I’angle du mouillage.
1-3-7 Le mouillage
1-3-7-1 Mouillage total

Si on revient au cas des trois phases fluides. La loi de Neumann ne peut étre
satisfaite que si I’on a:

Yij < Vi + Yki (14)

Si I’'une des tensions de surface est plus grande (y;; > yjx + vx; ) alors I’énergie de
I’interface i/j est plus grande que celle de I’interface i/lk d’une interface k/j. Donc a
I’équilibre, on n’obtient pas une ligne de contact triphasique, mais une couche de la phase k
entre les phases i et j. Dans ce cas, on dit que I’interface i/j est mouillée par la phase k c.-a-
d. 1l'ya mouillage total.

12
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1-3-7-2 Mouillage partiel
Dans le cas de deux phases fluides et une troisieme solide, la relation (1.4) impose:

Vs. —VYw <Vsv < Vs Vv (15)

Dans le cas ou :

Vst > Ysi + vy le liquide mouille le solide :

Si 6 = 0. On dit que le liquide est parfaitement mouillant, le cas ou la vapeur mouille le

solide est beaucoup plus rare mais similaire.

Si 0<#@ <§ on dit que le solide est mouillé partiellement par le liquide. Sinon, quand

0 > % , dans ce cas le liquide est non mouillant.

Comme résultat on constate que la nature du liquide nous détermine les propriétés de
mouillage de I’interface, ces propriétés dépendent aussi surtout de la nature de la surface
solide. En général les liquides mouillent les surfaces de haute énergie qui ont des énergies de
cohésion importantes, lorsque elles sont propres (métaux, céramiques, oxydes). D’un autre
coté, les surfaces de basse énergie, comme les solides organiques, sont moins mouillées, car

elles ont de moindres énergies de cohésion dues aux forces de Van der Waals.

Lorsque I’on dépose du liquide sur une surface solide, le comportement dépend du
type de mouillage.

Si I'on a un mouillage total (6 = 0), ou un mouillage partiel (6 <§), le liquide

augmente au maximum sa surface de contact avec le solide ; par contre I’interface solide/gaz

est moins favorable que I’interface solide/liquide.

Si le contact entre solide et gaz est plus favorable que le contact solide/liquide, le
liquide est non mouillant sur la surface solide, alors ce dernier possede un comportement
trés différent : sous forme de gouttes ou de flaques ; il roule quasiment sur la surface, et ne

laisse pas de traces.
1-3-8 Tube capillaire - loi de Jurin

On considere un tube capillaire, qui est un tube de petit diamétre intérieur [60].
Lorsqu'on plonge un tube capillaire, ouvert aux deux extrémités, dans un liquide, celui-ci
"monte™ (si 6 <90 °), ou "descend" (si 6 > 90 °) dans le tube d'une hauteur h(m) telle que :

13
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2y cosf
p="22

6
— (1.6)

Figure 1.8 : Tube capillaire plongé dans un liquide.

=<

: Rayon intérieur du tube.
: Masse volumique du liquide.
. Intensité de la pesanteur.

: Tension superficielle du liquide (N/m).

> <R &« T

: Angle de raccordement liquide/solide.

1-4 Les différents modes de transferts de la chaleur :

Les particules d’un milieu fluide pourront échanger la totalité ou une partie de leur
énergie thermique, cela se fait par I’interaction directe avec les particules voisines ; ce qui
correspond a une conduction, ou par I’émission ou I’absorption d’un rayonnement
électromagnétique et ceci correspond au rayonnement. A I’échelle macroscopique, et dans le
cas d’un liquide ou d’un gaz, les échanges résultants du mélange des diverses parties d’un
fluide a différentes températures, ce mode du transfert de chaleur est appelé convection. On
peut distinguer trois modes de transferts thermiques [19] :

o Transfert de la chaleur par conduction.
o Transfert de la chaleur par convection.
o Transfert de la chaleur par rayonnement.

1-4-1 Conduction

Dans ce mode de transfert thermique il y a une distribution homogéne de I’énergie
cinétigue moyenne (thermique) des diverses particules par diffusion d’un gradient de
température des zones ou la température est élevée vers les zones ou elle est plus faible. Ce

processus de diffusion de la chaleur est décrit par une relation dite loi de Fourier [20] :

"

q ' =—KVT (1.7)

14
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q" : Flux de chaleur dans un point considéré, q” est une fonction linéaire du gradient de
température dans ce point, il possede comme dimension celle d’une énergie par unité de

surface et de temps.

K : Conductivité thermique du milieu au point considéré (tenseur symétrique du second

ordre), pour un milieu isotrope, cette conductivité se réduit a un scalaire.
V T : Représente le gradient de la température.
1-4-2 Convection

La convection est un mode de transfert de chaleur qui se produit uniquement au sein
des milieux fluides quel que soit son état. Les transferts thermiques interviennent évidement,
la convection apparait donc lorsqu’un fluide, liquide ou gaz est en mouvement. Suivant le

type de mouvement des particules fluides on distingue deux formes de convection :
1-4-2-1 Convection libre :

C’est une convection naturelle dans laquelle, le mouvement du fluide est di aux
différences de températures qui existent dans le milieu et & une différence de densité entre
les parties chaudes et froides du fluide (champ de force massique). Le coefficient de
transfert thermique pour ce régime peut étre lie a la flottabilité et aux propriétés thermiques
du fluide par le nombre du Rayleigh Ra, qui est le produit du nombre de Grashof et de
Prandtl [28]:

3 3
RaszzGr.Pr Avec Gr=29F"mRa gy pp= v

amV v2 am

Les parametres go, Br, T, RS, @, v, sont définis dans le deuxieme chapitre.

1-4-2-2 Convection forcée :

Lorsque le fluide est mis en mouvement par une force ou bien une action extérieure
(simultanée et provoquée par des moyens mécaniques tels qu’une pompe ou un

ventilateur...), dans ce cas le mouvement est gouverné par une convection forcée.
1-4-3 Rayonnement

Les particules (les atomes, les molécules, les électrons) des corps peuvent perdre une

partie de leur énergie cinétique par émission d’un rayonnement électromagnétique. Selon la
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relation de STEFAN-BOLTZMAN, la puissance du rayonnement thermique émis par unité de
surface d’un corps noir (corps absorbant la totalité des radiations thermiques qu’il recoit) est
proportionnelle & la puissance quatrieme de sa température absolue. Le rayonnement

thermique, n’exige pas du support matériel pour se propager.

1-4-4 Types d’écoulements

Dans cette présentation nous allons donner une définition ou bien décrire des types
d’écoulements qui correspondent & notre cas. Dans cette étude nous considérons le cas d’un
écoulement d’un fluide en réalisant les hypotheses suivantes:

e Le fluide est considéré incompressible.
e L_’écoulement est supposé laminaire.
¢ On considere le cas du régime stationnaire.
1-4-4-1 Ecoulement incompressible :
Si la masse volumique d’un fluide varie faiblement avec la température ou la
pression, on dit que ce fluide est incompressible [20]. On peut dire aussi que la densité de ce
fluide est constante (trés faibles variations de densité produites par un gradient de

température ou de pression).

1-4-4-2 Ecoulement laminaire :

On dit qu’un écoulement est laminaire lorsque la vitesse du fluide est faible ou que
le déplacement des particules fluides se fait de fagon réguliere et ordonnée (Lorsque la
vitesse est faible I’écoulement est régulier et laminaire) c.-a-d les lignes de courant ont un

aspect régulier.

1-4-4-3 Ecoulement stationnaire :

Si les variables décrivant le mouvement d’un fluide (la vitesse, la température, la
densité...) sont indépendantes du temps ce type d’écoulement est dit stationnaire. On dit
qu’un écoulement turbulent (écoulement irrégulier et désorganisé) est stationnaire si les
variables moyennes sont indépendantes du temps [20].

1-5 Lasolidification

La solidification se trouve au carrefour d’un grand nombre de domaines des disciplines
scientifiques, tel que la science des matériaux, la mécanique des fluides et des transferts, la

mécanique du solide, la physico-chimie [12]. Il y a de trés nombreuses applications
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industrielles de la solidification : coulée continue d'acier, croissance des fibres pour

I'électronique et I’optoélectronique, ... etc.

Dans les fluides a faible nombre de Prandtl (métaux liquides) [13], I'étude et la
compréhension des phénoménes du transfert de chaleur avec un changement de phase, reste
crucial dans de nombreux domaines, tels que la métallurgie et I’élaboration des métaux, la
géologie, la volcanologie (refroidissement du magma), I’océanographie, la croissance

cristalline ou encore la sécurité des réacteurs nucléaires [13].
1-5-1 Définition

La solidification est l'opération au cours de laquelle un liquide passe a I'état solide (Le
passage d’une phase liquide a une autre solide). Cela peut se faire par refroidissement (cas
le plus courant), ou par augmentation de la pression, ou bien par une combinaison des deux.
A pression constante, la solidification des corps purs se fait a température constante, la
chaleur libérée par la solidification [2] compense la chaleur perdue par le refroidissement.
Dans le cas d'un mélange de corps purs, la température baisse en général au cours de la
solidification (sauf dans le cas des eutectiques). Dans la figure qui suit, on représente une

courbe de solidification :

. [Ref roidissement du quui:lejl

Temperatmre 4 /
Le changement o' état hbére de
la chalewre
empératme dé~, | _ /
changement d'état
[Reﬁ'nid.iﬁseme-m du suh'de]

-

Temps

Figure 1.9 : Courbe de la solidification.

D’apres cette courbe on dit que la solidification est définie comme étant le
changement d’une phase liquide a une autre phase solide [2] ; ce changement libére une
chaleur qu’on appelle la température de changement d’état, il y a donc un refroidissement
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des particules liquides qui se transforment en particules on peut dire solides ; aussi un autre

refroidissement du solide pour compléter cette solidification.

Dans le cas de certains matériaux, ce changement de phase produit des modifications
importantes sur les propriétés mécaniques, physiques et chimiques [14]. L'étude de ces
transformations de phase dans les matériaux se poursuit depuis plusieurs décennies afin

d'améliorer la compréhension des principes de solidification.
1-5-2 Propriétés des deux phases de solidification (liquide et solide)

Les principales différences entre les deux états sont les variations de la fluidité, de la
diffusivité et aussi de la densité. La fluidité c’est la faculté qu’a un matériau de prendre la
forme de son récipient et on I’évalue par le taux de déformation d’un corps sous I’effet d’une
force statique de cisaillement. La diffusivité est la mesure de la vitesse avec laquelle les
atomes peuvent se déplacer de place en place dans un matériau liquide. La fluidité et la
diffusivité varient énormément a la fusion (le liquide) car un arrangement désordonné
d’atomes sans disposition réguliere. [15] Le solide au contraire est un arrangement d’atomes

suivant 3 dimensions qui se répéte presque parfaitement sur une certaine distance.

1-5-3 La Structure cristalline

Le solide cristallin se forme a partir d’un liquide a une symétrie (cubique, cubique a
faces centrées, hexagonale, etc.) alors que le liquide isotrope est invariant par translation
[10]. La matiere condensée peut prendre deux états solides différents, suivant les conditions
dans lesquelles elle s'est formée : un état dit amorphe, dans lequel la disposition des atomes
est aléatoire [15], ou un état cristallisé, caractérisé par un arrangement périodique des
atomes [16]. Les solides amorphes sont généralement appelés verres et considérés comme
des liquides de trés haute viscosité. Les solides cristallisés peuvent former des monocristaux,
si la périodicité est ininterrompue dans tout le volume, ou des poly-cristaux, s'il existe une
périodicité locale et que le solide est composé d'un ensemble de grains cristallins de taille a
peu prés uniforme [17].

1-5-4 La température de solidification

Une des particularités intéressantes de la transformation liquide — solide est que, pour
un matériau pur, elle a lieu a une température unique qui est une caractéristique importante
propre a ce matériau particulier et nommée température de solidification (elle est une

fonction a la fois du liquide et du solide) [2] ; La température de solidification d'un matériau
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pur a pression constante est invariable. A cette température, le liquide est plus désordonné
que le solide et possede ainsi une entropie plus élevée que celle du solide ordonné. 1l y a
aussi un dégagement de chaleur lorsque le matériau passe de la phase liquide a la phase
solide [18]. Ce dégagement de chaleur est appelé chaleur latente de fusion et est noté L.
A la température d'équilibre liquide-solide, on a :

AG, = AH, — TAS, =0 (1.8)
Ou: t: Pour la transformation.

T : Température en kelvin.

1-5-5 Chaleur latente

Une relation intéressante entre la chaleur latente et la température de solidification
peut étre établie en appliquant les principes de la thermodynamique.

La température de solidification est définie comme étant la température a laquelle les
énergies libres des deux phases sont égales [4]. Cela implique donc qu'a la température de
solidification, le solide et le liquide ont la méme énergie disponible pour effectuer un travail
externe. L'équilibre entre les phases solide et liquide peut étre exprimé de la fagcon suivante :

G, = Gs (1.9)
G, Gs : Energies libres de Gibbs du liquide et du solide respectivement.

L’énergie libre de Gibbs se définit par :

G=E-TS+PV (1.10)
Ou:
E : Energie interne de la phase.
P : Pression.
V : Volume.

On introduit la définition de I’enthalpie, I’expression d’énergie libre de Gibbs devient :

H=E+PV (1.11)
G=H-TS (112)
Ou:
S : Entropie.

T : Température absolue.
En substituant I’équation (1.12) Dans I’équation (1.9), on obtient a la température de
I'équilibre :
H, — TpS, = Hg — TS (1.13)
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Ou:

H;, Hs : Enthalpie du liquide et du solide respectivement.
S.,Ss : Entropie du liquide et du solide respectivement.
Tr : Température d'équilibre. A cette température, la valeur de la chaleur latente est :
H —Hs=1L (1.14)
Alors :
L = TzAS (1.15)
Cette relation montre la variation du terme entropie qui donne naissance a une relation

intéressante établie ci-dessous :

AS = L/Ty (1.16)

Par conséquent, on peut dire que la mesure du changement dans la température
lorsqu’un liquide se transforme en solide peut-étre obtenue par le rapport de la chaleur
latente sur la température de solidification.

1-6 Les étapes de la solidification

La solidification se fait en général par précipitation: il y a formation de germes de
phase solide au sein du liquide ; ce que I’on appelle la germination, puis une croissance de
ces germes avec divers méthodes de croissance. Il y a donc deux étapes pour fabriquer les
fibres cristallines pendant la transition liquide-solide [2] :

» Lagermination : la formation des germes de la nouvelle phase (La nucléation).
» La croissance des germes.
La création de I’interface pour réaliser la germination et la croissance se produit par
I’adjonction de particules sur I’interface entre les deux phases. La connaissance du
comportement de la création et de la croissance des germes nous informe également sur les

propriétés mécaniques du matériau solidifié [10].

1-6-1 La germination

Pour la compréhension du phénoméne de solidification, I’étude de la germination est
un élément essentiel pour comprendre cette operation [4]. La germination peut étre définie

comme la formation d’une nouvelle phase dans une région distincte. Dans le cas de la
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solidification, la germination impZlique la formation d’une petite particule de solide entourée
de liquide [2]. La nucléation c’est la premiére étape de la solidification ; il s’agit de
I’apparition des germes solides autour desquels commence le changement d’état, on dit que
la solidification se produit lorsque la goute atteint une température inférieure a la
température de solidification qui correspond a la formation d’un nucleus stable.

1-6-1-1 L’importance de la germination

Puisque la structure finale du matériau solidifié dépend de la germination, elle a
donc une grande importance et une influence sur la microstructure finale de fibre cristalline
ou du monocristal tiré. En effet, le nombre de germes qui se forment et grossissent
détermine la taille finale des grains [4].
1-6-1-2 Les types de germination

Il existe deux types de germination:

> la germination homogeéne.
> la germination hétérogene.

Dans le cas ou la germination est homogene, les germes solides se forment au sein de
la phase liquide. Alors que, dans le cas de la germination hétérogéne, ils se créent au contact
de la paroi froide de la lingotiére ou de particules étrangeéres baignent dans le liquide.

Si un matériau doit se solidifier a partir d’une substance étrangére, que ce soit le
moule ou les impuretés insolubles, il est indispensable que la surface de cette substance, soit
mouillée par le matériau liquide [2]. Une fois cette condition satisfaite, il faut encore que le
liquide se solidifie facilement au contact de substance. Pour cette raison, I’angle de contact
entre la substance et le matériau qui se solidifie est un concept théorique important en
germination. Lorsque I’angle de contact est petit, I’interface entre le solide et la substance a
une faible énergie de surface [4].

1-7 La croissance :
1-7-1 Les méthodes a croissance rapide :

Dés que la germination se produit, la croissance des cristaux commence; les structures
qui se développent peuvent étre reliées aux conditions de croissance. Dans cette partie nous
décrivons quelques techniques de croissance qui dépendent de la transformation liquide-
solide, on cite particulierement les méthodes a croissance rapide, I’opération dans ces
mécanismes de croissance se fait a des températures élevées avec des vitesses de I’ordre du

(mm/h), la croissance se fait a partir d’un bain fondu pour tirer des gros monocristaux.
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1-7-2 La méthode Verneuil :

Au début du 20°™ siécle, exactement en 1904 (& I’Académie des Sciences), le
professeur A. Verneuil (Le fondateur de la cristallogenése scientifique) décrit dans un
compte-rendu une technique de croissance par fusion a la flamme qui lui permet d’obtenir
les premiers monocristaux de saphir et de rubis [77].

Ce procédé de fusion a la flamme est resté pratiquement inchangé jusqu'a ce jour. Les

cristaux de joyaux sont largement fabriqués par cette méthode.

1-7-2-1 Les avantages de cette méthode :
» L'absence de creuset.
» La possibilité d'obtenir de trés hautes températures (> 2000° C).

> Sa simplicité qui lui a conféré un développement industriel exceptionnel.

1-7-2-2 L’appareillage et le principe de la méthode Verneuil :
Citons les composantes principales de la méthode Verneuil :
» Un réservoir de poudre du matériau a cristalliser, avec un mécanisme d’alimentation de
ce dernier.
> Deux sources, I’un de I’oxygene et I’autre d’hydrogene.
» Un moufle réfractaire.
» Dispositif de déplacement du cristal.

Avant la cristallisation du matériau, il faut passer par I’étape de fusion de la poudre
de ce matériau a cristalliser, cela se fait au moyen de la flamme d'un chalumeau oxhydrique,
apres le passage dans le chalumeau, la cristallisation de la poudre fondue se fait sur le germe
qui est placé sur un support mobile.

Le réle du moufle réfractaire cité ci-dessus c’est la protection du ce support. La

figure suivante représente les composantes de cette méthode d’aprés la référence [23] :
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Figure 1.10 : Principe de la méthode Verneuil.
1-7-2-3 Les inconvénients de cette méthode :
> La vitesse de croissance est de I'ordre du cm/h, ce qui génére des contraintes, c.-a-d. qu’a
cause de la grande vitesse il y a un entrainement important des contraintes dans le
cristal, ce qui donne une qualité cristalline pas toujours excellente.
> les forts gradients thermiques générant des contraintes et les inclusions de gaz expliquent

la mauvaise qualité cristalline.

1-7-2-4 La découverte du premier cristal laser par la croissance Verneuil

Le premier cristal laser a été découvert en 1960 (le rubis ou alumine dopée
chrome), Al,O3;:Cr** est obtenu par la croissance Verneuil, le développement de la
cristallogenése des cristaux pour I’optique est lancé par cette derniere et c’est grace au rubis

que fut mis en évidence expérimentalement I'effet Laser [34].

1-7-3 Technique de Bridgman-Stockbarger

La méthode verticale de Bridgman (VBM) a été premierement développée en 1923
[78]. Maintenant elle est I’'une des meilleures et usuelles techniques pour la croissance des
cristaux de semi-conducteur [21]. Cette méthode d’élaboration de monocristaux, est basée
sur le principe du forcage de la solidification progressive a partir d’un germe unique ; elle

permet d’obtenir des cristaux de trés bonne qualité ; et consiste a placer un creuset dans un
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four et a solidifier le matériau du bas jusqu’en haut ; cela dans le cas d’un procédé vertical.
[32]. On peut dire qu’il y a trois possibilités pour réaliser cette technique :
> La premiere (Le four est fixe) : c.-a-d qu’on réalise un déplacement d’échantillon du
haut vers le bas, et on fixe le four.
> La deuxiéme (I’échantillon est fixe) : dans ce cas il y a un déplacement du four du
bas vers le haut.
» La troisieme (four et échantillon sont les deux fixes) : et ca cela se fait par une
modification de la température du four.

Mais pour minimiser les vibrations au niveau de I’interface de solidification
(interface liquide / solide), il est préférable de déplacer le four. Les vitesses de déplacement
se situent entre 1 et 30 mm/h [33]. L’avantage de cette méthode est que la section de
I’échantillon peut étre carrée, rectangulaire, ou circulaire [2] puisqu’elle correspond a la
forme du moule ou du creuset; cette technique permet d’une part de faciliter la germination
des monocristaux et d’autre part d’obtenir des monocristaux d’orientation déterminée. On
peut citer quelques précautions qui doivent étre prises lors de I’utilisation de cette méthode
[32] :

% Evitement de la contamination du matériau, en utilisant un creuset de matériau
compatible avec le cristal élaboré.

% La densité du matériau liquide ne doit pas étre tres différente de celle du solide.

% Les matériaux et les conditions de croissance nécessaires doivent présider au
choix du mode du chauffage ; utilisation de chauffages résistifs ou de chauffages

inductifs.

L’utilisation d’un chauffage par induction permet de bien délimiter les deux zones, la
zone de chauffe et la zone de refroidissement. Ceci assure un bon gradient de température et
une interface solide-liquide la plus homogéne possible. Le matériau a cristalliser placé dans
un creuset est chauffé a une température supérieure a la température de fusion (Tf) ; ce a
I’aide d’un inducteur couplé a un générateur Haute Fréquence comme il est montré ci-
dessous [41]:
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méthode Bridgman-Stockbarger
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Figure 1.11 : lllustration schématique de la méthode Bridgman-Stockbarger.
1-7-3-1 L’utilisation de La méthode Bridgman-Stockbarger :

La méthode Bridgman-Stockbarger est particulierement adaptée a une cristallisation
industrielle : gros cristaux, cristaux en forme ou plusieurs cristaux simultanément. Parmi les
cristaux pour I’optique, tels que les fluorures (LiYFs;, MgF,, CaF,, BaF,...), quelques
monocristaux d’oxydes peuvent également étre obtenus par la méthode Bridgman
(YAIO;, Bi4Ges0i;, Y203,...). La croissance de monocristaux d’oxydes se heurte
néanmoins a la problématique du creuset et en particulier souvent au démoulage difficile des

cristaux [41].

1-7-4 La technique LHPG :

Cette méthode (LHPG : technique de la zone flottante par un chauffage laser) est
congue pour la croissance de fibres de diamétre <1mm ; en générale elle permet d’élaborer
des matériaux fibrés, cristallins, ou céramiques sur lesquels il est possible de contrdler les

compositions, les propriétés physico-chimique et mécanique [22].
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Dans cette technique, la zone fondue est créée entre un barreau source de
composition proche de celle du matériau ; elle est maintenue en équilibre par les forces de
tensions superficielles. Dans ce procédé on a la possibilité de travailler dans un domaine de
température élevée (jusqu’a 4000°C ) [23]. Ces deux derniers éléments sont comptés parmi
les avantages de cette méthode, on cite ici entre autres :

= Lapossibilité de réaliser la croissance de matériau a fusion non congruente.

= Une trés faible quantité de matiere a I'état liquide a un instant donné, limitant les
problemes de volatilité ou de décomposition de certains éléments.

= |'absence de contamination du cristal par un creuset éventuel.

= La limitation des problémes de ségrégation.

» Les faibles tailles de ces matériaux élaborés et donc le faible colt en matiere
premiére.

La figure suivante est une illustration schématique de la technique (LHPG).

= Ladiane

- Fibye

Lasex

o0 - - = done fondoe

— Baryean sowmce

‘ - -Tige ngde

Figure 1.12 : Schéma de la technique LHPG.

Ce shéma ci-dessus nous montre que les barreaux sont montés sur des tiges rigides ;
lesquelles ont trois degrés de libertés, ce qui permet un alignement horizontal des barreaux

et une translation verticale tres précis.
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Pour obtenir une fibre on réalise une translation des deux barreaux germe et nourricier
vers le haut, dans la méme direction avec des vitesses de tirage comprises entre quelques
mm/h et quelques mm/min. On peut suivre la croissance du cristal par caméra et microscope
(binoculaire) pour controler latéralement et transversalement I’alignement des barreaux [22].

La présence de gradient thermique élevé dans la zone fondue permet donc d'accéder a
des vitesses de tirage supérieures a celles couramment rencontrées en tirage Czochralski
[24]. A cause des forts gradients thermiques dans la zone fondue, il apparait des contraintes
importantes proches de I’interface et ¢a qui se présente un inconvénient de cette méthode.

1-7-5 La technique d’épitaxie

L'épitaxie est une technique de croissance orientée, de deux cristaux, lI'un par rapport a
l'autre possédant un certain nombre d'éléments de symétrie communs dans leurs réseaux
cristallins. On distingue 1I’homo- épitaxie, qui consiste a faire croitre un cristal sur un cristal
de nature chimique identique, et I’hétéro- épitaxie, dans laquelle les deux cristaux sont de

natures chimiques différentes.

Cette technique est utilisée pour faire croftre des couches minces (quelques nanometres
d'épaisseur). Pour cela, on utilise une surface parfaitement polie d'un monocristal, le
substrat sur lequel seront déposés d'autres atomes est choisi de facon a avoir des paramétres
de maille proches de ceux du cristal que I'on veut obtenir.

En phase liquide L'épitaxie utilise le principe de la méthode de Czochralski. Le
substrat est mis en contact avec une phase liquide sursaturée en I'élément voulu, qui se
précipite et cristallise sur le substrat. Cette technique a l'avantage d'étre rapide, mais elle est
moins précise que les épitaxies en phase vapeur. Les €léments & déposer, contenus dans des
creusets a haute température, sont évaporés et vont se déposer par transport thermique sur la
surface du substrat, plus froide mais de température quand méme assez élevée pour
permettre le déplacement et le réarrangement des atomes. Les applications de I'épitaxie sont

multiples : jonctions semi-conductrices, la micro-électronique, etc.

1-7-6 La méthode de Czochralski :

La premiére expérience du tirage par cette méthode a été réalisée par Jan Czochralski
en 1916 ; il a réalisé le tirage d’un fil d’étain monocristallin a partir d’un bain fondu [31,
76]. La méthode de Czochralski est la méthode la plus utilisable pour I’élaboration de

monocristaux ; surtout le silicium monocristallin et autres semi-conducteurs [32].
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Dans le cas des oxydes utilisés notamment dans le cadre d'applications laser, cette
méthode est l'une des seules permettant d'obtenir de gros monocristaux de qualité optique
suffisante. Ce procédé consiste en une solidification dirigée a partir d'un germe
monocristallin de petite taille.

Dans cette technique le tirage du germe se fait vers le haut, le matériau a élaborer est
d'abord porté a la fusion dans un creuset. Le matériau utilisé, fondu & une température juste
au-dessus du point de fusion du creuset, avec un gradient de température contrélé, le liquide
se solidifie et remonte par capillarité sur le germe [41] (formant un ménisque et créant une
interface triple liquide-solide-gaz ) en gardant la méme organisation cristalline (épitaxie) en
le faisant tourner a vitesse trés lente (une rotation avec des vitesses de l'ordre du degré par
heure [57]), de maniére a homogéneiser le bain et a contréler la forme de l'interface
solide/liquide [15]. Pour les matériaux non dopés les vitesses de tirage utilisées en technique
Czochralski sont de l'ordre de quelques mm/heure. En cas de dopage, notamment en vue
d'un effet laser (Néodyme dans YAG par exemple), il est nécessaire de diminuer fortement
ces vitesses jusqu'a quelques dixiemes de mm par heure [36]. Cette réduction a pour effet
d'éviter les défauts liés a des phénomenes locaux de surfusion (appelés striations) et
d'obtenir une concentration en dopant la plus homogene possible dans le cristal. Le
principale avantage de cette technique est que l'interface solide/liquide n’est pas en contact
avec le creuset (ou bien le moule) et qu’il n’y a pas limitation a la dilatation ou a la
contraction du matériau [2]. Comme inconvénient, on peut noter que la section de la fibre
cristalline obtenue varie habituellement a moins que I’on contrdle et régule avec soin la
vitesse du germe cristallin et la température du bain. L'opération se passe sous atmosphere

neutre (argon ou azote) pour éviter lI'oxydation.

La mise au point d'une machine de tirage performante nécessite une régulation fine
du générateur alimentant I‘inducteur associé a un dispositif de pesée extrémement stable et
sensible [41].

Ci-dessous un schéma illustratif présentant la méthode de Czochralski avec un
générateur Haute Fréquence (de la société HUTTINGER(2003). [41]). Ces générateurs se
caractérisent particulierement par leur stabilité a long terme et leur faible taux de pannes, ce

qui nous permet d’obtenir des paramétres de fonctionnement et de régulation trés stables.
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methode Czochralski

germe
/ lingot monocristaliin

bain fondu

inducteur

générateur MF

creusat réfractaire

Figure 1.13 : Illustration schématique de la méthode Czochralski.
1-7-6-1 L utilisation de cette méthode:

Parmi les méthodes les plus utilisées dans le cadre des applications laser et qui
permettent d'obtenir de gros monocristaux de bonne qualité optique, on a la méthode de
Czochralski. Cette technique utilise un procédé de croissance de monocristaux de grande
dimension (plusieurs centimétres) [15]. Ces monocristaux « géants » sont utilisés dans
I'industrie électronique (cristaux semi-conducteurs de silicium dopé), pour les études

métallurgiques. On peut aussi faire croitre des germes artificiels.

Apres la premiere découverte du cristal laser par la croissance Verneuil. En 1961,
I’effet laser est obtenu & 1,064 um par tirage Czochralski dans un monocristal de CaWO,
dopé Nd [43]. Czochralski est I'un des processus les plus stables dans l'industrie pour
accroitre des monocristaux du saphir (Al,O3) de bonne qualité [45]. Actuellement cette
méthode est une technique du choix pour élaborer des monocristaux d'excellente qualité
optique comme (YAG, LiNbO; LiTaO;, BGO, GGG,...).On cite particulierement les
aluminates (YAIOs;, LaMgAl11019), silicates (Y2SiOs, Gd,SiOs, LuySiOs), germanates
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(BisGes012, BinGeOy), vanadates (YVO,), borates (YCasB3019, GdCasB3010), tungstates
(CaWQy), mais egalement les fluorures (LiYFy) [35].

Nous citons dans les paragraphes suivants quelques travaux a la méthode
Czochralski, on présente aussi quelques résultats obtenus :

1.Ch. Avetissov, et al. 2009 :

En 2009 I.Ch. Avetissov, et al ont présenté une étude expérimentale dans la référence
[29] sur le contrble de vibration axiale (AVC) appliquée a la croissance cristalline de la
technique de Czochralski. Ils ont montré que le contrdle de vibration contribue a
stabilisation de la température dans le creuset et a l'augmentation du gradient thermique
simultanément prés de l'interface de croissance ayant une influence directe sur la cinétique
de croissance. Lors de la croissance du monocristal du NaNOs, ils ont pu déterminer les
paramétres pour lesquels les écoulements vibratoires suppriment les écoulements de
thermoconvectionelle et changent la forme de l'interface de croissance pour les cristaux
conventionnels de Czochralski.

L'installation de leur dispositif de croissance consiste en un four et un creuset
transparent afin de visualiser le processus de croissance en temps réel.
Ci-dessous un exemple du dispositif d'arrangement pour la croissance cristalline par
Czochralski utilisée dans la référence [29] :

1: Vibrateur mécanigue avec l'excenfrigue,

2: Four transparent avec un chauffage r ésstif,
3: Tige vibrante,

4: Traction dela tige,

5: Creuset Transparent.

6: Disque vibrant,

7 Cristal.

5: Canal d'évasion de soluté,

0: Tassederéception,

Figurel.14 : L’arrangement de I'installation pour le dispositif de croissance Czochralski.
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A.Raufeisen, M.Breuer et al. (2009) [44]:

Dans ce travail, A. Raufeisen et al ont réalisé une étude numérique sur le mouvement
de la jonction triphasée explicitement (la jonction triphasée, c.-a-d. : la ligne ou le liquide, le
cristal et lI'atmosphere environnante). Dans un premier lieu, le mouvement a été limité aux
directions horizontales. lls ont pu quantifier, de facon précise, plusieurs effets qui se
produisent lors du processus de croissance cristalline de Czochralski, En I’occurrence la
l'augmentation du diamétre du cristal tiré. Des prévisions de LES (Large-Eddy Simulations)
de la croissance cristalline de silicium par le processus de Czochralski (Cz) ont aussi été
réalisées en 3D avec succes et ceci pour la premiére fois.

Chung-Wei Lu et al. (2010) :

En 2010 Chung-Wei Lu et al ont exposé une étude numérique dans la référence [45],
sur la croissance cristalline du saphir dans un four avec un chauffage du type inductif. Ils
ont utilisé la méthode Czochralski. Ils ont calculé numériquement la forme de Il'interface
liquide/solide, ils ont trouve que cette interface est déterminée principalement par le transfert
de chaleur dans le systéme de la croissance, et ils ont pu montrer que les grandes valeurs de la
température et de vitesse du tirage diminuent la convexité de cette derniére (I’interface

liquide/solide).
1-8 la technique micro-pulling down u-PD :

La technique « micro-Pulling Down » (u-PD) est une technique utilisée pour tirer vers le
bas des cristaux et des fibres monocristallines [9]. Elle est devenue une des méthodes
principales pour la croissance des fibres cristallines de bonne qualité [11] avec des formats
contrblés imposeés par la géométrie du capillaire au fond du creuset, (la forme de la fibre tirée
dépend de la géométrie du capillaire) [51]. Le tirage des fibres monocristallines se fait a partir
d'un germe orienté, qui est en connexion avec une goutte pendante, c’est pour cela qu’on dit
que cette méthode est dérivée de la goutte pendante. Elle a été inventée par Ricard et al a la
fin des années 60 [23]. A I’Université Tohoku de Sendai (Japon), le Professeur Fukuda [52]
I’a répétée, réformée, et I’a aussi améliorée. La technique micro-pulling down implantée au
Laboratoire de Physico-Chimie des Matériaux Luminescents (LPCML) a I’Université Lyon en
France par le Docteur K.Lebbou [53]. Plusieurs types de nouvelles fibres et de monocristaux
ont été cristallisés en utilisant cette méthode avec une excellence commande du diamétre et

une homogeneéité de concentration [79].
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1-8-1 Le principe de la méthode de micro-pulling down u-PD [51]:

La fusion de matiere premiere se fait dans un creuset en platine ou en iridium. La
fibre formée par le contact du germe avec le liquide se trouvant dans ce creuset, et passant
par capillarité vers le bas a travers le canal micrométrique. L'alignement du germe est piloté

par des micro-déplacements xyz. Le tirage s'exécute vers le bas avec des vitesses controlées.

Pour suivre la procédure de tirage on utilise une caméra CCD [11]. Pendant le tirage il
faut conserver I’équilibre du liquide (liquide-goute) qui a I’intérieur du creuset est déja
fondu par chauffage inductif ou résistif. On peut aussi controler la géomeétrie de I'interface
de cristallisation et I'épaisseur de la zone fondue.

La hauteur du ménisque dépend de la position verticale du germe cristallin [9].

La figure suivante illustre le principe de la goutte pendante, et un exemple de

connexion réelle [23]:

Capllawe

Liquide

Genme

Zone fondue H: (La hantenr du memisque)

Fibre mrée

Meémsque ——®

Germe

Connexion

Figurel.15 : Principe de la goute pendante avec un exemple de connexion réelle.

1-8-2 Dispositif expérimentale de la technique p-PD :

Dans cette présentation on donne le descriptif de I’appareil p-PD qui
nécessite différents accessoires [3] ; on cite parmi ses composantes les suivantes :
= Un creuset.

=  Un matériau source.
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= Un support autour du creuset, de méme type que ce dernier (After heater).

= Une construction céramique autour de creuset et de I’after heater pour
minimiser les pertes de température et contrbler les gradients de
température.

= Un génerateur radio fréquence pour le chauffage.

= Pour le tirage on utilise un Moteur de translation.

= Une caméra CCD pour suivre la procédure de tirage.

Dans la figure ci dessous on représente la proceédure micro-pulling down d’apres la

référence [3]:

Crenset

Isolation Capillaire
thermigue
After heater

ibre tree

Genne

Figurel.16 : Illustration schématique de la technique de micro-pulling down.
1-8-3 Opération de tirage du saphir par la technique de micro-pulling down:

On cite dans cet exemple les étapes de I’opération du tirage du saphir par la technique
de micro-pulling down, (se sont des étapes réalisées expérimentalement [23]). La premiére
étape consiste en la fusion de matériau dans le creuset.

Le protocole de tirage est le suivant :
» Une installation du creuset dans la chambre ; puis le remplissage par le gaz Argon bien
sOr apres I’opération du vide si I’on veut travailler sous atmosphére controlée.
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> la génération d’une goutte dans le capillaire, se faisant en chauffant le creuset par
induction; ce jusqu'a la fusion de cette goutte.

» Connexion du germe a la goultte.

> La derniere étape c’est le démarrage de I’opération du tirage vers le bas. Au cours de

cette derniere, il faut contrdler les parametres suivants :

v Puissance de chauffage.
v Vitesse de translation (tirage).
v Hauteur du ménisque.

Pour suivre la procédure du tirage on utilise une caméra. D’apres la référence [39] on

illustre la chambre et la caméra CCD avec un exemple d’une fibre tirée :

Chambre et un réchauffeur de fréguence par radio

Optigue

Caméra CCD

Figurel.17 : L’appareillage de la technique micro-pulling down au LPCML en France.

1-8-4 Le type du creuset

Le matériau est fondu dans un creuset (en platine ou en iridium par exemple). Il faut
donc prendre en considération le type de creuset, donc le choix dépend de la température de
fusion du matériau [51]. Les fibres peuvent étre tirées sous atmosphére contrdlée pour éviter
la détérioration des creusets. Le creuset doit étre compatible avec le liquide (pas de réaction
chimique creuset-charge [23]).

1-8-5 Les principaux avantages de la technique p-PD :
La technique p-PD présente les avantages suivants :
% Les gradients de température sont contrdlés au niveau de [I’interface

solide-liquide ce qui minimise la propagation de défauts, (Contréle de la
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forme de l'interface liquide-solide).

% Les coefficients de ségrégation (k) sont pratiguement égaux a I’unité si les
vitesses de tirage sont suffisamment élevées [23].

% La méthode p-PD permet Il'obtention de fibres cristallines avec une bonne
homogénéité chimique [51]. Pour les applications en optique, les cristaux sont
dopés avec des ions actifs généralement des terres-rares. |l est difficile davoir
une bonne homogeénéité du liquide et une parfaite distribution des dopants dans
le cristal, en particulier au cours du tirage par les techniques Czochralski et
Bridgman alors qu’avec la méthode w«-PD il est possible d’améliorer
I’lhomogeénéité du cristal.

X/
°

Possibilité d’utiliser des concentrations trés élevées en dopants dans le

cristal. Les cations peuvent étre figées dans le solide en raison des vitesses de

tirage élevées ; ce qui permet d’élaborer des cristaux non congruents.

%+ Procédé rapide et flexible, il peut étre adapté au tirage des matériaux a fusion
congruente et non congruente [51].

¢+ Possibilité de faire croitre des fibres de grande longueur.

% Rapidité de la croissance, ce qui réduit le colt des cristaux par rapport a
d’autres techniques (Czochralski, Bridgman).

% Rapport Longueur/Diamétre inaccessible aux techniques classiques [50].

+% Stabilité du diametre des fibres.

% Excellente qualité cristalline [55].

%+ Les puissances de chauffe sont plus faibles que dans les autres méthodes de

fabrication des monocristaux [51].

X/
°

Faible cout de la matiére premiere.

X/
°

Possibilité de cristaux préformés.

1-8-6 Conservation de masse et de chaleur et la stabilité de la zone fondue :

Dans I’ordre de croitre une fibre stable avec un diameétre constant ; trois principes
fondamentaux pour la croissance cristalline de fibre [9]: Conservation de la masse,
Conservation de [I’énergie, stabilité mécanique du systeme, il faut les prendre en

considération pour maintenir la forme constante et le volume de la zone fondue.
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1-8-6-1 Conservation de la masse : quand on néglige la différence de densité entre le

liquide et le cristal, ona :
(dery)?Very = (deap)?Veap (1.17)

Ou:
d.r, . Diametre du cristal (de la fibre).
d.qp - Diametre du capillaire.

Very - Vitesse du cristal.

Veap - Vitesse d’écoulement moyenne dans le capillaire.
1-8-6-2 Conservation de I’énergie:
La conservation de I’énergie est décrite par la loi suivante [11] :
psAH Ve + K GTyp = K Gy (1.18)

K,Gr; et K,Gr, : sont les flux de chaleur du liquide et du solide respectivement.

ps  Densité du solide.

AH : Chaleur latente dégagée, du a la solidification.
Very - Vitesse du cristal.

K; : Conductivité thermique du liquide.

K : Conductivité thermique du solide.

Gr; : Gradient de la température dans le liquide.
Gr, : Gradient de la température dans le solide.

Le premier terme du premier membre de I’équation précédente est trés faible par
rapport aux deux autres; ce a cause du gradient de température plus élevé a I’interface.

1-8-6-3 Types de convection dans la zone fondue:

L’étude des phénomenes de convection dans la zone fondue est un élément
essentiel pour la compréhension des phénoménes régissant la synthése des fibres. La forme
de I’interface de croissance dépend du type et du sens des phénomeénes de convection.

A cause du gradient thermique élevé proche de la surface libre et de I’interface de
croissance, on observe qu’il y a un type de convection qui domine, appelé convection de
Marangoni (Convection thermocapillaire), elle est liée a la minimisation de I’énergie
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(Les tensions superficielles). Puisque le systeme est petit les mesures de température et de
concentration sont difficiles [24] ; la convection de flottabilité peut étre négligeable a cause
des dimensions physiques qui sont trés petites. On a aussi un mouvement du fluide des
zones les plus chaudes vers les zones les plus froides (Convection naturelle).

Donc I'écoulement et le transfert thermique dans la zone fondue est influencé par la
poussée d'Archimede, la convection de Marangoni, le rayonnement thermique et le procédé
de cristallisation lui-méme. Dans les grands creusets comme ils sont employés dans la
production industrielle des cristaux de silicium par exemple, la convection dans la zone
fondue est tres forte par conséquence I'écoulement du liquide devient turbulent et anisotrope
(en 3D) [44]. Donc la convection dans la zone fondue joue un role trés important pour la

forme et la qualité des fibres tirées.

1-8-7 L’équilibre de la forme de ménisque
La stabilité de la fibre et des cristaux formés est liée aussi a la forme et la nature du
creuset ainsi qu’a la forme de ménisque [25]. La forme stable de la zone fondue est

déterminée par I’angle de mouillage @ [9], elle est liee en particulier aux tensions
superficielles. Pour obtenir une forme stable du ménisque il faut que :

=0 (1.19)
Tel que :

@ : L’angle entre le ménisque et I’axe de croissance.

@, : L’angle de croissance, il dépend de I’orientation cristallographique (constante du
matériau). Pour le saphir la valeur de I’angle de croissance @, est égale a 17° dans la
direction [0001] [23,47]. Cet angle est indépendant des paramétres de croissance, tel que la
hauteur de la zone, le diamétre et le taux de croissance de la fibre, il se déduit des tensions
superficielles d’équilibre du systeme entre le liquide, solide, et gaz (contact de trois phase),
sa forme se donne par [9]:

(Vs1)?

B 2(Vs¢) Vi) (1.20)

cos(Do) = (¥s¢)? + (y16)?

Tel que :

Vi - Energie interficielle entre les interfaces de trois phase (liquide- solide, liquide -gaz,
solide- gaz).
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1-8-8 Forme de I'interface de croissance

L'interface liquide-solide est la goutte qui pend au bas d'un capillaire ouvert a son
extrémité supérieure et rempli du liquide a cristalliser. Selon le type du fluide, on distingue
deux types d’interface :

- Interface déformable : c’est une interface entre deux fluides (gaz ou fluide).
-Interface mobile : c’est une interface d’un fluide avec un corps solide.

Il faut créer une interface pour faire germer les noyaux, et leur croissance se produit
par I’adjonction des atomes ou des molécules sur I'interface entre la phase mére et la
nouvelle phase [10].

Dans beaucoup de problémes de technologie, I'interface entre les phases joue un réle
important dans la qualité du produit [26]. Par conséquent, sa prévision ou sa conception est

une tache importante dans l'optimisation du processus.

La forme de I’interface dépend de nombreux paramétres tels que [23]:

X/
°

La taille de la zone fondue.

X/
°e

Les conditions de tirage.

X/
°e

Les tensions superficielles liquide-solide-gaz.

X/
°

La conductivité thermique du liquide.

X/
°

La profondeur de la pénétration du chauffage dans la zone fondue (effet de
Peau).

X/
°e

Le type des phénoménes de convection.

X/
°e

L’émissivité du liquide.

Aussi le champ thermique et d'écoulement ont un grand role tel qu’ils affectent
fortement la forme de l'interface de phase entre le liquide et le solide, qui sont aussi
essentiels pour la qualité des fibres [44, 45].

1-9 Les travaux théoriques et expérimentaux qui ont été réalisés par la u-PD :

Dans les paragraphes suivants nous présentons quelques travaux théoriques et

expérimentaux qui ont été réalisés pour cette nouvelle méthode :
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C.W. Lan et al (1998) [64] :

Dans son étude C.W. Lan a développé un modeéle numérique pour analyser la
croissance des fibres du Ge « Si 1-x par la technique micro-pulling down (u-PD). Il a fait des
calcules simultanément pour étudier le transfert de la chaleur, de la masse, I’écoulement du
fluide dans la zone fondue, et la forme d'interface, aussi bien que le diametre de fibre. C.W.
Lan a utilisé la méthode des volumes finis pour analyser théoriqguement ce procédé de u-PD ;
il a fourni une vue directe de I'écoulement et le transport du liquide dans la zone fondue. Il a
calculé le diamétre de la fibre, en fonction de la longueur de cette zone, il a trouvé qu’il est en
bon accord avec les mesures experimentales. Un accord raisonnable pour la forme de
ménisque est aussi bien obtenu, cette forme calculée, est presque identique a la solution

analytique en utilisant I’approximation a faible nombre de Bond.

A.YOSHIKAWA et al (1999) [66, 67] :

Ce groupe a réussi a tirer des fibres eutectiques d’ AL,O3/YAG par la technique de
micro-pulling down (u-PD) avec des vitesses de tirage relativement élevées compris entre
(0.15 - 10 mm/min). En 2001 J. H. Lee et al [68, 69,70] ont aussi étudié un systeme
tridimensionnels de  AL,Os/Y,05/ZrO, ; en utilisant la méme technique (micro-pulling
down). Le tirage de ces fibres eutectiques, se fait avec des taux de croissance jusqu'a 10
mm/min.

Jean-Marie FOURMIGUE, et al (2008) [51] :

En 2008, dans la référence [51] Jean-Marie FOURMIGUE, et al ont réussi a tirer des
fibres monocristallines de composition YAG-Nd** en contact avec un germe YAG

monocristallin orienté suivant la direction (111) de ce cristal.

lIs ont utilisé la technique micro- Pulling down pour faire la croissance de ces fibres
monocristallines avec des vitesses du tirage vers le bas. Ce groupe a montré que le taux de
croissance dépend du diameétre de la fibre, de la puissance et la température de chauffe, aussi
de la viscosité du liquide.
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I. Martial et al (2009) [54] :

Dans cet article, un exemple sur les fibres monocristallines YAG dopées Yb (Nicolas
AUBRY - JNCO 2009) produites par la méthode (micro- Pulling Down) pour I’application
laser est présenté dans la figure ci-dessous avec un descriptif de base d'une machine (#PD)
par chauffage inductif [54]:

Fibré mono-
cristaline

Germe orientd

Systbme de tirage

Figure 1.19 : Fibres monocristallines tirées par la méthode micro- Pulling Down
avec un schéma descriptif de cette machine.

D. Sangla, N.Aubry et al. (2009) [39]:

Dans ce travail D. Sangla, N.Aubry et al ont réalisé la croissance des fibres
monocristaux du LusAlsO1, non dopées et dopées Yb** par la méthode de croissance micro-
Pulling Down (u-PD) et ont déterminé le diametre de la fibre cristalline.

Ils ont étudié la hauteur de la zone fondue, le transfert thermique et ont mesureé le
coefficient de ségrégation longitudinal des dopant Yb** par la fluorescence optique.

Ce groupe a trouvé que la distribution des ions Yb®* est homogeéne le long de I’axe de
croissance et que la convection dans la zone fondue n’affecte pas sur la distribution de dopant
dans la fibre cristallisée.
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D. Sangla et al (2009) [50]:

Dans cette étude, D. Sangla et al ont expliqué la méthode de travail pour I’élaboration
des fibres monocristallines de qualité laser Yb:YAG par la technique de croissance micro-
Pulling down. lIs ont présenté les avantages de ce procédé aussi celui du laser a fibre
cristalline, la différence entre le laser a cristaux massifs et le laser a fibres, ils ont trouvé que
la puissance laser émise par la fibre a la sortie de cavité est proportionnelle a la puissance de
pompe incidente. Le schéma ci-dessous montre les étapes de la méthode de travail et les
étapes suivies pour I’élaboration des fibres cristallines Yb:YAG :

| y ] +« Fibres cristallines
Definition du systeme _h Etude théorique 4« Systéme de pompe
A / «  Geometrie des falsceaux

Croissance et Croissance
préparation des fibres| g

ISCUSSIONS
meahoratnons

| Caractérisations

Micro- Pulling Down

-

I

ﬁ Spectroscople

| M| structu refcristallographie

l B proprietés optiques

| Fibres cristallines Yb:YAG de qualité laser |
Figure 1.20 : Etapes du travail de la réalisation des fibres cristallines de qualité laser.

A. Laidoune (2010) [23] :
En 2010, A. Laidoune a présenté un travail contenant deux parties :

La premiere basée sur I’étude du systeme Al,Os-Y,03-ZrO,, les échantillons ont été
synthétisés sous forme de fibres eutectiques par la technique LHPG.

La seconde partie, il I’a consacrée au développement de la croissance de fibre monocristalline
du saphir (Al,O3) non dopé et dopé Ti** & partir de I’état liquide. 11 a réalisé la croissance de
ces fibres en utilisant la technique micro-pulling down (u-PD). Il a réussi a faire croitre des
fibres monocristallines qui sont transparents dans le visible, et ont une bonne qualité

macroscopique et microscopique, aussi les fibres du saphir dopée titane avec différentes
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vitesses du tirage (0.3mm/min, 0.5mm/min, 0.8mm/min, 1mm/min). Les conditions de
cristallogenese (vitesse de tirage, température du liquide, type de germe) sont I’objectif
principal de ce travail. Le tirage a été fait avec des formes géométriques contrblées pour
I’lamélioration de la qualité des matériaux et ce dans le cadre du développement d’une
nouvelle approche de recherche de nouveaux matériaux.

Les fibres du saphir non dopé, et saphir dopeés Ti tirées avec différents taux de croissance
sont présentées dans les deux figures ci-dessous [23] :

Figurel.2l.a Figurel.21.b

Figurel.21:
a : Fibres monocristalline du saphir dopé Ti** Tirées avec différentes vitesses.

b : Fibres du saphir transparentes produites par la micro-Pulling Down.

A. Nehari, A. Laidoune etal. [25] :

En 2011 Dans cette référence, ce groupe a utilisé la technique de croissance micro-
pulling down (u-PD) pour croitre des fibres monocristaux du Saphir de diamétre de 1mm.
Dans cette étude expérimentale la quantité totale de la matiére premiére (le saphir sous forme
d’un liquide) a été transformée complétement dans le creuset vide jusqu’a la fin de l'opération
de croissance qui a été effectuée avec une optimisation dans les conditions du tirage et la
forme de la zone fondue. Ils ont cristallisé les fibres du saphir au-dessous de 1 bar de pression
dans une atmosphére de gaz protecteur (l'argon) avec un taux du tirage compris entre 0.5 et 3
mm/min. lls ont réussi a croitre des monocristaux transparents et homogenes. Les résultats

obtenus montrent les homogénéités chimiques élevées et les bonnes propriétés optiques.
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Nous illustrons les fibres monocristallines du saphir qui sont tirées par ce groupe

d’apreés la référence [25] :

Figurel.22: Fibres monocristallines du saphir tirées par la méthode micro-pulling down.

H. S. Fang et al [11]:

En 2011 dans cet article H. S. Fang et al ont fait une simulation numérique pour étudier
le procéde du tirage micro-pulling down (u-PD) dans le but de la croissance cristalline des
fibres du saphir. Ils ont résolu un systéme d’équations fondamentales pour déterminer
I’écoulement du fluide, le transfert thermique, linterface du liquide/solide, le champ
électromagnétique et aussi pour destiner les caractéristiques du systeme de croissance. Ils ont
remarqué que dans le liquide, la convection de Marangoni est dominante (trés forte), et la
convection de flottabilité est négligeable, mais aussi que le rayonnement thermique autour de
la région de creuset est plus grand & cause des grands gradients thermiques appliqués sur cette
derniére. Ils ont étudié la convection du gaz qui est aussi importante en raison de la grande
différence de température dans les diverses pieces du four. H. S. Fang et al ont trouvé une
interface liquide/solide avec une forme convexe qui est conforme a [l'observation

expérimentale.

Conclusion

D’apreés I’étude de différentes méthodes de croissance précitées, on conclue que la
méthode micro-pulling down (u-PD) possede beaucoup d’avantages en comparaison avec
les autres techniques, nous citons particulierement la géométrie dans le cas de ce procédé qui
favorise une parfaite distribution des dopants dans le centre de la fibre et évite le probleme
de ségrégation vers les périphéries et ¢a tés intéressant pour les applications laser, aussi une
rapidité de la croissance, ce qui réduit le coQt des cristaux par rapport a d’autres techniques.
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Chapitre 2
I
ivation ety

Le but de ce chapitre est la derivation du modele théorique, en se basant sur les
équations exprimant les phénomenes d’écoulements qui sont principalement celles des
dérivées des lois physiques de conservation de la masse, de quantit¢ du mouvement, de
I’énergie, et des espéces, tel que nous posons un ensemble des hypothéses simplificatrices
pour simplifier ces équations, puis nous les représentons en coordonnées cylindriques ;
I’étape suivante c’est la normalisation ou bien I’adimentionnalisation, pour cela on définit
les parametres de référence convenables aussi on introduit I’approximation de
Boussinesq ; finalement on obtient un modele normalisé des équations aux dérivees partielles

qui gouvernent le phénomene physique .



Dérivation du modeéle théorique

2-1 La modélisation

Pour faire une modélisation, il faut connaitre les étapes que nous suivons pour obtenir un

modele, pour le résoudre et donner des résultats qui le valident. La modélisation se divise

ordinairement en trois étapes [38] :

)/
**

X/
L X4

X/
L X4

La premiére étape : consiste a déterminer les parametres essentiels qui interviennent
pour décrire le phénomene puis a choisir le modéle adapte pour décrire le phénoméne.
Dans notre cas les parametres essentiels qui décrivent I’écoulement sont les vitesses, le
transfert de chaleur et de masse qui sont décris par la température et la concentration.
Donc notre modele est basé sur quatre équations (quantité du mouvement, la
continuité, équation de I’énergie, et de la concentration), se sont les équations de base

que nous utilisons pour construire notre modele.

La seconde étape : consiste a établir les équations qui décrivent le phénoméne (trés
souvent se sont des équations différentielles). Dans notre étude nous représentons ces
équations qui sont dérivées des lois de conservation (Conservation de la masse, de
quantité de mouvement et de I’énergie) en coordonnées cylindriques, en suite on a

posé des hypotheses simplificatrices pour simplifier le modele mathématique.

La troisieme étape : consiste a résoudre les équations précédemment établies afin de
donner des réponses et des résultats, soit analytiquement ou numériqguement. Dans ce

travail la solution sera faire numériquement.

2-2 Les équations fondamentales

Les équations fondamentales de la mécanique des fluides des quantités precédentes (la

masse, quantité du mouvement, I’énergie et la concentration) sont [27, 28] :

Equation de la continuité :

dp

Equation de quantité du mouvement :

|4
P = —Vp+pg+,uVZV+gV(V.V)

44



Dérivation du modeéle théorique

Equation de I’énergie :

dT

dp
14 nr
PCp o = -Vq" + q'"" + T a + ud

Equation de la concentration :

dC . "

2-2-1 Les hypotheses simplificatrices

Pour construire des modéles suffisamment précis, il faut tenir compte d’un certain

nombre d’hypothéses simplificatrices. Donc pour la simplification du systéme d’équations,

Nous SUpPPOSONS :

A\

YV V VY

>

Le milieu d’étude est un milieu continu (fluide);
Le fluide est supposé comme étant incompressible Z—‘t’ =0;

Fluide visqueux Newtonien (Un fluide visqueux Newtonien est tout fluide dont la
relation entre contrainte et le taux de déformation est linéaire);

Les forces externes se réduisent aux forces gravitationnelles ;

L'approximation de Boussinesq prend ainsi comme hypothése(les fluides ont une
masse volumique constante qui ne dépend que de la température et de la
concentration elle apparait en terme g de I’équation de quantité du mouvement) ;

La génération interne de la chaleur q'" négligeable ;

La fonction des dissipations visqueuses u® est négligeable ;

Le terme de I’effet de compressibilité T gt négligeable ;
dt

L’ absence de géneration des constituents (m""’ = 0) ;

2-3 Simplification des équations fondamentales

2-3-1 Equation de la continuité :

dp

Jt

ou:

+V.(pV) =0 (2.1)

p : Densité du fluide par unité de volume.

V: Vitesse du fluide.
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Cette équation (L’équation de la continuité) résulte de I’application de la loi de

conservation de la masse, a un fluide qui passe a travers un volume de contrdle « V ».

L’equation (2.1) est dérivée en utilisant [I’approximation d’Euler, c’est une
approximation dans laquelle Euler a utilis¢é un volume de contrdle fixé, infinitésimal, et a
travers lui le fluide passe avec une vitesse V . La représentation Eulerienne [27] est la plus

utilisée dans ces applications mécaniques des fluides.

On substitue la dérivee % dans I’équation (2.1) qui devient :

dp _

—+p(V-V) =0 (22)
Tel que :

d() _d()

—= =5 FV.V0) (2.3)

d S . .
% - Dériveée particulaire.

La dérivée matérielle est une notion fondamentale en mécanique des fluides ; elle est

utilisée pour déterminer I’expression de I’accélération d’une particule fluide [27].

Avec :

V.(pV) = p(V-V) +V.V() (2.4)

La densité de chaque élément fluide reste constante quand le fluide est en écoulement c.-a-d. :
dp

- =0 (2.5)

Ce fluide est appelé incompressible. Mathématiquement, cela signifié que :
VV=0 (2.6)
En coordonnées cylindriques, I’équation de la continuité pour un écoulement

incompressible, s’écrit comme suit :

di V_VV_la(ru)+16w+6v_
= o rof 09z

(2.7)

Ou u,w, v représentent respectivement les vitesses radiale, azimutal et axiale.

Dans le cas d’un fluide axisymétrique :

=0,donc == =0
w=0,donc — =0;
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Donc I’équation (2.4) devient :

] 10Gu) ov
divV =V.V =-— +—=
r or 0z

0 (2.8)

2-3-2 Equation de quantité du mouvement :

La loi de conservation de quantité du mouvement exprime la deuxieme loi de Newton.
Quand cette loi est appliquée a un fluide en écoulement on obtient une équation vectorielle

connue comme équation de quantité du mouvement tient la forme :

apV
% + V.pVV = pf + V. pll; (29)

Note pVV qu’estun tenseur donc V.pVV n’est pas une divergence simple, elle peut

étre exprimée comme suit :

V.pVV = pV.VV + V(V.pV) (2.10)
On substitue I’expression (2 .10) dans (2 .9) :

apV
B +V(V.pV) + pV.VV = pf + V. pIl;; (2.11)

Sachant que :

dpV  dpV
dv dp

On simplifie cette derniére en utilisant I’équation de la continuité (VV = 0), et on prend
en considération que notre fluide est incompressible (Z—’t’ = 0) donc I’équation de quantité du

mouvement réduit a :

dv
por = Pf+V.pll (2.14)

f : Force par unité de masse. Elle désigne la résultante des forces massiques s'exercant
dans le fluide (unité SI': N.kg %) ;

Dans ce cas, la force externe qui est appliquée c’est la force gravitationnelle donc on pose :

pf = pg (g:Vecteur de gravité)
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I1;; : Tenseur des contraintes, et sa formule est donnée comme suivant :

av; aV; av,

0x; 0x;
Vi, V; Vi :Représentent les composantes du vécteur vitesse V.
Ou:

8;; : Fonction delta Kronecker et (8;; =1sii=jet §;=0sii#]j).
u,u' : Coefficients de la viscosité dynamique.

Ces deux coefficients sont reliés entre eux par la relation ci-dessous. Généralement, le
coefficient de viscosité en volume est négligeable [30] :
2 r _ ’ 2
SHT W= K Et K=0 Donc u =—sH
En prenant la viscosité en facteur, le tenseur des contraintes devient :

v, v, 2 v
Hij:_paij‘}'ﬂ (a—x]+a—XL) —551']'6—3(’( (2-16)

On peut écrire ce tenseur sous la forme :

Iljj = —pbij + 15 (2.17)

T;; - Tenseur des contraintes visqueuses (unité Sl : Pa) ; et son expression :

_ (% 2 5 We (N, Y 2 (V.V)6 (2.18)
I\ Bx, T ox )T 3MU ek, T M\ oy T Bx )T 3HYTT0U |
L équation de Navier-stokes obtenue est :

dv av; ay; 2 CALLY (2.19)
Par =PI~ VP ox ”(ax ox; '

i . . S
Maintenant on introduit la dérivée Pyl et comme u est constante, ona :
j

ox, M| axox, T ox ax)) T 3 Fom
az Vi 1o
= |- = +o—(V.V) (22
ul Tt e )] @)= s T O CED
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On peut faire une projection de | équation de Navier-stokes sur les trois directions

(r,0, 2) c.-a-d. une séparation en ses trois composantes. Cette projection nous donne :

Suivant la direction r:

p% = — Z—I: + pg, + UV, + g%(v. V) (2.20.1)
Suivant la direction 6 :

p%%=—g%+mh+uW%+§£#VW (2.20.2)
Suivant la direction z:

o CZZ = Z—Z ¥ ng, + UV2V, + %% (V.V) (2.20.3)

On peut représenter ces trois égquations sous forme vectorielle générale :

dv

P = —Vp+pg+uvrv + gV(V. V) (2.21)

En introduisant | équation de la continuité, et pour un fluide incompressible on peut écrire :

dv

P = —Vp+pg + uviv (2.22)

On devise cette derniére sur la densité, elle s’écrit :

Vo Ly, tog v (2.23)
TR GO -

Dans tous les termes de I’équation de Navier-stokes, la densité constante (p = py :
densité du fluide) sauf dans le terme de gravité (I’approximation de Boussinesq), nous
parlerons sur ce point dans les paragraphes suivants. On écrit | équation de Navier-stokes

seulement selon deux directions (r, z) :

Selon la direction radiale r:

6u+ 6u+w6u W2+ ou
ot “Yor rae r Yoz
1 dp

B N 62u+16u u+162u 26w+62u
~ po Or V\orz T v ar vz 12062 1206 922

+% (pgr) (2.24)

v= pi - La viscosité cinématique.
0
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Nous avons :

62u+16u u 6( )

ar? rar_rz_ rar( u)
(162 2 0w _
{rzaez_rzae_

. 10%v _
\EC: a2 =0
Donc selon I'axe r:
6u+ ou au 1 ap d (1 ) 62u + ( ) 2.25)
ot Yo ez o \ar G w PGr @

Selon la direction axiale z:

6v+ ov 4 w ov . ov
ot Yor T roe Yoz
1 dp <62v lov 10d%v 0% )

or? r or 12002 0z2

L (05 (226)
PP - (pg. -

Nous avons :

0%v 10v 16( av)
ar2  r or ror

Donc | équation selon I'axe z devient :

ov av av 1 dp <1 d (( av) 0%v )
v —_——

" py 0z ror rﬁ 02z2

1
—+u— + = 227
" Yo TVezT p, 0z o, (pg2) (227)

Avec: py = p,, = cte

2-3-2-1 Approximation de Boussinesq

On introduit dans le dernier terme de ces deux équations une approximation qui
s’appelle I’approximation de Boussinesq. Cette derniére prend ainsi comme hypothése que les
fluides ont une masse volumique constante qui ne dépend que de la température et de la
concentration. Il déclare que des différences de densité sont suffisamment petites pour étre
négligées, excepté ou elles apparaissent en terme g de I’équation de conservation de quantité
du mouvement (g :I’accélération due a la pesanteur). Cette approximation est donc acceptable
dans la plupart des situations a large échelle. Dans la limite de la petite variation de la densité,

en basant sur I’approximation de Boussinesg, on peut écrire [28] :
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0 0
p(T,C) = p, + %(T —Ty) + %(C — Co) = pol1 = Br (T —Tp) — Bc(C — Cp)] (227)

On définit Br comme coefficient de dilatation thermique et S, le coefficient de

dilatation de concentration, les expressions de ces deux coefficients se donnent par :

1 /0p
i
Po aT 14

1 /0p
o= 20
Po ac 14

La densité du matériau diminue avec la température, c’est pour cela S est négatif.

Par contre la densité augmente avec la concentration c’est pourquoi S, est positif.

Nous remplacons I’expression de la densité dans I’équation de quantité du mouvement,
on obtient la forme finale de I’équation de Navier-stokes selon les deux axes [63] :
Suivant la direction radiale r:
Puisque la valeur du champ gravité radiale est nulle, I’équation projetée sur I’axe r devient :

6u+ 6u+ ou 16P+ 6(16 )+62u 40 58
ot Yo TPz o ar TV ar\rar W) 52 (2.28)

Suivant la direction axiale z:

1 0B, 10 d 02
= — + v(——((r a—:)) + 6_212] >_gzﬁT(T_TO)
+ 92Bc(C = Cy) (2.29)

PB,, : Pression motrice.

2-3-3 Equation de I’énergie :

La loi de conservation de I’énergie, traduit le premier principe de la thermodynamique
[27]. Les propriétés thermodynamiques d’un fluide dépendant de la température, le principe
de conservation d’énergie, exprime I’équation d’énergie pour une diffusivité thermique et une
source de chaleur gq” et une fonction des dissipations visqueuses ud® .

dT

n nr dp
PiCp, gy =—Va" + q" + T -+ u® (2.30)
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d . y s . R vy
ﬁTd—’t’ : Variation de I’énergie due a la compressibilité.

En négligeant la source de chaleur q” et la fonction des dissipations visqueuses u® ,

aussi la variation d’énergie due a la compressibilité BT‘;—’Z I’équation (2.30) devient :

oT K;
picpi(a +V.(VT)) =V.(K;VT) =V.( vT) (2.31)
i p;
aT
o HV.(VD) = V. (@(T)V T) (2.32)
K; o :
a;(T) = ; (i =: mpour le liquide, ¢ pour le solide)

K : Coefficient de la conductivité thermique.

cp - Chaleur speécifique.

a : Diffusivité thermique.

En coordonnées cylindriques, le Laplacian de la température se donne :

10, dT 10%T 0°T
oo )

= — )+ =+
ror rar r20602 (0z2

Le membre droit de I’équation (2.32) s’écrit :

10 [ a(a(T)T) 102(a(T)T) 0*(i(T)T)
Ale(DT) =757 (r ar )T a0z 9z (2321)
Aussi on écrit le premier terme de la méme équation dans ces coordonnées :
VVT_ua(rT) W6T+ aT 2329
T or r 96 " Uz (2322)

En remplacant les deux expressions ((2.32.1)) et ((2.32.2)) dans I’équation (2.32) ; la
forme d’équation de I’énergie sera :

- 4+ — -
e T4 Tar T a8t Va2

(10 ( (e (T)T) 10%(a,(T)T) 0%(a(T)T)
_<?§<r or >+r_2 06z 0z? )

<6T 10(0T) waT 6T)

(2.33)

Dans le cas d’un fluide axisymétrique les termes dépendants de la vitesse azimutale sont
négligeables, donc I’équation ci-dessus s’écrit :
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C’est I’équation d’énergie.

2-3-4 Equation de la concentration :
L (2.35)
dt

j : Vecteur du flux de la diffusion.
m"" : Géneration des constituents.

De la meme maniere que le flux de chaleur qu’est une fonction linéaire du gradient de
température VT , le flux de la diffusion est aussi une fonction linéaire du gradient de la
concentration VC; . En 1855, le physiologiste allemand Adolph Fick a le mérite d’avoir
déclenché le développement analytiqgue moderne du champ de transfert de la masse [61], et
de la méme idée que la loi de Fourier en conduction ; la loi de Fick pour la diffusion de la
masse pour un alliage de deux composantes est :

j1 = —D1,VCy (2.36)

Tel que:

D,, = D,; = D ; Ou D : Diffusivité de la masse de la composante 1 dans la composante 2 et

Iinverse et son unité est (m®/s). La loi de Fick est une approximation utile dans les problémes

du couplage transfert chaleur- masse. On fait une substitution de cette loi dans I’équation

(2.35) sachant qu’il n’est y a pas une géneration des constituents (m""" = 0) [28], on trouve :
dc

e DV?.C (2.37)

Nous remplagons le dérivé total par sa valeur on obtient :

ac .
<E " vc) — DV2.C (2.38)

Sachant que :

(V Ve = 10(rC) +w ac+ ac

{ ' _ur or r 06 ”az
10/ oC 1 9%Cc 94%C

e =20, Lo, o
ror\ or

(2.39)

+——+
r20602% 0z2
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L’équation de concentration des espéces en coordonnées cylindriques a la forme :

<a(rC)+ 16(rC)+w E)C+ 66)_ 16( ac)+1aZC+aZC 240
ot " 'F Tor "7 90 Vs ror\' or) 72902 " 922 (2:40)

En introduisant I’équation de la continuité, dans notre cas, cette équation se transforme a :

a(re) +l d(ruC) . o(vC) _ D Fi( 66) 92¢C (2.41)

ot r Oor 0z r or rﬁ +ﬁ

D : Diffusivité massique.
2-4 Le modele obtenu en coordonnées cylindrique :
Equation de la continuité :

] 10Gu) ov
divV =V.V =- +—=
r Or 0z

0

Equation de quantité du mouvement :

Suivant la direction r:

6u+ 6u+ ou 16p+ 6(16 )+62u
ot “Yor " Vaz po OT v rar(ru)

or

0z2
Suivant la direction axiale z:

v o
at or 0z
= _iaﬁ+v<li<(ra_v)) +62_v >_gﬁ (T_T)
po 0z ror or 0z2 zET 0

+ gzﬁC(C - CO)

Equation de I’énergie :

oT 10d(ruT) o(wT) 1 6( a(ai(T)T)> 0%(a;(T)T)
—+ - + = r +

at r or 0z ror or 972

L’équation de la concentration :

6_C+l d(ruC) . a(vC) _p <li< E)C) aZC>

Jot r Or 0z r or rﬁ +ﬁ
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2-5 Normalisation des équations

Une étape-clé dans le passage du modéle physique au modéle numérique est
I’adimensionnalisation des équations et le choix des variables numériques [37]. L’avantage de
cette normalisation est que les paramétres caractéristiques tels que le nombre de Prandtl, de
Schmidt, Rayleigh, peuvent étre variées indépendamment [27], c.-a-d. on peut étudier leur
effet sur les résultats obtenus.

On considere notre fluide comme incompressible et Newtonien ; ou I’écoulement est
Laminaire, les équations gouvernants le probléeme doivent étre sous forme adimensionnelle,
pour cela nous remplacons les variables par les paramétres de référence suivants [9, 64] :

. %m

» La vitesse par
Rg

2

> Le temps par ::—d

m

> Latempérature par ATpax = Ten — Tr

» La concentration par la concentration C,

Ou:
» R, :Diametre du creuset (longueur de référence).
» T., — T :Différence entre la température chaude et froide dans le domaine d’étude.
» C, :Concentration minimale du dopant.
> a,, - Diffusivité thermique du liquide.

On définit les variables adimensionnelles comme suivant [64] :

. 0 _ 9 R4®,
Le temps : Pyl vl

. R 9 .
La dérivée radiale : Pl R, Pt

8 _ 9
La dérivée axiale : 5, _Rda ;

. . " R
La vitesse radiale : u* =% u;
am
H H * Rd .
La vitesse axiale: v *=-—%v;
Im
T-Tr _ T-Tf

La température : T* = Ten = Tal-ry, iTr =T, =To;

Tch—TF ATmax

. . c-C
La concentration : C* = —=°% :

max_CO
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La pression: p* = p(:j)z ,donc p = p*p((;—’;)2 ;
Rgq

2-5-1 Adimensionnalisation d’équation de quantité du mouvement :

Nous réécrivons I’équation de quantité du mouvement suivant la direction r:

ou ou au 1 ap 0 /10 0%u
—+ u—+ - = —(—— ru))+—
ot ar Yoz Po ar or \r or 0z?

En substituant tous les variables ci-dessus dans cette équation, nous trouvons :

A, 0 [y am L1 0 jay am 1 0 (ap
o) o ) v ()
Rd at Rd Rd Rd aT Rd Rd aZ

110 ( <am)2>
po Rq OT* P po Ry
101110/ ap 10 /1 0 ap
() h
Rd aT Rd r* Rd or* RC Rd 0z* Rd 0z* Rd

Donc I’équation équivalente a cette derniere est :

am vt ap out  ap | ou’

Ror R " or R oz
aZ op* a o /1 0 a, 0 Ju*
R; or* R \or*\r* or* R, 0z* “0z*
La formule finale normalisée d’équation radiale de quantité du mouvement est :
) Jd ou* )
E dz* \0z*

Suivant la direction axiale, I’équation fondamentale s’récrit :

ou” ou” ou” ap* d /1
+u” +v* = - +Pr<ar<

ot* or* 0z* or* r* or*

6v+ 6v+ v
ot Yor " Yoz

1 Opm 140 v 92p
= —-—— 4 _ + — _ .
po 0z v <r or <(T ar)) 9272 ) 9287 (T —Tp)

+ gzﬁC(C - CO)

En utilisant les mémes variables adimensionnelles définis précédemment on obtient :

ov* Ly ov* Ly ov*
u v
ot* or* 0z*

_ apm*+L< 5, (i Ja *))+ 0 (av* )_vgzﬁTATmang -
d0z* oy, \Or* \r* or* dz* *0z* Ay AV
+DvgzﬁCACmach31 Cc*
D a,a,v

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)
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On définit les nombres adimensionnels suivants :

3
Ra; = 90BrlTmaxRy : Nombre de Rayleigh thermique.

amV

3
Rag = 9efctbmaxRa . \ompre de Rayleigh de la concentration.
S Dv

Sc = % - Nombre de Schmidt.

P. =2 : Nombre de Prandtl.

Am

Donc la forme finale d’équation axiale de quantité du mouvement est :

ov* Lov’ Lov”
o T etV o
oD, o /1 a0 _ 9 ov )
=~ th (F(r_* o Y ))+az* G )_Pr RarT
B e (2.48)
Sc 3 '

2-5-2 Adimensionnalisation d’équation de Poisson :

La forme de I’équation de Poisson, en coordonnées cylindriques s’écrit comme suit :

o 19\ 0 (1d¢ B
a(za) + a(za) TSy =0 (2:49)
o 19
%" Rior
ou: {a 10
kar_Rdar*

On introduit ces variables dans I’équation de Poisson :

1a<1 1a¢)+1a<1 1a¢)+5 o 250
Ry 0z*\Rqr*Rq 0z*/ Rgq Or* \R4r* Ry 07* ¢~ :

9 (10p\ 0 (1dpy\ . _

97" (Faz*)“Lar* <Far*)+5¢ =0 (2.51)

2-5-3 Adimensionnalisation d’équation de I’énergie :

Réécrivons I’équation de I’énergie :

T  10¢T) T 14 ( a(a(T)T)\ 0 d(ay(T)T)
e U o ”a—m(r or ) er ez (2:52)
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Le méme procédé utilisé pour transformer cette égquation a une autre sans dimensions,

nous substituons chaque variable par sa valeur, nous trouvons :

A , 0 1 0 A
FRdT at (T ATmax + TF) + — R a RdT Eu (T ATmax + TF)
d
1 0 a
+ R a7 Ry ﬁv*(T*ATmax + TF)>
1 0
= R_daT'* Rdr a; (T) Rd or* (T ATmax + TF)
1 0 i 1 0 .
+ R_daZ* i Rd dz* max + TF) (253)
Avec :
0Ty —0 0Ty _ 0Tx —0 0AT 0 —0 0AT 0 _
ot* "or*  Or* " dz* " 0z*

Apres I’introduction des opérations mathématiques, nous arrivons a :

* * *

o(r*T*) 0
+
ot*

* * *
*

_[9 (. aazT 0 aT"
_[ar*< ar*) oz ( )] (254)

2-5-4 Equation de la concentration :

Le bilan de matiére est décrit par I'équation de transport de la masse, qui peut étre

écrite selon I'expression suivante :

6({;6) + % (ruC) + % (rvC) =D [% <r Z_(r:) * % <r g_(z:)] (2:59)

On fait un remplacement des variables adimensionnelles :

R, Rm max + Co) =7 (Rdr* 20" (C*ACiax + Co)> *
d

Rd 0z

. <Rdr c;_dv (C ACpgx + CO)) = R Py <Rd R_a " (C ACpgx + CO))

1
R

9 *
az* <Rd R 9z* (C ACmax + CO))] (256)
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Avec :

aCy 0 aC, _9Cy _ 0 OACrmax 0 OACmax
at*  'or*  dz* ' or ' 0z

Ou sa forme adimensionnelle s’écrit :

o(rc* 0 0
( ) +—(r*u*c*) + ﬁ(r*v*C*)

at* or*
o ( .9\, 0 (.. .
i\ ) ) ol () (257)

Finalement nous avons obtenu un modele des équations aux dérivées partielles

" Sc

normalisées décrit le probléme. L axisymétrie de I’écoulement permet d’écrire les équations
adimensionnelles dans un systéme de coordonnées cylindriques bidimensionnelles [46]:
2-6 Le modele adimensionnel :

Equation de quantité du mouvement :

Pour la vitesse radiale u :

6u*+ *au*_}_ LJout 6p*+P<6 (1 d
“ v B = T\ors\r* or*

) p 2
ot or oz or (ru )> G )

T dz* \0z*

Pour la vitesse axiale v :

_ O’ (0 (10 **)+a av*) R
=T ez r(@r*(r* o T V) )+ 552G r far

+Pr Rag C*
Sc s

Equation de Poisson :

d <i6¢))+ d (iagl))_}_s*:

dz*\r*odz* ar*
Equation de I’énergie :

aT* | @
r—+
ot or*

* * * i * * * — a * . * aT* a * . *
(ru*T )+az*(r v*T )—ar*(r a;,(T r*)+ Z*(r a;(T*)

Equation de la concentration:

ac* 0 0 B.10 ac* 0 ac*
2 ey v < 1) (25

o  or clor\" o) T a7\ 3z
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Les grandeurs transportées pour chaque équation, sont résumés dans ce tableau:

Tableau 2.1 : Présentation des différents termes pour le modele.

Grandeurs

transportes ¢ r S
Equation de quantité

du mouvement selon u P. 0

la direction r

Equation de quantité —PB. Ra;T*
du mouvement selon v B ) 2 .
la direction z + §Ras C
Equation de T a;”

I’énergie 0
Equation de B

concentration C Sc 0

2-7 Approche de la fonction vorticité-ligne du courant :

Si nous parlons de la vorticité, I’approche de la fonction vorticité-ligne du courant a été
une des méthodes les plus populaires, pour résoudre les équations Navier-Stokes
incompressible en 2D. [27] Dans cette approche on fait un changement de variable tel que
nous remplacons les composantes de la vitesse par la vorticité w et la fonction des lignes du
courant. Le vecteur de la vorticité est défini par :

w=VXxXV

La valeur scalaire de la vorticité pour un écoulement en 2D s’écrit comme suit [27] :

1oy
ou odv U=="%;
=———: : 2.
w=—— Avec ~ 1 6_1/; (2.58)
" ror
1y : La fonction des lignes du courant.
Donc la formule de la vorticité sera comme suivante :
d 1oy d 1oy
0=—5(3) 3o (259)

Pour obtenir I’équation de la vorticité, on dérive I’équation de quantité du mouvement

suivant la direction r par rapport a z, et on dérive I’équation de quantité du mouvement selon
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la direction z par rapport a r, la soustraction de ces équations résultantes, nous forme

I’équation de la vorticité :

dw _ i(ﬁa_lﬂ) + i(ﬂ"’_‘/’)

ot or\r 0z dz\r Or
0 (10 0 (10 01
= a(;a(rw)> +£(;&(Tw)> T rpe (pg.) (2.60)

Ou sa forme normalisée donnée par [9,64]:

Jw* 0 w*a¢*) d <w*61/)*)+P[6 <1 J *)+ d <1 J *>]
ot _ar*<r* a2 ) "\ o) P ae G 0" ) Yo s (e

oT* ac*
- PrRaT F + PrRaS ar (261)

Equation de Poisson pour les lignes du courant :
0 1oy 0 (1oy _
527 32) 3 (Far) T @ =0 (262)
Son expression adimensionnelle est :
o (1 oy* o (1oy*
(50 o ar

0z* \r* 0z* or*\r* dr*

) +w =0 (2.63)

Tableau 2.2 : Présentation des différents termes pour la vorticité, et la ligne du courant.

Grandeurs
transportes ¢ r Se
Equation de quantité PR ai
du mouvement (pour w P. rftar 5
la vorticité) ac”
+ P.Rag pyee
Equation de Poisson Y 1 W
Conclusion

La forme finale du modéle mathématique est un systeme des équations
différentielles aux dérivées partielles , du second ordre non linéaires, fortement couplées qui
ne peuvent étre résolues analytiguement mais plutbt par des méthodes de type

numérique, on parlera sur ce point dans le chapitre suivant .
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Les phénomeénes physiques en général obéissent a des lois et & la résolution de
systemes d’équations mathématiques. Pour notre étude, il s’agit essentiellement d’équations
différentielles du second ordre a coefficients constants ; pour résoudre ces équations on
utilise une méthode numérique ou analytique qui consiste a développer les moyennes de la
résolution de ces dernieres. On a déja évoqué dans le chapitre précédent de I’impossibilité de
I’utilisation de la méthode de résolution analytique pour notre modéle. En conséquence, nous
adoptons donc la méthode de résolution numérique qui nécessite une discrétisation, nous
permettant de transformer les équations aux dérivées partielles en un systeme d’équations

algébriques.

Dans ce chapitre on décrit la méthode numérique utilisée pour résoudre les équations
de base formulées dans le Chapitre précédent, aussi nous citons les étapes principales de
cette méthode. Généralement dans le cas d’un milieu continu, la solution numérique est
obtenue avec I’approche des volumes de contréle [37] ; d’un autre coté dans le cas d’un
milieu poreux, elle est obtenue avec les méthodes des différences finies et des éléments finis.
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3-1 Méthodes de résolution des problemes de mécanique des fluides

En mécanique des fluides les problémes rencontrés en pratique peuvent étre répertoriés en
deux grandes classes [20]; dans la premiere on traite les probléemes directs dans lesquels on
essaie de déterminer les caractéristiques d’un écoulement dans une géométrie donnée. Dans la
seconde on déduit la géométrie a partir de données. En générale I’analyse de ces problémes

s’appuie sur :

v' Les principes fondamentaux (conservation de la masse, de quantité du
mouvement, et de I’énergie).

v Les lois de comportement (loi de Newton, Fourier, Fick).

v Les méthodes de I’analyse mathématique : Théorie des équations différentielles
aux dérivées partielles, I’analyse vectorielle, ...

v Les méthodes numériques suivantes :

e Différences finies : dans cette méthode on utilise des approximations de
dérivées.
e Eléments finis.

e Volumes finis.

Les deux dernieres méthodes (éléments finis et les volumes finis) sont basées sur les

approximations d’intégrales.
3-2 Les conditions aux limites :

La résolution d’une équation différentielle aux dérivées partielles n’a de sens que si I’on
impose un certain nombre de conditions que la solution doit respecter. Ce sont des conditions

initiales ou des conditions aux limites. On distingue trois types de conditions aux limites :
Condition de Dirichlet :

Pour la condition de Dirichlet, la propriété physique prend une valeur constante c.-a-d.
on impose une valeur constante de la solution sur la frontiére de notre domaine d’étude,

(Par exemple : ¢ = cte ).
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Condition de Neumann :

On impose une condition de flux de la solution a la frontiére de la région sous la forme :

_, 09

On parle alors de condition de Neumann.
a, b : Constants.

n : Etant la normale a la frontiére.

Condition de Cauchy :

Une condition de Cauchy est une condition qui fait le couplage entre la condition de
Dirichlet et la condition de Neumann, c.-a-d. on impose une condition de la forme :

a.¢)+b.g—i=c (3.2)

¢ : Propriété physique, peut étre une vitesse, une température, une concentration, fonction de

courant, pression etc.

Pour Vérifier la propriété de conservation, nous essayons d’écrire toutes les conditions
aux limites sous une forme générale similaire a la forme de la condition de Cauchy, (avec la
détermination des constantes a, b et ¢). La conservation du flux ici se traduit par I’égalité des
quantités du flux entrants le volume de contrdle et celles sortants le méme volume (Par
exemple si on prend un matériau il faut que le transfert thermique par conduction égale le
transfert thermique par convection de méme face, c.-a-d. que nous sommes en présence d’une

conservation du flux) [81].

3-3 Le modele physique:
La figure ci-dessous représente le domaine de notre étude et les parameétres
caractéristiques qui le distinguent, aussi un maillage uniforme pour le calcul. On suppose que

le diamétre de la fibre tirée est constant.

D’aprés ce schéma, on définit les parameétres caractéristiques qui apparaissent dans la

figure 3.1 comme suivant :
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Niveau du
£ liquide A
i B i Axe de
symétrie
: y
b Ri .
i + Creuset PaI”OlS
du creuset

Ln

Liguide

La zone I
' fondue

4
-
L]
L]
=

A
¥

l‘»"a}'

Fibre
cristalline

e 1

F

Figure 3.1 : Paramétres caractéristiques du domaine d’étude, avec une représentation
du maillage.
R4 : Rayon du creuset.

Ry : Rayon du capillaire.

R. : Rayon du cristal.

h,, : Hauteur du liquide.

h. : Hauteur du ménisque.

L, : Longueur du capillaire.

L : Longueur de fibre et de la zone fondue (tous les deux).
@, : Angle de croissance.

0. : Angle de mouillage.

V. : Vitesse du cristal.

y : Coefficient de la tension superficielle.
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Le contact entre le germe et le liquide qui se trouve dans le creuset peut alors étre
réalisé par I’interface solide — liquide qui établit la croissance du cristal. Le tirage s'effectue
vers le bas avec des vitesses controlées reliées entre elles par la relation :

(dcry)zvcry = (dcap)zvcap (33)
Ou:

d.ry - Diametre du cristal.
Very - Vitesse du cristal.
d.qp - Diamétre du capillaire.

Veap - Vitesse du capillaire.

Le profil du ménisque de la zone fondue est donné par I’expression [9] :

z(r) = R, cos(@,) [cos h~1 <m) —cosh™?! (W)] (3.4)

Ou r est la distance radiale de I’axe de croissance,

Tel que : R, <r <R
R,-R, : Rayon du bas du creuset.
R, = R, : Rayon du cristal.

3-4 Choix de la méthode de résolution

Il faut intervenir sur le concept de la discrétisation donnant un systéme d’équations
algébriques non linéaires qui décrivent les propriétés discretes du fluide aux nceuds dans le
domaine de solution. La discrétisation des équations différentielles aux dérivés partielles, se
fait par difféerentes méthodes numériques, on les a déja citées précédemment. Parmi ces
méthodes, nous avons choisi celle des volumes finis avec un schéma Hybride, ou I’on prend

un volume de contréle et un maillage structure.

La méthode des volumes finis a fait ses preuves dans différents domaines de physique :
mécanique des fluides, transfert thermique, transfert massique...etc. Elle s’applique aux

problémes linéaires ou non linéaires, stationnaires ou non stationnaires.

3-4-1 Principe de la méthode des volumes finis:

La méthode des volumes finis a été décrite pour la premiére fois en 1971 par Patankar
et Spalding et publiée en 1980 par Patankar (Numerical Heat Transfer and Fluid Flow) [65].
Cette derniere (MVF) est une méthode numérique, dans laquelle, on divise le domaine de
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calcul en un nombre fini de sous-domaines élémentaires, appelés volumes de contréle en 3D,
des surfaces en 2D et segment en 1D. La technique des volumes finis consiste a intégrer les
équations aux dérivées partielles, qui décrivent le phénoméne physique, sur chagque volume de
contrble ; puis la discrétisation du domaine considéré, en choisissant un schéma convenable

qui représente la variation de notre quantité physique.

On montre ci-dessous un exemple de volume du contrdle bidimensionnel. Chacun de ces
volumes de contrdle contenant un nceud dit: "nceud principal™ (p). Les faces de ce volume
sont localisées aux points (e) et (w) dans la direction r qui déterminent respectivement les
faces « Est » et « Ouest », et aux points (n) et (s) dans la direction z, qui indiquent les faces
« Nord » et « Sud ». On appelle respectivement les points qui sont au voisinage de « P » sur la
directionr, (E : Est) et (W : West) et les voisins dans la direction z, (N: le Nord, S : le Sud).

On représente dans la figure suivante un volume de contréle bidimensionnel en

coordonnées cylindriques dans le plan (r, z) :

+—— AL, —-|-1— Ar. —»
N

%P//ET El
%,

W w

|
Figure 3.2 : Volume de contréle bidimensionnel en coordonnées cylindriques.

3-4-2 Avantages de la méthode MVF :

On peut citer certains de ses avantages :

> Les équations ont une propriété de conservation. Cela signifie que I’extension du
principe de conservation écrit sous une forme discrétisée pour un volume fini typique
[56] est vérifiée pour I’ensemble du domaine numérique (conservation du flux dans
tout le domaine de solution), on peut résumer tout cela dans la préservation du
caractere conservatif des équations sur chaque volume de contrdle (Continuité des flux

aux interfaces), valable pour n’importe quelle finesse du maillage.
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> Tous les coefficients de la méthode des volumes finis sont toujours positifs.

» Son coté pratique et sa maniabilité lors de la résolution de cette classe de problémes,
les problemes convectifs-diffusifs (Mise en ceuvre relativement facile [65]).

> Elle est facilement utilisable avec des maillages non-structurés. On peut dire que sa
formulation ne prend pas en compte la complexité du maillage, pour ce qui est de la
discrétisation des lois de conservation.

> Elle est applicable aux géométries complexes.

» Temps de calcul et stockage avec une mémoire raisonnable.

3-4-3 Etapes de la méthode des volumes finis :
La méthode des volumes finis passe par des étapes qui sont :

e Maillage du domaine physique:

Le domaine de calcul est divisé en un nombre fini de points [56] (les nceuds du
maillage), autour desquels on définit des volumes élémentaires appelés volumes de contréle
contigus, non juxtaposés et sans discontinuités aux interfaces ;

e Discrétisation des équations modéles :

Les équations aux dérivées partielles sous forme conservative, sont intégrées sur
chaque volume de contréle fini. Les intégrales sur un volume de contrdle en un nceud donné
sont évaluées en approchant la variation de P par des profils ou des lois d’interpolation entre
les nceuds voisins du point considéré. La derniere étape de la discrétisation c’est I’écriture des
équations algébriques en fonction des valeurs de P aux nceuds du maillage ;

e la recherche de la solution: il faut choisir une méthode convenable pour la
résolution du systeme d’équations algébrique linéaires sur le domaine du calcul.

a- Maillage du domaine d’étude :

Le maillage est la subdivision du domaine d’étude en grilles longitudinales et
transversales dont I’intersection représente un nceud. La discrétisation du domaine est obtenue
par un maillage constitué d’un réseau de points (nceuds). Ainsi un élément de volume (volume

de contr6le) est défini autour de chaque nceud.
b- Discrétisation:

La discrétisation est une étape principale dans la méthode des volumes finis, elle
contient une étape clé d’intégration. Ce passage (La discrétisation) nous permet d’obtenir une

équation discrétisée au point nodale P;; .pour obtenir la forme finale de I’équation discrétisee ; il
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faut choisir un schéma convenable nous permettant d’obtenir une solution stable et de réaliser

Sa convergence.

c- Propriétés des schémas de discrétisation :

» Conservation de propriété physique (conservation du flux)

L’intégration de I’équation de convection-diffusion, sur un nombre fini de volumes de
contrdle, donne un nombre d’équations de conservation discrétisés introduisant les flux de la
propriété transportée a travers les faces du volume de contréle. Pour assurer la conservation
dans tout le domaine de solution, le flux sortant d’un volume de contréle par une certaine face

doit étre égale au flux d’entrant dans le volume adjacent de méme face (conservation du flux).
» Limitation

En chaque point nodal, les équations discrétisées représentent une série d’équations
algébriques devant étre résolues numériquement. Généralement dans ces problémes les
méthodes itératives sont les plus utilisées, ces dernieres débutent le processus a partir
d’estimations initiales de la distribution de la variable, et réalisent des itérations successives

jusgu’a ce que la solution converge vers la solution du probleme.

» Transport
Cette propriété de I’écoulement peut étre illustrée en considérant une source de ¢

constante placée en un point P. Nous définirons le nombre de Peclect comme étant la mesure

de la puissance relative de la convection par rapport a la diffusion pe; = D—f :

4

3-5 Equation de transport :

Les équations de conservation qui régissent notre probléme (équation de la continuité, de
la quantité du mouvement, de I’énergie et de la concentration) sont présentées au chapitre
précédent ; elles peuvent étre écrites sous une forme conservative commune (équation de
transport). Dans cette équation, la variable @, représente a chaque fois une des propriétés
physique (la vitesse, la température, la concentration, la pression). La formulation de
I’équation de transport permet de ne pas répéter le travail de discrétisation pour chaque
équation. Donc chacune des équations peut étre réduite a une seule équation générale, en

coordonnées cylindriques selon la forme :

a_gb_'_larugb_'_awgb_'_avgbzflli( 6_¢))+ 19%¢p 9%

- 4+ )
ot r or = 00 oz rar\"ar) T r2a02 Tz | TS0 (35)
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Dans le cas d’un fluide axisymétrique :

owp _ . 1% _
90 " 12407
Donc I’équation (3.5) devient :
dp lorugp odvp [10 ( 0¢ ach
o v or oz F[FEG ar) Fra (36)

Ou les différents termes de cette équation sont définis comme :

]
a—‘f : Terme temporel.

19 0 i
19rub 4 2@ . Terme convectif.
r or 0z

19 (ra—d’) + ‘Zz—q’ : Terme diffusif.

r or or z2

S¢ : Terme source.
[ : Coefficient de diffusion

3-5-1 Discrétisation de I’équation de transport :

Le principe de discrétisation peut étre illustré en considérant I’équation de transport
pour une grandeur scalaire ¢ :

op 1drugp advep 110 d¢ a _d¢
o T 4?5(”5)*&“?]”¢

L’intégration sur le volume de contrdle :

La premiere étape c’est I’intégration sur le volume de contrle et sur le temps, c’est
une étape clé pour la méthode des volumes finis. L’évaluation des différentes intégrales de
I’équation de transport ci-dessus demande que I’on fasse un certain nombre d’approximations
de facon a former un systeme des équations linéaires reliant entre elles par les valeurs de la

fonction @ aux points du maillageP;;.

ff agb 16ruqb dvg

r or ] dvdt

t Vc

dvdt (3.7)

9 ¢
|55 +£(rg)] + (adp +b)
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L’approche du type du volume de controle exige que I’on définisse autour du point P;;
un volume élémentaire sur lequel on va intégrer I’équation aux dérivées partielles. Pour deux
points voisins, les volumes de contrdle respectifs doivent posséder une face commune. Il s’en
suit que la réunion de tous les volumes de contréle couvre I’ensemble du domaine du calcul.

On remplace le volume de contréle en coordonnées cylindriques par sa valeur dans I’intégrale
de I’équation de transport :

ff[agb 16ruqb dvg

5 7 o ] rdr2mndzdt

t Vc

d¢

d
l r ar ar +o_(r E)] + (a¢p + b) | rdr2mdzdt (3.8)
t Ve

Puisque I’angle 6 est constant, on peut diviser membre & membre par 2 les intégrales
de volume de I’équation (3.8) ; ce qui donne :

t+A

f ﬂi—f Lorug avd’] rdrdzdt
t Vc

r or

d¢

d
I r ar ar &Uﬂ E)] + (a¢p + b)|rdrdzdt (3.9)
t Ve

Avec : dV = rdrd@dz et dO = cte.

a) Discreétisation du terme temporel :

cn t+At a¢
ffrdrdzf a—dt = 1, 7[&. 2|2 . p|ETAE = (pEHAE — pf)r,ArAz

— (¢t+At ¢£)AV (310)
Avec: AV = n,ArAz
b) Discrétisation du terme convectif :

Discrétisation du terme convectif suivant r :

n t+At

f %ag;qb rdr f dz f dt = (rug)[y, AzAt = [(rud). — (rue),,]AzAt (3.11)

w
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e n t+At

.flarugb Tdrf dz f dt = [reue¢e - rwuw¢w]AZAt = (Fed)e - Fw¢w)At (312)

r or
w

On définit les coefficients convectifs (Est et Ouest) :
F, = ru,.Az, F, = r,u,.Az

Discrétisation du terme convectif suivant z :

t+At

frdrfa;—zd)dz f dt = 1,.7|5 ()|t At = 1r,Ar((ve),, — (ve),)At

t

= 1,Ar[v, ¢, — vss]AL = [rpAr VpPn — TAT vss | At (3.13)

La forme finale de cette équation est :

e n t+At
ovd
frdr WdZ f dt = (Fn¢n - F:gd)s)At (314)
w s t

De la méme facon on définit les expressions des coefficients convectifs Nord et Sud :
E, = npv, Ar, Fs = 1, vg Ar
c) Discrétisation du terme diffusif :

Discrétisation du terme diffusif suivantr :

e n t+At

f%%(ﬁ'g—f)rdrf dz f dt = (Frg—f)h‘fv AzAt
= [(Fr g—f)e — <Fr g—f)w] AzAt (3.15)

Pour avoir une forme adéquate de I’équation discrétisée, le coefficient de diffusion T" et

. a a , .
les gradients (ﬁ) et (f) sur les faces « Est » et « Ouest » sont nécessaires. Ces valeurs sont

connues aux points nodaux, il faut les interpoler pour obtenir celles au centre des faces.

L’ approximation linéaire semble la méthode la plus directe pour obtenir ces valeurs a

I’interface. Si la grille est uniforme, le flux a travers les faces « Est et Ouest » est :

AN $r — Pp
<FT E)e = Lere Arpg

0P\ _ bp — bw
<Fr E)W =Tl Arpyy
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En remplacant ces expressions dans I’équation (3.15) cela donne :

e 19 n t+At r
—_ _ WrW _
f ——( Fr )rar f dz f dt = ( T (b5 = r) — 3 (b qu)) AzAt
w
= (De(¢E —¢p) — Dy (¢p — ¢W))At (3.16)
Les coefficients diffusifs (Est et Ouest) sont définis ci-dessous :
_ [ere. Az
€ Arpg
_Tyry.Az
Y Arpyy
Discrétisation du terme diffusif suivant z :
t+At a
frdrf—(r—)dzf dt = r, r|W< Z)|gAt
t
_ d¢ d¢
= 7,.Ar [(FE)H — (F az)s] At (317)

En utilisant les approximations introduites précédemment, on peut écrire les flux a

travers les faces Nord et Sud du volume de contréle respectivement par :

( a(p) _rn¢N—¢P

0z Azyp

<F6—¢) :FS¢P_¢S

0z Azpg

En substituant ces expressions dans I’équation (3.17) cela donne :

t+At
$n — Pp $p — Ps _
frdrf (F )dz f dt = 71, Ar (Fn Az Ig Azrs )At =
I, r,. Ar I'er,.Ar
(2 gy S _ _
= ( Mnp (dn — dp) Azps (¢p ¢s)> At
= (Dn(pw — dp) — Ds(dp — ¢s5))AL (3.18)
La forme des coefficients diffusifs Nord et Sud s’écrit :
[ 1. Ar [s 1. AT
h =" Dy =——F
AZNP AZPS

72



Etude numérique

d) Le terme source :

Dans les situations réelles, le terme source «S» peut étre fonction de la variable
dépendante ; dans ce cas, une approximation est adoptée pour le linéariser par la forme

présentée ci-dessous de fagon a forcer la convergence :

Sp =a¢p +b

Ou:

b: Est la partie constante qui ne dépend pas explicitement de ¢p .
a : Etant la pente de ¢p.

Il est faut que a <O pour que la solution soit numériquement stable et que Ila

convergence soit plus rapide [65].

Discrétisation du terme source :

t+At e ,rn
f f f (agp + b)rdrdzdt = v, 7|5, (agp + b)AzAt = 1,. Ar(agp + b)AzAt
t w Ys
= a¢p. 1. ArAzAt + b. 1,. ArAz. At (319)

Donc la forme discrétisée est :
t+At re rn

f f f (agp + b)rdrdzdt = appAVAt + bAVAL; AV = 1,.ArAz (3.20)
t w Js

La forme finale discrétisée de I’équation de transport (convection-diffusion) :

(¢5+At - ¢I€)AV + (Fe(pe - FW(pw)At + (Fn(pn - Fs(ps)At
= (De (¢r — ¢p) — Dy (dp — ¢W))At + (Dn (¢n — ¢p) — Ds(¢pp — ¢s))At
+ appAVAL + bAV At (3.21)
Discrétisation de I’équation de continuité :

L’intégrale d’équation de continuité décrite dans le deuxiéme chapitre est donnée par :

IEEIGD) (o ov _
ﬂ oy Tdrimdz+ U 5, Tdrendz = [(ru), — (ru), 1Az + (rpvn — rpvs) Ar  (322)

Nous trouvons :

JV.VdV:Fe—FW+Fn—FS:O (3.23)

Vc
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3-5-2 Choix du schéma de discrétisation :

Il faut choisir un schéma de discrétisation des termes convectifs et diffusifs pour obtenir
une forme finale. Le schéma proposé pour la discrétisation est le schéma hybride, il est basé
sur les propriétés de transport et de conservation. Ce schéma, dont la précision spatiale est
réduite au premier ordre, utilise le prototype de la formule basée sur le nombre de Peclect
local pour estimer le flux net a travers chaque face du volume de contréle. Le schéma hybride
se réduit a l'approximation du schéma centré (CSD) lorsque |pe;| <2 mais il devient

identique au schéma Upwind (UDS) lorsque| pe;| = 2.
3-5-3 Schéma de différentiation centré :

Le schéma aux différences centrales est un schéma conservatif; il utilise des
expressions substantielles pour I’évaluation du flux convectif aux interfaces du volume de
contrble (il réalise la propriété de conservation). Pour la propriété du transport, ce schéma
introduit des influences vers tous les voisins du nceud P quand on calcule le flux de
convection et de diffusion. L’approximation de différentiation centrée est utilisée pour
montrer les termes de diffusion qui apparaissent dans le terme de droite de I’équation
convection-diffusion, pour calculer les valeurs sur les faces des cellules pour les termes
convectifs posés dans le membre de gauche de cette équation, il parait raisonnable d’essayer
I’interpolation linéaire dans le cas d’un maillage uniforme. Le schéma ne reconnait pas le sens
d’écoulement, les valeurs de la propriété ¢ peuvent étre écrits sur les faces des cellules d’un

maillage uniforme comme :

(, _Pp+ 9 _Pw TP
jd)e_ 2 ' ¢w_ 2
| _ Pty _ st 9

| #T 72 %7
On substitue ces valeurs dans la forme finale discrétisée de I’équation de transport,

apres un réarrangement nous avons :

F F F, Fo\ AV
|(Pe+5)+ (Pw=5) + (0 + 5) + (0 =5 ) + 5 — atv| gt
F F F,
= (De - §)¢Et+At + (Dw + 7W)¢Wt+At + <Dn - 7) ¢Nt+At

+D+E LHAL 4 AV e AV 3.24
N 2 ¢S + +¢pAt ( )
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Nous introduisons des opérations mathématiques sur le terme convectif :

F, F, F, F, AV
(0 =5)+ (Pu+5) + (0u=5) + (Dot 5) +Fe =R e r P

At
_ aAV] ¢Pt+At
F F F,
= (De - §)¢Et+At + (Dw + 7W)¢Wt+At + <Dn - 7) ¢Nt+At
F, AV
+ <DS + 7) Bs™* + DAV + o (3.25)

Apres I’identification des coefficients de ¢, ¢, Py, Ps aUX ay,ag ay,as,0na:
aP¢Pt+At — aW¢Wt+At + aE¢)Et+At + aN¢)Nt+At + aS¢St+At+ ap0¢)§ + bAV (326)

Avec:

rpATA AV
= Gt AF=F,—F, +F,—F,
At At

0

ap

Tableau3.1 : Les coefficients du schéma centré pour la convection-diffusion

ag ay an as ap

ap® + ay + ag

F F Fn FS
R R O
— aAV + (AF)

3-5-4 Schéma de différentiation Upwind (décentré amont) :

L’inconvénient principal du schéma centré est que la valeur de la propriété sur la face
(Ouest) w est influencée de maniére égale par les valeurs ¢, et ¢, (inaptitude a identifier le
sens de I’écoulement). Dans un écoulement fortement convectif dans les sens « Ouest-Est »,
ce traitement n’est pas recommandé car la face Ouest de la cellule doit recevoir une plus
grande influence du nceud W que du nceud P. Le schéma Upwind prend en considération la
direction du flux pour évaluer la valeur sur la face de la cellule, donc il est construit pour
éviter de dire que la convection est forte dans une direction. Dans les cas suivants, nous

montrons les valeurs nodales utilisées pour estimer les valeurs sur les faces des cellules.

a)- Quand la direction de I’écoulement est positive :

{uw>0;ue>0,d0nch>0;Fe>0
u,>0;u;>0,doncF,>0; F,>0
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N
Sens
T d’ecculement
Sens 3 l nord-sud >

d'écoulement
_._.
En 1t]fh.a ce pasP U
-5

Figure 3.3 : Explication au schéma « Upwind » pour le sens positif.
Dans la figure ci-dessus, nous montrons une figure explicative au schéma “Upwind” ou

I’écoulement est dans le sens positif. Donc le schéma Amont devient :

{d)w = ¢w et ¢ = dp
bs = ps et = dp

Aprés une substitution de ces valeurs, I’équation de transport peut étre réarrangée comme
suit :

AV t+At
[(De +F,) +DW+(Dn+Fn)+DS+E—aAV bp

AV
+ 5o (3.27)
Qui donne finalement :
AV t+At
(De+Fw)+(Ds+Fs)+Dw+Dn+(Fe_Fw_Fs+Fn)+E_aAV ®p

AV
+ 5y (3.28)

Si nous introduisons I’opérateur suivant :
[A4, B] = max(4, B)

Alors le schéma décentré s’écrit :

Fe¢et+At = ¢Pt+At[Fe’0] - ¢E[_Fe’ 0]

Fw¢wt+At = ¢Wt+At[FW’ 0] - ¢P[_Fwa 0]
En accordant les coefficients de ¢, ¢, dn, Ps aUX ay, ag,ay, as, ON trouve :
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t+At t+At

app aw dw

+ aEGbEHAt + aNGbNHAt + asﬁbs”At"' apogl),g + bAV (3.29)

Les coefficients convectifs-diffusifs du Schéma Centré sont résumés dans le tableau suivant :

Tableau3.2 : Les coefficients convectifs-diffusifs du schéma « amont » dans le sens positif.

ag ay ay ag ap
F,>0 etF, (D, +F,)
>0 + (Ds + Fy)
E,>0;F D, D, +[F,, 0] D, D+ [F,,0] | + D, +D,
>0 + AF + ap°
— aAV

b)- Quand I’écoulement est dans le sens négatif :

{uw<0;ue<0,d0nch<0;Fe<O
U, <0;u;,<0,doncF, <0; F,<0

T Sens nf:Eant
d’ecaulement
tesf-oucst

Sens négatif
-S d7ecou lement

wsud-nord »

®
S

Figure 3.4 : le sens négatif du schéma « Upwind ».
Le schéma Upwind devient :

{¢W:¢P et ¢ = ¢g
bs = dp et ¢, =y

Dans ce cas I’équation de transport s’écrit :

AV
[(De_Fe)+DW+(Dn_Fn)+DS+Fe—FW+Fn—FS+E_aAV ¢Pt+At
= (De — Fe)¢Et+At + DW¢Wt+At + (Dn _ Fn)¢)Nt+At + Ds¢)st+At + bAV

AV
s (3.30)
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Un accordement des coefficients nous donne la forme générale suivante :

aP¢Pt+At — aW¢Wt+At + aE¢Et+At + aN¢)Nt+At + aS¢St+At+ ap0¢)§ + bAV (331)

Tableau3.3 : Les coefficients convectifs-diffusifs du schéma « Upwind» dans la direction

négative d’écoulement.

ag aw an as ap
F, <OetF, [(D, —F.)
<0 +D,
F,<O0;F, |D,+ D, D, D, + (D, — F,)
<0 [-F.,0] +[-F,,0] + D, + AF
+ ap’
— aAV]

3-5-5 Schéma de Différentiation Hybride (HDS) :

Le schéma hybride a été introduit par Spalding en 1972 [62]. Il utilise le prototype de
la formule basée sur le nombre du Peclect. Le schéma hybride est une combinaison entre le
schéma Centré et le schéma Amont. Le schéma centré (précis au deuxiéme ordre) est utilisé
pour les petits Peclect (pe; < 2) tandis que le schéma Amont (précis au premier ordre et
tenant compte du sens de I’écoulement) est utilisé pour les Peclect plus grands pe; = 2

Ou : le nombre de Peclet est défini par :

Fi  u;(Ar)

pei = D, I;

avec (i =e,w,n,s)
Suivant le schéma hybride les coefficients a; tel que (i = e, w,n, s) sont donnés par :
E,
a, = max [—Fe; D, —?;O]
a,, = max [FW; D, +F7W;O]

a, = max [—Fn; D, — F;”; 0]

as =max[Fs; DS+%;O]
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3-6 Equation de la pression

La résolution des equations de Navier-Stocks présente une difficulté du fait que le champ
de pression n’est pas connu et, il n’existe pas d’équation gouvernante pour le champ de
pression p. Dans le cas d’un fluide incompressible le champ de pression n’est pas connu, et on
a besoin des algorithmes de type couplage pression-vitesse pour résoudre le probléme. En se
basant sur les équations de quantité de mouvement discrétisées, celles-ci étant pleinement
implicites, on pourra & chaque itération déduire le champ de vitesse a partir du champ de
pression. Dans notre étude nous ne nous intéressons pas au champ de pression mais aux autres

champs (température, concentration, vitesses),

L’astuce numérique que nous allons mettre en ceuvre pour pallier cette difficulté repose

sur une méthode qui est basée sur une division du pas du temps.

Réécrivons I’équation de conservation de la quantité de mouvement projetée sur les deux

directions, radiale et axiale comme sulit :

6u+16ruu+6vu_ 10 r du . d Fau S dp 3.32
ot 1 or | oz _[r6r< rar) 5z az)] “ " Br (3.32)
6v+16ruv+6vu_ 10 v . d Fav S dp 3.33
ot r or oz _[r6r< rar) 5z az] "7 3z (3.33)

On introduit un temps arbitraire t+% dans Pintervalle[t,t + At], c.-a-d. On

. N A At
décompose le terme de stockage dutemps tat + ;t etdet + ?t at + At, ontrouve:

t+At t+ d t+£ t
u —-—Uu 2 +u 2 u
At At
_ 1oruu OJvu [1 0 (F 6u)+ 0 Fau ]+S dp 334
=7 oz T rar\Ta) a2 T o (334)
vt+At_vt+2t UH% pt
+
At At
_ 1oruv OJvu [1 0 (F av)+ 0 Fav ]+S dp 3.35
=7 ar oz lrar\UTar) Tz T T 5 (3:35)

L’équation de quantité du mouvement projetée sur les deux axes se donne :

At
uttz —ut loruu Jvu . [1 0 ( au) Jd odu

— |+ -
At r or oz I'r PG

- ] +S, (3.36)
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At
vH?—vt_ 10ruv 6vu+ 10 r ov +6 Fav s 337
At r or oz [r@r( rar) 32" az)] v (337)

L’algorithme couplage pression-vitesse consiste en deux étapes, la premiére dite :
Etape de prédiction :

La résolution de ces deux équations de quantité du mouvement représente cette étape, elle
nous permet d’obtenir le champ provisoire de vitesse (ut",vt") qui est calculé simplement &
partir des champs u' et vt. Le champ provisoire ne vérifie a priori pas I’équation de

continuité. Maintenant, on essai de découvrir I’équation de pression, tel que :

b+t uH% ~ ap 338
At  or (3:38)

vt+At _ UH_% B ap 339
At Y (3.39)

Pour trouver I’équation de Poisson de la pression, on dérive les deux équations ci-dessus

respectivement par rapport ar eta z, et on introduit des opérations mathématiques d’ou :

At

1o u*™—y™2) 19 < ap) 3.40)
ror\ At ~ " ror\” or S
At
9 [vitdt —ptt7 d (dp 341
2\ )=%(5) (341)
La sommation de ces deux dérivées nous donne :
t+AL t+AL
1 |/10(ruttht) . dvttat 19(ru‘*2) . v 2
At |\r or 0z r or 0z
10 dp d (dp
= —|—— —_— )+ —| — .
[r or (r ar) 9z < az)] (342)
D’aprés I’équation de continuité en coordonnées cylindriques on a :
1 a(rut+At) Jpttat
< + =0 (3.43)

r or 0z

Par conséquent, I’équation (3.42 ) devient :
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At
19 ( opy, 0 <6p) 1 1a(ru”z) o'tz
6( ar) 0z \ 0z At\ 7 or 0z

(3.44)

Etape de projection :

Pour obtenir les champs des vitesses radiale et axiale (u!*2t et vt*2%), nous avons
I’étape de projection qui consiste a réintroduire le champ de pression calculé ci-dessus, dans
les équations (3.40, 3.41), celui-ci convient aussi bien a I’équation de quantité de

mouvement qu’a I’égquation de continuité.

£ ) s
t+ +1
uff =’ : ’Ar il (3.45)
£ (A ) s
t+ +1
vit =, 2 : JAZ bij (3.46)

Discrétisation de I'équation de Pression

L’équation de pression est une équation de transport dont le terme de stockage et les
termes convectifs sont nuls: V(I.V($)) =S, . L’équation de pression a la forme de

I'équation de poisson, la propriété physique ¢ dans ce cas est la pression :

%ai( ?a(f) az< af) 5o

L’intégration sur le volume de contr6le de I’expression précédente s’écrit :

[ Garlr 3) 5 (52) - )

Ve

Equation de poisson :

— (347)

En intégrant cela nous résulte I’expression :

[(r a—¢) |6 Az + rpAr (Fa—¢) |”] — SprpArAz =0 (3.48)
ar w P aZ S P'P
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Pour obtenir les valeurs au centre des faces. On utilise I’approximation linéaire, pour les

gradients (%) et (%) connus aux points nodaux :

Az rpAr P
A

rpAr
27 G = 5)

— S rpArAz (3.49)

[Az r,

B (B = 0)

w (¢p — ¢W)] + [ (dn — bp) —

Tpw Azyp

Aprés un réarrangement, I’expression (3.49) devient :

Azr, Azr rpAr  TpAT

[ e + w + P + P ] »

Arpg  Arpy  Azyp  Azpg
_Azr, Azr, rpAr rpAr
= Arpg E w N

¢s + SrpArAz (3.50)

Ar, Az Az
PW NP PS

D’ou sa forme discrétisée

apyPp = APy + ac g + aspsta, dy + SAV (3.51)

Ou les différents coefficients sont donnés :

\
>
N
—

©

Arpy,

g rpAr
a, =

Azyp
rpAr

aA. =
$ AZPS

\ Avec: a, =a,+a, +a, +as

3-6-1 Résolution de I'équation de Pression :

La discrétisation de I'équation de Pression nous donne un systeme linéaire d’une
équation algébrique, on utilise une méthode itérative de Gauss-Seidel pour résoudre

I’équation de poisson ; on a choisi cette méthode pour sa rapidité de convergence.

3-6-2 Méthode de Gauss Seidel :

Le fait que les variables dépendent les unes des autres, une méthode itérative est
nécessaire pour arriver a une solution finale. Plusieurs techniques numériques sont utilisées

pour assurer la stabilité de la solution ainsi que la convergence ; la méthode de Gauss Seidel
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est I’une des ces méthodes. On I’utilisera pour résoudre I'équation de poisson (pression). La

k+1

méthode de Gauss Seidel consiste a calculer ¢; ;""" a partir d’une estimation de solution

¢, ;“ aI'itération k comme suit :

k+1

_ k k k k
apdi Tt = awdiog T Fapdiie i Fay@i e Fashi T+ SpAV (3.52)

Le contr6le du processus itératif se fait par un test de convergence sur la variable ¢.
On arréte les itérations lorsque les valeurs de la variable ¢ restent pratiquement constantes
entre deux itérations. Ceci se traduire par le critére de convergence relatif pour chaque

variable. La condition de convergence est définie par :

k+1 _ , k
‘(p” Piy <e¢ (3.53)

k+1
bij

€ : Valeur du critére de convergence.

Le choix de ¢ dépend de la précision qu’on cherche, on choisi £ = 107 [64]. Si la

k+1

j - etonrefait

condition de convergence n’est pas encore satisfaite, on pose que: gbi,j" = ¢;

les calculs jusqu’a la convergence.
3-7 Résolution du systeme des équations algébriques :

Pour résoudre le probléme convection-diffusion, écrivons les équations discrétisées d’une
forme algébrique pour chaque point nodal de la grille. Ceci donnera une série d’équations

algébriques a résoudre pour obtenir la distribution de la propriété transportée ¢ .

Dans ce travail on a utilisé les méthodes ADI et de Gauss-Seidel. La méthode ADI pour
résoudre le systeme d’équations résultant de la discrétisation de I’équation de transport, et la

méthode de Gauss-Seidel pour résoudre I’équation de poisson.
3-7-1 Méthode ADI

Schéma implicite :

Le grand avantage du schéma implicite est que ce dernier n’est pas dépendant ou bien
restreint au critere de la stabilité, il se distingue par sa stabilité quelque soit le At autrement
dit il est inconditionnellement stable. Dans cette étude on a choisi la méthode ADI, largement
utilisée dans la résolution des problemes de transport, bidimensionnels et qui est stable

quelgue soit la valeur de Ar et At. En plus de cela, la solution des systemes tridiagonaux pour
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cette méthode est plus simple que la solution des autres méthodes implicites. Le nom ADI
(Alternative-Direction-Implicite) vient d’Alterner la Direction aprés chaque traversée, et
Implicite parce que dans cette solution les valeurs de ¢ ne sont pas trouvées directement.
Elles sont trouvées aprés la résolution d’un ensemble d’équations, le schéma ADI consiste a

diviser le pas du temps At en deux pas :

. 1 , . . et as . ..
Le premier pas t — t+5At; I’ADI, consiste en une discrétisation implicite selon la

. . 1 .. . .
direction des r au temps t + EAt et explicite selon la direction des z au temps t, cela nous

permet d’écrire I’équation de transport pour un point P;; du domaine sous la forme :

At At At
—aw w7 + apdp T2 — a2 = agpst + andn’ + aplp’ + bAV (354)

Le deuxiéme pas t + %At — t + At : Pour cette direction en prenant I’'implicite suivant z au

temps t + At , et I’explicite suivant r au tempst+%At, I’équation de transport pour un

point P;; aura la forme :

t+At t+At t+At
_as¢s + ap¢P _an¢N

t+8L t+AL t+4E
= _aw¢)W 2 4 ae¢E 2 + aPO¢P 2 + bAV (355)

Finalement on obtient deux systemes algébriques que 1’on résout par une méthode directe,
qu’est la méthode de Gauss-Seidel.

3-8 Les conditions aux limites :

Les conditions aux limites sont appliquées a toutes les frontiéres externes du domaine
du calcul, les conditions de Dirichlet, et de Cauchy sont utilisées a I’entrée du creuset. Sur les
parois du creuset les conditions aux limites pour les vitesses et la concentration sont du type
de Neumann, mais la température est une fonction linéaire de la distance axiale. Sur I’axe de
symétrie, la condition de la continuité est imposée c.-a-d. la dérivée est nulle pour toutes les
variables (la température, la concentration, les vitesses), la condition dans ce cas est de type
de Neumann. Dans cette partie, nous présentons les conditions aux limites pour notre domaine
d’étude :
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A I’entrée supérieure (condition de Cauchy) :

Sc
Pr
—1) (3.56)

e,.VC = ( )Pem(C

Sachant que :

e, . Vécteur d’unité pour I’axe de croissance (z).

VC : Gradient de la concentration.

Pe,, = Z—de : Nombre de Peclect pour le liquide.

m

A I’interface liquide —solide :

La condition de la concentration est donnée sous la forme de la condition de Neumann :

n.VC = [(5—;) - K] (%) Pe.C(n.ey,) (3.57)

K : Coefficient de ségrégation.

u

Pe. = —<R,; : Nombre de Peclect pour le solide.

am
n : Vecteur d’unité normal au front de croissance.
Pour la surface libre (condition de Cauchy) : La surface libre subite a un grand gradient

thermique c.-a-d. Il y a une convection de Marangoni, donc nous imposons la condition

suivante :

VW = Ma.VT (3.58)

Ma = (%) RyT/ (M a,,) - Nombre de Marangoni.

] . . . .
% : Coefficient température-tension superficielle.

My, : Viscosité du fluide.

La paroi droite du creuset : La température de la paroi droite du creuset, est donnée comme

une fonction linéaire de la distance axiale z longitudinalement a la paroi:

T2@) = Talg = (Tal,, = Talo)2/Ln (359)
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A la surface du matériau (condition de Cauchy) : Le transfert thermique du systéme au
milieu externe (& I'ambiant) est traduit par le terme de conduction-convection, selon le bilan
énergétique ci-dessous :
—n.k;VT = Bi(T — T,) (3.60)
Tel que :
Bi =hR,/kn,
Ou:
n : Vecteur d'unité normal sur la surface du liquide ou du solide se dirigeant a I'extérieur.
k; : Rapport de la conductivité thermique de la phase i sur la phase liquide.
Bi : Nombre de Biot.
T, : Température ambiante.

Pour le liquide :

—n.k,,VT = Bi(T — T,) (3.60.1)
Pour le solide :
—n.k,VT = Bi(T —T,) (3.60.2)

A I'extrémité de la fibre (condition de Dirichlet et de Neumann) :
Dans la fin du domaine (z = L), la condition du flux nul est employée. La longueur L est
plus grande que la longueur de la zone fondue calculée. Par conséquent, en utilisant la

température ambiante comme une condition & la limite, c.-a-d. a (z=1L1L) ona:

T=T, (3.61)

3-8-1 La forme générale des conditions aux limites :

Pour les points situés aux frontieres du domaine d’étude, I’équation générale doit étre

modifiée pour introduire les conditions aux limites.

Pour satisfaire la propriété de la conservation, on écrit les conditions aux limites sous la
forme générale ci-dessous et nous faisons un résumé pour la forme de ces derniers selon le
tableau ci-dessous :

La forme générale des conditions aux limites s’écrit :

o¢
. b.— =
a.¢p+ o c
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a, b, ¢ : Constantes.
n : Lanormale.

Tableau 3.4 : Forme générale des conditions aux limites.

La condition a la limite Sous la forme :
aop a b c
d+b—=
a.¢ an c
Al’entrée :
Ve = SCP c—1 Sc (')C_ Sc
Gz VL = (ﬁ) em(C = 1) (E)Pem'C_Z_ (E)Pem (E)Pe -1 (S—C)Pe
pr) ™ pr) ™
A la surface du matériau,
le transfert thermique :
—n.k;VT = Bi(T —T,)
Bi k;
Bi.T+ ki —=Bi.T, ! l 0
A La fin du domaine, le flux
i : oT
thermique est nul : 0T+ " =0 0 1 0
or
Sur I’axe de symétrie, il ya la
condition de continuité pour ac _  OT _ 0
toutes les variables. or " or 0 1 0
ou —o v —o
or ' or

A l’interface liquide-solide : Puisque I’interface se localise a I’intérieur du domaine
d’étude, la discrétisation de la condition sur cette interface se fait par I’intégration sur le

volume du controle :

es ’ S esaC
ff K—C> - Kl <—) Pe.C.rdrdz = ff —.rdrdz (362)

Nous trouvons :

apCp = a,,Cy + a.Cg + asCs + a,Cy + Sc.1,Ar. Az (3.63)
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Avec :

D Sc
ap=2.<[([i>—K]<ﬁ>Pec>.Az; a,=0;a,=0; ag=-1 a,=1;5=0

3-8-2 Discrétisation des conditions aux limites :

Puisque les conditions aux limites se situent aux frontiéres du domaine, la discrétisation
de ces derniers (les conditions aux limites) sera seulement pour les deux derniers points

localisés aux limites du domaine d’étude.
Pour le premier nceud :

. ¢ + byi.¢2 11— b1 P11 —c
1-P1,j+1 An 1

b b1-¢2,' 1
(0= g0) o+ =5 =

(3.64)

Pour le dernier nceud on écrit :

|( by-1-®n,j+1 — bn-1-Pn-1,j+1
4 ay-1-Pn-1j+1 F An =Cy_1
Ik

bN—1'¢N—1,j+1 bN—1'¢N,j+1 _

An >-¢N—1,j+1 + — An CN-1

(3.65)

3-9 Méthode de Gauss :

La matrice doit étre comme suit :

(31_%”} AEn 0 0 0 0
b b, b, -
M (%_A_nj M ° - ° 0 Bia G
N
b, by b
oo ) _
. ' ' ' B : : : ﬂ\l—ljﬂ CN—lj
0 0 0 0 oo b, (aN_l m—lj by | Auia | [ G ]
An An An
L1 Y
I 0 0 0 0 . a, o
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Tout probleme mathématique a structure linéaire se traduira toujours au niveau du calcul
numérique par un probléme d’algebre linéaire. La méthode de Gauss est une méthode directe
basée sur le principe de ramener le probléme par des opérations mathématiques a un systeme
tridiagonal, c.-a-d. éliminer les inconnus d’une fagon systématique jusqu’a I’obtention d’un

systeme tridiagonal.
Elimination de Gauss :

L’élimination de Gauss consiste a la transformation de la matrice précédente a une
matrice tridiagonale supérieure ou inférieure, en ne changeant rien aux caracteres de la
matrice, cette transformation permet de gagner le temps et d’éliminer le nombre des
inconnues. Si on choisit la transformation tridiagonale supérieure, il faut introduire des

opérations mathématiques, donc la matrice ci- dessus devient comme suit :

m D . . ... . .T41]s
0 D% D
0 0 D* D%
0 0 0
0 D*, D%
i e PRy

Dp : Diagonale principale.

D, : Diagonale inférieure.

D : Diagonale supérieure.

L* :Indique une nouvelle ligne dans la matrice.
¢ : Vecteur des connus.

Pour la derniere ligne N, la propriété ¢ est calculée comme suit :

b= N (3.66)
P(LN)

Pour chaque ligne la propriété physique ¢ calculée en utilisant la formule ci-dessous :

CL, — (Ds L) P )
b1, = < I DPELI; 22 ) Pour Ly = Ly—q , Ly, —1 (3.67)
1
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3-10 L’organigramme

Début Programme principale

!

Lire les parameétres et les propriétés physiques du fluide : Masse volumique, Viscosité

dynamique, Viscosité cinématique, Conductivité thermique, Diffusivité thermique,

Chaleur spécifique, Coefficient de dilatation thermique, Température de fusion, etc...

Lire les dimensions du domaine d’étude (la géométrie).

Lire les donner du maillage (nombre des nceuds, les pas).

Calculer les nombres adimensionnels : Rayleigh thermique, Rayleigh de concentration,

Schmidt, Peclet, Prandtl et Biot et le nombre de Marangoni.

[Ttération=0 |

v

Initialisation des données d’entrées de tous les paramétres

Calcul des termes source Sy, Sy,

Appel subroutine qui résout I’équation de la vitesse prédite u*!/?

t+At/ 2

Appel subroutine qui résout I’équation de la vitesse prédite v

l

Calcul du terme source de pression S,

Appel subroutine qui résout I’équation de pression P

\ 4
Appel subroutine qui calcul les vitesses Ut+At, V t+At

v

Appel subroutine qui résout les équations :

De I’énergie et des especes

l
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[Temps =temps+ At |

ltempSStMaX I
Oui ’l Non

\ VY
\ﬁlﬁfiq— Affichage des resultats
’ / N

SUBROUTINE A_WESN
Le but de cette subroutine est de calculer les coefficients de MVF

Début de subroutine

Lire les parametres nécessaires pour la résolution de I’équation de transport a
partir du programme principal : Coefficient de diffusion, les coefficient du

terme source, le pas du maillage, nombre du point du maillage, etc....

Calcul des coefficients de MFV dans le domaine intérieur :
F, = 05(ucji) — ucgj))- Te-Az
F, =05 (uc(i,j_l) - uc(i,j)). Ty Az
E, = 0.5(vc(i+1']-) - vc(i,]-)) 1, . Ar
F, = O.S(vc(i_l,]-) - vc(i,]-)) Ty AT
D, =T r.,.Az/ Arpg, D,, =T, r,.Az/Aryp
Dy, =Ty, 1,. AT/ Azyp, Dy =T 1. Ar/Azpg

a, = max—(F,; D, —05F,;0)
a,, = max (F,; D, +05E,;0)
a, = max (—F,; D, —05 F,;;0)
as = max (F;; Ds + 05 F;0)

ap® = rpArAz/At = AV /At

ap =ap’ +a,+a,+a,+a;—a.rpArAz+F,—F +F,—F




Etude numérique

4 N
L SUBROUTINE TRANSPORT J

Le but de cette subroutine est la résolution de I’équation de transport :

op 1ldrugp advep 110 a9 a _d¢
v o T ‘[?E(”W)“L&(FE)]”‘P

Début de subroutine transport

Appel subroutine a-wesn qui calcule les coefficients de MVF
Principe du schéma ADI
Implicite suivant r :
Do i=2,il-1 : DP(1)=ap(i,1) ; DS(1)=-ae(i,1) ; b(1)=s(i,1)
Do J=2, NJ-1,1 : DI(J-1)= -aw(i,j) ; DP(J)=ap(ij) ; DS(J)= -ae(i,j)
b(3) =(ap0(i.j)*phi(i.j))+(@n(i.j)*phi(i+1,))+(as(i,j)*phi(i-1.))+  (s(i.j)*rr(i,j)*dr(i)*dz
End Do
DI(Nj-1)=-aw(i,nj) ; DP(Nj)=ap(i,nj) ; b(Nj)=s(i,nj)
Call SOLUTION (Nj,DI,DP,DS,b,sol)
phic(i,:nj)=sol(:nj)
End Do
phic(1,2:nj-1)=((an(1,2:nj-1)*phic(2,2:nj-1))+s(1,2:nj-1))/ap(1,2:nj-1)
phic(il,2:nj-1)=((as(il, 2:nj-1)*phic(il-1,2:nj-1))+s(il,2:nj-1))/ap(il,2:nj-1)
Implicite suivant z:
Do j=2,nj-1,1: DP(1)=ap(1,j) ; DS(1)=-an(1,j) ; b(1)=s(1j)
Do i=2,il-1, 1: DI(i-1)=-as(i,j) ; DP(i)=ap(i,j) ; DS(i)= -an(i,j)
b(i) =(ap0(i,j)*phic(i j))+(ae(i.j) *phic(i,j+1))+(aw(i,j) *phic(i,j-1))+
(s (i.j)*rr(i.j)*dr(i)*dz)
End Do
DI (il-1)=-as (il j) ; DP(il)=ap (il j) ; b(il)=s (il,j)
Call SOLUTION (il,DI,DP,DS,b,sol)
Phic (:il,j)=sol(:il)
End Do
phic(:il,1)=((ae(:il,1)*phic(:il,2))+s(:il,1))/ap(:il,1)
phic(:il,nj)=((aw(:il,nj)*phic(:il,nj-1))+sC:il,nj))/apC:il,nj)
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SUBROUTINE SOLUTION

/Le but de cette subroutine est la résolution du systeme tridiagonan\

par la méthode de Gauss

Dp( 1))P1) + Ds(1)®) = €(1y)

Diy®a-1y + D Ly®ay + Ds¢1yPa+1y = cays =2 N -1
Di( 1y_Pa-1) T De( L)) = €( Ly) /‘

UBROUTINE SOLUTION (N, DI, DP, DS, ¢, PHI) =

REAL DI(N),DP(N),DS(N),V(N),PHI(N)

DO I=1, N-1
R= DI (1)/DP (1)
DP (I+1) =DP (1+1)-(R*DS (1))
c (I+1) =V (1+1) - (R*V (1))
END DO

PHI (N) =V (N)/DP (N)
DO I=N-1, 1,-1
PHI (1) = (V (1)-(DS (I)*PHI (1+1)))/DP (1)
END DO

END
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SUBROUTINE PRESSION

Le but de cette subroutine est la résolution de I’équation de pression
r 10, 0P N d (0P\] _ S
[r ar (r ar) az< az)] - P

l

Début de subroutine pression
Lire les paramétres nécessaires pour la résolution de I’équation de pression
a partir du programme principale: Coefficient I, le terme source Sp ,
le pas du maillageAr, Az, nombre de point du maillage n;, n;

|

Calcul des coefficients concernant la méthode des volumes finis :

__Azr, __Azry __ rplAr __ rplAr

a, = = = =
e ArPE’ w ATPW ! n AZNP ! S AZPS

Résolution numérique de I’équation de Pression par la méthode itérative

de Gauss Seidel :

apPC(i,j) = aWPC(i_Lj) + aeP(HLj) + asPCi'j_1)+anP(i,j+1) + SPAV

L
v

ERR = Sum (P, — P)/ P,
oul l NON

FIN < IERRl <é¢ » P = PC

Conclusion

La non linéarisation des équations différentielles aux dérivées partielles pose un
probleme pour la résolution de ces équations. La méthode des volumes finis (MVF) nous
permet de transformer les systémes non linéaires aux systemes algébriques linéaires qui

permettent de simplifier et préciser la solution du probléme étudié.
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Chapitre 4:
nésultats et discussion

Dans le chapitre précédent nous avons discrétisé les équations régissant le probléme

de convection-conduction pour tous les nceuds du domaine d’étude. Vue la symétrie du
probléme, nous avons fait notre modélisation dans le cas bidimensionnel d’un écoulement
incompressible. Pour résoudre ce probléme nous transformons le systéme non linéaire a un

systeme algébrique linéaire.

Dans le présent chapitre, le contenu se divise en deux parties une premiere dans
laquelle nous présentons les résultats obtenus concernant le comportement du fluide dans le
creuset et dans la zone fondue. Nous présentons donc les champs des vitesses, de la
concentration et de la température, dans le but d’étudier I’effet de la vitesse du tirage et de la
température du creuset sur la distribution des dopants. Dans la deuxieme partie une
simulation a éte réalisée en utilisant un code de calcul « Fluent » dans le but d’étudier I’effet
de la géométrie et de la gravité sur la forme de I’interface liquide solide ; aussi pour voir les
lignes de courant dans la zone fondue des deux techniques différentes, la micro Pulling Down
et celle de Czochralski.



Chapiwre 4:
premiere nargjg

Dans cette partie Nous avons élaboré un programme en fortran 90 dans lequel nous
avons utilisé la méthode des volumes finis c.-a-d. I’approche des volumes de contréle et ceci
dans le cas d’un milieu continu, pour un probleme de convection-diffusion afin d’obtenir les

profils de la concentration du titane, de la température et du champ des vitesses.

Parmi les parametres importants qui ont une grande influence sur I’écoulement du
fluide et qui ont été étudiés : la concentration des impuretés c.-a-d. le Titane, la vitesse du
tirage, la température de fusion, les nombres de Rayleigh, Prandtl, Marangoni, et de Biot.
Les résultats nous montrent la capacité du modéele numérique qui répond aux différentes
conditions aux limites et illustrent certains phénoménes de transport thermique et massique

qui se produisent dans le creuset et dans la zone fondue aussi dans le solide.
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4(A)-1 Le maillage

Nous divisons le domaine d’étude en grilles longitudinales et transversales dont les
intersections représentent des nceuds, tel que, autour de chaque nceud on définit un élément de

volume de controle.

La résolution des équations de notre modéle basée sur une méthode de discrétisation
aux volumes finis en adoptant un maillage uniforme et raffiné pour le calcul. Le raffinement

du maillage n’a pas un effet considérable sur les calcules et les résultats.

Le maillage du domaine d’étude a été réalisé de facon uniforme, en utilisant le logiciel
Tecplot. Les conditions aux limites sont aussi représentées sur le domaine d’étude, comme il

est montré dans le schéma ci-dessous :

C=C, )Concentration du Titane

|

z
(T =Ty )—
S

—

: Matigre premieredn +—|
e, NC = 5— Pe_/(C-1) Titane Saphir sous
\Pr forme liguide

(T=1.)

T, 2)=T,,,

Vitesse du liguide L‘”l
Parois du

— T.(0)
&
. H i
Sc Interfac N=Ma ¥V
e [?"‘] o PeClne e e B e T
= ol MU o k. VT=Bi(T-T,)
AL
LR A
&c . or ; T
— =0, Laiad 4 cu _qj Y _ o Axede symetrié | [ttt
B Br By Br T

-0k vT=Bi(T-T)
MRS
L RRHRA RN b

T lL

(IR, v itese de
I'II_II'IIIIIIIIII:II!II!II! tirage

T=T,

Figure 4.A.1 : Représentation du maillage et de conditions aux limites du domaine d’étude.

Nous présentons dans cette partie, les résultats obtenus pour chaque vitesse du tirage
en changeant la température du creuset, pour voir la distribution du titane (la concentration),
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de la température et le champ dynamique, en passant aux nombres adimensionnels, et leur

effet surtout sur le transfert thermique.

Notre étude est basée surtout sur les résultats de la concentration du titane c.-a-d. la
distribution radiale du Titane (Ti**). Cette distribution du Titane dans la fibre cristalline du
Saphir a une grande importance dans les performances de fibre considéré comme milieu actif
ou milieu amplificateur et qui est un élément essentiel dans la fabrication des lasers. En effet
le faisceau lasers du mode transversal fondamental d’un laser posséde un profile gaussien
dont la valeur maximale se trouve sur I’axe de la fibre. Nous cherchons donc a ce que la
distribution du Titane soit en sorte qu’il y est plus d’ions sur I’axe de la fibre que sur les
périphéries. Ceci afin d’augmenter le couplage entre I’onde laser et les ions du dopant pour
donner la plus haute puissance lumineuse possible en sortie du laser. Nous €etudions aussi la
convection de Marangoni radiale et axiale et nous avons montré qu’elle est dominante que la

convection de la flottabilité.
4(A)-2 Effet de la vitesse du tirage
4(A)-2-1 La distribution radiale du Ti*":
On commence par la distribution radiale de la concentration en fonction de la
distance & I’axe r, dans la figure ci-dessous, on représente la distribution radiale du Ti®",

pour différentes vitesses de tirage, dans le but d’étudier I’effet de vitesse du tirage sur la

distribution radiale du titane.

Pour la température du creuset (2050C° ou 2323 K°) Pour la température du creuset (2060C° ou 2333 K°)

0,9+ 0,9+

0,84 0,84

—m=— 0.3 mm/min
—e— 0.5 mm/min 0,7 g

0.8 mm/min
—v— 1 mm/min

—®—0.3 mm/min
—e— 0.5 mm/min

0.8 mm/min
—v— 1 mm/min

0,74

0,64 0,6 4

0,54 0,54

Q %41

0,34

0,4+
0,34
0,2 0,2

0,14 0,14

0,0 T T T T T T 0,0 T T T T T T

Figure 4.A.2 : Distribution radial du Ti**, pour différentes vitesses du tirage pour les
températures de fusion (2050C° ou 2323 K% et (2060C° ou 2333 K°).
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On note qu’il y a une proportionnalité entre la concentration (c.-a-d. la distribution
radiale du titane) et la vitesse du tirage tel que lorsque le taux de croissance augmente, le
pourcentage du titane au centre de fibre augmente aussi. Nous remarquons que pour les petites
vitesses du tirage (0.3mm/min et 0.5mm/min) la concentration prend aussi des petites valeurs.
En comparant avec les deux premiéres valeurs de vitesse (0.3mm/min et 0.5mm/min) nous
observons que pour les grandes valeurs de vitesse qui sont élevées (0.8mm/min et Imm/min)
les impuretés du titane augmente dans le centre de la fibre et leur concentration prend presque
la méme valeur c.-a-d. ces vitesses nous donnent une concentration importante au centre de la
fibre ; ceci correspond aux résultats expérimentaux de la thése de doctorat de A. Laidoune
[23]. L’essentiel de ces travaux montre que lorsque la vitesse de tirage est plus élevée, les

impuretés se rassemblent dans le centre de la fibre.

Pour la température du creuset (2070C° ou 2343 K°) Pour latempérature du creuset (2104C° ou 2385 K

0,9+ 0.9
0,84 08
0,7 0,7-
0,6 0,64

0,5 0,54

O 04 —=— 0.3 mm/min
—e— 0.5 mm/min

0,3 0.8 mm/min

—v— 1 mm/min

U 04 —m— 0.3 mm/min
—e— 0.5 mm/min

0,34 0.8 mm/min

—v— 1 mm/min

0,2 4 0,24

0,1 0.1

00 T T T T T T 00 T T T T T T
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30

Figure 4.A.3 : distribution radial de Ti*", pour différentes vitesses de tirage pour les
températures de fusion (2070C° ou 2343 K°) et (2104C° ou 2385 K°).

D’aprés ces figures on remarque aussi que la température du creuset n’a pas d’effet
considérable sur la distribution des dopants. De plus il faut bien noter que la géométrie du
probléme et la vitesse du tirage dans le cas de la méthode micro pulling down favorise le
rassemblement des impuretés dans le centre de la fibre et évite le probléeme de ségrégation
vers les périphéries. Par contre dans les autres méthodes de croissance nous citons par
exemple la technique Czochralski, dans laquelle les impuretés ne rassemblent pas dans le
centre de la fibre mais dans différentes parties dans cette derniere d’une fagon non homogéne.
Geénéralement pour le procédé de Czochralski la grande quantité se trouve dans la partie
supérieure de la fibre tirée, donc a chaque fois il faut fusionner la matiére premiére et répéter

I’opération a nouveau.
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Par conséquence pour notre cas c.-a-d. la méthode micro pulling down, le résulta obtenu

est importants pour les applications lasers et il est difficile a obtenir dans le cas d’autre

technique de croissance comme nous avons Cité.

4(A)-2-2 La distribution axiale du Ti** :

Maintenant, on passe & la distribution axiale de la concentration du titane, la figure

ci-dessous, représente la distribution du Ti** le long de I’axe de croissance « z », pour

différentes vitesses de tirage et différentes températures du creuset.

Pour la température du creuset (2050C° ou 2323 K°) Pour la température du creuset (2060C° ou 2333 K°)

0,8
0,84 ’ VYYVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVY
XYY XYYV XYY Y XYY YV vv'v
¥~ 074 ¥ o000
0,74 X 00 ' ¥ oogmm
¥ o®am / 'm"
vt "
06 b 0,6
6 o - -
/ —®— 0.3 mm/min —8— 0.3 mm/min
054 —e— 0.5 mm/min 0,5 —e— 0.5 mm/min
0.8 mm/min 0.8 mm/min
O 04+ —v— 1 mm/min 044 —v— 1 mm/min
0,34 0,3
0,2 0,2+
0,14 0,14
010 T T T T 0’0 T T T T T T T T T
0,2 04 0,6 08 1,0 0,2 04 0,6 08 1,0 12
z z

Pour la température du creuset (2070C° ou 2343 K°)

0,84

0,74

0,64

0,54

0,34
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Pour la température du creuset (2104C° ou 2385 K°)

0,84

0,74

0,64

054

0,4

0,34

0,24

0,14

—m=— 0.3 mm/min

—e— 0.5 mm/min
0.8 mm/min

—v— 1 mm/min

0,0
0,2

0,6 0,8 1,0 1,2

Figure 4.A.4: Distribution axiale de Ti**, pour différentes vitesses du tirage et
pour différentes températures du creuset (2323 K°, 2333 K°, 2343 K® et 2385 KO).

Ces figures montrent la distribution de la concentration le long I’axe de croissance a

I’intérieur de la zone liquide et dans la fibre cristalline du saphir dopé titane (solide) et ceci
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pendant le processus de la solidification. En constate d’apres les figures ci-dessus que la
concentration est faible puisque la section de la zone liquide est plus large. Au fur est a
mesure que les particules du liquide descendent vers la fibre en bas, la concentration
augmente et se stabilise lorsque le diameétre devient stable et en méme temps le liquide se
solidifie.

Ici aussi on constate que, conformément a I’expérimentale, lorsque la vitesse de tirage

est plus élevee, les impuretés rassemblent dans le centre de la fibre [23].

Il faut remarquer que les figures ci-dessus représentent la concentration a I’intérieur de

la zone liquide qui n’est pas accessible expérimentalement.

La valeur de la concentration pour Z =H (H : la longueur de la zone fondue)
correspond a la concentration a I’interface solide liquide c.-a-d. de la fibre solide. Seul a
partir de ce point la valeur de la concentration est accessible expérimentalement. On
remarque que la valeur de la concentration est stable le long de la distance axiale. On conclut
que la méthode de micro-pulling down donne une distribution axiale constante le long de la
fibre. Ceci est en accord avec les résultats experimentaux de Mr A. Laidoune [23]. Ce résultat

est I’un des avantages de cette technique de croissance.
4(A)-3 Le champ thermique :

Les figures suivantes représentent les courbes de la température en fonction de I’axe
de croissance pour différentes vitesses de tirage, tel que nous illustrons le champ thermique

pour chaque température du creuset:

Pour la température du creuset (2050C° ou 2323 K°) Pour la température du creuset (2060C° ou 2333 K°)

1,000 4
1,000+

0,999 —®— 0.3 mm/min
—e— 0.5 mm/min
0.8 mm/min

—v— 1 mm/min

0.999 —®— 0.3 mm/min

—e— 0.5 mm/min 0,998
0.8 mm/min
—v— 1 mm/min

0,998

0,997

0,997 4

0,996
0,996

0,995
0,995+

0994 0,994

0,993 : : : : : , 0,993 T T T T T 1

99



Résultats et discussions

Pour la température du creuset (2070C° ou 2343 K°) Pour la température du creuset (2104C° ou 2385 K°)

1,000 1,000

—®— 0.3 mm/min
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Figure 4.A.5 : Variation du champ thermique pour différentes vitesses du tirage.

Les courbes ci-dessus representent la température du fluide en fonction de la hauteur z, la
température du liquide diminue avec I’axe de croissance de la fibre, c-a-d, il y a une
solidification du fluide, tel que sa température est elevée dans la partié superieure du creuset,
aussi dans la zone fondue et elle diminue quand les particules fluides se solidifient. Ces
résultats obtenus sont comparés avec la référence [80], tel que la différence entre la
température du creuset et la température de solidification trouvée par nous et la méme que la

différence de la température dans cette référence.
4(A)-4 Le champ dynamique

4(A)-4-1 La vitesse axiale

Pour la température du creuset (2050C° ou 2323 K°) Pour la température du creuset (2060C° ou 2333 K°)
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Pour la température du creuset (2070C° ou 2343 K°)
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Pour la température du creuset (2104C° ou 2385 K°)
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Figure 4.A.6 : Variation du champ dynamique axiale pour différentes vitesses du tirage et
pour différentes températures de fusion (2323 K°, 2333 K°, 2343 K et 2385 K").

Comme présenté sur les courbes ci dessus, la variation de la vitesse axiale, pour les

quartes températures du creuset est presque la méme, par ce que dans tous les cas la vitesse

des particules fluides augmente et prend sa valeur maximale dans la partie supérieure du

creuset et dans la zone fondue. La vitesse se stabilise avec une vitesse qu’est la vitesse du

tirage a partir de I’interface. Les particules fluides circulent dans un grand remous a cause de

la convection de Marangoni due au gradient thermique appliqué sur la surface libre (le

ménisque), par conségquence ce mouvement d’agitation dégage une énergie considérable qui

résulte du déroulement d’écoulement de Marangoni et ¢a réalise I’équilibre énergétique dans

le systeme de croissance.

4(A)-4-2 La vitesse radiale :
Pour la température du creuset (2050C° ou 2323 K°)
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Pour la température du creuset (2070C° ou 2343 K°) Pour la température du creuset (2104C° ou 2385 K°)
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Figure 4.A.7 : La variation de la vitesse radiale le long de I’axe de croissance.

D’apreés les résultats présentés dans la figure 4.7, une distribution logique de la vitesse
radiale le long de I’axe de croissance « z », tel que la vitesse radiale est nulle dans la partie
supérieure du creuset et elle commence d’augmenter et prend sa valeur maximale dans la zone
fondue, puis elle diminue jusqu’a une valeur nulle & nouveau et ¢a traduit que vraiment lors de
la solidification, les particules fluide ne possédent pas une vitesse radiale mais seulement une
vitesse axiale qu’est la vitesse du tirage vers le bas et la valeur de la vitesse radiale dans la

zone fondue se traduit par la convection de Marangoni.

4(A)-4-3 La distribution radiale de la vitesse axiale :

Pour la température du creuset (2050C° ou 2323 K°) Pour la température du creuset (2060C° ou 2333 K°)

—=— 0.3 mm/min

> —e— 0.5 mm/min
6 0.8 mm/min

—v— 1 mm/min

—®— 0.3 mm/min

—e— 0.5 mm/min
0.8 mm/min

—v— 1 mm/min

T T T T T T T T
00 01 0.2 0.3 04 0.0 01 02 03 04

102



Résultats et discussions

Pour la température du creuset (2070C° ou 2343 K°) Pour la température du creuset (2104C° ou 2385 K°)
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Figure 4.A.8 : Représentation de la vitesse axiale selon I’axe radial.

D’aprés les courbes représentées ci-dessus, nous remarquons que la vitesse axiale est
grande plus de dix fois la vitesse du tirage et ¢ca au centre de la zone fondue et nous notons
que lorsque les particules fluides se déplacent vers la surface libre leur vitesse diminue au

ménisque ou les particules glissent avec une vitesse de croissance.

4(A)-4-4 Effet d’angle de croissance sur la hauteur du ménisque :

La stabilité de la zone fondue est liée aussi a la hauteur du ménisque [9] qui est
principalement, dépendante de la position verticale du germe cristallin (I’interface solide-
liquide). La hauteur du ménisque est donnée par I’équation :

H = R, cos(@,) [cos h~1 (%) —cosh™?! <ﬁ)] (4.1)

C’est une relation théorique entre des paramétres fondamentaux incluent dans la

méthode p-PD, quisont :

R; : Rayon du bas creuset.
R, : Rayon de fibre.

Le parametre principal qui a un réle et un effet sur la hauteur du ménisque, est I’angle
formé par le ménisque et I’axe de croissance (z). Cet angle doit prendre la valeur de I’angle de
croissance pour obtenir la stabilité, chaque matériau possede un constant ou bien un angle

caractéristique appelé « L’angle de croissance ». Les figures ci-dessous nous montrent que le

changement de ce dernier conduit a un changement de la hauteur du ménisque :
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t 0, =60°
0y = 50°
00 = 300
00 = 170

G,=11°

Figure 4.A.9 : La variation de la hauteur de la zone fondue en fonction d’angle de croissance.

On remarque que la hauteur de la zone fondue diminue quand I’angle de croissance
augmente, donc il y a une proportionnalité inverse entre ces deux, c.-a-d. le matériau qui
possede un grand angle de croissance a une petite hauteur de sa zone fondue. Donc comme
résultat la hauteur de la zone fondue affecte sur le diamétre de la fibre cristalline tirée.

4(A)-5 Effet du nombre de Marangoni :

4(A)-5-2 Pour les grandes valeurs du nombre de Marangoni

7

Ma=10° Ma=(7.5)10° Ma=10’ Ma=e \g=10"

Figure 4.A.10: Représentation de la convection axiale de Marangoni avec différentes

valeurs de nombre de Marangoni.

Dans la figure 4.A.10 nous illustrons la convection axiale de Marangoni dans la zone
fondue, cette convection due au gradient thermique appliqué sur la surface libre. D’apres cette
illustration nous remarquons que quand le nombre de Marangoni augmente, les particules
fluides passent dans une grande agitation (mouvement d’agitation). Nous citons aussi que
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dans cette étude la convection de Marangoni est dominante que la convection de flottabilité a
cause des dimensions physiques faibles [9, 11,64]. Le nombre de Marangoni est plus grande
que Rayleigh qu’est le rapport entre I’échelle de flottabilité et I’échelle de diffusion, notre cas
est équivalent au nombre de Marangoni d’une valeur (7.7).10% par contre le nombre de
Rayleigh a une petite valeur (4.44), donc le rapport entre les deux nombres Marangoni et
Rayleigh égale & 10%, donc I’effet de Marangoni est plus fort que I’effet de la flottabilité.

4(A)-5-3 Pour les petites valeurs du nombre de Marangoni

Ma =107 Ma =107

Ma=1 Ma =10 Ma = (7.5).10°

Figure 4.A.11 : lllustration de la convection radiale de Marangoni.

Les resultats illustrés ci-dessus montrent la convection radiale dans la zone fondue,
nous remarquons que les particules fluides se déplacent vers la surface libre avec une grande
vitesse et ¢a due a la faible valeur du coefficient de la force des tensions superficielles
(coefficient température-tension-surface), nous observons que lorsque le nombre de
Marangoni augmente la convection radiale étre faible d’autre coté nous observons qu’il y a
une valeur critique du nombre de Marangoni & partir de la valeur 10™. En comparaissant entre
les deux types de la convection axiale et radiale nous remarquons que la convection axiale est
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forte lorsque la convection radiale est faible, une remarque importante qu’elles sont présente

au méme temps quand Marangoni prend la valeur 102

4(A)-6 Etude de la forme de I’interface liquide-solide :
La figure présentée ci-dessous illustre le transfert thermique dans le domaine d’étude

qui nous donne une information sur la forme de I’interface liquide solide :

Liquide
La zone fondue
Intervalle du niveau |
de Uinterface
liquide-solide
Solide

Figure 4.A.12 : Représentation de transfert thermique.

La forme de l'interface liquide/solide est déterminée principalement par le transfert de
chaleur dans le systéme de la croissance [45]. D’aprés cette figure, nous observons que
l'interface liquide/solide a une forme convexe dépassée dans la fonte de croissance. Ce
résultat obtenu est trés important par ce que nous avons trouvé une forme convexe de

I'interface liquide/solide et ceci est conformée I'observation expérimentale [11].
4(A)-7 Effet des nombres adimentionnels :
4(A)-7-1 Effet du nombre de Biot :

Le nombre de Biot est définit comme le rapport entre le coefficient de transfert
thermique a la paroi par la Conductance thermique interne, aussi on peut dire qu’il est le

rapport entre la convection et la conduction.
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Ces figures présentent les contours du champ thermique, pour différentes valeurs du
nombre de Biot :

4(A)-7-1-1 Pour les petites valeurs du nombre de Biot :

&

: | i .
Biom=10" Biot=10~

cEE- BB

-]

EREREEE

4(A)-7-1-2 Pour les grandes valeurs du nombre de Biot :

Biot = 10° Biot=10"

Figure 4.A.13 : L’effet du nombre de Biot.

Les figures ci-dessus montrent que pour les petites valeurs du nombre de Biot, il ya une
proportionnalité entre I’augmentation du nombre de Biot et I’évolution de la température, ca
d’un coté et de I’autre coté nous remarquons que pour les grandes valeurs du nombre de Biot
il n’y a pas un changement dans le champ thermique, et comme il est monté ci-dessus a partir
de la valeur 10? il n’y a pas un développement dans la température c.-a-d. Biot =10 c’est

une valeur critique, dans ce cas la convection est dominante.

Pour ce cas la résistance a I’écoulement est faible ou bien on peut dire que le transfert
de chaleur est faible.
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4(A)-7-2 Effet du nombre de Prandtl :

On peut définir le nombre du Prandtl comme un rapport entre la diffusion thermique et
la diffusion de la quantité de mouvement, c.-a-d. le rapport de vitesses au diffusivité
thermique. Dans ces schémas on voit I’effet du nombre de Prandtl sur le champ thermique en
changeant les valeurs du ce dernier (le nombre du Prandtl).

4(A)-7-2-1 Pour les petites valeurs du nombre de Prandtl :

e

FEi

EhmEERE

|

Pr =0.01 Pr=0.5 Pr=1

4(A)-7-2-2 Pour les grandes valeurs du nombre de Prandtl :

LTEmAEgoSd .

Pr=3 Pr =100 Pr =1000

Figure 4.A.14 : L’effet du nombre de Prandtl sur le transfert thermique.

D’aprés ces figures illustratives, nous notons qu’il y a un effet explicite sur le
transfert thermique, tel qu’il y a une proportionnalité entre I’augmentation du nombre de
Prandtl et le champ thermique, tel que la diffusion thermique est forte pour les grandes
valeurs de Prandtl.
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Dans cette partie on présente les résultats qu’on a obtenus en utilisant un code de
calcul « Fluent 6.2.12 » dans le but d’étudier I’effet de la géométrie pour deux méthode de
croissance différentes, la micro Pulling-Down et Czochralski. La simulation a été effectuée
pour examiner le champ de la température, la fraction du liquide et les lignes du courant. En
plus de la convection normale (convection flottable), I'effet de la convection conduit par les
tensions superficielles sur la surface libre apparait dans le modéle (convection de
Marangoni). La convection forte dans le liquide peut mener & une interface convexe dans le

cristal, ce qu’est en accord avec les résultats expérimentaux.
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4(B)-1 Présentation du Fluent

L’utilisation de logicielles pour résoudre différents problémes physiques est de nos
jours tres pratiqué. Dans la plus part de ces problémes surtout les couplés a la mécanique des
fluides, de transfert de chaleur, rayonnement...etc. Fluent est un logiciel ou bien un code de
calcul pour traiter ces types de phénomenes, soit en 2D ou en 3D, quelque soit la géométrie
simple ou compliquée, avec des mailles structurées et non structurées et divers types des
éléments triangulaire, quadrilatérale, ou hexaédrique [81]. La création de la géométrie et la

division du domaine d’étude se fait par le mailleur «Gambit».

La conservation est une propriété tres importante c’est pour cela, la simulation par
Fluent est basée sur un schéma qui réalise cette propriété, donc ce code utilise la méthode des

volumes finis qui consiste en trois étapes cités dans le troisiéme chapitre qui sont :

» La division du domaine d’étude en utilisant un maillage du calcul par le mailleur
« Gambit ».
» L’intégration sur les volumes de control des équations qui régissent I’écoulement

> La linéarisation du systéeme des équations.
4(B)-1-1 Gambit

Gambit est un logiciel utilisé pour définir le modéle d’étude et créer la géométrie
(surface ou volume) avec différentes coordonnees (dimensions), aprés la détermination de la

géométrie nous faisons le maillage de cette derniére.
4(B)-2 Les conditions aux limites

Les conditions aux limites bien définies, sont trés intéressantes pour trouver une
solution exacte avec une convergence rapide. Pour la simulation par Fluent, ces conditions

sont des exigences critiques pour une réalisation correcte de la solution.

Gambit nous permet de définir le types des conditions physiques aux limites du
domaine a savoir si les lignes (en 2 dimensions) ou les faces (en 3 dimensions) sont des

entrées, des sorties de fluide, des surfaces libres, des axes de symétries, des murs...

Dans ce logiciel du maillage (Le mailleur Gambit), on ne définit que la nature ou le
type des conditions aux limites, les valeurs de ces conditions (vitesses, températures, ...)
seront definir dans Fluent.
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4(B)-3 Le maillage

Le maillage montré dans la figure ci-dessous, illustre le domaine d’étude maillé
uniformément (mailles structurées). On a cité dans la premiére partie de ce chapitre que le
raffinement du maillage n’a pas un effet sur les résultats obtenus, la méme remarque dans

cette présente partie.

Liguide

Pareis du creuset ——»

N\

Zone fondug ——»

Crista]l —»

Figure 4.B.1 : Présentation du maillage.

Dans cette partie, nous étudions le processus de croissance de deux techniques, la
micro Pulling-Down et celle de Czochralski en utilisant un code du calcul Fluent 6.2.12. Pour
un probléeme d'écoulement d’un fluide comportant la solidification, le modéle de la
solidification dans Fluent peut étre employé pour modeler le procédé du tirage des cristaux et
des fibres. Dans ce cas ou la vitesse de traction ne change pas au-dessus du domaine, pendant
le processus de la croissance, cette approche est employée dans cette étude.

Puisque les deux techniques précitées possedent deux géométries différentes, nous
voulons voir I'effet de la géométrie sur le transfert thermique qui traduit effectivement la
forme de I’interface liquide/solide [45], aussi nous présentons la fraction du liquide et les
lignes du courant dans la zone fondue pour les deux géométries.

110



Résultats et discussions

4(B)-4 Le champ thermique

Les figures illustrées ci-dessous présentent le transfert thermique dans le domaine
d’étude pour les deux méthodes précitées :

Liquide ——

Czochralski

Lingot

tiré

/Smface libre
. arois du
B fin creuset
Fibre tirée —— fondue
Micro Pulling-Down

Figure 4.B.2 : Présentation du transfert thermique pour la technique micro Pulling-Down
et celle de Czochralski.

Les résultats expérimentaux montrent que I’interface liquide - solide prend une forme
convexe [11], on veut confirmer ce résultat en utilisant ce logiciel. Dans les figures ci-dessus
nous montrons le champ de la température dans le domaine d’étude des deux techniques, la
technique de micro Pulling-Down et la technique de Czochralski.

Le champ de la température montre le gradient dans la température des zones chaudes
(le fluide) aux zones plus froides (solide). D’apres les deux figures, on voit que la géométrie
qui posséde des grandes dimensions (Czochralski) a une forme d’interface plus convexe que

la forme d’interface pour la méthode micro Pulling-Down.
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4(B)-5 Présentation du liquide et du solide dans le domaine d’étude

N’

Czochralski.

micro-Pulling Down.

Figure 4.B.3.a : Fraction du liquide pour la méthode micro-Pulling down.

Figure 4.B.3.b : Fraction du liquide pour la méthode Czcochralski.

Le mouvement du liquide incompressible dans la zone fondue, conduit par des
gradients de la température et de concentration. En particulier I’effet de la température joue un
grand rdle dans le mouvement du liquide, tel que quand la température augmente, la vitesse
des particules fluides augmente. Donc la fraction du liquide dépend par le champ thermique,

tel que la partie rouge montre le liquide fondu et la région bleue montre le solide.
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4(B)-6 La densité

Dans la figure suivante nous représentons le champ massique (la densité du liquide et
du solide) :

Figure 4.B.4.a: Représentation de la densite
pour la méthode micro-Pulling Down.

Figure 4.B.4.b : Représentation de la densité
pour la méthode Czochralski.

Puisque la densité est proportionnelle inversement avec la température, c.-a-d. quand
la température d’un fluide augmente sa densité diminue, et quand sa température diminue la
densité augmente (le mouvement des particules diminue). C’est pour cela le champ massique
appariaient inversement que le champ thermique.
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4(B)-7 Etude de I’effet de la gravité sur I’interface liquide/solide

Dans cette partie nous étudions I’effet de la gravité sur le transfert thermique pour la
methode de la micro Pulling Down, en changeant les valeurs de force de la gravite.

g=08(m~) g=8(ms) g=6(ms) g=4(m’s) g=1(m5)

Figure 4.B.5: Effet de la gravité sur le transfert thermique.

Les figures illustrées ci-dessus nous montrent qu’il n’ya pas une relation entre le
champ gravitationnel et le champ thermique, d’une autre maniere la gravité ne change plus
dans la forme de I’interface liquide solide méme si sa valeur est assez petite. La méme chose
pour le sens du champ de la gravité, comme il est montré ci-dessous ; en comparaison entre

les deux figures, on remarque que le tirage dans les deux sens ne change pas la forme convexe
de I’interface.

2=9.81 (m/s”) g=-9.81 (m's")
Figure 4.B.5.1: Effet de la gravite sur le transfert thermique.
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4(B)-8 Les lignes de courant

i

Figure 4.B. 6.a: Représentation des lignes du courant
pour la méthode micro-Pulling Down.

Figure 4.B.6.b: Représentation des lignes du courant
pour la methode Czochralski.

Comme il est représenté sur les schémas ci dessus, le liquide commence a circuler dans
un grand remous, conduit par la convection de Marangoni qu’est provoquée principalement
par le chauffage. La surface libre du liquide est soumise a un fort gradient thermique ce qui
crée un écoulement Marangoni déroulant dans le plan ce qu’on appelle convection de
Marangoni. Cet écoulement transporte une partie considérable d’énergie fournie par les
particules fluides, ce qui compense le bilent énergétique (les tensions superficielles).

Nous observons que pour la technique de Czochralski il ya un déroulement des particules
fluides prés des parois et de la surface libre ce qui représente un inconvénient pour ce
processus ce qu’on appelle le probléme de ségrégation (non homogénéité chimique), par
contre nous notons explicitement que la géométrie de la technique micro Pulling Down joue
un rdle d’éviter le probleme de ségrégation vers les périphéries et ca est bien montré sur la
figure 4.B.6.a , tel que nous n’observons pas un mouvement prés de la surface libre et les

parois et ca due des dimensions de cette géométrie de micro Pulling Down.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons établie un modele bidimensionnel axisymétrique en
coordonnés cylindriques pour la simulation de la croissance des fibres monocristallines de
saphir dopé au titane a I’aide de la méthode de micro-pulling down. Notre étude est basée sur
la méthode des volumes finis. Cette étude montre que la distribution radiale du titane
augmente avec la vitesse du tirage. Par contre la température du creuset n’a pas d’effet
considérable sur la distribution des dopants.

Un résultat important est le fait que la géométrie du probléme et la vitesse du tirage
dans le cas de la méthode micro pulling down favorise le rassemblement des impuretés dans
le centre de la fibre et évite le probleme de ségrégation vers les périphéries. Ce que montre
I’avantage de cette technique par rapport aux autres méthodes de croissances. Nos résultats

montrent aussi que la distribution axiale de la concentration du titane est aussi uniforme.

De plus nous avons constaté que la convection de Marangoni est dominante sur la
convection de flottabilité car les dimensions du domaine physique sont faibles, nous avons
constaté aussi que la forme de I’interface liquide-solide est convexe, ce résultat conformé

I'observation expérimentale.

D’un autre coté nous avons réalisé une étude comparative entre deux méthodes de
croissance différentes, qui sont la micro Pulling Down et celle de Czochralski pour étudier
I’effet de la géométrie sur la forme de I’interface liquide solide; aussi pour voir les lignes de
courant dans la zone fondue de ces deux techniques. D’aprés la comparaison entre les
resultats obtenus, la gravité et le sens de cette derniere n’ont pas d’effet sur le transfert

thermique donc n’affectent pas sur la forme de I’interface.
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Résumé

Dans ce travail nous avons étudié la solidification des fibres monocristalline de saphir
dopé au titane a I’aide de la technique de croissance micro-pulling down (u-PD). Notre travail
est concentré sur les propriétés de la zone liquide. Le cristal de saphir dopé au titane possede
beaucoup d’application dans le domaine des lasers et des cristaux pour I’optoélectronique.
Dans cette étude nous avons établi un modele numérique, bidimensionnel en coordonnées
cylindriques avec une configuration axisymétrique pour un fluide Newtonien et
incompressible, d’un écoulement laminaire en se basant sur les équations qui sont
principalement celles des dérivées des lois de conservations physiques. L’écoulement, le
transfert thermique et le transfert massique sont modélisés par les équations différentielles aux
dérivées partielles de conservation de la masse, de quantité du mouvement, de I’énergie et des
especes. Ce probléeme qui tient compte du couplage convection-diffusion est discrétisé en
utilisant la méthode des volumes finis. Notre modéle donne des résultats qui concordent avec
les données expérimentales. Nous avons pu montrer que la méthode de u-PD peu rassembler
les conditions nécessaires pour I’optimisation de la distribution de la concentration des
dopants pour augmenter le couplage entre I’onde laser et les ions du dopant afin de donner la
plus haute puissance lumineuse possible en sortie du laser. Nous avons aussi trouvé que la
convection de Marangoni est plus dominante sur la flottabilite.

Abstract

In this work we have studied the solidification of crystalline fibers of titanium doped
sapphire drawn by the micro-pulling down (u-PD) growing technique. Our study emphasizes
on the physical properties of the melt zone. The crystals of sapphire have many applications
in lasers and in optoelectronics. In this study we established a numerical, two-dimensional
model in cylindrical co-ordinates with an axisymmetric configuration for a Newtonian and
incompressible fluid, of a laminar flow based on the equations which are mainly those of
derived from of the physical conservation laws. The flow, the thermal transfer and the mass
transfer are modeled by the differential equations of conservation of the mass, of quantity of
the movement, energy and the species. This problem, which takes into account the
convection-diffusion coupling, is discretized using the Finite Volumes Method (FVM). Our
model is in good agreement with experimental results. We have been able to show that the p-
PD method can gather the necessary conditions for optimization of the dopants concentration
distribution for increasing the coupling between the laser wave and the ions of the doping
agent in order to give the highest possible luminous power at the output of the laser. We
found that, in the melt, Marangoni convection is dominant, and the buoyancy convection is
negligible.
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