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Liste des abréviations utilisées

GL(n) : GroupeLinéaire d’ordren

U(n) : GroupeUnitaire d’ordren.

SO(n): GroupeSpécialOrthogonal d’ordren.
SU(n) : GroupeSpécialUnitaire d’ordren.
SL(n) : GroupeSpécialL ineaire d’ordren.

ECOC: EnsembleComplets de©pérateurs quCommutent.



INTRODUCTION

Les méthodes algébriques ont pu devenir une atteenaaux techniques de résolutions
classiques de la physique quantique, utilisées thmsitement des systémes microscopiques
.Depuis son introduction il y a un peu plus d'igcke, par Sophus Lie ,I'algébre de Lie, s’est
fortement développée et a été appliquée a dessgstghysiques et chimiques complexes.

A moyen de I'algébre u(4), Les molécules diatomgyoet été étudiées a travers le modele du
vibron en modes collectifs rotationnel et vibratiehutilisant les limites du modéle des atomes
unifiés pour les molécules lIégeres comme celuati@®es indépendants pour celle lourdes .

L’'Hamiltonien d’'une molécule diatomique peut étkécrit par une algebre bosonique U(4)
ayant deux chaines de sous algébres qui d6f@) o U(3) > SO(3) et U(4) oS0(4) o
SO(3)[1]. et on l'écrit en fonction des opérateurs inaats de l'une des deux chaines
précédentes ; pour décrire les propriétés élecio@si (moment orbital et celui du spin)des
molécules ,on utilise une algébre fermionique qupaut trouver analytiguement ses valeurs
propres.la limite U(3) décrit le spectre de vilmatgui n’est pas le cas pour toutes les molécules,
mais la limite SO(4) nous conduit & un spectrelsing au potentiel de Morse et c’est pour cette
raison qu’elle est appropriée a la description gecse vibration-rotation-électronique des
molécules.

Dans le premier chapitre, a été faite une intridocaux idées essentielles et structures
mathématiques des différentes bases de la théesiegiupes distinguant la différence entre
I'algébre et le groupe, rappelant quelques didims dans I'algébre de Lie comme la constante
de structure, les opérateurs invariants et le yitatirect ;a été donnée aussi la définition des
deux types algébriques orthogonal et unitaire ésafé ressortir la distinction entre les deux.
Dans une deuxieme partie, on discute une algeb®) b@sonique qui est le noyau des
constructions algébriques, ses sous-chaines, brayschet casimirs invariants, une étude
algébrique avec [lintroduction d'une algebre fernéueyrp), une algebre bosonique-

fermioniqueys2)nu- o).

Dans le deuxieme chapitre, nous allons parler degemglités sur I'étude quantique d'une
molécule diatomique et sa structure , spectroscdip@emiltonien, le spectre énergétique en

tenant compte des propriétés électroniques pugebae U(4) pour calculer les énergies propres



et les comparer avec celles obtenues avec lesauné#odes.

Un troisieme chapitre qui va étre objet d’une aggilon du couplage d’algébre bosonique-

fermionique sur une molécule diatomique avec étdefesous chaines pour traiter ses spectres de

vibration-rotation-électronique. Ensuite, on présdiapplication de l'algébré’ 40U ®) et on
définit I'Hamiltonien correspondant de toutes lesds, en méme temps on définit dans notre
travail les différentes applications pour chaqypetde limite quelles que soient les molécules.
Nous allons écrire I'Hamiltonien dans sa forme galeéc’est a dire qui contient les casimirs
invariants des deux limites pour obtenir des réssithéoriques proches de I'expérimental .Nous
allons utiliser I'une des deux bases et diagonalsenériquement la partie non diagonale de
I’'Hamiltonien général, L’'optimisation des paramétsera calculée par I'utilisation du langage

de programmation « Mathematica 8.0 » et les couwhegété tracées par « Origin 8 ».



Chapitre 1

LES GROUPES ET LES ALGEBRES

1.1 Groupes
Définition :
On appellegroupe (G,® ) ; tout ensemble non vide @uni d'une loi de composition
interne ® , et qui vérifie les trois propriétés suivantes :
o Laloi ® estassociative dans G, c'est-a-dire X, ¥, ZUG::
X (y*2z)=(xey)ez (1.1)
o Il éxiste unélément neutre€l1 G c'est-a-dire ; pour

XeE=€* X=X (1.2)

14 i -1 i
o tout élémentX de G admet ursymeétriqueX dansG vérifiant;
XeX =X Tex=e (1.3)

Si de plus la loi® est commutative dans G ; c'est-a-dire ; pour #LtX2 UG nous avons

XL ® X2 =X2* X1, on parle de groupsommutatifou abelien



1.2 Sous-groupe
Definition :

On appelle le groupe (H$ ) un sous groupe de (@,) si, en plus de la méme loi de

composition intern@ ;H est un sous-ensemble de G et on le (ité! G) . Par abus d'écriture

on note un groupe (G,) par G seulement.
1.3 Groupe fini, groupe infini et ordre du groupe

On appelleordre du groupe G, et on le note|G| , le nombre des é&Msnde G
(mathématiquement on I'appel@ardinal du groupe).
Si G <o , on dit que G est un groupe fginon (G comporte un nombre infini

d’élément), il est un groupe infini.

On dit que [Elémentx d’'un groupe G est drdre infini si le sous-groupe ¢> (qu’on
note conventionnellementxx) est un groupe infini. Sinon, on dit quesst dordre fini et son

ordre (cardinal) est I'ordre du groupex§st .
1.4 Groupe discret et groupe continu :

Si les éléments d’'un groupe sont dénombrables, aste mlegroupe dénombrable ou

discret sinon legroupe estcontinu :

1) Le groupe G={1,-1} muni de la multiplication nornea¢st un groupe abélien d'ordre 2.

2) L'ensemble constitué de I'élément neutre {e} essons-groupe trivial

De me”me pour G, ces deux groupes sontsdes-groupesmpropres de G et tout autre

sous-groupe de G gstopre.

3) Les groupesK,+) et C,+) sont des groupes abéliens infinis.
4) L'ensemble des matrices carrées de randans ce cas, I'élément neutre est la matrice

unité nxn, l'inverse de chaque matrice est obt@anen calcul classique.



1.5 L’ homomorphisme et I'isomorphisme

Un homomorphisme de groupes ou morphisme de deux groupes«G,t (G’'eo ) est

une applicationg entre ces deux groupes qui respecte la strucasrgmbupes, c'est a dire:

qﬂ G -G
Ox,yOG, @(xe y)=@(Xx)o@(y) (1.4)

Un isomorphisme est un homomorphisme bijectif (injectif et surjfctc’est - a -dire ; si
nous avons deux groupes (@, )et @', ):

¢:G - G
DXDG : DX'D GI tel que : ¢(X) - y

Autrement dit, tout élémentde G admet un antécédent et un seul dans G’ggaslication ¢

Un monomorphismeest un homomorphisme injectif, uendomorphismeest un
homomorphisme dont I'ensemble d'arrivée est égalleasemble de départ et un
automorphisme est un endomorphisme bijectif.

1.6 Produit de groupes

Si pour chaque deux élémentget x, de groupes;;et G, respectivement on considére

I'ensemble des pairegx,,x,) , pour chaque produit de deux paires de G emnGjbtient:
(x1,%2)( x'y,x5), oU  xq,x"y €Gy et x;,x, €Gy (1.5)

Nous avons un groupe G, on parle alors de groupaugrdirect de G, avecG, et on le
noteG,®G,.



1.7 Représentation de groupe

Une représentatioR d’'un groupe de Lie G dans un éspace vectoriel éaxemon réduit a
zero V , est un homomorphisme de G dans V , gragseisomorphismes de V dans lui-méme.
L’éspace V est appelé I'éspace de représentatiéh de

Si V est de dimension finie n, on dit que la reprdation est de dimension finie n.

siV=C" a représentation est diteatricielle.

SiV = 4G, d,g) ou dg est une mesure invariante a gauche, la représemntaguliere a
gauche notéeg, est définie par (gg f)(x)=f (g‘lx) . On définit pareille une
représentation réguliere a droite, notée d.

Une représentation est dfidele si I'application est injective. Une représentatest dite
irréductible si V et 0 sont ses seuls sous-éspaces invariants.

Si V est muni d’'un produit scalaire hermitien, ptaquel toute I'application est unitaire,
la représentation est ditmitaire.

1.8 Classification des groupes de matrices réguliés continues

Groupe général linéaire GL(n,C): des matrices complexes d’ordre n. Ces matrices son
inversibles (donc le déterminant est non nul), @me pourGL(n,R). GL(n,C): de dimension

n2 et n?-1,lesgénérateurs deL(n,C)sontdes matrices complexes arbitraires.

Groupe linéaire spéciale SL(NC) : des matricesixn. C’est le group&L(n,C ou R)

avec le conditiofA|=+1: pourSL(n).
L’ordre du groupe r est :

sL(n,C), r=2(n”-1),

sn R, r=n’-1



les générateurs dgL(n, ) sont des matrices de trace nulle.

Groupe unitaire U (n) est comm&L(n)déja vu avec la ConditiorA"A=1 ou \det{ =1

A" est la matrice conjuguée hermétiquerde
U(n):r=n?
U(pg):r=n® n=p+q

Cette derniére relation est écrite quand nous svar la diagonale un nombre

d’élémentg de signe positif e de signe négatif ; les groupgén) sont complexes, pour cela

on peut omiter le champs . lls laissent invarlaatquantités,!' Z;Z; pour tousZ; JU(n) et
Y ZiZi + X p1 ZiZ; pould (p,q) .
Avec Z et son conjugué;Z sont des éléments complexes des matrices repieesade U(n).

I et j sont des nombres entiers positifs, avec :

Isisn ,EKjsnet Xi+j<n.

le groupe spécial unitaire :SU(n) est un sous groupe dke(n) représenté par la matrice « A »

Jqui vérifie A"A=1 ou ‘ deW =1, le rang dSU( 1), est:l = n®-1

Soit A(p, @ une matrice diagonale qui gstfois (-1) etq fois (+1) sur sa diagonale , le

groupeSU( p g est I'ensemble de toutes les matrices »A » de dsirmem x n qui satisfont :

detA=1 ,ou \AA+:1 r=n’-1

UTA(p,@) = A(p,qU = A(p,Q)



U et sont adjoint Usont des operateurs unitaire arbitraire.

Les générateurs du groupgéJ(n) sont des matricel qui vérifient :

H™A(p,q) = A(p,a)H
C'est-a-dire des matrices hermétiques et de tmaié

1.9 Les groupes orthogonaux

C'est I'ensemble des matricés(n) qui vérifient :A'A=1 ou det A = +1.0uA est la

matrice transposée de A ; Généralement,ellesréelies :

I'ordre deO(n)estO(n): r :% n(n-1)

n
elles laissent invariante la quantéx’
i=1

o9, =§n(n— 1)

p q
qui laissent invariante la quantigxf - Z sz
i=1 i=p+

Xi et x sont les éléiments de la matrice A.

Cas particulier :lgroupe orthogonal spéciao(n

A'A=1 etdefA =+1, A est la matrice transposée de A.



L'ordre r de groupe :

SQ nC):r=n(n-1) (1.6)

SA(nR): =% nn-1)

a.7)
Sq P C](C) :I' :n(n_l) : (18)
1
SA(p gR): =3 r(n-1)
(1.9
avec n est la dimension de A et n = p+q.
1.10 Groupe simplectique
sp(2n,c):r =2n(2n+1) (1.10)

laisse invariante la quantité . (n, v -y x*)
i=1

OU X (x;,x}) etY(y, ¥)
1.11 Le groupe de Lie :

C’est un groupe G muni d’'une structure différeolia(c =x e+ y; c, X, y des éléments
differentiables), avex, y,c0G, c’est a dire que les coordonnées de « ¢ » smtaordonnees

de celles de « x » et de « y ».

En physique, la plupart des groupes de Lie qu'oicamtre sont des groupes matriciels,

autrement dit des sous-groupes de GRJret GL(n(C); ce sont les groupes classiques.

Il ne faudrait toutefois pas en déduire que towupge de Lie soit isomorphe a un sous-

groupe linéaire, bien que cela soit vrai pour kesiges de Lie compacts.



1.12 Le groupe de Lie compact

C’est un morphisme de groupe de Lie sur un éspacenel (réel ou complexe) qui laisse

invarianteune structure euclidienne et hermitique.
1.13 Algebre :

Une algebre est un espace vectoriel muni d’'unddaiomposition qui verifie :
(9, f) - of

qui est associative, bilinéaire et avec un élémentre
1.14 Base de l'algébre :

On qualifie de base d'un éspace vectoriel ;uneillande vecteurs linéairement
indépendants de cet éspace c'est-a-dire qu’ auesnvdcteurs ne peut etre déduit de la
combinaison des autres et tout vecteur de I'éspacdécompose de fagon unique en une

combinaison linéaire de vecteurs de cet éspacenelct
1.15 Changement de base :

La base dans un éspace vectoriel n’est pas uniquesut donc passer de I'expression d'un

vecteur dans une base donnée a celle dans unéas&@our faciliter les calculs.

L'image d'un vecteur d'une base d’éspace vectoriel par celle d'un autre éspace

vectoriel F est donnée par I'applicatipn
g €Eetfi eF.

o est un nombre reel.
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Cette propriété est fondamentale quand on utiésematrices comme représentants des

applications linéaires dans une base.

Si limage d'une base par une application linéasteune base, alors I'application linéaire
est bijective. Cela définit de maniere unique uangement de base. La matrice associée est alors

dite matrice de passage
1.16 Algebre de Lie:

C’est une algébre des commutateurs (crochet c)e[ Lie,, X, ] d'un éspace vectoriel E

sur un corp K qui verifiedx, OE(i =1,2,3..):

[ X%, ]=2.Ch %, (112)
0

1) L'opération «[,] » est bilinéaire &/, est une constante de structure de Lie.

2) L’opération est antisymetrique[:xﬂ, XV] = —[ X, Xﬂ]

3) L’opértion vérifie I'identité de Jacobi:

Dol %% T+ %0% 1]+ % [ %0 x]]=0 (113)

1.17 Sous-algébre de Lie:

On dit que l'algébre A’ est une sous algébre dégélre de Lie A munie de la

loi « [,] »,tout sous éspace vectoriel A’ de A maidie la mme loi.on noteAll A,

11



1.18 Sous-algébre de Lie invariante(ideale) :

On dit que la sous-algebre A’ de I'algébre A muhéela loi [,] est invariante ou idéale si :

IxOADyOA:[xy|OA

A’ est une algébre abélienne si la relation de caation [Y ,Y] = 0 est vérifiée .
1.19 Algebre de Lie simple :

On appelle algébre de Lie simple toute algebrelidajui n’est pas commutative et n'a
pas de sous algebre idéale(invariante).

1.20 Algébre de Lie semi simple :

On dit g'une algeébre de Lie est semi simple si alke pas de sous algebre invariante

commutative (le crochet de Lie n’est toujours paj.rd’ou le théoréme de Cartan pour qu’'une

algébre de Lie A soit semi-simple il faut qudetA #z C.
1.21 Somme direct des algebres de Lie :

Soit deux algebres de LieetA’ avecA={x; ,(i=1.2....n},A’={y;,(j=1,2,...m)}; On appelle
algebre somme directe de A et A’, l'algebre Sgjécrit : S = A A'={x;, yi}, avec [%, y;]=0.

Sa dimension est n+m.
1.22 Constantes de structure de Lie :
Pour tout élément;xle I'algébre de Lie A, la loi interne s’écrit:

[ XX, ]=Ch X, (1.14)

Les coéficientsC/, sont des tenseurs d'ordre-3, s’appelles desstantes de structure de

Lie ;elles vérifient les propriétés [7,8] :

12



Ciy

Cf, et ClwCpo*CloCpu+ChCoy =0 (1.15)

n?(n-1)

Pour une algeébre de dimensiarLa relation antisymétrie a constante de structure.

1.23 Opérateurs(Casimirs ) invariants :

On peut construire des opérateurs (applicationdaiies) invariantC, ; pour toute
algebre de Lie A, ils sont definis comme des ogénatqui commutent avec tous les éléments de

lalgebre {C,,x,]| =0,V x, € A ,1 et «a »des nombres naturels.

Si A est une algebre de Lie semi simple cddéXiste, on peut définir la relation suivante :
C2 =0ij X %

X; X des eléements de A.
0; tenseur d’ordre deux.
C, est un opérateur invariant d'ordre 2 de A et seme I'opérateur de CASIMIR, Sachant que :

gi; sont les éléments de la matricé. A

Ces Casimir sont des puissance€ déC, : linéaireC, : quadratique,..).

Le rang d’'une algébre est le nombre de casimirariants. En mécanique classique les

C, sont associés aux constantes de mouvement.

1.24 Forme de Killing :

Les tenseurs qu’'on peut former a partir des cotessade structure de Lie,s’appelles les

tenseurs métriques ou forme de Killing :

— — AT AP
g,uv - gv,u - C,u,oCVJ (1.16)
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1.25 Théoréeme de Cartan :

Cartan a utilisé la formule de killing pour défitimlgebre de Lie semi simple A utilisant

la condition suivante :

Si deg;; = 0 on dit que A est semi simple.

1.26 Base de Cartan Weyl:

Soit I'algébre de Lie semi simple A de rang r (erfini) avec :

r—i

A={H, E} avec iE12.r eta= 1,2,...7

LesH; et lesE, qui sont de A, vérifient :

[Hi.H;|=0 : [Hi’Ea]:aiEa, et

NsE,.p Si:a+B%0

[E"’Eﬁ]: a'H, si:a=-f

forment une la base de Cartan Weyl.

Nogp : tenseurs d’ordre deug eta des entiers.

1.27 Représentation d’une algébre

(1.17)

Une représentation d'un groupe peut etre établieipa@space vectoriel munie d’'une base

quelconque dont tous les éléments sont transfolimé&srement, par chaque opération de groupe

en un élément du méme éspace.donc chaque opeédatiepmetrie,peut etre representée par la

matrice de cette transformation linéaire.I'éspaeetariel constitue un éspace de représentation

dans lequel cette base est la base de la repriéseri.

On peut associé une algebre a une base formé&ndemble de ses opérateurs invariants

(nombres quantiques).
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Une algebre de Lie semi-simple de rdngeut étre reprentée p&ampérateurs invariants
indépendants &i = 1, 2, 3.. {), et H invariants qui commutent entre eux et commutestdss

¢ opérateurs d5].

Pour former une base complete on doit ajouter3f){2 opérateurs additionnels @our

avoir un ensemble complets des opérateurs qui ceemn(ECOC) [10,11] :
{C1,C,,....C ,0,0,...0¢30)2 , Hi,Ha,....Hi}

En mécanique quantique la base s’écrit :

|jrm) =

jla jzr-'jf, 1T1’T2"T(r—3/.)/2 m; m, m> (1.18)

Ou j est un vecteur propre @&, 7, de celui d&€O; et m de I'opérateut; .

1.28 Représentations équivalentes

Deux représentations R et Réspaces V et Vsont dites équivalentes s'il éxiste un

isomorphisme linéaire U de V dans &l que:
vaeG, R'(@=UR(gU™, (1.19)
U™ est I'operateur inverse de U.

Un changement de base pour deux matrices repagsenhe méme application linéaire,

impliqgue donc que V et Yont la méme dimension.
1.29 Représentation irréductible

On dit que la représentation R d’éspace V est ucthble s’il n’éxiste pas de sous-éspace
invariant non banal par rapport aux transformatidnsgroupe. Sinon , dans une base bien
choisie, toutes les matrices de la représentatipedent prendre la méme forme diagonale par

blocs :
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R(a ... 0
R(@)= : R@
o - R@ (1.20)

Ri(a) sont des matrices de R(a).

1.30 Reéalisation de l'algébre de Lie

On peut réaliser une algébre de Lie par plusiewiss, on se basant sur les relations de

commutation d&L(N=U(n).

[Ekm’ Est] = 5smEkt - 5kt Esm_ (1.21)

avec : k,s,tm=1....n,

E; sont des éléments de l'algébre A représentants U(n
Et s est le symbol de Cronecker.

1.31 Realisation matricielle

L’algebre des matrices est une algebre de Liepase pour la relation (1.21)

——

E = 000
m 010
0 0O

, Qui sont des matricd$* N pour 'algébre

avec k est le nombre de lignes et m le nombreaiennes . Chaque slémefitm est une

matricen X NavedM*™ rang etK “"*colonne est égal a un, et nul ailleur (pl)%n)] et [91(M]
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Pour la matrice d8O(npn pose :

Lkm = Ekm - Emk (1_22)

Elle est peut utilisée, et sa forme complexe asét en mécanique quantique.
Pour l'algébre simplectiqu\':ép(2 ") on introduit les matric@n x 2n
Km=1212..n,n+1..2n.

SH(n) = Su(n).

1.32. Réalisation différentielle

De méme que pour la réalisation matricielle, iopErateur différentiel est appliqué sur des

fonctions dérivableg(n) des coordonnéstel que :

Exv = Xim = [xik’xmn] =D X — B X

(1.23)
on géneére? (N) parS 010%; =X ot de méme pourpu( M-
Pour la sous algebre de LiBU(n): les (n%-1) éelémentX;; (i#k =12.....n)et X';
i=12.... n) généerensu(n) tel que :
L’algebre orthogonal&0(n):
les L générent l'algebr&0(n)utilisant :
L, =x 9/, —x;d/4, avec i <1=L..n (1.25)
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On obtient :

|_Lij LkIJ :Ajk th +Ai| Lik _Ajl Lik _Aik le _ (1.26)

les L sont les opérateurs moment angulaire pour I’akgérg( . m .

1.33. Reéalisation bosonique

Une autre voie pour décrire un systeme physiqud’iagbduction des opérateurs de
création b et d’annihilation*bdans la construction des algébres qu'’y correspundiéspace
associée s’appelle éspace de configurations ; d#@miication est de plus en plus étendu

exemple ; l'oscillateur harmonique , spéctre naicket moléculaire...).

Soit g :{ba,a =1, n} un ensemble d’opérateurs bosoniques qui vérifie :

lb,.b:|=a .|b,b, | =050 =0

(1.27)
Pour I'algébreu(n) = gl(n, k).
On définit lesn®éléments de group&; ; =b b,,a, B=1....n, qui vérifient:
|,Ga ’GmJ = DG — DsGps (1.28)

Pour étudier la structure des algéebres on doit:
1) Enumérer toutes les sous algebres et leurs brapchin
2) Construire toutes les bases de chaque chaines

3) Construire tous les invariants et chercher leulsura propres.

L’algebreu() :
Elle est décrite par un seul opérateur b qui \£é[lﬁ,b+] =1

'opérateurU =b"b est le seul élément de I'algebre .
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si|N) est une base de I'algébre on I'écrit :

1

|n>=Wb+N 0) avecb”|N)=+N +1| N +1) b|0)=0
bIN) = v/N|N -1)
N|N)= N/ N

U est le seul gererateur du groupe avec
N : valeur propre

L’algebreu(2) :

Les 4 éléments de I'algebre sont :

G’ =b'b,.i,j=12

(1.28)

a) les chaines de sous-algébre sont 2 :
a-1) U (1) JU (2), la sous algébrd (1) deja vue :

n=0,1..N

~ O O

N='h+Bb= N+ N

[N,Gﬂ] - 0= N est un opérateur invariantden)
O
G(U@)=N (1.29)

D i . - - -
Les puissances deN commutent avec le§/ et donc, I'opérateur invariant (casimir)

quadratique est :

C,(U@)=N(N+2) (1.30)

1 (b;)nz(b;r)nl|0> 1 ‘

—— (| ()]0
Ny, N, JIN =) n, 9
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a-2) Sous algébre (2) 0 So(2)

Définissons :

Jx =b'b, +bby

J, =bb -bb

3, =5 (6B, ~bib)

N =b,b, +b'b (1.31)

Les opérateursly, J,, J, décrivent ['algebreSO(2) dans la ChaingJ (2) 0 SO(2) avec
[, = .

le casimir est :
1 0O O
J2=J-1, +J,(3, +1 :ZN(N+ 2)

32 =03 +37+7;

le branchingJ, =-J,-J+1,...J avec J :N7

la base sera construite a partirdlet J, comme [3] :

1
J,JZ = +\J+J; +\J+J, 0
[9.:9) &Juﬁu_%ﬁm) O 12
Sous-algébreU (2) 0 SO(2):
Définissons :
fi=b'b, f =k,
_ .
= f =f +f,f _Zh+fj
f, =2 (6ib, ~bb)etN = bib, + b,
(1.33)

20



L’'opérateur invariant est :

f2=fi+f2+f2=1ff +f,(f,+)=C,
[r2.1.]=[r21,]=0 (1.34)

F2=C,(SU(Q) = %CZ(U (2) = %U(U *2) (1.35)

Utilisons le branching de la chaineU (2) D SU(2) 0 SO(2)

M=tm+(m-2)+..x1ouC
= f,=-f,-f+1,..f-1f

N : paire ou impaire .

La base est alors :

1 - -
f,fz - +\f-f, b; f-f, 0

I'algebreyU (3):n>3
Nous introduisons une autre forme de I'algebre_ideconstruite a partir des éléments

G,z Ppar un changement de base[8], les opérateurs quarsgforment sous$O(3) comme des

opérateurs tensoriels vont construire la form&deah.

La forme de Racah:
Lesb;, etb, . sont des opérateurs de créations et d’annihilgtion
Avec
bl |= 80,
0y |2 bt =0
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Lesb, , sont des tenseurs d’'ordie

On définit 6I,m pour des raisons de symeétrie ,qui est de la forme :

~

bn=0()"0_, (1.37)

Le produit bilinéaire couplé des opérateyts , Ou A est le moment angulaire Bt sa

projection sur I'axg(z)

PN =br i " = S0 hwbib,
o (1.38)

! est une combinaison linéaire des éléments de gr@fpest géneére l'algébré) (n) pour
N

n=3
Avec : ‘I - '\s)l <I + ‘et <Iml ;n.‘)l,u> est un coéfficient de Clebch -Gordon.

Les relations de commutation pour B$" sont :

(B2 0.10,B(",1")] = 3 @A + DA+ NI NN

wrpape | AA"A" .
x[(—l)* {,..,”. }dl--Bﬂ-)a ,l"')}

_ (_1)/1 +AH " {/1/1 IAI}JH B’(\IA) (l n ,l -)

"Il (1.39)

ou (ANA'N'|A"N") est un coéfficient de Clebch -Gordor{ gtsont les coéfficients 6j de

Wigner.

Les B forment une algébre connue sous le nom: formeadalR
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1.34. Réalisation fermionique

Les opérateurs de création e d’annihilation "a” peuvent aussi décrire lakébres
fermioniques.

Soit g ={a,,@ =1,r} un ensemble d’opérateurs fermioniques qui vérifie

{a, a}=ad+da=0,, {3.4={a.d=¢ )

1.35. L'algebre U(2) fermionique

L’algebre U(2) peut décrire un systéme fermionides,opérateurs fermioniques de

créationa’ et d’annihilation «a » qui satisfont les relations de commutations:

{a,a}=ad+da=0,, {d.8={ag=¢

décrivent une algébre fermionique (2) .ses générateurs fermioniques sont définit comme:
G =d4a, or=tll: (1.41)
lIs veérifient les relations de commutations:
[G1.G}|=G3d,-Ga, orpy=tY, (1.42)
Les chaines de sous algebre:

A

S

z

UF(2)Osu™(2) o sut(2)

1 ! !

| ) U (1.43)
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De méme que pouri(2) on passe de $S@) aSoO (2)nous aurons:

[l =aya’,[0) (1.44)
Yookt
1.0 % a, -ia’
[29%4) = \f( Lmiey) (1.45)
=(a, i) D ames

2)- la sous chaine:

U2 our@)=n-

) 1 (1.46)
o n
Les états propres:
1-n_ n—
[2.0Jn ) =[[1dn)=(a,) " () 9. n= ¢ (1.47)
1.36. L'algébreu (2) Fermionique-bosonique :
Les deux algebrler (2) etUF (2) sontisomorphes [9], [3].
Les générateurs de 'algebe(2) seront de la forme:
Glr=ss Gp=st @i=ts =Tt (1.48)
Gl=da, Gr=t (1.49)

avec [GB, GFJ =0
L'ensemble de ces générateurs définit I'algebrg(2)xU * (2) qui est une algébre

dynamique du systeme combiné boson-Fermion.
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1.37. Les limites de symétrie
Les sous algébres de la chaib€ (2)xU " (2) sont:

1.37.1 La sous chaine (1)
Ue(2)ouf(2)ou® @ouF@)o u@)

1 ! 1 ! !

MR n o n n=nen

La base qui corresponde a cette chaine est :

[Nn 2] we o) = 1[2] o

Avec: N=n +n

1.37.2 La sous chaine (2) :

UB(2)ouF(2)0so® (2)0so™(2)0 SO 2
! l ! l l

IN] ] m T

La base est :

NI 2 Je =y + a0y ) = | INJagy ) 0 Jasy )

Avec :

oy

I

(SN
N

+

u»
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1.37.3 La sous chaine (3) :

UB(2)ouf(2)ou® (2o U@

LU G5 I (1) n

Avec : hs%(N+M + 2k),

h':%(N +M - 2k)

h=n=h

k=[j-9|i-9+L..j+su=-k-k+1..k

- (S+ )J+Ub (t+ )j—Ub
. g,)= 0
La base est : ‘J b> \/(j—Ub)!(j+Ub)!‘ >
J-9< Ks|J+ $
Avec hznxh

1.37.4 La sous chaine (4) :

UB(2)ouF(2ou® (2)o0 so(2)

N ] [ “

La base est :

INIn 2 Jarg o= gy + ) = || [ )
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Chapitre 2

MOLECULES DIATOMIQUES

2.1. Généralités sur les molécules diatomiques

Le systeme le plus simple pour illustrer plusigospriétés moléculaires est le cas des
molécules diatomiques. En effet, la seule coorderninirne est la distance internuclédreOn
fait souvent I'approximation harmonique qui coresgtconsidérer qu'au voisinage de la distance
internucléaire d'équilibreRe I'énergie potentielle externe (celle induite pa $ysteme
électronique) varie de facon quadratique.

Les molécules diatomiques sont des molécules toéss uniquement de deux atomes,
soit de méme ou de différents éléments chimiquiesn& molécule diatomique est composée de
deux atomes du méme élément, comme par exempe ©, elle est dite mononucléaire, sinon,

on parle de molécule hétéronucléaire, comme pangbecavec le LiH ou BeH.

2.2. Approximation de Born-Oppenheimer

La description d'une molécule est plus complexe gele d'un atome isolé mais
heureusement le probleme est simplifié par ledfaé les électrons ont une masse beaucoup plus
petite que celle des noyaux alors que les foraadréktatiques auxquelles sont soumises toutes
ces particules chargées sont du méme ordre deggnand

Il en résulte que le mouvement des noyaux est begualus lent que celui des électrons.
On peut donc étudier le mouvement des électronsnepgi les noyaux étaient fixes, formant une
« configuration nucléaire ». C'est la définitionl'dpproximation de Born-Oppenheimer.

Lorsqu'on détermine les énergies possiliiesd'un tel systeme, on trouve les termes
électroniques. Contrairement a ce qui se passeutaatme, ce ne sont pas des valeurs définies
mais des fonctions des parameétres définissantrifigowation nucléaire. On inclut généralement
dansE,, I'énergie électrostatique d'interaction entrenlegaux.E, représente en fait I'énergie de
la molécule pour une configuration de noyaux imreghiDans une molécule diatomique, le seul
parameétre de configuration nucléaire est la digtaRcentre les deux noyaux. On a alors des

fonctionsk, (R) appelées « fonctions potentiels (adiabatiques [19]) ».
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2.3. Energie de la molécule diatomique
2.3.1- Hamiltonien d’une molécule diatomique

Pour expliciter la démarche associée a la séparad® Born-Oppenheimer, nous
considérons une molécule diatomique de noyaux A,etle masses respectivé et Mg,
comportant n électrons d'indice i.

Z
L’Hamiltonien du systéme est de la forme :
H=T,+T,+V \ *Vont Ve (2.1)
/SO E .
= AR, - A Energies cinétiques des noyaux 2.2
Vo AR T R g q y (2.2)
/- .
T, = > . Energie cinétique des électrons (2.3)
me i=1 l
_ Z2,Z,¢€ Répulsion & ,
W = — épulsion électrostatique des noyaux (2.4)
47, |R, - RB‘
o n Z, € . . . .
=> ->. 2~ Attractions électrostatiques électrons-noyauf2.5)
~ 4776‘0‘R r| 2 am|R, -7
= z Répulsion électrostatique entre les électrony2.6)
5 4ATE, ‘r - ‘
Ou:

Ra et Rs les coordonnées des deux noyaux.
Ma et Mg les masse des deux noyaux.
me masse de I'électron.

Za et Zg les nombres de masse de A et B.
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ri et f coordonnées des électrons.

A est 'opérateur Laplacien calculé par rapport aogrdonnées du vecteur donné en indice.
Comme dans le cas d'un atome, il est possible pigreéle mouvement du centre des masses de
la molécule et le mouvement relatif des particujes la constituent en se placant dans le
référentiel lié au centre de masse. En négligeamtdsse des électrons devant celles des noyaux,
c'est-a-dire en confondant le centre des massda dwlécule avec celui des noyaux, on peut
omettre dans l'opérateur énergie cinétique des wmoydy le terme représentant I'énergie
cinétique du mouvement de leur centre de massest@ue pour une molécule isolée) et ne
garder que le terme de I'énergie cinétique du mmere relatif des deux noyaux. Celui-ci est
décrit dans le référentiel lié au centre de maaseupe particule fictive de masse égale a la masse

réduite des noyaux [17] :

M, M
Hpp = A2

=—hr = 2.7
M+ (2.7)

Et de position définie par le vecteuR = AB= R, - R dirigé du noyau A vers le noyau B.
L’'opérateurTy se réduit alors a :
h2
2 /g

L’équation de Schrodinger satisfaite par la fonttidonde W(r,R) qui décrit la

T, = A (2.8)

R

molécule est de la forme suivante :

[Ty +T. +V (T, R|¥(i, R = B¥(}, R (2.9)

oul V (F,R) =V, +V,y +V,, (2.10)

Vnn est I'énergie potentielle décrivant l'interactioayau-noyau.

Ven €st I'énergie potentielle qui decrit l'interactiélectron-noyau

Ve st I'énergie potentielle décrivant I'interactiélectron- électron

Nous verrons ci-dessous que I'énergie E contietrdia contributions, électronique.E

vibrationnelle E, et rotationnelle f; :

E = Eel + Evib + Erot (211)
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Et la fonction d’ondé& sera sous la forme d’un produit de trois facteurs
W(r,R) =W, (R)\W, (6.9)¥, (T.R) (2.12)

2.3.2- Equation électronique
Dans l'approximation de Born-Oppenheimer, les nayétant considérés comme fixes,
on peut écrire I'’équation de Schrédinger du mouvendéectronique a l'aide d’'un Hamiltonien

électronique :

H, (7,R)=T,+V (T, R) (2.13)
Te : énergie cinétique des électrons
V : énergie potentielle

L’équation aux valeurs propres du I'Hamiltonieno#tenique s’écrit comme :

Ho (T RX (T, R)=£(F,R)x(T,R) (2.14)

Nous avons pris la séparatio#(; ,R) = > F, (R)x(%,R)

x(ri,R) :fonction d’'onde électronique
Fn(ri,R) :fonction d’onde nucléaire.

Cette équation est analogue a celle qui decrittame, sauf que le potentieV (r;,R)

n'est plus a symétrie centrale mais a symétrieégtelution autour de I'axe internucléaire appelé
Oz qui peut étre pris comme axe de quantification.

Les fonctions y, (f; ,R) forment une base compléte dite « base adiabatioqy€on peut
choisir orthonormée. Une fonction d’onde de la roolé W(f;,R) peut, dans le cas le plus

général, se développer sur cette base comme :

W .R) =2 R (RX(T.R) (2.15)
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Cependant nous nous limiterons dans toute la suit@pproximation adiabatique de Born-
Oppenheimer, qui consiste a réduire le développeniatessus a un seul terme électronique.
Autrement dit, on cherchera une fonction sous tenéodu produit d’'une fonction nucléaire par

une seule fonction électronique :

W .R)=F (RX,(T.R) (2.16)

Ou x(,R) est une solution particuliére de I'équation (2.14)

Si on reporte W( ,R) dans I'équation de Schrédinger (2.9) de la mokscot a :

DTy +T+V (T, R - E| R(RX(T, R=0 Avec [T, +V]x(T,R)=£,(Rx(T.R (2.17)

n

&n la solution (énergie )de la partie électronique

Projetée a gauche s{wn.|, on a pour chaque n'=1, 2, ...N (nombre de termass le

développement) :
{Z [drdr,..x R T,F, (F”e)xn-(*ri,R)}[sn(R)— H F(R=0 (2.18)

Ce qui donne un systéme de N équations coupléedgmionctions nucléaires, (R)

T, (R)x,(T, R)z—g—ﬂmé[ R (R (T, R]

2 (2.19)
=L RITLx (1, R) 205 R (R, (1, Ry X, (1, RO (R

L'approximation de Born-Oppenheimer consiste a igéglla variation desy, (r;,R) avec R,

donc de négligerT2 x, (F; ,R) devant(ZF, (R) Onaalors :

T R (R (T, R = X, (T, R){-S—NDE Fn(ﬁR)}/\’n(T, RTFR(B (2.20)
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Les équations sont découplées et la somme en redet ra un seul terme. C’est
I'approximation adiabatique.
L’équation de Schrodinger complete de la molédaeant compte de la forme (2.16) de

la fonction d’onde, s’écrit dans cette approximatio

{— LNV (r:,m} F (R)X. (T, R) = EF (R, (T, R (2.21)
2:uAB 2:ue

Ou:
x(ri,R) :fonction d’'onde électronique

Fn(ri,R) :fonction d’onde nucléaire.

Si I'on admet que la fonction électronique(r;,R) est lentement variable avec les coordonnées
nucléaires, on peut négliger I'action de l'opérateaplacien nucléaire suy, (;,R) et en tenant

compte de (2.14), on obtient I'équation suivante :

2

- ZZ /\/n (F| 1R)AR I:n(ﬁ)-'- Fn( ﬁ)‘(En( IQ/\/n(a‘y Q = EE( aF’Xn(air; R (222)

La fonction y, (f;,R) est en facteur dans les deux membres de I'équatigeut étre

éliminée ; la fonction nucléairg, (R) satisfait a I'équation suivante :

[—th Ay +5n(R)} F.(R)= ER(R (2.23)

AB

Dans cette équation, I'énergie électronigg€R) apparait comme une énergie potentielle (ou

potentiel) pour le mouvement relatif des noyauxérémar le vected® . Comme ce potentiel ne
dépend que du module Be= (R,8,i), le mouvement relatif des noyaux est représentégai
d’'une particule fictive de mass$gs , €gale a la masse réduite des deux noyaux dapstentiel

central.
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2.3.3. Niveaux d’énergie de vibration (approximatia de Morse)

Les atomes d’'une molécule diatomique vibrent autteideur position d’équilibre. En
premiére approximation, la quantification des niseaibrationnels est effectuée par le modele

de l'oscillateur harmonique dont I'énergie s’expeiar la relation suivante :

E,. =hv(v +%) 22)

ou:
h est la constante de Planck

v est le nombre quantique de vibrationy ¢ fréquence de vibration définie par :

LS (2.25)
2\ u

Aveck, la constante de raideur de la liaison chimiguelatmasse réduite.
L’approximation de la quantification de I'énergie dibration des molécules par modéle de
I'oscillateur harmonique est justifiée pour lesifsetombres quantiques de vibration.

Les états stationnaires d'un potentiel de Morsdesnaleurs propres :

[hvo (v+§)]2
4D,

E(v) = hvy(v+3) — (2.26)

Ou v est le nombre quantique vibrationnelgiine fréquence, qui est mathématiquement

reliée a la masse de la particule, m, et aux cotetale Morse Dpar :

v, = %T./ZDe Im (2.27)

33



Tandis que la différence entre deux niveaux d@eewnibrationnels successifs de

l'oscillateur harmonique quantique est égdig,aelle decroit lorsque v croit pour l'oscillateer d

Morse. En effet ;

E(v+1) — E(v) = hvo — (v + 1) L2- (2.28)

Ce qui correspond a Il'anharmonicité des moléculéslles. C’est une bonne
approximation de la structure vibrationnelle réelens les molécules diatomiques ne pivotant
pas. En fait, les spectres moléculaires réels généralement donnés par la formule suivante
[24] :

Ey/he = W (v +3) = Wex, (v +3)? (2.29)

Ou les constantes. et were peuvent étre directement liés aux paramétres tenpel de
Morse.

2.3.4. Niveaux d’énergie de rotation
Une molécule diatomique posséde un troisieme medgatkage de I'énergie interne : la
rotation. Le modéle du rotateur rigide conduitexpression de la quantification de I'énergie en

fonction du nombre quantique de rotatibn

h2
E =
° 8

J(J+1) (2.30)
Ouh est la constante de Planck] etur® le moment d'inertie. La molécule étant étiréeslde sa
rotation, il faut tenir compte de la distorsion téage, ce qui conduit & exprimer I'énergie de
rotation comme un développementXd+1). De plus, du fait du couplage entre la rotatiofaet

vibration, chaque coefficient de ce développemépedd du nombre quantique de vibration v :
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F,(J)=B,J(J+1)- Q F(I+1P>+...... (2.31)

Ou F,(J) estle terme spectral de rotation exprimé eft @&, = hek (J) et:

BV = Be _ae(v +£)
21 (2.32)
D, =D, ~Av+)

Ou Bg, De, Be etae sont des constantes spectroscopiques données2dgns [

2.3.5. L'expansion de Dunham :

Le spectre vibration-rotation esipental des molécules est décrit par des formules
empiriques. Les termes d’énergie des moléculesmiguies peuvent étre décrits par une formule
qui est 'expansion de Dunham [17] [19]:

E(w,1) = Xy (v+ %) [l + 1) (2.33)

Ou: Yio = We, Yo0 = WeXe, Yo1 =P, Yoo=D, y1=-—«a.

Le développement ci-dessus tient compte de :
- L'anharmonicité des vibrations,, , n > 1.
- I'effet de stretchingyg,,, , m > 1.
- I'effet de couplage rotation-vibratigry; aveci # 0, # 0.

Un cas particulier pour décrire la spectroscopidéculaire est la formule simplifiée de (2.33) :

E(v, 1) =ha[(v+1/2)= B(v+112f I+ (@ 12u ) ( + 1)

(2.34)
—a ¢+ 1/2)I(+ DI 1+ B

L’énergie potentielle de la molécule peut s’écdoenme la somme de I'énergie potentielle de la

molécule non-tournante (potentiel de Morse) et@w®elgie de rotation :

r 87 1

e

U(r,d)=D, (1— exr{—MB P LI, B (2.35)
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Dans cette expression, Beprésente la profondeur du puits de potentiekt la distance
entre les noyaux leur distance a I'équilibre. Lorsqukaugmente, le puits de potentiel de la
fonction U(r, J) diminue jusqu’a disparaitdaa.x est donc la valeur pour laquelle la molécule se
dissocie par rotation.

2.4. Classification des états électroniques

Une molécule diatomique possede plusieurs étatdréheques d’ou une classification
semblable a celle utilisée pour les atomes [21].[22

Les différents moments angulaires intervenant ¢nwlécule diatomique sont :

Le moment angulaire orbital
Le moment angulaire de sp§1

Le moment de rotation des noyaLlH( qui est toujours perpendiculaire a I'axe passanmtlgs

deux noyaux.

2.4.1- Moment angulaire orbital L

Les molécules diatomiques présentent un axe detsgnmde révolution qui est l'axe

internucléaire. La projection du moment angulairbital des électrons sur cet axe est une
constante du mouvement (Figure 2.M)est la résultante de tous les vecteurs momentticies

et L, est sa composante sur l'axe internucléaire. Lebn®muantiqueM | peut prendre (2L+1)

valeurs différentes.

L* etL, ont pour valeurs proprégL(L + 1) Et M,=-L,-L+1,....,+L (2.36)

T

internicldaire

A

Figure 2.1 : Représentation du moment angulaire orbital [20].
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En spectroscopie moléculaire il est d’'usage de lerepM, par/A qui est la projection du
moment angulaire orbital sur 'axe internucléaire. Le nombre quantigu@eut prendre les
valeurs 0, 1, 2,..., L. On designe les états cpamdants aux valeurs da par des lettres

grecques majuscules.

I\ 0 1 2 3
Etats > M A o

Tableau 2.1 : Dénomination des états électroniques suivanvésurs de.

A l'exception de I'étal, tous les états sont dégénérés deux fois|Mal peut prendre deux

valeurs #\ et -A.
2.4.2. Moment angulaire de spirs

La structure multiplet de la molécule est duespin des électrons dont la résultanteSest

Le nombre quantique S est entier ou demi-entiefasiiile nombre d'électrons (pair ou impair).

SZet sa projection selon I'axe (03), ont respectivement comme valeurs progre$(S + 1) et

hX tel que :
-§¥<S (2.37)
Cas ouA#0: Il y a un champ magnétique interne résultant dwvement orbital des

électrons dont la direction est suivant l'axe imtietéaire. La composante du moment angulaire

de spin sur cet axe est une constante du mouvéménalogue &Ms pour les atomes). Elle est

la projection du spin§sur 'axe internucléaire. Le nombre quantiquepeut prendre 2S+1
valeurs telles qu& = -S, -S+1, ..., S.
Cas ouA=0: Il n'y a pas de champ magnétique interne résutlanmouvement orbital des

électrons d'ouZ n'est pas défini.

2.4.3. Moment angulaire total des électrong -

Le moment angulaire total des électrons autoutagte internucléaire eSt=A +%.
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AetZ ont la méme direction (axe internucléaire) dtest un nombre quantique tel que

Q=|A+3]. (2.38)
Deux cas sont a considérer suivant I'état singulemultiplet de I'état électronique :

Cas ouA#0: X peut prendre 2S+1 valeurs difféerentes ddncpeut prendre 2S+1 valeurs

différentes pour um\ donné. A partir de la on peut exprimer I'énergiectbnique d'un terme
multiplet parT, =T, + AAZ . T, est I'énergie électronique lorsque I'on négligedim, A est la
constante de couplagg,est la projection du moment électronique orbitall'sixe internucléaire
et 2 la projection du spin résultant sur cet axe. Ligeaux d'énergie d'un méme terme multiplet
moléculaire aved\ # 0 sont équidistants.

Cas ou/\ =0: L'état est singulet.

En spectroscopie, on indique I'état électroniquiadeolécule de la maniére suivante :

Lettre>"*[A] 5 (2.39)

La « Lettre » symbolise un état électronique d’'gieeile. On utilise une lettre latine. Par
convention, X représente I'état fondamental et atement, A, B, C..., a, b, ... les états d'énergies
supérieures. On utilise la lettre majuscule pows éats de méme multiplicité que X, et des
lettres minuscules pour des états de multiplicifeérdntes de X. Cette convention n’est pas

toujours respectée notamment pour la molécule N

2.4.4. Propriétés de symétrie de la fonction d’'ondéectronique.

Tout plan contenant l'axe internucléaire est um plie symétrie. Considérons une
symétrie par rapport a un plan de symétrie pougtahélectronique non dégéneéré c’est-a-dire un
étatz, si la fonction de cet état se transforme suivant:

W - +¥ Alors on note l'étak,

W -, -W Alors on note I'étak _

Maintenant si les deux noyaux de la molécule ontnen&harge alors le champ dans lequel se

déplacent les électrons admet un centre de syméuigsidérons la transformation suivante :
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X »=X Yo=Y Z »-2Z

et si la fonction d'onde se transforme suivant :

Y - +W Alors la fonction d'onde est dite paire et on rigétat avec la lettre g en indice.

Y - -W Alors la fonction d'onde est dite impaire et otenl@tat avec la lettre u en indice.

(g = gerade, u = ungerade). Par exemple, I'étatréeique’r, est triplet (2S+1=3)A =1, et la

fonction d’onde de cet état électronique est ditpdire.

2.5. Transitions Electroniques. Régles de Sélection

D'une maniére générale, les écarts entre niveactréhiques sont dans des domaines
d'énergie plus grand que ceux des fondamentalemddss de vibrations. S'il I'on regarde dans
une région allant du proche infrarouge aux plustdm@nergies, on peut voir les transitions
électroniques plus ou moins intenses selon la signdes états qu'elles mettent en jeu. En
spectroscopie d'absorption, on peut tirer partgeadacilement des mesures d'intensité, qui
peuvent contenir des informations supplémentaioesnee la nature des transitions impliquées.
L'intensité de ces pics dépend de la probabilitétadeansition électronique associée. Pour avoir

une estimation de ces probabilités on se fie agbesedites de sélection.

2.6. Les reégles de sélection pour les moléculestdimiques

Pour les molécules diatomiques ont peut définirmwment angulaire orbital sous la
forme d'un nombre quantigie puisque les symétrieB , et C,, comprennent des axes de
rotation d'ordre infini. Ainsi, lewr, 7, J, etc . . . sont des appellations d'orbitales demdment

angulaireA est 0, 1, 2, etc . . . . La résultante de ces mtsnangulaires orbitaux permet de
définir le nombre quantiquAa pour un état donné. On nomme ces états de la rfa@oe que les

orbitales mais avec des majusculeg,n,A ... La premiere regle de sélection permet des
transitions pour lesquellég\ =0 et + 1. Ainsi, on verra les transitions — 2, > — [1 mais pas

> - A La deuxiéme régle porte sur la multiplicité dens@eules les transitions entre des états

de méme spin sont permiseAS =0.

39



2 .7. Traitement algébrique des spectres de rotatievibration
2.7.1. L’algebre U (4)

Introduisons Les opérateurs de créatidetod'annihilation « b » qui satisfont les

relations de commutations habituelles des bosons :

[b; b11=8; i bj]=[b{,b/1=0 i,j=1,2,3, 4 (2 .40)
Avec l'utilisation de la notation suivante :

bj=pt,  bl=pl ., bl=pl, . bf=st

by =p_y , by=py , b3=py , by = (2 .41)

L’ensemble des opérateurs bilinéaires :
Gl = blb , i,j=1,2734 @2)
Qui satisfont les relations de commutation

[G] G 1=Glsy i,k 1=1234

l

LesGl.jsont les générateurs de l'algebre U (4).

Les propriétés de rotation et de réflexiongleet des™ peuvent étre récapitulées en

donnant leur transformation sous rotatfo(d,, 6,65) caractérisé par les trois angted'Euler :

-~

R1 p;; R =X, DL, (61, 6,605) p;;l,, Rt stR =t (2 .43)

Aussi bien que leur transformation sous la réflexa

~

P*ph P=p Pt s+ p= st (2 .44)

Ces relations de transformation concernent lesabpérsp™ ets™ de création et non
pas pour ceux d’annihilation. Ces derniers, sesftament généralement comme opérateurs

tensoriels sphériques, avec les modifications :

Pm =™ Do § =s (2 .45)
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P €ts Satisfont la propriété de transformation (2.43).

Comme l'invariance de rotation est d'importanceéraéndans le modele de vibrons, il
est utile d'écrire IeG{ de l'algebre U (4) sous une forme différentegi€lls se transforment
aussi en tant que tenseurs sphériques sous rotatibteons des coefficients standard de
Clebsch-Gordan, en couplant les opérateurs dei@négttceux modifiés d'annihilatids] | et
b 1, aux opérateurs bilinéaires avec un moment anguléiiiai A et sa projection sur I'axe de z.

Nous définissons :

P\ 3 A fon ! T
BP(U, )= [ x By =S mmeAlm Im/[a)bl B oy (2 .46)

Les opérateurBff‘)(l, I') sont des combinaisons Iinéaires(deet donc génerent la

méme algebre U(4). Dans la forme de tenseurs celgpldlupart des générateurs de I'algebre

U(4) ont une interprétation physique simple. Pameple, nous trouvons

(0) ~ ~ 1
B (L) = F xp 1S Ln(im1 —mi00)pf o =[5 T Bl b (247

Tel que I'opérateur « nombre de bosons » est dpané
fiy =%m Phbm = V3 [pT x 51 (2 .48)

Pour les sous-algebres d'U(4); les généra@ﬁ‘?ﬁ, I') seront écrits dans leurs formes

éexplicites :

By” (1,1) = bt x pl;”
BV (1,1) = pt x5
B (1,1) = ptxp]? (2 .49)
B (1,0) = bt 51,
BM (0, 1) = o x 1%
B (0,0) = o x 515
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Dans le cadre du modéle de vibrons, les 16 géngsattU (4) peuvent étre construites
par plusieurs possibilitées de chaines de sous-agglrtependant, nous sommes seulement
intéressés par les soakyebres qui contiennent le SO(3) (I'algébre desnerds angulaires).
Cette restriction est nécessaire afin de constlegdases qui ot le moment angulaire comme

nombre quantique. Les composarlts de lopérateur de moment angulaire sont parmi les

générateurs dans (2.49) et peuvent étre aisémentifids des principes généraux : ils doivent

former un opérateur tensoriel du rang 1 et avo@ parité positive. Seuls les générateupd [

ﬁ]ff) dans (2.48) remplissent les deux conditions, dengplique quel, est proportionnel a

[ pT x p](l) afin de trouver le coefficient de proportionnglites relations de commutation de

SU(2) satisfaites pak,

[Lo.Lyq] =% Lyq, L1, Ly ] = Lo (2.50)

)

Devraient étre comparé a celles valides pour |ésateurs pt Xp]( nous trouvons :

pt <515 bt <51 = [t xpIs (2 .51)

Ou nous avons employé les valeurs explicites (2ptir les coefficients de Clebch-Gordan
apparaissant dans l'expression (2.43). La compmarasec le dernier commutateur dans (2.51)

montre :

7 1 ~ (1

L, =V2BP(1,1) =v2 [pt x5 (2 .52)
Ces relations de commutation satisfaites par fajgér ZH sont identiques a celles satisfaites

par le J, déja vue dans le chapitre I, et par conséquertdag ensembles d'opérateurs genéerent

la méme algébre de Lie. Le fait que nous nous géfa un ensemble comme SO(3) et a l'autre
comme le SU(2) doit se faire avec les moments aingsl qui sont considérés dans les deux cas.
Dans U (4) seulement les valeurs modéles de moamntlaire de nombre entier se produisent,
tandis que dans l'application du nombre entier ietddmi-entier du chapitre I, ces moments

angulaires sont possibles.

On peut obtenir Les relations de commutation eIetragénérateurBﬁ”(l,l’). Puisqu'il sera utile

dans tout ce chapitre, le résultat général est :
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AA'A"

_(_l)/l+/]'+|'+l . {I ol }J“ BL’]") (WD)

Ou</1,u/1',u'|)l",u"> sont les coefficients de Clebch-Gordan, déja wteJe symbole entre

accolades est un coefficient 6j de Wigner.
Les chaines de sous algebre de U (4) invariantesrstation :
U(4) DG DSO (3) (2 .54)

Remplacant les opérateuﬁé”(l, I) dans (2.42) et omettastet 5 on trouve :

fi, = V3 [p" xp ] 1
L, =v2ptxp] 3 (2 .55)
Q. =lp" xp 1P 5

Qui générent I'algébre U (3). la chaine suivante @geébres est établie :

U(4) DU (3) DSO (3)DS0 (2)
| I | I (2 .56)
[N] np L ML

la représentation de U (4) est totalement symegriqu

Une deuxieme chaine de sous-algébre SO(4) peutdistruite a partir de :
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W EVZITxp 3
1 3 (2 .57)

W= i[pf x5+ stxp

=

)

En suivant la structure:

U(4) D SO (4)D SO (3)D SO (2)
I I I I

[N] ® L My, (2 .58)
2.7.2. Hamiltonien généralle I'algébre U(4)
L’ Hamiltonien général de model vibron a urdetix corps s’écrit :
(2 .59)

H= EﬁZ@b b+> g bk

ijkl
E, Est une constante.
g et g, sont des parametres reliés aux eénergies d’un ssoinbet les interactions entre deux

corps respectivement.
L’'Hamiltonien (2.59) s’écrit sous la forme détadl&€n fonction des opérateurs de créations et

d’annihilation :
i=grgnren [ b b |+ B §HplB])
+%II o x p] NN ) [ Ex +SJ(0)X[~19~]8)IO (2..60)

+e, [[ o x g]a) | ~$(1) 10) N 5{[ - +§<O) {5 (%1(30)

Onposen, =N-n, - N-n,
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On remplace dans I'Hamiltonien on aura :

(0)

DU LD RIS N R

+e'3[[ px FT](O) X[ §” +[ 5x +9](0)"[ ~19~]8)f (2 .61)

E,'=E +(e,-&)N+eN’

. 1 1
e,'=€, ~8& —‘/gez, +2¢ +[,/§e4 —2e5JN
. , 1
Ou €176 58 6
3
, [5
€,=6- §e4 +\/§
€;= ¢
2.7.3. Les Chaines de sous algebre U(4) :

Pour trouver les chaines qui nous intéressent ciaties partie qui doivent contenir

I'algébre d’'un moment angulaire SO(3).
On a la forme générale suivante :

U(4) > G > SO(3) (2 .62)
2.7.4. Premiere chaine & U(3)

U(4) o U@3) > SO(3) o SO(2) (2 .63)
Les éléments de sous algebres et leurs nombresspondants sont :

Ue@3): fi, = V3[p* x p]} 1
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(2 .64)

SO(3): [
SO(2): [

U@4) D U@B)D SO (3D SO (2
I I | | (2 .65)
[N] m L My,
n, : est le nombre de boson p.

L : est le moment angulaire

M, : La projection de L sur I'axe z

2.7.5. Deuxiéme chaine G SO(4)

U(4) o SO(4) > SO(3) > SO(2) (2 .66)

Les éléments de sous algebre et leurs norsbres

SO(4):

(2 .67)
SO@): [p* X Bl

SO(2) : [pt X P

Ou L'opérateur dipOleD,, est une combinaison linéaire entre les deux gtmﬂ'&i}{ ces
générateurs vérifient la relation de commutation.”

li(i) D> SO4) o SO(3) o SO2) (2 .68)
[N] ® ML

L
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2.7.6 - Troisieme chainés = SO(4)

U4 o SO4) o SO@) o SO2) (2 .69)

Les éléments de sous algebre pour cette chaieersthombre sont :

SO@) : “L=V2[p* x Pl 3
Dy =[p* x3— st xPlgy 3 (2 .70)

SO(3): [p* X Bl 3

SO(2) : [p* X Plg 1

L’opérateur de dipOIeAQ est une combinaison linéaire antisymétrique elgsedeux

générateur€s!, ces générateurs vérifient la relation de comriantatandard de Lie.

U4) > SO@ > SO(3) o SO2) (2.71)
W ® L ML

Les générateurs de l'algebre @D et S4) sont reliés par la loi de la transformation
suivante :

h - —ipt P = P (2.72)

Et leurs propriétés sont tres semblables.

2.8 - Les opérateurs invariants

a- Les opérateurs invariants linéaires :

On construit les opérateurs linéaires dgélare U(4) :

cl[u(n)]sizzl:q‘ (2)73

47



Qui commutent avec tous les générateurs de I'atgeipf) :

{EGJ’GL}EG@-;GQHC&-(%O 2 .74)

Pour n=3 (ordre 1):

Cl[U(?’)]:ng => Bm=h (2 .75)

L'opérateur invariant linéaire de U(3) et

Pour n=4:

GUM]=>G =3 d g~ s+ p=1 ®)
b- Les opérateurs invariants quadratiques :

1 - Les algebres U(n) :

On définit les opérateurs invariants quadratiques p

C,[U(n)] siqi G (2.77)

ij=1

lls commutent avec tous les générateurs de U(4) :

[iGJG},Ci}O (2)78

i=1

Pour simplifier les calculs des opérateurs invasiguadratiques, on prend la relation suivante :

Zzlqtrnh'm"QQO = ZZ(_)HmH#mI h%a'—m'qt'm'a—m (2 79)

" mm' " mm
Ou : | et I' sont les valeurs du moment angulamednique.
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2 - I'algebre U(4)

Pour n=3; L'opérateur invariant quadratique de &8):

clu@E)]= Z[p xp|” [p x| —5ﬁ2+%ﬁz+(§2 2 .80)

Pour n=4 ; L’opérateur invariant quadratique de)$(dcrit:

C[U(4)]-%A2+;(L2+ D2+ D' )+QZ+?f (2 .81)

On peut simplifier les opérateurs, car on ne geag coupler deux bosons identiques p qui ont

un moment angulaire égal a un :

12

~ ~2
PP =[pp* [P, Bl = — Ry — 3R +5 T +5Q (2 .82)
De I'équation (2.81), on trouve :
C,lU)] — 2P} P, = 5+ 21, (2 .83)

L’opérateur invariant de U(3) peut s’écrire sous sombinaison de ﬁp et ﬁf, :

GlU®B)] — (ﬁp +2) (2 .84)
De méme pourgu(4)], on trouve :
ClU@]— N(N+3) (2 .85)
3 -L’algébre SO(4) :
On peut Calculer maintenant les opérateurs inviarigmadratiques pour les algebres

SO(4) qui ont la méme forme générale des opérateneriants quadratiques de l'algebre
alternative S@4) :
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CZ[Sqn)] = gZII’me'(_)I+m+|’+my bI-:-n 6|’m' - bI-!-m’Blm X (bl-l'-—m' 6I—m - bI-I-—m6|’_mr) (2 .86)

Pour n=4:

C,[SO@)] = 0% + D7 (2 .87)

Ou:l,I'=0,1

De la relation de transformation (2 .87):
C,[sO4)] =% + B (2 .88)

Pour n=3:

C,[SO3)] = L D)

2.9. L’Hamiltonien du systeme

L’'Hamiltonien du systeme s’écrit en fonction de€@gteurs invariants du premier et du

deuxieme ordre de I'algebre U(4) comme:
A = Eg+ cfly + af? + B(E2 + Dz) +07 (2 .90)
Ses valeurs propres peuvent étre déduites anaytignt et les deux symétries

dynamiques sont obtenues si certains parametrésia@miltonien (2.86) sont supposé égaux a

zéro.

2.10 - La limite U (3) - Les molécules non-rigides

Dans la forme de I'Hamiltonien On poge0 on aura La limite U(3) :

"

Py = Eg+ e+ af? +yL° (2 .91)

Il contient seulement I'opérateur invariant de dabre U(3) et SO(4).alors la chaine de cette

limite est caractérisée par les nombres quantiyyés, L
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U(4) > U@B) > SO@3) (2.92)

N Np L

Si on applique cet Hamiltonien sur I'état de basdalgébre U(3) qui egfN]n,LM, >,

les valeurs propres des opérateurs invariantdd\ L? dans cette base sont données par les

équations suivantes :

N|[N]Jn,LM_ > = N|[N]n,LM > (2 .93)
p|[NJn,LM > = ny|[NIn,LM_ > (2 .94)
E2|[N]anML >= (I + 1)|[NIn,LM_ > (2 .95)

Lol [N]n,LM_ > = M_ |[N]n,LM_ > (2 .96)

L'expression de I'énergie de la limite U(3) s'éaipartir des équations 2 .93-96 comme suit:

Ei(n, L) = Eg + eny + an? + yL(L + 1) (2.97)
Ou les valeurs da, s’écrivent :n,=0, 1, 2, ...., N
Et :L=n,n,—2.......10u0.

Le paramétre de la rigidité est définit :

2E;

Yrig = E_v (2.98)

Lorsqueyrig = 1, on dit que cette limite étudie les molécules-rgides .

En remplace I'expression d’énergie, on trouve :

e+a+2B -

Yrig - e+2a 1 @)
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2.9. La limite SO(4) - Les molécules rigides :

Elle est obtenue en posant e = 0 dans I'Hamiltonien alors on on aura :

La chaine de cette limite est caractériséegganbmbres o, L

u4) > S04 > SoE)

[N] ® L

limite SO(4) est utilisée pour décrire les molésu@atomiques rigides.

(2 .100)

(2 .101)

On applique cet Hamiltonien sur I'état de base etéedimite |[N]oLM, >,Les valeurs propres

e . . ~ =2 a2 ~
des opérateurs invariants, N + D ,L2 dans cette base seront :

N|[N]JoLM, > = N|[N]JoLM_ >

(L% + DI)|[NJoLM, > = o(o + 2)|[N]JoLM, >
C?|[NJoLM, > = L(L + 1)|[N]oLM, >

Co/[NJoLM | > = M, |[N]oLM >

On obtient la forme générale de I'expression d’'greer

E, = Eo+ Bo(o +2) +yL(L + 1)

Oou: o=N,N—-2 .......120u0.
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Chapitre 3

APPLICATION DE L’ALGEBRE  U®(4)0U" (8)
AUX MOLECULES DIATOMIQUES

3 .1. Introduction
On a vue au chapitre 2 que I’algébks!B(4) peut décrire une molécule diatomique sans

tenir compte de spin(ou s=0)(vibration et rotatjooh va utiliser une approche algébrique

permettant de décrire les propriétés spectroscepjda modele est I’algébtléB(4)><UF(a ou

UF(8) est une algébre fermionique qui décrit les dégdediberté électroniques (spin et

moment angulaire).

La fonction d’onde du modéle moléculaire s’écrit :
TEDNN ©
Wy Fonction d’onde rotation -vibratida la molécule.
Pour une molécule diatomigujéest déecrite par U(4) bosonique.

Pour une molécule triatomidué4) 0 U(4) bosonique.

l//r(,a : Fonction d’onde décrivant L’état éleciqure, elle peut étre décrite par une algebre
unitaireG°®. (Indice “e” : électronique).
On considére les états électroniques 2s-2p &'dse | =0,1 pour Iesquelsélléa est

décrite pas® =U(8) =U (2x1?), ou le facteur 2 est la prise en compte du spitétectron et n

est le nombre quantique principal, on considerdirndie des atomes unifiées : elle est régie par
un ensemble d’atomes placés autour d’'un centre ecomurilisés pour décrire les molécules

légeres.
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3.2. L’algébre U(8)= G° :

. . , . , ;e +
On associe a chaque niveau électronique les opésatde créatioR,, s et

annihilation amm,o—s ou n,I,m,seto sont les nombres quantiques des états, ces apérate

vérifient les relations d’anticommutation :

(8,1, s, | =880

(3.2)
{a]m%g, alm}/za} :{ a im, ¥ e}m/vm} =0
Pour n=2=> | =1, 0 ; on aura 64 produit bilinéaire décrivant I'algéldf(8) .
Les générateurs hermétiquesldg8)sont :
(0.8)
a,, xa 4 3.3
ST ¢
(L,s)
x 36
£ a%L ",
(18)
+ N _ At -
|:ai.}/2 a% a% a1/1jML’MS 12
(z8)
xa. ., +a., x3
RIS a%}ML,MS 2
Ou: I::I +l
S=3%+75
On introduit I'opérateur covariant :
| +m+1/2+
amllza D™ a &-muzo (3 .4)
QUi se transforme commaé sSous rotation
Sion pose ‘S =0’; on aura la sous algddf€4) dont les (16) générateurs s’écrivent
(0.0)
a,, xa
[ 0.1/ 0%]0,0 1 (3.5)
(L.0)
o a
£ /} °
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- (1.9
+ x 3 _ At x F
(" oy ™ B a/f} 3
(1.9
@%x%g+@%xﬁého 3

De méme les trois opérateurs

352 Y[l ] 1

Générent le spin total de la sous algesté(2) deU (8)

On aura donc :

u®(8) DU(4 0Su? 2

Qui correspond a :

pe=we We

orbital " spin

3.2.1 L’ Hamiltonien de I'algebre U(8):

Il s’écrit sous la forme :

I_'l‘rv

l_'ie

HA :HArv+HAe+VArv—e

: Hamiltonien bosonique de rotation vibration deriolécule.

: Hamiltonien électronique, pour n=2 il s’émttus la forme :

R (0,00
H*® :”o[ag%xao%jl

(0,00
""71[31%"31%} +pl[az/1gxal/zg}
(L.S) (L.S)
+ LS T xa' x| a . xz
QHWhHm% m%} {%% a%} }

LS LSS N " (L.S) (L2.Sy)
+ ) x <| & % 5
ILZS: P, [arl% @2%} [313% aa%}

(130

(0,00
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V" ®Interaction boson-fermion (décrit les excitatiotec&oniques)[1],[14]

vre=Y g W (3.10)
k
ay :ZCialll_lgh 3.11)

T et T sont des multipdles (k=1 monopdle, k=2 : quadripdle).

rv-e
La structure de V est dominée par le dipble K=1 et quadripdle K32

A A

>

alf)w. . +a'L,.L, Et a,Q,.Q (3.12)

Oou:

D, =i[P"xS+S"x P|¥

\

L, =v2[pP xp]| (3.13)

U

Q. =[P xP]”

U

Pour rechercher les valeurs et vecteurs propred’Himiltonien, on a besoin de

construire les états de base utilisant les algabneamiques des systemes moléculaires :

u"(4)0U*(8)

| | (3 .14)

[N] [1']

3.3. Fonction d'onde deU¢(8)
On considere la limite de M électrons sans ictgwas dans la limite des atomes a centre

commun (unifiées) qui contient la limit8C°( 4 qui contient- elle mémesC*(3Jle moment
orbital angulaire.

La chaineSC° (4 O SO( 3

U(8) o U¢(4) OSU(2)> S0°(4) T SU¢ (2) 2S0¢(3) 0 SU(2)> S0¢(2)0Ue(L) (3 .15)
T T T T T T T T
[1M] S 1) S L, S M, M,
Avec : M= h+h
S=(h-Hh)/2 Pour SU°(2)
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Dans la décomposition U(8) U(4) U (2) on doit respecter I'antisymétrie dé(8).

Pour M=1 a 8 on parle des électrons dans I'état 2B c'est-a-dire la couche L.

3.4 Les sous chaines dé#°(8)
3.4.1 La chaine (1):
U(@)S0(4) o SO0(3) 2 S0(2) (3.16)
T T T T
1 (1 72) L Vi

On utilise I'isomorphismeSO(4) = SU 3 O S Ppour trouver les coefficients de couplage
et les représentations. La base est:
[1M)(7, 7,)LM SM,) (3.17)

Avec: TI,=j+] ot I,=] -]

3.4.2 La sous chaine (2) :

U@ UBB)>S0(3) oS0(2) (3.18)
) ) ) T
1] (hhphe) L M

Elle est similaire a celle déja vue dans le clhe@d@tpour les bosons [1].

3.5 L'algébre U? (4)0 U%(8) :
On construit la chaine :

UTY(4)0UE(8) o U™ (4) D UC(4) OSUS(2) o SO™(4)1S0¢(4) OSU(2) o SO(4) 0

T T T T T T T T
N (1] [N] S w(0) ,.7,) S (0,0)
sUe(2) 2 S0(3)OSU¢(2) o SU(2) (3.19)
T T T T
S L S J
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Les générateurs de cette algebre seront donnés pableau (3.1)[2]:

Algebre ordre casimirs invariants valeurs propres
Fermion
Ue(8) 1 M =d, + A, M
2 Twae(DHF AR, 1): AR, 1) M9 — M)
Ue(4) 1 M M
2 2%ua()HY AGO (AL 1) AR, 1) 6M —~M? = 25(S + 1)
U¢(3) 1 Ay n,
2 2%,A%0(1,1). 449 (1,1) h? + h'? + h'"?
= AR+ + Q2 ~2h-2h"
806(4) 2 |A:+ [Sz Te(Te+2)+ Te'z
so® 2 1.4 .+D)
sS0(2) 2 & s(s+1)
Boson-Fermion
u(4) 1 M +N M + N
2 CZI:U v (4)j| + CZI:U e(4)j| h2 + h|2+ hn2+ hm2
—JBY (<) B (1I') A% ) +3n+h*-h"-3h"
I1'A
~ A \2 ~ A \2 2
SA49) 2 () +(B.+D) a,(0,+2)+a,
U@ 1 A, n,+n,
1 ~ A 2 1 ~ A~ \2 ~ A \2 2 —_h" n
2 5(np+ ) E(LJLE) +B.+D.) h(h+2)+h?-h"(h"+2)
SAQ3) 2 C*=(C.+L) L(L+12)
sq 2 3=(i+§ 3(3+1)

Tableau 3.1 : invariants de casimir dans le modgl (4)gu “©®)[2,3]
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Le produit scalaire double () est définit comme :

AT A =T () A KLY (3.20)

%

L'état est donc :

‘[N](W,O) ,I:l“" :|(T1 T,)(0,0),) LSJMJ>

=3 ¥ <(VZ’O) (TlL'Tz)

Lyle MMM (M ¢ v e

x[NJwim)[1* ](z,.7,) Lm,; SM) (3.21)

(Ull’_02)>x(LW|\/|rv LM,[LM )(LM_ SM{ M)

Avec les branchings :
01=%|W—T1—TJ+—;|W—T1+TJ+0'+IB
AR
g,==|W-T,—-T)——|W-T,+T|+a- [
FLEA e (3 .22)
a=0,1,..,min(w7z, +7,)

£ =0.1,.,min(wr-71,) (3 .23)

L=|o,|.|o,|+1...0,

3.6. Les limites de symétrie

3.6.1. La limite SO(4) :
On considére la chaine :

U™ (4)0U¢(8) o U™ (4)OU(4)OSU¢(2) o SO™(4)0S0¢(4)0SU(2) 2 S0(4) O
T T ) T ) T ) T
N (1M IN] S w0 (,.7,) S (0,0)
SU®¢(2) o S0(3)ISU4(2) o SU(2)
T T ) T
S L S J

La base correspondante ﬁﬁl] (wo) 1| @, 7,)0, ,aZ)LSJI\/!,>
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L’'Hamiltonien de la limite SO(4) s’écrit dans celtase:

Heow=AC[SO@]+A ¢ sq4]+2 ¢ SO)]

+J{|:2+J/S,§+VJ32 (3.24)

Il a pour valeurs propres dans la base (3,21) lzosymétrie dynamique SO(4) :

Eqoe (W1 720102, LS, )= 4, W w 2)”/52[71(5* 2)+Tﬂ+:3[01(0'1+ 3*022}
+yL(L+ )y sS(st )4y, 1 ) 1
(3 .25)

Avec les regles de branchings (3 .22), (3 .23(3€24).
3.6.2 La limite U(3) :

On construit la base :

u™(4)ouc(gou™(4ouc(4osus( 2

t t 1 t
[N [e] [N S
ODu™(3)Duc(3)0sus(2)0u(3o sus(? (3.26)

f ! 1 1 1
(W0) (it S (hh,h) S

0SO(3)0 sU(2)0 sy?2

1 1
L S J

La réduction U (3)résulte du couplage de vibration-rotatibh(3) avec celui U¢(3)

électronique qui décrit les molécules homonuosair
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3.7 L’'Hamiltonien de la limite U(3)

HAU(3) = Bry 2[UB (3] + B2c2[UF(B)] + B1c2[UBF(3) + v L? + vs5% +v))?

+B2rvC1[UB)] + Brec1 [UB)] + B2 [U(3)] (3.27)
Et donc :
HAU(3) = lBrvﬁp + ﬁrvﬁi + lgleﬁr + 1829(% ’I:fr +% ALZE+ bze] + ﬁl(ﬁ p+ Arzlr)
+ﬁz(§(ﬁp #8,) 2 (Cy+A) +(Qu ée)zj (3. 28)

+ylZ+y Sty d?

Les valeurs propres s’écrivent :
Evo(nen, D0 LS J=8, 0+ B, b+ B p+ B (-2 R 2D+ B,( hhd+ H+5( 7 b

+,32(h(h+ )2 he + H(“"z))+yLL( L+ Yy S )iy, § 3 )1
(3.29)
3.8. Classification électronique dans une molécutkatomique

En mécanique quantique, on décrit une molétiaemique par le kqt//\LSJMJ>
Les relations entre les nombres quantiquesette base et ceux de I'algébre de Lie sont :

v:%(N—W) (3 .30)

N : est le nombre maximal de vibration (bosons)gmédans un état électronique.

Les nombres quantiquds S, J, M, sont communs entre les deux études.

lo,|sL<o, (3.31)

Pour A =|o,| Onaura:

(0,,0)=% (0,21) =1 (o,x2)=A ... (3.32)



La relation entreodans/\’ et la partierrest comme la réflexion par rapport au plan est
équivalente a une réversion (rotation par un amrgli@ rapport a I'axe perpendiculaire).

Donc :
o= n(_)L (3.33)

Donc l'effet de rotation est un facteur de phase.

3.8.1. Les états :
a) Si 1,=0,=0onaura:

28+lz+
’

INJ(w0) [2'](7,.9 (1.9 Lsam>:{ I o

Avec:a=w+0g,+0

b) Si7,#0 et g, =0 nous construisons :

w: =5 (INI(w0) [#'](z, 7.) {19 LSM)

i‘['\'](W’O) 11 |(r,71,) {0,.0 LSJM>)

(3.35)

Et donc :

. |7, a:pair
Ws = 25H1gF Q! impair
)

3.8.2 Les états\*0 et 0,20 :

On consideére :

vi =\ (IN0) [ ](5.2) o 2) Lsam)
< [N](w0) [#](r, ~1.) o, 02) Ls9m)

(3 .36)
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On aura:

L [Bar, a pair
Y= a : impair (3.37)

28+1/\Tr
Ce qui coincide avec la classification standard.

O,,1,,T, Sontreliés & .
3.9. Brisure de symétrie SO(4) :

Bien que la symétrie dynamique SO(4) a donnée gaslggsultats du spectres qui ont éte
observés expérimentalement, elle est incapableepduire quantitativement les spectres des
molécules heteronucleaires, il est nécessaireldimdes termes d’interaction supplémentaires en
brisant la symétrie SO(4), pour en faire, en dmirtcompte des termes de la symétrie U(3).

On suppose I'Hamiltonien général qui comtiens |émégateurs des deux symétries et on le
diagonalise dans la base SO(4).

Les résultats expérimentaux obtenus par la syméyrniamique O(4) [7].

3.9.1 L’'Hamiltonien généralH :

L’Hamiltonien général s’écrit sous la forme:

A=BA,+B,f+en+AC[SO@]+AG sdq]+5 ¢ (4]

1., 1~ =~ 2 A A2 (A A2 N - A (3.38)
(5 e Qe e ) Lo Q) oo e
Si on néglige les termes a petit effet sur lesutefc[2,7]on aura :
~ ~ ~2 ~2
H=8,C,[SO'(4) |+ n+B.G| SO(4) ]+ k @y,
o o L L s (3.39)
+BC,[SAA]+ kQ, Q+y b bty Lty S+y,J
On pose :
H=H,+H, (3 40
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H, = 8,C.[ SO (4)]+ .G SO(4)]+y. 4
.2 (3.41)

Avec: .2 .2
+BC,| V(A |+y. L+y, S+y, J

I—A|l . est la partie diagonale del dans la base SO(4).

H2=£eﬁf+keq+kaQ+yl'rvl'e (3-42)
H, : EstLa partie non diagonale de dans la base (3.19) .

L’ Hamiltonien H contient presque tous les opérateurs invariants gécrire le spectre
électronique des molécules diatomiques.

3.9.2. La méthode de diagonalisation del -

On choisit maintenant une base parmi les deux lpagesdentes soit la base SO(4):

‘[N]w[lM :|(T1’T2)(01’02) LS ‘JMJ> (3.43)

Les éléments de matrice dé s’écrivent :

NG mr) o)L s MIH Nof 1]r,0(oe) LS
=[NJef2" [n)(e.o)L s MM NG 1 Jir.0)(o0) Ls )
HIN]af2' Jz.5)(00)LS MH| N 1 J7,7)(0:0) LS M)

(3 .44)
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Ou:

(N]e[2* (m5)(0.0) LS MIHI N 1 |(757)(057) LS M
=[Bw(w+2) +BI5,(1,+2) +171+ Blofo,+2) +0,7]+
A+ +yS(SH+y  #18,8,.3,9,, (349

Pour calculer les valeurs propres hiaz on doit effectuer un changement de base et on

applique le théoréme de Wigner-Eckart[15] :

(0,t0')2 @,t0')2 (o +o')/2

<(a‘l’|1wl) (wzlfd 2 (w’lw)> = (0)1-|0)'1)/2 (wzl'OJ'z)/z (@ _:D' )12 (3 .46)
Le terme [ ] est le symbole 9j de Wigner.
rLt r2 r rit r2 r
rLr2 r :\/(2r+])(2'+:)(91+1)(22+]) rir'2r (3.47)
1 12 1 1 12 1
L’Hamiltonien H, s’écrit :
(INJaf2" |(5.2,)(0,0) LS MR Nef ¥ [(757)(059) LS I
Z (a) O)(r r,)(cs0)\ [ @,0)1,1,) (0, 0,) 5
- | L | | L (3.48)

<[1 ](Tl’rz) e”l“‘E[iq(Ts T4)|eme>

u: <|(f) (Ie)

( )> sont des coefficients de couplage (isoscalaires)[6]
[*]
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On pose Pour I'opérateur invariaé'ﬂ > [3]:

(IN]df2* (5.5,)(0,0) LS MM [N 1 |z 7.)(0; 0) LS I

=§<“".’°)( ) “)><(C".’OXTT r) (al,Laz)>x

e

[ _%<[1M](T1’Tz)

+ \/§<(( TTe 7,) (2(’)0)

Pour I'opérateur |nvar|a|<1 > [3]:

e

T

e

[1](z,20)4,.)d....
(Tll,efz)> <|:1M ]( 7)) [1\/1 }( r, ’T4)> ]

T(20)

e

(IN]ef2" J(n.7)(000)L S M EI NJef ¥ (7 7.)(05 @) LS IN)

=3¢} m& o)r: L ><(w Ort, 002>
¥ <( | )(220)( |" )><( r Ll 20( : >
) e e e

(75.76
([ mrr |2 Nesrd [ rsr B 2 i 22)

Pour le terme<|:rv.|:e> [3].

<[N]w[1M J(7.0,)(000)L S ML L[ N]o] ¥ (7 7.) (05 02) LS IM)
—EL(L+1)5(%J ——Z[| (o + D+ (+ 1]

@051 (020 /@ 0er.) (0,7
< % )

L, 0, | L
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Pour le terme<érv.ée> [3]:

<[N] w[1" |(1,.7,)(0,0,)L S IM1Q, Q[ N]&[ ¥ (7, 7,)(0, 0,) LS JM>

. _@%Cm‘m(a{e r.) (a-s,La4>><<af; o>(rll,ér2) (al,La-2>>
x<<wlfo>(zéo)‘<af;o>><(r3|,er4>(2, e 552

20)

x([N]( (@.9)([2" (& o[
x> S (IL mam ) (1L ) SLIg my( L, mift

(1 2 mou)(1,2,m, = 4)

Les expressions explicites des éléments de raatmnéduites qui contiennent les tenseurs

](T31T4)>

T (T2, T2, T et T.() qui apparaissent dans le calcul s'écrivent [3]:

< FIN]e) = N; : 3.53)
(maojrmao)=-——

(1o [17](10)>:—2—72

(1) [Ty ) = -

([Exrn) ek )= -

() [rrey) =7 o
(AR

(1) [Ty ) = 2

De méme pour*® [3] :
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(wao) || waoy) = —# (1007 w'100) = %2

(1) [rnxray )

(7:7,)
(00 (20 (1) 21

J2
(20 |-~ V2 0 o0
(57) V2 -
(11) 0 0 0 >
3
(b-9 [ O 0 5 O (3.55)
(1) [0 ) = @A [T n )
(FRICAM 1A S TCAANE s=2
(7,7,)
10) (1 (-1
(10) 1
- -
(r,1,) (1) -1 —%g -1
(2.-1) 1 1 15
2V2 (3.56)
3 20 3 — 3 —
(a0 wia0) == . s=3
(3.57)
(L) [Ty ) = 3D [ i)
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(1@ [Ty )
(7:7,)
(00) (19 (23 (29 (22 (2 )
0 0 0 -J6 0O 0
((22)) 0 0 0 /3 0 0 358)
(1-1) 0 0 0 -/3 0 0 '
(7.7,) ’ 2 5 5
(200 |-J5 1 -1 2 \f
(22) 3 3 3
(2’_1) O _\/733 O 0
0 -3 0 0
Ou les tenseursTL(,;;,%2 ) s’ecrivent sous la forme [3]:
<(T 1T, )LM L(M, ) (Tl T, )LM>

T1 Tz)

<(T1 T2 ) (Tl T, )

(z"1 7" )> X C(LL'L;MM'M)
L L

L"

(e 7)||T

()

Avec :C(LL'L;MM'M) sont des coefficients de Clebsh Gordon

On remplace les expressions (3.49), (3.20%1( et (3.52) par leurs valeurs dans I'expression
de I—iz On aura I'énergie de la partie non diagonaléide

Les éléments de la matrice totale s’écrivemtcdo
(IN]f2" ](5.2.)(0:,0) L S M TH] N]e] ¥ (7, 7.)(05 ) LS IM)
=[Bw (@ +2)+ B[ 15(1,+ 2 +12 |+ B o(0,+ D+ 02 [+yl.(1 .+
+ysS(S+Y+y; J”)]% 0o Or gt
+e,((NJaf2" |(5.1,)(0,0,) L S MM [ N]f ¥ (7, 7,)(05 ) LSIM,)
H(IN ]l (1) (0005 LS M E [ Nlef ¥ (2 7.)(05 ) LS IN)
+k([NJa[2" |(7,,1,)(0,0,) L S M [, L[ N 1 (7 7.)(05 o) L'S IM)
w(INJef1" (2.7,)(0,0) L S M IQ QNI ¥ (7, 7,)(05 ¢) LS M)

(3 .59)
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Pour les transitions entre états elles sont réssiaaiies le tableau :

O({4) and LF(3)

dynamical symmetries 0{4) U(3)
Ah, = +1
A8 =0 or 4h; = +1
or Ah;= +1
1L=0,+1 L=0» L =0 dw =10 AH, = +1 g u (5) ()
or g u (a)«— (a)
Af=0, +1 J=0eJ =0 A, =0 dH,= +1 U (a) e (5)
or
Parity + + — Al =0 AH; = +1 dn,= +1
+ > +
— o — 44=0,+1 I 4 gerg (s)e(a)

weru  (5) > (5)
g u (a)« (a)
A B (8 D

Figure 3.1 : Tableau décrivant les transitions électromagqétis (régle de Hund)

3.10. Calcul numérique

Le programme, cité en annexe, a étéldppé en utilisant I'environnement de
programmation « Mathematica 8.0.0 » qui est spééialansalcul scientifique et technique,
Ce programme est résumé schématiquement par ligrgamme de la figure 3.2
et se compose de deux blocs fonctionnels: le ldsgpdrametres de structure de la molécule
et celui de calcul.
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N
Nombres quantiques principale

n, m correspondants a une
molécule diatomique

v

1

1

1

1

1

1

1

:

1
N !
Réservation des éléments de la |
matrice A[p,q] l
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

[

J
\ 4
4 J . .
Déclaration de la matrice
algql,g92] représentant les
L nombres lies am
:::::::::::¢:::::::::::::::I
4 ] ] I
Calcul des isoscalaires !
IS1, 1S2, IS3. !
1
N I
v |
N !
Calcul de I'élément de matrice| ;
nf :
1
N J
1
v :
. ] N
Calcul de l'isoscalaires 1IS4. | |
:
\_ J
1
) 4 !
N |
Calcul de I'élément de matrice !
Le x Le. !
N\ !
1

Figure 3.2 : Organigramme représentant les étapes de diagaatdis
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Calcul des isoscalaires
IS5, 1S6, 1S7, IS8, 1S9.

v

\
Calcul de I'élément de matrice
Qrv x Qe : produit de moments

uadratiques
g a i J

v

\
Calcul de I'élément de matrice
Lrv x Le.

J

v

O\
Calcul des éléments de matric
représentants ’'Hamiltonien

11%

total.
N\ J
A 4
4 . .
Construction de la matrice
Alp,q].
N\

I

Diagonalisation de la matrice A
et détermination des valeurs e
vecteurs propres

A 4

Affichage des résultats




Le premier bloc on présente I'ensemble des parasétquis pour lancer le calcul. Ces
parametres représentent les nombres quantiquesogespondent a la structure de la molécule
diatomique étudiée, la matrice réservée aux el&meprésentants les niveaux énergétiques et la
matrice contenant les moments liés a la structiectrénique.

Dans le bloc de calcul, qui est constitué de visigt boucles imbriquées, le programme
évalue les neufs isoscalaires a partir des symhl@é&igner, les éléments de la matrice énergie,

diagonalise la matrice A et détermine les valetikeeteurs propres des niveaux d’énergie.

3.11. Validation du programme

L’étape de validation du programme est fondamen@sdtte opération consiste a
effectuer des tests sur deux molécules diatomidies tests seront portés sur le calcul des
niveaux électroniques d’énergie des molécules LtiBei.

Notre programme de calcul a donné des résultatslpsiénergies en accord avec ceux
déja calculés théoriquement pour la limite SO(#jneins concluante pour celle U(3) [2].

Pour améliorer les résultats nous avons peedtlagonalisé I'Hamiltonien général du model
associes a l'algébiié™ (4) 1 U¢(8) sur la base de la limite SO(4) décrivant des mddéscdiatomiques.

Les résultats obtenus de I'énergie sont des sppagpajues qui spectroscopiguement sont en

accord avec les résultats théoriques, ce quiigstibostériori ce calcul.

3.12. Résultats:

L’étape ultime de notre calcul concelaeiagonalisation de I'Hamiltonien général c'est-
a-dire qui contient les opérateurs des deux limitesbase de la limite SO(4) a été choisie pour
cette opération.

L’application a porté sur les deux maolés de la couche sp, LiH et BeH dont les
données expérimentales concernant leur structmtedggponibles dans la littérature.

Habituellement, les paramétres libred’ldamiltonien sont obtenu moyennant un fit par
les moindres carrés. Vu la nature numérique dealgotialisation, ce fit augmente I'exigence en
matiere de performance techniques des ordinateutiiser pour ces calculs. De plus la taille de

la matrice a diagonaliser augmente rapidement leveocmbre de bosons N.
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La derniere partie de notre programmé&énde diagonaliser la matrice pour avoir les
valeurs propres de I'Hamiltonien.

Nous avons déduit les valeurs des pair@s libres de I'Hamiltonien pour le calcul par
I'extrapolation des résultats obtenu sur les deuids.
Les essais de diagonalisation ont montrées qu’'opew pas dépasser N=1 avec les moyens
technique dont nous disposons. Méme avec ce cadesiifiaut un temps de calcul de 19 heures
pour LiH(m=2) et 180 heures pour BeH (m=3).
Vu ces contraintes technique nous nous somme 8naiteeprésenter un spectre qualitatif simple

de la couche sp (Figures).
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CONCLUSION GENERALE

Dans notre travail, nous avons présenté une appralgébrique de la spectroscopie pour
le modéle collectifs moléculaire, et nous discutss techniques algébriques et illustrés ses
applications par des compilations de résultats pEgimolécules diatomiques en se basant sur la
composition de deux algébres de Lie.

Dans le premier chapitre de ce mémoire ngaasacommence par se familiariser avec la
notion générale de groupes, sous groupe, algebuos, agébre, propriétés des algebres et des
groupes et des opérations et des définitionsséés pour le travail, puis on a définit une partie
de ces algebres qui est celle de Lie ses propr&gsous chaines nous avons fini la premiere
partie par définir I'algebre de base U(2) bosoniqueest le noyau de la théorie des groupes, ses
sous chaines, ses branchings, puis celle fermiengfconcluant par la somme direct des deux
algebres.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons patéers la premiéere partie, des généralités sur
la structure moléculaire des molécules diatomigeasspectroscopie et les régles de transitions
entre états énergétiques, et I'ordre de grandesispectre électronique, rotationnel et
vibrationnel pour le potentiel de Morse, dans uaaxieme partie on a introduit I'algebre U(4)
puis ses sous algebres celle de U(3) et SO(4),leraschings et sous algebres utiles pour
I'application.

Dans le chapitre trois, nous avons fais undiegtion de I'algébre de Lie U(4) bosonique
fois U(8) fermionique qui est adéquat pour la digsion des spectres électroniques vibrationnel
rotationnel des molécules diatomique qui ont un Im@nguantique principal égal a deux(n=2),ce
qui correspond a la couche 2s2p, la méthode censistcrire I'Hamiltonien et d'autre
observables en deuxiéme quantification, c'est-@-din fonction des opérateurs de création et
d’annihilation ,cette algebre est composée de @dégebres, une bosonique décrivant le model de
vibron vue au chapitre 2 et une fermionique basgelesmodel des molécules unifiées, nous
avons décrit les sous chaine SO(4) associée aucubedeheteronucleaires et U(3) associée a
celles homonucléaire.

Le programme de calcul que nous avons dévelopmhaéddes résultats en accord avec
ceux deéja calculés théoriquement par Frank et LE8hpsur la base SO(4) et moins concluante

pour la limite U(3).
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Pour améliorer les résultats nous avons procédagomblisé I'Hamiltonien général du

model associes a I'algebtE”(4) 0 U¢(8) sur la base de la limite SO(4) décrivant des madéscu
diatomiques montre un bon accord,
Les résultats obtenues de I'énergie sont des getyipiques qui specroscopigquement ont été en
accord avec les résultats théoriques, ce quii@stipostériori ce calcul.
Nous avons calculé le spectre énergétique powasem=2(LiH) et m=3(BeH) pour m=2 le
temps de calcul était de 19 heures, et pour m ¥Ba@n180 heures.

Nous avons pris pour les deux cas N2fawt de moyen de calcul on n’a pas pu prendre

N plus grand.
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ANNEXE

A=Array[ g, {50, 50}]; Matri xForn{ Al ;

n=1,
y =0; K, =1300; ee =42000; K1=-800;
Brv =158; e =6400; B=-171; ye=7.5; ys=0; vy} =14. 97,

j 1=0;
For [ wl=n, w1=>0, wl=wl- 2,

a=(

L

A Ay A A Ay
NNNN B

s
For[i=2,i<5,i ++,
s2=Take[ a,{i},{2}];
gl=Take[a,{i},{3}];
g2=Take[ a, {i}, {4}];

+

Evaluate[ff/ @i }] =q1l;
q=ff[i];

Eval uate[ zz/ @i }] =q;
T1=zz[i];

Eval uate[tt/ @i }] =q2;
a5=tt[i];

Eval uate[yy/ @i }] =q5;
2=yy[i];

Eval uate[rr/ @i}] =s2;
sl=rr[i];

Eval uate[uu/ @i }] =s1,;
sll=uuli];

For [ al1=0, al<M n[ wl, 11+12], al=01+1,

For [ B1=0, B1<M n[wd, 11- 12] , B1=p1+1
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ol= 1/ 2 Abs[wl-T1l-12] +1/2 Abs[wl-
11+12] +al+pl
02= 1/ 2 Abs[wl-T1l1l-12]-1/2 Abs[wl-tl+12]
+al- 31 ;

For[L11=Abs[ 02], L1l<ol ,L11=L11+1,

For[J11=Abs[L11-s11],J11<L11+s11,J11=J11+1,

1++;
i 1=0;
For [ w=n, w=0, w=w- 2,

al=( {

{1, 1/2, 1, 0},

{2, 1, 1, 1},

{2, 1, 1, -1},

{2, 0, 0, 0},

{2, 0, 2, 0}

10

For [ k=2, k<5, k++,
{2}];
3]
4} ]

sl2=Take[ al, { k},
g3=Take[ al, {k}, {
g4=Take[ al, { k}, {

Eval uate[ ff/ @k} ] =q3;
q6=ff[K];

Eval uat e[ zz/ @k} ] =q6;
13=zz[ k] ;

Eval uate[tt/ @Kk} ] =q4;
q7=tt[K];

Eval uat e[ yy/ @k} ] =q7;
t4=yy[K];

Eval uate[rr/ @i }]=s12;
s13=rr[i];

Eval uat e[ uu/ @k} ] =s13;
s=uu[ k] ;

For[all=0, al1l<M n[w, t3+14] , all=011+1,

For [ B11=0, B11<M n[w, 13- 14] , P11=p11+1 ,
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03= 1/2 Abs[w 13-
4] +1/ 2 Abs[ w 13+14] +all+p1l1 ;
o4= 1/ 2 Abs[w 13-
14] -1/ 2 Abs[ w t3+14] +all- 11 ;
For [ L=Abs[ 04], L<o03, L=L+1,

For[ J=Abs[ L-s], J<sL+s, J=J+1,i 1++;

"Print[T11, 12, 13, 14, 01, 02, 03,04, L,J,s]"

I f[11 0&&T2 0&&T3 28814 0, T=-3/ V2]

[Tl 2882 0813 0&&4 0, T=-1/ V2 ]

I f[11 28&12 0&&13 28814 0, T=-VZ ]

I1f[T1 18812 1&&13 1&&14 -1, T=V3 2 ]

I f[11 1&8&T2 - 1&&13 18814 1,T=V3 2  T=0];

For[ L1=0; sun=0; QEQE=0; QRVQE=O0, L1sw, L1++,
For [ L2=Abs|[ 14] ; nf =0; LE2=0, L2<13, L2++,
For [ L5=0, L5<w, L5++,
For [ L4=0, L4<swl, L4++,
For [ L6=0, L6swl, L6++,

[ f[ O<Llsw&&
Abs[L2- L] <L1<Abs[ L2+L] &&
Abs[ (t1+12)/ 2- (11-12)/ 2] <L2<Abs[ (t1+12)/ 2+( 11-
12) / 2] &&
Abs[w 2- (11-12)/ 2] £( 01- 02) / 2<Abs[ W 2+( T1-
12) / 2] &&

Abs[ (0l1-02)/ 2- (01+02) / 2] <L.<Abs[ ( ol1-
02)/ 2+( ol+o2)/ 2] &&

Abs[ (0l1+02)/ 2-
w 2] <(11+12) / 2<Abs[ (0l1+02) / 2+wW 2],

| S1=Sqrt[ (o0l+02+1) (ol- 02+1) (2L1+1) (2L2+1) ]
*Sunf (-1) %" (2*x+1)*
Si xJSynbol [ {w 2, w 2, L1}, {L2,L ,x} ]
*Si xJSynbol [{(T1+12)/ 2, (11-12)/ 2, L2}, {wW 2, X, (0l-02)/ 2}
]1*Si xJSynbol [{(ol1+02)/ 2, (01-
02)/2,L},{x,w 2, (11+12)/ 2}], { X, Max[ { Abs[w 2-L], Abs[ L2-
w 2], Abs[ (T1+12)/ 2- (01-
?]2) 12]}] ] M n[ {Abs[wW 2+L] , Abs[ L2+w 2] , Abs[ (t1+12)/ 2+(0l1l-02)/2]}],1
, 1 S1=0] ;
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[f[ O<Llsw&&
Abs[ L2- L] <L1<Abs[L2+L] &&

Abs[ (t3+14) / 2- (13- 14) / 2] <L2<Abs[ (t3+14) / 2+( 13-
14)/ 2] &&

Abs[ W 2-(13-14)/ 2] <£(03- 04) / 2<Abs[ W 2+( 13-
14)/ 2] &&

Abs[ (03-04)/ 2- (03+04) | 2] <L.<Abs[ ( 03-
04)/ 2+( 03+04) | 2] &&

Abs[ (03+04)/ 2-
w 2] <(13+14) / 2<Abs[ (03+04) / 2+w/ 2],

| S2=Sqrt [ (03+04+1) (03- 04+1) (2L1+1) (2L2+1) ]
*Sunf (-1) % (2*x+1) *
Si xJSynmbol [ {w 2, w 2, L1}, {L2,L ,x} ]
*Si xJSynbol [{(13+14)/ 2, (13-14)/2,L2},{wW 2, X, (03-04)/ 2}
]1*Si xJSynbol [{(03+04)/ 2, (03-
04)/ 2, L}, {x,w 2, (13+14)/ 2}], {x, Max[ { Abs[w 2-L], Abs[ L2-
w 2], Abs[ (13+14)/ 2- (03-
?]4) /12]}] ] M n[ {Abs[ W 2+L], Abs[ L2+w 2] , Abs[ (13+14)/ 2+(03-04)/2]}],1
, 1S2=0] ;

| f[ Abs[ (t3+14)/2-(13-14)/ 2] <L2<(13+14) / 2+( 13-
14)/ 2&&
Abs[ 1-(13-14)/ 2] <(11-12)/ 2<1+(13-14) /| 2&&
Abs[ (t1+12)/ 2- (11-12)/ 2] <L2<(11+12) / 2+( 11-
12) ] 2&&
Abs[ (t1+12)/ 2- (13+14) / 2] <1<(11+12) / 2+(13+14) / 2,

| S3=Sqrt [ (t1+12+1) (11-12+1) (2L2+1)] *Sunf (- 1) **
(2*x+1) *Si xJSynbol [ {(t3+14)/ 2, (13-
14)/2,L2},{0,L2,x}]*Si xJSynbol [ {1, 1,0}, {(t3-14)/2, x, (11-
12)/ 2}]*Si xJSynbol [ { (11+12)/ 2, (11-
12) /2, L2}, {x, (13+14)/ 2, 1}], { X, Max[ { Abs[ (t3+14)/ 2- L2] , Abs[ ( 13-
14)/2],Abs[1-(11-12)/2]}], M n[{Abs[ (t3+14)/ 2+L2] , Abs[ ( 13-
14)/ 2], Abs[ 1+(11-12)/2]}],1}],1S3=0];

nf=nf+1 S1*1 S2*((-3/ V2)(-1/ V2
) Kronecker Del t a[ t1, 3] Kr onecker Del ta[ 12, t14] +( V3 2 )1S3*T);

1f[ 0<L1<w&&
Abs[ L2- L] sL1<Abs[ L2+L] &&
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Abs[ (13+14)/ 2- (13- 14) / 2] <L2<Abs[ (t3+14) / 2+( 13-
14) 2] &&
Abs[w 2- (13-14)/ 2] £(0l- 02)/ 2<Abs[ W 2+( 13-
14)/ 2] &&
Abs[ (01- 02)/ 2- (01+02) / 2] <L<Abs[ ( o1-
02)/ 2+( ol+c2)/ 2] &&
Abs[ (ol+02)/ 2-
W 2] £(13+14) / 2<Abs[ (0l1+02) / 2+wW 2],

| S4=Sqrt[ (ol+o2+1) (0l- 02+1) (2L1+1) (2L2+1) ]
*Sunf (-1) %" (2*x+1)*
Si xJSynmbol [ {w 2,w 2, L1}, {L2,L ,x} ]
*Si xJSynbol [{(13+14)/ 2, (13-14)/ 2, L2}, {wW 2, X, (0l-02)/ 2}
] *Si xJSynbol [ {(01+02)/ 2, (01-
02)/2, L}, {x,w 2, (13+14)/ 2} ], {x, Max[ { Abs[ w/ 2- L], Abs[ L2-
w 2], Abs[ (13+14)/ 2- (01-
?]2) 12]}] ] M n[ {Abs[ W 2+L], Abs[ L2+w/ 2] , Abs[ (13+14)/ 2+(01-02)/2]}],1
, 1 $4=0] ;

LE2=LE2+L2(L2+1) *| S2*| S4;
sunR=sunR+1/2 (L2(L2+1) +L1(L1+1))*1 S2*| S4;

o
N

e ada e e e e
LdddDE

—~
L

p
g8=Take[ a2, {p}, {
g9=Take[ a2, {p}, {

Eval uate[ff/ @ p}] =08;
ql0=ff[p];

Eval uat e[ zz/ @ p}] =q10;
15=zz[ p];

Eval uate[tt/ @ p}] =q9;
qli=tt[p];

Eval uat e[ yy/ @ p}] =ql1;
6=yy[p];
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"Print[Ttl, 12, 13, 14, 01, 02, 03, 04, L, J, s]
Print[Tt5, 16]";

| f[ 11 0&&12 0&&T5 28&816 0, T1=-3/ V2]
| f[11 28812 0&8&15 0&&16 0, T1=-1/ V2 ]
| f[11 2&&T12 0&&T5 2&&16 0, T1=- V2 |
[Tl 1&&12 1&&15 1&&16 -1, T1=V3 2 ]
| f[11 1&&T2 - 1&&T5 1&&16 1, T1=V3 2  T1=0];

| f[15 0&&16 0&&T3 2&&14 0, T2=-3/ V2]
| f[15 2&&16 0&&13 0&&14 0, T2=-1/ V2 ]
| f[15 28816 0&&T3 2&&14 0, T2=-V2 |
| f[15 188716 1&&13 1&814 -1, T2=V3 2 ]
| f[15 18816 - 1&&13 1&&14 1,T2=V3 2  T2=0];

| f[ Abs[ (13+14)/2-(13-14)/ 2] <L2<(13+14)/ 2+(13-14) / 2&&
Abs[ 2- L5] <L2<2+L5&&
Abs[ 1- (13-14)/ 2] £(15-16) / 2<1+(13-14) / 2&&
Abs[ (t5-16)/ 2- (15+16) / 2] <L5<( 15-
16) / 2+( 15+16) / 2&&
Abs[ (15+16) / 2- (13+14) / 2] <1<(15+16) / 2+(13+14) / 2,

| S5=Sqrt[ (t5+16+1) (15-16+1) (2L2+1)5 ] *Suni (-
1) %" (2*x+1)*

Si xJSynbol [{(t3+14)/2, (13-14)/2,L2},{2,L5 , x}
] *SixJSynbol [{1,1,2},{(13-14)/2,X, (15-16)/2}
] *Si xJSynbol [ {(t5+16)/ 2, (15-
16)/ 2, L5}, {x, (13+14)/ 2, 1}], { X, Max[ { Abs[ (t13+14) / 2- L5] , Abs[ 2- ( 13-
14)/ 2], Abs[1-(15-16)/2]}], M n[ { Abs[ (t3+14) / 2+L5] , Abs[ 2+( 13-
14) /2], Abs[ 1+(15-16)/2]}],1 }].,1S5=0] ;

| f[ Abs[ (15-16)/2-(15+16)/ 2] <L5<( 15- 16) / 2+( 15+16) / 2&&
Abs[ 2- L2] <L5<Abs[ 2+L2] &&
Abs[ 1- (15-16)/ 2] <(11-12) / 2<1+(15-16) / 2&&
Abs[ (t1+12)/ 2- (11-12)/ 2] <L2<(11+12) / 2+( 11-
12) ] 2&&
Abs[ (t5+16) / 2- (11+12)/ 2] <1<(15+16) / 2+( 11+12) / 2,

| S6=Sqrt[ (tl+12+1) (T1-12+1) (2L5+1)5 ] *Suni (-
1) (2*x+1)*
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Si xJSynbol [{(15+16)/ 2, (15-16)/ 2, L5},{2,L2 , x}
] *SixJSynbol [{1,1,2},{(15-16)/2, X%, (11-12)/2}
] *Si xJSynbol [ {(t1+12)/ 2, (11-
12) /2, L2}, {x, (15+16) / 2, 1} ], { x, Max[ { Abs[ (15+16) / 2- L2], Abs[ 2- ( 15-
16) /2], Abs[ 1-(11-12)/2]}], M n[{Abs[ (t5+16) / 2+L2] , Abs[ 2+( 15-
16) /2], Abs[ 1+(11-12)/2]}],1 }],1S6=0] ;

[f[ O<L4swlé&&
Abs[ L6- L] <L4<Abs[ L6+L] &&

Abs[ (t1+12)/ 2- (11-12)/ 2] <L6<Abs[ (t1+12)/ 2+( 11-
12)/ 2] &&

Abs[wl/ 2- (11-12)/ 2] £(0l1l- 02)/ 2<Abs[ wl/ 2+( T1-
12)/ 2] &&

Abs[ (01- 02)/ 2- (01+02) / 2] <L<Abs[ ( o1-
02)/ 2+( ol+c2)/ 2] &&

Abs[ (0l1+02)/ 2-
wl/ 2] £(11+12) / 2<Abs[ (ol+02)/ 2+wl/ 2] ,

| S7=Sqrt[ (ol+o2+1) (ol- 02+1) (2L4+1) (2L6+1) ]
*Sunf (-1) % (2*x+1)*
Si xJSynbol [ {wl/2,w1/ 2, L4},{L6,L ,x} ]
*Si xJSynbol [{(T1+12)/ 2, (11-12)/ 2, L6}, {Wl/ 2, X, (01- 02)/ 2}
]1*Si xJSynbol [{(ol1+02)/ 2, (01-
02)/2, L}, {x,wl/ 2, (t1+12)/2}], {x, Max[ { Abs[ wl/ 2- L], Abs[ L6-
wl/ 2], Abs[ (T11+12)/ 2- (O1-
02)/2]}], M n[{Abs[wl/ 2+L], Abs[ L6+wl/ 2], Abs[ (T1+12)/ 2+( 0l-
02)/2]}],1 }],1S7=0] ;

[f[ O<sLlsw&&
Abs[ 2- L4] <L1<Abs[ 2+L4] &&
Abs[ w 2- 1] swl/ 2<Abs[ w 2+1] &&
0<L4swW1&&
Abs[w 2-wl/ 2] <1<Abs[w 2+wl/ 2],

| S8=Sqrt [ (wl+1) (wi+1) (2L1+1)(5)] *Sunf(-1)*"
(2% x+1) *

Si xJSynbol [{w/ 2, W 2, L1}, {2, L4, x}]*Si xJSynbol [{1, 1, 2}, {w 2, x, wi/ 2}

];‘% XJAﬁyF?-Ol [{wl/2,wl/2, L4}, {x,wW 2,1}], {x, Max[ { Abs[ w 2-L4], Abs][ 2-
y S -

WL/ 2137 M n[ {Abs[ W 2+L4] , Abs[ 2+w 2] . Abs[ 1+wl/ 2]}], 1}, | S8=0]

| f[ Abs[ (13-14)/2-(13+14)/ 2] <L1<( 13-
14) [ 2+(13+14) | 2&&
Abs|[ 2- L6] <L1<Abs[ 2+L6] &&
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Abs[1-(13-14)/ 2] =(11-12)/ 2<1+(13-14) / 2&&
Abs[ (Tt1+12)/ 2-(T11-12)/ 2] <L6<(11+12) / 2+( T11-
12) ] 2&&
Abs[ (13+14)/ 2- (11+12) / 2] <1<(13+14) / 2+(11+12) / 2,

| S9=Sqgrt[ (t1+12+1) (T1-12+1) (2L1+1)5 ] *Suni (-
1) 7 (2*x+1)*

Si xJSynbol [{(t3+14)/2, (13-14)/2,L1},{2,L6 ,x}
] *SixJSynbol [{1,1,2},{(13-14)/2,x%, (11-12)/2}
] *Si xJSynbol [ {(t1+12)/ 2, (11-
12)/2,L6}, {x, (13+14)/ 2, 1}], { X, Max[ { Abs[ (13+14) / 2- L6] , Abs[ 2- ( 13-
14) /2], Abs[1-(11-12)/2]}],

M n[ { Abs[ (13+14) / 2+L6] , Abs[ 2+( 13-
14) /2], Abs[ 1+(11-12)/2]}],1 }],1S9=0] ;

For [ m=-L1; sonB=0, neL1, m++,
For [ me=-L2, me<L2, ne++,
For [ ml=- L4, nl<L4, ml++,
For [ nel=-L6, nel<L6, nel++,
For[ me=-s, NB<S, Me++,

For [ p=- 2, <2, p++,

| f[ - L<mrme<L&&- L<ml+nel<l&8Abs| L1-
L2] <sL<Abs[ L1+L2] &8Abs[ L4- L6] <L<Abs[ L4+L6] && J<ms+m+ne<] &&Abs[ L1-
2] <L4<Abs[ L1+2] &8~ L4<m+p<L4&8Abs[ L2- 2] <L6<Abs[ L2+2] && L6<ne- p<L6,

X=C ebschCGordan[ {L1, n},{L2, ne}, {L, mtne}] Cl ebschGordan[{L4, m}, {L6
, mel}, {L, m+nel}] d ebschCGordan[{s, nms}, {L, mne}, {J, ns+mtne}] d ebsc

hGor dan[ {s, ns}, {L, mtne}, {J, ne+mtne}] G ebschGordan[{L1, nm}, {2, u}, {L
4, mp} ]
Cl ebschGordan[{L2, me}, {2, -u},{L6, me-pu}], X=0];

sonB=sonB+(-1)*”*
1

If[wl==1, X3=0, X3=1/2 \[Sqrt] 1/ (wi-1) ((n-wil+2)(n+wi+2)(wi+1))KroneckerDel ta[w 2, wi]];

QRVQE=QRVQE- 4/ 2 1S2%1 ST*1S8%1 S9* T*((n+2)/ 2 Kronecker Del ta[wl, wj +1/2 \[Sart] (((n-
wl) (n+wl+4) (wl+1) )/ (wl+3)) Kronecker Del t a[ w+2, wl] +X3) *sonB;

11113

SOMA=SOMA-+| S5* | S6* T1* T2;
I:
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215-1
FE @@z \ 212+ 1 | §2% | S1* SOVA

1111115

LRVLE=1/2

L(L+1) *Kronecker Del t a[ o1, 03] Kr onecker Del t a[ 02, 04] - sun®;
El=y

*N[ LRVLE] +K, *N[ QEQE] +ee *N[ nf ] +K1 * N[ QRVQE] ;

E2=(Brv W w+2) +Be (T13(13+2) +14°) +B( 03( 03+2) +04?) +ye
L(L+1) +ys s(s+1)+y]
J(J+1)) *Kronecker Del t a[ 11, 13] *Kr onecker Del t a[ 12, 14] *Kr oneckerDel t a
[ 01, 03] *Kr onecker Del t a[ 02, 04] ;

If[ilj1,0i1,j1] E1+E2 glil,j1l]=E1l];
Print["(",j2,",",i1,")", E2];

_ 111111111111
A/l Mat ri xForm

Ei genval ues[ Al // Mat ri xFor m
Mat r i xFor m @hop[ ({val ues, vect or s} =Ei gensystenf A] )]
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RESUME

Dans ce mémoire nous avons appliqué l'algébre @epbur le traitement
des propriétés électroniques des molécules diaterid-'étude est principalement
basée sur l'algebr&)4) et le couplage entre les deux algebrgg) etU” (8),
couplage entre algebres bosonique et fermionique.

Nous avons appliqué la forme générale de [I'Heamién pour la
description des niveaux de vibration-rotation-gl@mtiques des  molécules

diatomiques. La diagonalisation est réalisée pajeption sur la base de la limite
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SO(4). L’énergie totale a été calculée numériqueéngefice a un programme que

nous avons développé sous « Mathematica 8.0.0 ».

ABSTRACT

Through the present thesis we have made an appicat the Lie algebra
for the investigation of the electronic propertgiiatomic molecules. it is mainly

based on the algebra(4) and the coupling between the two algebras
U®(4) etU" (8), coupling between bosonic and fermionic algebras.

We have applied the géneral form of the Hamiltoniaarder to describe the
vibration-rotation-electronic levels related to thiatomic molecules.

A diagonalization opération have been realized gu$ite projection on the
base of SO(4) limit.

89



The total energy is numerically calculated usitg ¢omputational software

“Mathematica 8.0.0".

uidla

Cua (e 5 A0S il Ja A po Jal (e e liakad aal Sl B da g kY1 a3 A (e
soall gn dadl 5 U@ Lad e Wl Gukill S5, Aug KN pailadl

sl 5 3l Gl G deadll 6l « UF(8) DU F (4)DSUF (2)
iy jall 4 g ;iSIVI-A) ) sall-4, ) e V) Gl siall Caiay dal (e (A silaalell alall JSAN Galaty Lid
a5 Ly G LK AUl 28 | SO(4) Aledl 32ed o Lalawyl o) plasl) 3,3l 46l

Mathematica 8.0.0 Ssolasile zali 3 (30 (Gl laaY)
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