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Liste des abréviations utilisées 

 

GL(n) :  Groupe L inéaire d’ordre n 

U(n) : Groupe Unitaire d’ordre n. 

SO(n) : Groupe Spécial Orthogonal d’ordre n. 

SU(n) : Groupe Spécial Unitaire d’ordre n. 

SL(n) : Groupe Spécial L ineaire d’ordre n. 

ECOC: Ensemble Complets des Opérateurs qui Commutent. 
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INTRODUCTION 

 

Les méthodes algébriques ont pu devenir une alternative  aux techniques de résolutions  

classiques de la physique quantique, utilisées dans le traitement des systèmes microscopiques 

.Depuis son introduction il  y a un peu plus d’un siècle,  par Sophus Lie ,l’algèbre de Lie, s’est 

fortement développée et a été appliquée à des systèmes physiques et chimiques  complexes. 

A moyen de l’algèbre u(4), Les molécules diatomiques ont été étudiées à travers le modèle du 

vibron en modes collectifs rotationnel et vibrationnel utilisant les limites du modèle des atomes 

unifiés pour les molécules légères comme celui des atomes indépendants pour celle lourdes . 

L’Hamiltonien d’une molécule diatomique  peut être décrit par une algèbre bosonique U(4) 

ayant deux chaines de sous algèbres qui sont 	U�4� ⊃ U�3� ⊃ SO�3� et  U�4� ⊃ SO�4� ⊃
SO�3�[1]. et on l’écrit en fonction des opérateurs invariants de l’une des deux chaines 

précédentes ; pour décrire les propriétés électroniques (moment orbital et celui du spin)des 

molécules ,on utilise une algèbre fermionique qu’on peut trouver  analytiquement ses valeurs 

propres.la limite U(3) décrit le spectre de vibration qui n’est pas le cas pour toutes les molécules, 

mais la limite SO(4) nous conduit à un spectre similaire au potentiel de Morse et c’est  pour cette 

raison qu’elle est appropriée à la description de spectre vibration-rotation-électronique des 

molécules. 

Dans le premier chapitre, a été faite  une introduction aux idées essentielles et structures 

mathématiques des différentes bases de la théorie des groupes  distinguant la différence entre 

l’algèbre et  le groupe,  rappelant quelques définitions dans l’algèbre de Lie comme la constante 

de structure,  les opérateurs invariants et le produit direct ;a été donnée aussi la définition des 

deux types algébriques orthogonal et unitaire en faisant ressortir la distinction entre les deux. 

Dans une deuxième partie, on discute une algèbre U(2) bosonique qui est le noyau des 

constructions algébriques, ses sous-chaines, branchings et casimirs invariants, une étude 

algébrique avec l’introduction d’une algèbre fermionique (2)FU , une algèbre bosonique-

fermionique (2) (2)B FU U⊗ . 

Dans le deuxième chapitre, nous allons parler des généralités sur l’étude quantique d’une 

molécule diatomique et sa structure , spectroscopie, Hamiltonien,  le spectre énergétique en 

tenant compte des propriétés électroniques puis l’algèbre U(4) pour calculer les énergies propres 
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et les comparer avec celles obtenues avec les autres méthodes. 

 

Un troisième chapitre qui va être objet d’une application du couplage d’algèbre bosonique-

fermionique sur une molécule diatomique avec étude des sous chaines pour traiter ses spectres de 

vibration-rotation-électronique. Ensuite, on présente l’application de l’algèbre (4) (8)B FU U⊗  et on  

définit l’Hamiltonien correspondant de toutes les bases, en même temps on définit dans notre 

travail les différentes applications pour chaque  type de  limite quelles que soient les molécules. 

Nous allons écrire l’Hamiltonien dans sa forme générale c’est à dire qui contient les casimirs 

invariants des deux limites pour obtenir des résultats théoriques proches de l’expérimental .Nous 

allons utiliser l’une des deux bases et diagonaliser numériquement  la partie non diagonale de 

l’Hamiltonien général, L’optimisation des paramètres sera calculée par l’utilisation   du langage 

de programmation « Mathematica 8.0 » et les courbes ont été tracées par « Origin 8 ».                
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Chapitre 1 

LES GROUPES ET LES ALGEBRES 

 

1.1 Groupes 

Définition : 

On appelle groupe   (G,• ) ; tout ensemble non vide G muni d'une loi de composition 

interne •  , et qui vérifie les trois propriétés suivantes :  

o   La loi •  est associative dans G, c'est-à-dire ;     :,, Gzyx ∈∀   

zyxzyx ••=•• )()(                                                                                         (1.1) 

o Il éxiste  un élément neutre  e G∈    c'est-à-dire ;  pour  

xxeex =•=•                                                                                              (1.2) 

o tout élément x de G admet un symétrique 
1−x dansG  vérifiant: 

exxxx =•=• −− 11
                                                                                        (1.3) 

Si de plus la loi • est commutative dans G ; c'est-à-dire ; pour tout Gxx ∈21,  nous avons 

1221 xxxx •=• , on parle de groupe commutatif ou abelien. 
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1.2  Sous-groupe  

Definition : 

On appelle le groupe (H, • ) un sous groupe de  (G, • ) si , en plus de la même loi de 

composition interne•  ;H est un sous-ensemble de G et on le note )( GH ⊂ .  Par abus d’écriture 

on note un groupe (G,• )  par G seulement. 

1.3  Groupe fini, groupe infini et ordre du groupe 

On appelle ordre du groupe G, et on le note    , le nombre des éléments de G 

(mathématiquement on l’appelle Cardinal  du groupe). 

Si              , on dit que G est un groupe fini, sinon (G comporte un nombre infini 

d’élément), il est un groupe infini. 

On dit que l’élément x d’un groupe G est d’ordre infini si le sous-groupe <{x}> (qu’on 

note conventionnellement <x>) est un groupe infini. Sinon, on dit que x est d’ordre fini et son 

ordre (cardinal) est l’ordre  du groupe <{x}> .  

1.4  Groupe discret et groupe continu : 

Si les éléments d’un groupe sont dénombrables, on parle de groupe dénombrable ou 

discret sinon le groupe est continu : 

1) Le groupe G={1,-1} muni de la multiplication normale est un groupe abélien d'ordre 2. 

2) L’ensemble constitué de l’élément neutre {e} est un sous-groupe trivial 

De me^me pour G, ces deux groupes sont des sous-groupes impropres de G et tout autre 

sous-groupe de G est propre.  

3)  Les groupes (R,+) et (C,+) sont des groupes abéliens infinis. 

4)  L'ensemble des matrices carrées de rang n, dans ce cas, l'élément neutre est la matrice 

unité nxn, l'inverse de chaque matrice est obtenue par un calcul classique.  

G

G < ∞
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1.5  L’ homomorphisme et l’isomorphisme  

Un homomorphisme de groupes ou morphisme de deux groupes (G,    ) et (G’,    ) est 

une application ⌽ entre ces deux groupes qui respecte la structure des groupes, c’est à dire: 

                   : '

, ,  ( ) ( ) ( )

G G

x y G x y x y

φ
φ φ φ

→
∀ ∈ • = �                                                         (1.4)

 

Un isomorphisme est un homomorphisme bijectif (injectif et surjectif), c’est - à -dire ; si 

nous avons deux groupes (G ,    ) et  (G’,    ) : 

 Gx∈∀  ;     ''! Gx∈∃                   tel que :            yx

GG

=
→

)(

':

ϕ
ϕ

                                   
 

Autrement dit, tout élément y de G admet un antécédent et un seul dans G’ par l’application ϕ . 

Un monomorphisme est un homomorphisme injectif, un endomorphisme est un 

homomorphisme dont l'ensemble d'arrivée est égal à l'ensemble de départ et un 

automorphisme est un endomorphisme bijectif. 

1.6  Produit de groupes  

Si pour chaque deux éléments x�et	x� de groupes G�et	G� respectivement on considére 

l’ensemble des paires �x�, x��  ,  pour chaque produit de deux paires de G et G’ on obtient: 

 

���, ����		�′�, �′��	,			où					��	, �′� 	 ∈ ��		��		��	, �′� 	 ∈ ��				                                    (1.5) 

 

Nous avons un groupe G, on parle alors de groupe produit direct de  �� avec �� et on le 

note ��⨂��. 

 

 

�•

�•
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1.7 Représentation de groupe  

Une représentation R d’un groupe de Lie G dans un éspace vectoriel complexe non réduit a 
zero V , est un homomorphisme de G dans V , groupe des isomorphismes de V dans lui-même. 
L’éspace V est appelé l’éspace de représentation de R.  

Si V est de dimension finie n, on dit que la représentation est de dimension finie n.  

Si 
nCV = , la représentation est dite matricielle. 

Si V = L2(G, dgg) ou dgg est une mesure invariante à gauche, la représentation régulière à 

gauche, notée g, est définie par : )())(( 1xgfxfgg
−= . On définit pareille une 

représentation régulière à droite, notée d. 

Une représentation est dite fidèle si l’application est injective. Une représentation est dite 
irréductible  si V et 0 sont ses seuls sous-éspaces invariants.  

Si V est muni d’un produit scalaire hermitien, pour lequel toute l’application  est unitaire,  
la représentation est dite unitaire .  

 

1.8 Classification des groupes de matrices régulières continues 

Groupe général linéaire ( , )GL n ℂ : des matrices complexes d’ordre n. Ces matrices sont 

inversibles (donc le déterminant est non nul), de même pour ),( RnGL . ( , )GL n ℂ : de dimension 

122 −netn , les générateurs de ( , )GL n ℂ sont des matrices complexes arbitraires.  

Groupe linéaire spéciale  ( , )SL nℂ  : des matrices nxn. C’est le groupe ),( RouCnGL   

avec le condition 1A = + :  pour ( )SL n . 

L’ordre du groupe r est : 

),( CnSL ,             )1(2 2 −= nr ) ,  

( , )SL n R ,              12 −= nr  
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les générateurs de ( , )SL n c  sont des matrices de trace nulle. 

Groupe unitaire )(nU  est comme )(nGL déja vu avec la Condition: IAA =+
 ou det 1= , 

+A est la matrice conjuguée hermétique de A. 

2:)( nrnU =  

2:),( nrqpU = ,      qpn +=  

Cette dernière relation  est écrite quand nous avons sur la diagonale un nombre 

d’éléments p  de  signe positif et q  de signe négatif ; les groupes U(n) sont complexes,  pour cela 

on peut omiter le champs . Ils laissent  invariant les quantités :∑ ����∗��   pour tous ( )jZ U n∈  et 

-∑ ����∗ +���� ∑ � � ∗!��"#�   pour ),( qpU  . 

Avec Zi et son conjugué Zi
*, sont des éléments complexes des matrices reprentatrices de U(n). 

i et j sont des nombres entiers positifs, avec : 

1≤ i ≤ n  , 1≤ j ≤ n  et  2 ≤ i + j ≤ n . 

le groupe spécial unitaire : ( )SU n  est un sous groupe de ( )U n  représenté par la matrice « A » 

,qui vérifie   ou  detA A I A I+ = = ,                 le rang de ( ),SU n  est : 12 −= nr  . 

Soit ( , )A p q  une matrice diagonale qui est p fois (-1) et q fois (+1) sur sa diagonale , le 

groupe ( , )SU p q est l’ensemble de toutes les matrices »A » de dimension n n× qui satisfont : 

1,1det == +AAouA                      12 −= nr  

),(),(),( qpAUqpAqpAU ==+
 . 
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U et sont adjoint U+ sont des operateurs unitaire arbitraire. 

Les générateurs du groupe ( )SU n  sont des matrice H qui vérifient : 

HqpAqpAH ),(),( =+
  

C'est-à-dire des matrices  hermétiques et de trace nulle. 

1.9 Les groupes orthogonaux   

C’est l’ensemble des matrices )(nU qui vérifient : 1=AAt  ou  det A = ±1.Ou 
tA est la 

matrice transposée  de A ; Généralement,elles sont réelles : 

l’ordre de O(n)est 
1

( ) : ( 1)
2

O n r n n= −  

elles  laissent   invariante la quantité 2

1

n

i
i

x
=
∑

 
 

1
( , ) ,       ( 1)

2
O p q r n n= −  

qui laissent invariante la quantité 2 2

1

p q

i j
i j p q

x x
= = +

−∑ ∑  

xi et xj sont les élélments de la matrice A. 

Cas particulier :le groupe orthogonal spécial  ( )SO n    

1=AAt  et det 1A = +
 
, At est la matrice transposée de A. 
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L’ordre r de groupe : 

( , )SO nℂ  : ( 1)r n n= −                                                                                             (1.6) 

1
( , ) : ( 1)

2
SO n r n n= −ℝ

                                                                   (1.7)
 

( , , )SO p qℂ      : ( 1)r n n= −  ;                                                                                   (1.8) 

1
( , , ) : ( 1)

2
SO p q r n n= −ℝ

                                                                                       (1.9) 

avec n est la dimension de A et  n = p+q. 

1.10 Groupe simplectique  

)12(2:),2( += nnrcnsp                                                          (1.10) 

laisse invariante la quantité  : 1 1

1

( )
n

i i i i
i

n y y x
=

−∑  

OU $���,���)  et 1( , )i iY y y  

1.11 Le groupe de Lie : 

 C’est un groupe G muni d’une structure différentiable (c x y= • ; c, x, y des éléments 

differentiables), avec , ,x y c G∈ , c’est à dire que les coordonnées de « c »  sont des coordonnées 

de celles de « x » et de « y ». 

En physique, la plupart des groupes de Lie qu'on rencontre sont des groupes matriciels, 

autrement dit des sous-groupes de GL(n;ℝ) et GL(n;ℂ); ce sont les groupes classiques. 

Il ne faudrait toutefois pas en déduire que tout groupe de Lie soit isomorphe à un sous-

groupe linéaire, bien que cela soit vrai pour les groupes de Lie compacts. 
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1.12 Le groupe de Lie compact :  

C’est un morphisme de groupe de Lie sur un éspace vectoriel (réel ou complexe) qui laisse 

invariante une structure euclidienne et hermitique. 

1.13 Algèbre : 

Une algèbre est un espace vectoriel muni d’une loi de composition qui verifie : 
 

( , )g f gf→  

qui est associative, bilinéaire et avec un élément neutre 

1.14 Base de l’algèbre : 

On qualifie de base  d'un éspace vectoriel ;une famille de vecteurs linéairement 

indépendants de cet éspace c'est-à-dire qu’ aucun des vecteurs ne peut etre déduit de la 

combinaison des autres et tout vecteur de l'éspace se décompose de façon unique en une 

combinaison linéaire de vecteurs de cet éspace vectoriel. 

1.15 Changement de base : 

La base dans un éspace vectoriel n’est pas unique. Il peut donc passer de l'expression d'un 

vecteur dans une base donnée à celle dans une autre base pour faciliter les calculs. 

L’image d’un vecteur d'une base d’éspace vectoriel  E  par celle d’un autre éspace 

vectoriel  F  est donnée par l’applicationφ : 

∑ ∑ ∑=== iiiiii feex αϕααϕϕ )()()(
                                          (1.11) 

ei ∈ E et fi ∈ F . 

αi est un nombre reel. 
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Cette propriété est fondamentale quand on utilise les matrices  comme représentants des 

applications linéaires dans une base. 

Si l'image d'une base par une application linéaire est une base, alors l'application linéaire 

est bijective. Cela définit de manière unique un changement de base. La matrice associée est alors 

dite matrice de passage 

1.16 Algèbre de Lie: 

C’est une algèbre des commutateurs (crochet  de Lie) [ ],x xµ ν  d’un éspace vectoriel E 

sur un corp K qui vérifie ( 1,2,3..)ix E i∀ ∈ = : 

,x x C xρ
µ ν µν ρ

ρ
  =  ∑                       (1.12) 

 

1) L’opération « [,] » est bilinéaire et C ρ
µν est une constante de structure de Lie. 

2) L’opération est antisymetrique : , ,x x x xµ ν ν µ   = −     

3) L’opértion vérifie l’identité de Jacobi:    

[ ] [ ], , , , , , 0x x x x x x x x xµ ν ρ ν ρ µ ρ µ ν      + + =                       (1.13) 

 

1.17 Sous-algèbre de Lie: 

On dit que l’algèbre A’ est une sous algèbre de l’algèbre de Lie A munie de la 

loi « [,] »,tout sous éspace vectoriel A’ de A munie de la mme loi.on note : 'A A⊃ . 
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1.18 Sous-algèbre de Lie invariante(ideale) : 

On dit que la sous-algèbre A’ de l’algèbre A munie de la loi [,] est invariante ou idéale si :  

[ ] AyxAyAx ′∈′∈∀∈∀ ,:,
. 

A’  est une algèbre abélienne si la relation de commutation  [( , (] 	= 0 est vérifiée .  

1.19 Algèbre de Lie simple : 

On appelle algèbre de Lie simple  toute algèbre  de Lie qui n’est pas commutative et n’a 

pas de sous algèbre idéale(invariante). 

1.20 Algèbre de Lie semi simple : 

On dit q’une algèbre de Lie est semi simple si elle n’a pas de sous algèbre invariante 

commutative (le crochet de Lie n’est toujours pas nul). d’où le théorème de Cartan pour qu’une 

algèbre de Lie A soit semi-simple il faut que :det 0A ≠ . 

1.21 Somme direct des algèbres de Lie : 

Soit deux algèbres de Lie A et A’ avec A={x i  ,(i=1.2….n}, A’={y j ,(j=1,2,…m)} ; On appelle 

algèbre somme directe de A et A’ , l’algèbre S qui s’écrit : 'S A A= ⊕ ={x i, yj}, avec [xi, yj]=0. 

Sa dimension est n+m. 

1.22 Constantes de structure de Lie :   

Pour tout élément xi de l’algèbre de Lie A, la loi interne s’écrit: 

   , C XX X ρ
ν µν ρµ  =                                                                              (1.14) 

Les coéficients C ρ
µν  sont des tenseurs d’ordre-3, s’appelles les constantes de structure de 

Lie ;elles vérifient les propriétés [7,8] : 
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ρ
νµ

ρ
µν CC −=       et      0=++ τ

ρν
ρ
σµ

τ
ρµ

ρ
νσ

τ
ρσ

ρ
µν CCCCCC

                  (1.15) 

Pour une algèbre de dimension	n. La relation antisymétrie a :  
-.�-/��

�   constante de structure.  

1.23 Opérateurs(Casimirs ) invariants : 

On peut construire des opérateurs (applications linéaires)  invariants IC  ; pour toute 

algèbre de Lie A, ils sont definis comme des opérateurs qui commutent avec tous les éléments de 

l’algèbre :[ ], 0I aC x = , ∀	�1 ∈ 2  , I et « a » des nombres naturels. 

Si A est une algèbre de Lie semi simple càd A-¹ éxiste, on peut définir  la relation suivante : 

 

                  C� = gij  xi xj  

 

xi ,xj des éléments de A. 

 gij tenseur d’ordre deux. 

 C� est un opérateur invariant d'ordre 2 de A et se nomme l’opérateur de CASIMIR, Sachant que : 

g56 sont les éléments de la matrice A-¹.   

Ces Casimir sont des puissances deIC  ( 1C  : linéaire, 2C  : quadratique,..). 

 

Le rang d’une algèbre est le nombre de casimirs invariants. En mécanique classique les 

sC sont associés aux constantes de mouvement. 

1.24 Forme de Killing : 

Les tenseurs qu’on peut former  a partir des constantes de structure de Lie,s’appelles les 

tenseurs métriques ou forme de Killing : 

ρ
νσ

σ
µρνµµν ccgg ==

                                         (1.16) 
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1.25 Théorème de Cartan : 
 

Cartan a utilisé la formule de killing pour définir l’algèbre de Lie semi simple A utilisant 

la condition  suivante : 

      Si  det g56 ≠ 	0 on dit que A est semi simple. 

 
1.26 Base de Cartan Weyl: 

Soit l’algèbre de Lie semi simple A de rang r (ordre fini) avec : 

{ }, : 1,2.. 1,2,...
2i

r i
A H E avec i r etα α −= = =

. 

Les Hi et les Eα qui sont de A, vérifient : 

][ 0, =ji HH
 ;   

[ ] αα α EEH ii =,
,  et 

[ ]






−=

≠+
=

+

βαα

βαβααβ

βα :

0:
,

siH

siEN
EE

i
i

                                                          (1.17) 

forment  une  la base de Cartan Weyl. 

Nαβ : tenseurs d’ordre deux ,β et α des entiers. 

1.27 Représentation d’une algèbre  

Une représentation d’un groupe peut etre établie par un éspace vectoriel munie d’une base 

quelconque dont tous les éléments sont transformés linéairement, par chaque opération de groupe 

en un élément du même éspace.donc chaque opération de symetrie,peut etre representée par la 

matrice de cette transformation linéaire.l’éspace vectoriel constitue un éspace de représentation 

dans lequel cette base est la base de la représentation [4].  

  On peut associé  une algèbre a une base formée de l’ensemble de ses opérateurs invariants 

(nombres quantiques).    
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  Une algèbre de Lie semi-simple de rang ℓ peut être reprentée par ℓ opérateurs invariants 

indépendants Ci (i = 1, 2, 3… ℓ), et Hi invariants qui commutent entre eux et commutent avec les 

ℓ opérateurs Ci [5]. 

Pour former une base complete on doit ajouter , (r-3ℓ)/2 opérateurs additionnels Oj pour 

avoir un ensemble complets des opérateurs qui commutent (ECOC) [10,11] : 

{C1,C2,….Cℓ ,O1,O2,…O(r-3ℓ)/2 , H1,H2,….Hℓ}  

En mécanique quantique la base s’écrit : 

( )1 2 1 2 1 2r 3 /2, ,.. , , ... , , ...j m j j j m m mτ τ τ τ −=
ℓℓ ℓ

                                  (1.18) 

Où  ji est un vecteur propre de Ci , iτ   de celui de Oi et mi de l’opérateur Hi . 

1.28 Représentations équivalentes 

Deux représentations R et R′ d’éspaces V et V′ sont dites équivalentes s’il éxiste  un 

isomorphisme linéaire U de V dans V ′ tel que: 

∀ ∈a  G,     
1'( ) ( )R a UR a U−= .                                           (1.19) 

U-1 est l’operateur inverse de U. 

 Un changement de base pour deux matrices représentant une même application linéaire, 

implique donc que V et V ′ ont la même dimension. 

1.29 Représentation irréductible  

On dit que la représentation R d’éspace V est irréductible s’il n’éxiste  pas de sous-éspace 

invariant non banal par rapport aux transformations du groupe. Sinon , dans une base bien 

choisie, toutes les matrices de la représentation R peuvent prendre la même forme diagonale par 

blocs : 
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1

2

( ) 0

R(a) ( )

0 ( )n

R a

R a

R a

  
  =   
    

…

⋮ ⋮

⋯
                                                                         (1.20) 

Ri(a) sont des matrices de R(a). 

 

1.30 Réalisation de l’algèbre de Lie  

On peut réaliser une algèbre  de Lie par plusieurs voies, on se basant sur les relations de 

commutation de ( ) ( )GL n U n≈ : 

 
[ ] smktktsmstkm EEEE δδ −=,

.            (1.21) 

avec : k,s,t,m =1….n. 

Eij sont des éléments de l’algèbre A représentants U(n). 

Et δ est le symbol de Cronecker. 

1.31 Réalisation matricielle  

L’algèbre des matrices est une algèbre de Lie,  on pose pour la relation (1.21) 

0 0 0

0 1 0

0 0 0

km

k

E
m

  =
  
  
  
  

�	
	�

  , qui sont des matrices n n×  pour l’algèbre 

avec k est  le nombre de lignes et m le nombre de colonnes . Chaque élément kmE  est une 

matricen n× avec
emem  rang et 

emeK colonne est égal a un, et nul ailleur (pour [ ]( )u n
et [ ( )]gl n ) 
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Pour la matrice de SO(n)on pose : 

mkkmkm EEL −=
                                                                     (1.22) 

Elle est peut utilisée, et sa forme complexe est utilisée en mécanique quantique. 

Pour l’algèbre simplectique (2 )SP n , on introduit  les matrice 2 2n n×  

.2...1,...2,1. nnnmK +=   

).()( nSunSP ≈  

1.32. Réalisation différentielle  

De méme que pour la réalisation matricielle, ici l’opérateur  différentiel est appliqué sur des 

fonctions dérivables f (n) des coordonnés x tel que : 

 
[ ] ., mkininkmmnikkmKM XXXXXE ∆−∆===

                                          (1.23) 

on génère ( )U n  par
/i j ijx x Xδ δ =

 et de même pour ( ).Su n   

Pour la sous algèbre de Lie SU(n) :  les (n²-1) éléments $� 	 �i ≠ k	 = 1,2…… . n�	et $′�  
�i = 1,2……n�  génèrent SU(n)  tel que : 

 $′� 	= 	$� 		�� 	∑ $�                                                            (1.24) 

L’algèbre orthogonale S0(n) : 

les Lij génèrent l’algèbre S0(n) utilisant :  

iij xL =
 nijnj x δδδδ // −

        avec   i .,....1 nj =<                                             (1.25) 
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On obtient :  

[ ] jlikikjlikilhljkklij LLLLLL ∆−∆−∆+∆=
.                                  (1.26) 

les ijL
 sont les opérateurs moment angulaire pour l’algèbre ( ; )so n m . 

1.33. Réalisation bosonique  

Une autre voie pour décrire un système physique est l’introduction des opérateurs  de 

création  b et d’annihilation b+ dans la construction des algèbres qu’y correspondent, l’éspace 

associée s’appelle  éspace de configurations ; leur application est de plus en plus étendu 

exemple ; l’oscillateur harmonique  , spèctre nucléaire et moléculaire…). 

Soit { }, 1,g b nα α= = un ensemble d’opérateurs  bosoniques qui vérifie : 

 

[ ] [ ] [ ] 0,,,, ''' === +++
αααααααα δ bbbbbb

                                          (1.27) 

Pour l’algèbre ( ) ( , ).u n gl n k≈  

On définit les 2n éléments de groupe : , , 1.....G b b nαβ α β α β+= = , qui vérifient:  

 

[ ] βδαδαβδδαβ GGGG ∆−∆= ∆∆,
                     (1.28) 

 

Pour étudier la structure des algèbres on doit:  

1) Enumérer toutes les sous algèbres et leurs branching.  

2) Construire toutes les bases de chaque chaines  

3) Construire tous les invariants et chercher leurs valeurs propres. 

 

L’algèbre (1)u  : 

Elle est décrite par un seul opérateur b qui vérifie , 1b b+  =   

l’opérateur U b b+= est le seul élément de l’algèbre . 
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si N  est une base de l’algèbre on l’écrit : 

1
0Nn b

N
+=  avec 1 1b N N N+ = + +             0 0b =   

 
1−= NNNb

 

 

U est le seul gererateur du groupe avec 
:

N N N N

N valeur propre

=
 

 

 

L’algèbre (2)u  : 

Les 4 éléments de l’algèbre sont : 

 

2.1,, == + jibbG gi
j

i                                    (1.28) 

a) les chaines de sous-algébre sont 2 : 

   a-1)  (1) (2)U U⊃ , la sous algèbre (1)U  deja vue : 

 

1

1 21 1 2 2

0,1,...

ˆ

n N

N b b b b N N
∧ ∧

+ +

=

= + = +  
 

ˆ , 0j
iN G N

∧
  = ⇒   est un opérateur invariant de( )U N . 
 

∧
= NUG ))2((1                       (1.29) 

 

Les puissances de  N
∧

commutent avec les j
iG et donc, l’opérateur invariant (casimir) 

quadratique est : 

( )
∧∧
+= )2()2((2 NNUC                                             (1.30) 

La base est : 2 1 1
1 2 2 1 2 1'

1 2 1 1

1 1
, ( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0

, ( )

n n N n nn n b b b b
n n N n n

−+ + + += ≡
−
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a-2) Sous algèbre (2) (2)U So⊃  
 
Définissons : 














+=

−=

−=

+=

++

++

++

++

1122

2211

1212

1221

)(
2

1

bbbbN

bbbbJ

bbbbJ

bbbbJ

z

y

X

                               (1.31) 
 
Les opérateurs Jx,, Jy,, Jz  décrivent  l’algèbre (2)SO  dans la Chaine (2) (2)U SO⊃  avec 

       
 

[Jx,, Jy]= Jz  . 
 
 
le casimir est : 

 
2222

2 )2(
4

1
)1(

ZyX

ZZ

JJJJ

NNJJJJJ

++=

+=++−=
∧∧

+

  
 

le branching: , 1,.....ZJ J J J= − − +   avec       
2

N
J =  

la base sera construite à partir de J et  ZJ  comme [3] : 

 

0)()(
))((

1
, 12

ZZ JJJJ

ZZ
Z bb

JJJJ
JJ ++++

−+
≡

       (1.32) 

 

Sous-algèbre  (2) (2) :U SO⊃   

Définissons : 

 

                    

[ ]

11221122

1221

)(
2

1
2

1
,

,,

bbbbNetbbbbf

ff
i

ffff

bbfbbf

x

yx

i

++
∧

++

−+−+

+
−

+

+=−=

−=+=⇒

==

                                                      (1.33) 
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L’opérateur invariant est : 

 

 [ ] [ ] 0,,

)1(
22

2
2222

==

=++=++=

±

+−

Z

ZZzyX

ffff

Cffffffff

         (1.34) 

 

)2(
4

1
))2((

4

1
))2(( 22

2 +=== uuUCSUCF
        (1.35) 

 

Utilisons le branching de la chaine :   (2) (2) (2)U SU SO⊃ ⊃  

 

, ( 2) ... 1  0

, 1,... 1,z

M m m ou

f f f f f

= ± ± − + ±
⇒ = − − + −                

 N : paire ou impaire . 

 

La base est alors : 

 
0)()(

)(),(

1
; 22

zz ffff

zz
z bb

ffff
ff −+−+

−+
=

                  (1.36) 

 

l’algèbre (3) : 3U n ≥  

Nous introduisons  une autre forme de l’algèbre de Lie construite à partir des éléments  

Gαβ par un changement de base[8], les opérateurs qui se transforment sous (3)SO   comme des 

opérateurs tensoriels  vont construire la forme de Racah.  

 

La forme de Racah : 

Les ,e nb+   et ,e mb  sont des opérateurs de créations et d’annihilations :   

Avec 

[ ]
[ ] [ ] 0,,

,

''''

'

,;,,

'

'

,',

==

=
++

+

mlmlmlml

mmllnlml

bbbb

bb δδ
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Les ,l mb sont des tenseurs d’ordre  l. 

On définit ,l mbɶ pour des raisons de symétrie ,qui est de la forme : 

 

ml
ml

ml bb −
−−= ,, )(

~
            (1.37) 

 

Le produit bilinéaire couplé des opérateurs N
λβ  , Ou λ  est le moment  angulaire et N  sa 

projection sur l’axe ( )z  

 

 
[ ] ''

'

'

~~
),(

,

'
'

)(')(

mllm
mm

mmll
z

N bbllbbll ++ 〉=+= ∑ λµβ
λ

                              (1.38) 

 

N
λβ est une combinaison linéaire des éléments de groupe j

iG  et génère l’algèbre ( )U n  pour 

3≥n . 

Avec : ' 'l l l lλ− ≤ ≤ + et  '
'm ml l λµ〉   est un coéfficient de Clebch -Gordon. 

Les relations de commutation pour les ( )
NB λ sont : 

 

[ ]

)',"(
'"

"'
)1(

)'",(
''"

""
)1(

""'')1'2)(12()"',"(),',(

)"(
"'"

"''

)"(
""'

""

""

)'(
'

)(

llB
lll

llB
lll

NNNllBllB

Nll
ll

l
Nll

ll

N
NN

λλλ

λ

λ

λλ

δ
λλλ

δ
λλλ

λλλλλ









−−


















−×

〉〈++=

+++

++

∑

                           (1.39) 

 

ou ' ' " "N N Nλ λ λ 〉  est un coéfficient de Clebch -Gordon et{ } sont les coéfficients 6j de 

Wigner. 

 

Les ( )
N

λβ  forment une algèbre connue sous le nom: forme de Racah.  
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1.34. Réalisation fermionique 
 

           Les opérateurs  de création  a+ et d’annihilation ‘’a’’  peuvent aussi décrire les algèbres 
fermioniques. 

Soit { }, 1,g a nα α= = un ensemble d’opérateurs  fermioniques qui vérifie : 

 

                                                 (1.40) 

              

1.35. L’algèbre U(2) fermionique: 
 

L’algèbre U(2) peut décrire un système fermionique, les opérateurs fermioniques de 

création a+ et d’annihilation « a » qui satisfont les relations de commutations: 

 

                             

 

décrivent une algèbre fermionique (2)FU .ses générateurs fermioniques sont définit comme: 

 

,        , = 1/ 2G a aτ
σ τ σ σ τ+≡ ±                                                                                    (1.41) 

 

Ils vérifient les relations de commutations: 

 

1,               , , , 2G G G Gτ γ γ τ
σ β σ τβ β σγδ δ σ τ β γ  = − = ±                                                

(1.42)
 

 

Les chaines de sous algèbre: 

 

 

                                                                              

(1.43)  

 

 

( ) ( ) ( ) z
FFF SSUSUU ˆ222 ≡⊃⊃                                               

   ↓             ↓                   ↓  

 [ ]M1         s                   µ 

 

{ } { } { }, ,         , , 0a a a a a a a a a aσ τ σ τ τ σ στ σ τ σ τδ+ + + + +≡ + = = =

{ } { } { }, ,         , , 0a a a a a a a a a aσ τ σ τ τ σ στ σ τ σ τδ+ + + + +≡ + = = =
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De même que pour UB(2) on passe de SOF(2) a (2)
F

SO nous aurons: 

 

[ ] 011,1
2

1
2

1
+
−

+
+= aa

                                                                                                
(1.44) 

[ ] ( )
( )

1
2

1 1
2 2

1
2

1 1
2 2

1
2

1
2

1
1.0

2

                0 ,               

a ia

a ia

µ

µ

µ

µ

−+ +
+ −

++ +
+ −

= −

= + = ±
                                                

(1.45) 

 

2)- la sous chaine: 

 

 

                                                                                                      (1.46) 

 

 

 

Les états propres: 

[ ] ( ) ( )1 1
2 2

1
1 ,0 1,0 0 ,                  0,1

n n
M n n a a n

−− −+ +
− − −+ −  = = =                      

(1.47) 

 

1.36. L’algèbre ( )2U Fermionique-bosonique : 

               Les deux  algèbres ( )2BU  et ( )2FU  sont isomorphes [9], [3]. 

Les générateurs de l’algèbre ( )2U  seront de la forme: 

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

, , , ,B B B B
B B B BG s s G s t G t s G t t+ − + −+ + + +

+ + − −≡ ≡ ≡ ≡                                       (1.48)                                         

 

1
2, ,F

FG a a Gτ
σ σ τ τ+≡ =±                                                                                               (1.49) 

avec                 , 0B FG G  =    

L’ensemble de ces générateurs définit l’algèbre  ( ) ( )2 2B FU U× qui est une algèbre 

dynamique du système combiné boson-Fermion. 

 

( ) ( ) −≡⊃ nUU FF ˆ12                                               

   ↓                   ↓          

 [ ]M1               −n             
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1.37. Les limites de symétrie  

Les sous algèbres de la chaine  ( ) ( )2 2B FU U×   sont: 

1.37.1  La sous chaine (1) : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11122 BFFBFB UUUUU ⊃⊃⊃⊗  

 

                                                      (1.50) 

 

La base qui corresponde à cette chaine est : 

[ ] [ ], 1 ; 1M M
t t tN n n n n n N n n− −   − ≡ + ≡                                                     

(1.51) 

   

Avec :       −+≡ nnn t ˆˆˆ  

1.37.2 La sous chaine (2) : 

 
                                                                                                                        
 

 

                                                            (1.52) 

 

La base est : 

 

[ ] [ ] [ ] [ ] f
M

bfbf
M

t NnN µµµµµµ 1;1, ≡+≡                                            (1.53)
 

Avec : 
 

zZz SJK ˆˆˆ +≡                                                                                                          (1.54)  

 

 

   ↓             ↓          ↓             ↓                ↓    

 [ ]N       [ ]M1        tn            −n        tn n n−= +   

 

( ) ( ) ( ) ( ) 22222 BFFBFB SOSOSOUU ⊃⊃⊃⊗                                               

   ↓             ↓                 ↓             ↓                ↓    

 [ ]N       [ ]M1              bµ                 fµ      fb µµ +  
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1.37.3 La sous chaine (3) : 

 

                                                               (1.55)          

 

 

 

Avec :          ( ),2
2

1
kMNh ++≡

 

        
( )kMNh 2

2

1
' −+=

 

'hnh ≥≥  

kkksjsjsjk ,...,1,,...,1, +−−=++−−= µ  

 

La base est :                  
( ) ( )
( ) ( )

0
!! bb

jj

b
jj

ts
j

bb

σσ
σ

σσ

+−
=

−+++

                                                   

(1.56)

 

 

Avec :              '

J S K J S

h n h

 − ≤ ≤ +
 ≥ ≥  

1.37.4 La sous chaine (4) :    

 

 

                                                         (1.57) 

 

 

La base est : 

 

[ ] [ ] [ ] [ ] f
M

bfbf
M

t NnN µµµµµµ 1;1, ≡+≡                                            (1.58)
 

 

( ) ( ) ( ) ( )1222 BFBFFB UUUU ⊃⊃⊗                                               

   ↓             ↓               ↓         ↓                   

 [ ]N       [ ]M1         [ ]';hh            n         

 

( ) ( ) ( ) ( )2222 BFBFFB SOUUU ⊃⊃⊗                                               

   ↓           ↓              ↓          ↓               

 [ ]N       [ ]M1         [ ]';hh            µ         
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Chapitre 2 

MOLECULES DIATOMIQUES 

 

2.1. Généralités sur les molécules diatomiques  

Le système le plus simple pour illustrer plusieurs propriétés moléculaires est le cas des 

molécules diatomiques. En effet, la seule coordonnée interne est la distance internucléaire R. On 

fait souvent l'approximation harmonique qui consiste à considérer qu'au voisinage de la distance 

internucléaire d'équilibre Re l'énergie potentielle externe (celle induite par le système 

électronique) varie de façon quadratique. 

Les molécules diatomiques sont des molécules constituées uniquement de deux atomes, 

soit de même ou de différents éléments chimiques. Si une molécule diatomique est composée de 

deux atomes du même élément, comme par exemple H2 et O2, elle est dite mononucléaire, sinon, 

on parle de molécule hétéronucléaire, comme par exemple avec le LiH ou BeH. 

 

2.2. Approximation de Born-Oppenheimer 

La description d'une molécule est plus complexe que celle d'un atome isolé mais 

heureusement le problème est simplifié par le fait que les électrons ont une masse beaucoup plus 

petite que celle des noyaux alors que les forces électrostatiques auxquelles sont soumises toutes 

ces particules chargées sont du même ordre de grandeur.  

Il en résulte que le mouvement des noyaux est beaucoup plus lent que celui des électrons. 

On peut donc étudier le mouvement des électrons comme si les noyaux étaient fixes, formant une 

« configuration nucléaire ». C'est la définition de l'approximation de Born-Oppenheimer.  

Lorsqu'on détermine les énergies possibles En d'un tel système, on trouve les termes 

électroniques. Contrairement à ce qui se passe dans un atome, ce ne sont pas des valeurs définies 

mais des fonctions des paramètres définissant la configuration nucléaire. On inclut généralement 

dans En, l'énergie électrostatique d'interaction entre les noyaux. En représente en fait l'énergie de 

la molécule pour une configuration de noyaux immobiles. Dans une molécule diatomique, le seul 

paramètre de configuration nucléaire est la distance R entre les deux noyaux. On a alors des 

fonctions En (R) appelées « fonctions potentiels (adiabatiques [15], [19]) ». 
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2.3. Energie de la molécule diatomique 

2.3.1- Hamiltonien d’une molécule diatomique 

Pour expliciter la démarche associée à la séparation de Born-Oppenheimer, nous 

considérons une molécule diatomique de noyaux A et B, de masses respectives MA et MB, 

comportant n électrons d’indice i. 

 

 

 

 

 

 

 

L’Hamiltonien du système est de la forme : 

 

N e NN eN eeH T T V V V= + + + +                           (2.1) 

2 2

2 2N A B
A B

T R R
M M

= ∆ − ∆
 ℏ ℏ

   Énergies cinétiques des noyaux                                (2.2) 

2

12 i

n

e r
ie

T
m =

= ∆∑ 
ℏ

               Énergie cinétique des électrons                            (2.3) 

2

04
A B

NN

A B

Z Z e
V

R Rπε
=

−
                 Répulsion électrostatique des noyaux        (2.4) 

2 2

1 10 04 4

n n
A B

eN
i iA i B i

Z e Z e
V

R r R rπε πε= =

= −
− −

∑ ∑    Attractions électrostatiques électrons-noyaux     (2.5) 

2

04

n

ee
i j i j

e
V

r rπε<

=
−∑       Répulsion électrostatique entre les électrons        (2.6) 

Ou : 

RA et RB les coordonnées des deux noyaux. 

MA et MB les masse des deux noyaux. 

me masse de l’électron. 

ZA et ZB les nombres de masse de A et B. 
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ri et rj coordonnées des électrons. 

 ∆  est l’opérateur Laplacien calculé par rapport aux coordonnées du vecteur donné en indice. 

Comme dans le cas d’un atome, il est possible de séparer le mouvement du centre des masses de 

la molécule et le mouvement relatif des particules qui la constituent en se plaçant dans le 

référentiel lié au centre de masse. En négligeant la masse des électrons devant celles des noyaux, 

c’est-à-dire en confondant le centre des masses de la molécule avec celui des noyaux, on peut 

omettre dans l’opérateur énergie cinétique des noyaux  TN le terme représentant l’énergie 

cinétique du mouvement de leur centre de masse (constante pour une molécule isolée) et ne 

garder que le terme de l’énergie cinétique du mouvement relatif des deux noyaux. Celui-ci est 

décrit dans le référentiel lié au centre de masse par une particule fictive de masse égale à la masse 

réduite des noyaux [17] :  

A B
AB

A B

M M

M M
µ =

+
                                                         (2.7) 

Et de position définie par le vecteur  B AR AB R R
→

= = −
  

  dirigé du noyau A vers le noyau B. 

L’opérateur TN  se réduit alors à : 

2

2N R
AB

T
µ

= − ∆ 
ℏ

                                                          (2.8) 

L’équation de Schrödinger satisfaite par la fonction d’onde ( , )r RΨ 
 qui décrit la 

molécule est de la forme suivante :  

 

[ ]( , ) ( , ) ( , )N e i i iT T V r R r R E r R+ + Ψ = Ψ  
                                                      (2.9) 

Où          ( , )i NN eN eeV r R V V V= + +
                                                       (2.10) 

 

VNN est l’énergie potentielle décrivant l’interaction noyau-noyau. 

VeN est l’énergie potentielle qui decrit l’interaction électron-noyau 

Vee est l’énergie potentielle décrivant l’interaction électron- électron 

Nous verrons ci-dessous que l’énergie E contiendra trois contributions, électronique Eel,  

vibrationnelle Evib et rotationnelle Erot : 

 

el vib rotE E E E= + +                       (2.11) 
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Et la fonction d’onde Ψ sera sous la forme d’un produit de trois facteurs : 

( , ) ( ) ( , ) ( , )i vib rot el ir R R r Rθ ϕΨ = Ψ Ψ Ψ 
                               (2.12) 

 

2.3.2- Equation électronique 

Dans l’approximation de Born-Oppenheimer, les noyaux étant considérés comme fixes, 

on peut écrire l’équation de Schrödinger du mouvement électronique à l’aide d’un Hamiltonien 

électronique : 

 

( , ) ( , )el i e iH r R T V r R= + 
                     (2.13) 

Te : énergie cinétique des électrons 

V : énergie potentielle 

L’équation aux valeurs propres du l’Hamiltonien électronique s’écrit comme : 

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )el i i i iH r R r R r R r Rχ ε χ=   
                                    (2.14) 

 

Nous avons pris la séparation :( , ) ( ) ( , )i n i
n

r R F R r RχΨ =∑
   

 

χ(r i,R) :fonction d’onde électronique 

Fn(r i,R) :fonction d’onde nucléaire. 

Cette équation est analogue à celle qui décrit un atome, sauf que le potentiel  ( , )iV r R


 

n’est plus à symétrie centrale mais à symétrie de révolution autour de l’axe internucléaire appelé 

Oz qui peut être pris comme axe de quantification. 

Les fonctions ( , )n ir Rχ 
forment une base complète dite « base adiabatique » qu’on peut 

choisir orthonormée. Une fonction d’onde de la molécule  ( , )ir RΨ 
 peut, dans le cas le plus 

général, se développer sur cette base comme : 

 

( , ) ( ) ( , )i n i
n

r R F R r RχΨ =∑
   

                                                                 (2.15) 
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Cependant nous nous limiterons dans toute la suite à l’approximation adiabatique de Born-

Oppenheimer, qui consiste à réduire le développement ci-dessus à un seul terme électronique.  

Autrement dit, on cherchera une fonction sous la forme du produit d’une fonction nucléaire par 

une seule fonction électronique : 

 

( , ) ( ) ( , )i n n ir R F R r RχΨ =
   

                                                                                    (2.16) 

Où   ( , )ir Rχ


 est une solution particulière de l’équation (2.14). 

 

Si on reporte  ( , )ir RΨ


 dans l’équation de Schrödinger (2.9) de la molécule, on a : 

[ ]( , ) ( ) ( , ) 0N e i n i
n

T T V r R E F R r Rχ+ + − =∑
 

   Avec  [ ] ( , ) ( ) ( , )e i n iT V r R R r Rχ ε χ+ = 
                (2.17) 

εn :la solution (énergie )de la partie électronique 

Projetée à gauche sur 'nχ , on a pour chaque n’=1, 2, ...N (nombre de termes dans le 

développement) : 

 

[ ]*
1 2 ' '... ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) 0n i n n n i n n

n

drdr R r T F R r R R E F Rχ χ ε  + − = 
 
∑∫

    
                            (2.18)      

 

Ce qui donne un système de N équations couplées pour les fonctions nucléaires ( )nF R


 

2
2

2
2 2 2

( ) ( , ) ( ) ( , )
2

( ) ( , ) 2 ( ) ( , ) ( , ) ( )
2

n n n i n n iR

n n i n n i n i nR R R

T F R r R F R r R

F R r R F R r R r R F R

χ χ
µ

χ χ χ
µ

 = − ∇  

 = − ∇ + ∇ + ∇ 



  

  ℏ

    ℏ
                 (2.19) 

 

L’approximation de Born-Oppenheimer consiste à négliger la variation des ( , )n ir Rχ 
 avec R, 

donc de négliger  2 ( , )n iR
r Rχ∇ 


 devant 2 ( )nR
F R∇ 


 On a alors : 

 

2
2( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

2n n n i n i n n i n nR
T F R r R r R F R r R T F Rχ χ χ

µ
 

≈ − ∇ = 
 


    ℏ

                                      (2.20) 
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Les équations sont découplées et la somme en n se réduit à un seul terme. C’est 

l’approximation adiabatique. 

L’équation de Schrödinger complète de la molécule, tenant compte de la forme (2.16) de 

la fonction d’onde, s’écrit dans cette approximation : 

2 2

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
2 2R i i n n i n n i

AB e

r V r R F R r R EF R r Rχ χ
µ µ

 
− ∆ − ∆ + = 
 

    ℏ ℏ
                 (2.21) 

Ou : 

χ(r i,R)   :fonction d’onde électronique 

Fn(r i,R) :fonction d’onde nucléaire. 

 

Si l’on admet que la fonction électronique ( , )n ir Rχ 
 est lentement variable avec les coordonnées 

nucléaires, on peut négliger l’action de l’opérateur Laplacien nucléaire sur ( , )n ir Rχ 
 et en tenant 

compte de (2.14), on obtient l’équation suivante : 

 

2

( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
2 n i R n n n n i n n i

AB

r R F R F R R r R EF R r Rχ ε χ χ
µ

− ∆ + =
    ℏ

               (2.22)  

 

La fonction ( , )n ir Rχ 
 est en facteur dans les deux membres de l’équation et peut être 

éliminée ; la fonction nucléaire ( )nF R


 satisfait à l’équation suivante : 

 

2

( ) ( ) ( )
2 R n n n

AB

R F R EF Rε
µ

 
− ∆ + = 
 

 ℏ
                                            (2.23) 

 

Dans cette équation, l’énergie électronique ( )n Rε  apparaît comme une énergie potentielle (ou 

potentiel) pour le mouvement relatif des noyaux repéré par le vecteurR


. Comme ce potentiel ne 

dépend que du module de ( , , )R R θ ψ=


, le mouvement relatif des noyaux est représenté par celui 

d’une particule fictive de masse µAB , égale à la masse réduite des deux noyaux dans un potentiel 

central. 



33 

 

2.3.3. Niveaux d’énergie de vibration (approximation de Morse) 

 

Les atomes d’une molécule diatomique vibrent autour de leur position d’équilibre. En 

première approximation, la quantification des niveaux vibrationnels est effectuée par le modèle 

de l’oscillateur harmonique dont l’énergie s’exprime par la relation suivante : 

  

)
2

1
v( += νhEvib                                                                                                     (2.24)  

Où : 

h est la constante de Planck 

v est le nombre quantique de vibration, et ν la fréquence de vibration définie par : 

  

1

2

kν
π µ

=                                                                    (2.25) 

Avec k, la constante de raideur de la liaison chimique et μ la masse réduite. 

L’approximation de la quantification de l’énergie de vibration des molécules par modèle de 

l’oscillateur harmonique est justifiée pour les petits nombres quantiques de vibration.  

Les états stationnaires d'un potentiel de Morse ont les valeurs propres : 

 

	
          @�v� = ℎCD�v + �

�� − FGHI�v#J.�K.LMN                                                                                      (2.26) 

	
 

Où v est le nombre quantique vibrationnel, et ν0 une fréquence, qui est mathématiquement 

reliée à la masse de la particule, m, et aux constantes de Morse De par : 

 

0 2 /
2 e

a
D mν

π
=

                                                                                                         
(2.27) 
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Tandis que la différence  entre deux niveaux d’énergie vibrationnels successifs de 

l'oscillateur harmonique quantique est égale à0hν , elle décroît lorsque v croît pour l'oscillateur de 

Morse. En effet ;  

	
               @�v+1� − @�v� = ℎCD − �v + 1� �GHI�.�MN 				

                                                               
( 2.28) 

	
Ce qui correspond à l'anharmonicité des molécules réelles. C’est une bonne 

approximation de la structure vibrationnelle réelle dans les molécules diatomiques ne pivotant 

pas. En fait, les spectres moléculaires réels sont généralement donnés par la formule suivante 

[24] : 

 

	@v/hc = RS�v + �
�� − RS�S�v + �

���                                                                             (2.29) 

 

 

Où les constantes ωe et ωeχe peuvent être directement liés aux paramètres du potentiel de 

Morse. 

 

2.3.4. Niveaux d’énergie de rotation 

Une molécule diatomique possède un troisième mode de stockage de l’énergie interne : la 

rotation. Le modèle du rotateur rigide conduit à l’expression de la quantification de l’énergie en 

fonction du nombre quantique de rotation J : 

 

2

2
( 1)

8rot

h
E J J

Iπ
= +                                                                                               (2.30) 

 

Où h est la constante de Planck, et I = μr2  le moment d’inertie. La molécule étant étirée lors de sa 

rotation, il faut tenir compte de la distorsion centrifuge, ce qui conduit à exprimer l’énergie de 

rotation comme un développement en J(J+1). De plus, du fait du couplage entre la rotation et la 

vibration, chaque coefficient de ce développement dépend du nombre quantique de vibration v : 
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2 2
v v v( ) ( 1) ( 1) .......F J B J J D J J= + − + +                                                                (2.31) 

 

Où   v ( )F J   est le terme spectral de rotation exprimé en cm-1 v ( )rotE hcF J=  et : 

        

v

v

1
(v )

2
1

(v )
2

e e

e e

B B

D D

α

β

= − +

= − +
                      

                                                                (2.32) 

Où Be, De, βe et αe sont des constantes spectroscopiques données dans [20]. 

 
2.3.5. L’expansion de Dunham : 
 
                 Le spectre vibration-rotation expérimental des molécules est décrit par des formules 

empiriques. Les termes d’énergie des molécules diatomiques peuvent être décrits par une formule 

qui est l’expansion de Dunham [17] [19]: 

 

                @�V, W� = 	∑ X� � YV + �
�Z� [W�W + 1�]                                                                    (2.33) 

 
 

Où :         	X�D = [S 	,				X�D =	[S�S	,				XD� = \		,					XD� =	]	,						X�� = −	^	. 
   
  Le développement ci-dessus tient compte de : 
- L’anharmonicité des vibrations X�D , n > 1.   
- l’effet de stretching 	XD_ , m > 1. 
- l’effet de couplage rotation-vibration X�  avec ̀ ≠ 0	, a ≠ 0. 
 
Un cas particulier pour décrire la  spectroscopie moléculaire est la formule simplifiée de (2.33) : 
 

2 2 2
0

2 2

( , ) [( 1/ 2) ( 1/ 2) ] ( / 2 ) ( 1)

              ( 1/ 2) ( 1) ( 1)

eE v l v v r l l

v l l Dl l

µω β
α

= + − + + +

− + + − +

ℏ ℏ
                                                       (2.34) 

 

L’énergie potentielle de la molécule peut s’écrire comme la somme de l’énergie potentielle de la 

molécule non-tournante (potentiel de Morse) et de l’énergie de rotation : 

 
2

2 2

2 ( )
( , ) 1 exp ( 1)

8
e

e
e

r r h
U r J D J J

r r

β
π µ

  −= − − + +   
  

                              (2.35) 
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Dans cette expression, De représente la profondeur du puits de potentiel, r est la distance 

entre les noyaux, re leur distance à l’équilibre. Lorsque J augmente, le puits de potentiel de la 

fonction U(r, J) diminue jusqu’à disparaître. Jmax est donc la valeur pour laquelle la molécule se 

dissocie par rotation.  

 

2.4. Classification des états électroniques 

Une molécule diatomique possède plusieurs états électroniques d’où une classification 

semblable à celle utilisée pour les atomes [21] [22]. 

Les différents moments angulaires intervenant dans la molécule diatomique sont : 

Le moment angulaire orbital L


 

Le moment angulaire de spin S


 

Le moment de rotation des noyaux N


qui est toujours perpendiculaire à l’axe passant par les 

deux noyaux. 

 

2.4.1- Moment angulaire orbital L

 

 

Les molécules diatomiques présentent un axe de symétrie de révolution qui est l'axe 

internucléaire. La projection du moment angulaire orbital des électrons sur cet axe est une 

constante du mouvement (Figure 2.1). L


est la résultante de tous les vecteurs moments cinétiques 

et  Lz est sa composante sur l'axe internucléaire. Le nombre quantique LM  peut prendre (2L+1) 

valeurs différentes. 

 

bcd� et Lz ont pour valeurs propres ℏ�b�b + 1� Et  ML=-L,-L+1,….,+L                                     (2.36)  

                      

 
Figure 2.1 : Représentation du moment angulaire orbital [20]. 
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En spectroscopie moléculaire il est d’usage de remplacer ML parΛ  qui est la projection du 

moment angulaire orbital L


sur l'axe internucléaire. Le nombre quantique Λ peut prendre les 

valeurs 0, 1, 2,..., L. On designe les états correspondants aux valeurs de Λ  par des lettres 

grecques majuscules. 

 

 

 

Tableau 2.1 : Dénomination des états électroniques suivant les valeurs de Λ. 

 

A l'exception de l’étatΣ , tous les états sont dégénérés deux fois car |gh| peut prendre deux 

valeurs +Λ et -Λ . 

 

2.4.2. Moment angulaire de spin S

 

 

      La structure multiplet de la molécule est due au spin des électrons dont la résultante est S


.  

Le nombre quantique S est entier ou demi-entier suivant le nombre d'électrons (pair ou impair). 

 

id� et  sa projection selon l’axe (oz)  ij ont respectivement comme valeurs propres ℏ�i�i + 1�  et 

ℏΣ tel que : 

                  –S ≤ Σ ≤ S                                                                                                         (2.37) 

Cas où 0Λ ≠ : Il y a un champ magnétique interne résultant du mouvement orbital des 

électrons dont la direction est suivant l'axe internucléaire. La composante du moment angulaire 

de spin sur cet axe est une constante du mouvement ∑ (analogue a MS  pour les atomes). Elle est 

la projection du spin S


sur l'axe internucléaire. Le nombre quantique Σ  peut prendre 2S+1 

valeurs telles que Σ = -S, -S+1, ... , S. 

Cas où 0Λ = : Il n'y a pas de champ magnétique interne résultant du mouvement orbital des 

électrons d'où  Σ  n'est pas défini. 

 

2.4.3. Moment angulaire total des électrons Ω


: 

Le moment angulaire total des électrons autour de l'axe internucléaire estΩ = Λ + Σ
  

. 

Λ  0 1 2 3 

Etats Σ  Π  ∆  Φ  
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Λ


et Σ


 ont la même direction (axe internucléaire) d'où Ω  est un nombre quantique tel que  

 

Ω = Λ + Σ .                                           (2.38) 

Deux cas sont à considérer suivant l’état singulet ou multiplet de l’état électronique : 

Cas où 0Λ ≠ : Σ  peut prendre 2S+1 valeurs différentes donc Ω  peut prendre 2S+1 valeurs 

différentes pour un Λ donné. A partir de là on peut exprimer l'énergie électronique d'un terme 

multiplet par 0 0 . TeT T A= + ΛΣ
 

 est l'énergie électronique lorsque l'on néglige le spin, A est la 

constante de couplage, Λ est la projection du moment électronique orbital sur l'axe internucléaire 

et Σ  la projection du spin résultant sur cet axe. Les niveaux d'énergie d'un même terme multiplet 

moléculaire avec 0Λ ≠  sont équidistants. 

Cas où 0Λ = : L'état est singulet. 

En spectroscopie, on indique l'état électronique de la molécule de la manière suivante : 

 

                                                                                              (2.39) 

 

La « Lettre » symbolise un état électronique d’énergie Te. On utilise une lettre latine. Par 

convention, X représente l'état fondamental et normalement, A, B, C..., a, b, ... les états d'énergies 

supérieures. On utilise la lettre majuscule pour des états de même multiplicité que X, et des 

lettres minuscules pour des états de multiplicité différentes de X. Cette convention n’est pas 

toujours respectée notamment pour la molécule N2.  

 

2.4.4. Propriétés de symétrie de la fonction d’onde électronique. 
 

Tout plan contenant l'axe internucléaire est un plan de symétrie. Considérons une 

symétrie par rapport à un plan de symétrie pour un état électronique non dégénéré c’est-à-dire un 

étatΣ , si la fonction de cet état se transforme suivant: 

Ψ → +Ψ  Alors on note l'état +Σ                           

Ψ → −Ψ  Alors on note l'état −Σ   

Maintenant si les deux noyaux de la molécule ont même charge alors le champ dans lequel se 

déplacent les électrons admet un centre de symétrie. Considérons la transformation suivante : 

[ ]2 1SLettre +
Ω

Λ
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;  ;  k k k k k kX X Y Y Z Z→ − → − → −  

et si la fonction d'onde se transforme suivant : 

Ψ → +Ψ  Alors la fonction d'onde est dite paire et on note l'état avec la lettre g en indice. 

Ψ → −Ψ  Alors la fonction d'onde est dite impaire et on note l'état avec la lettre u en indice. 

(g = gerade, u = ungerade). Par exemple, l’état électronique 3 uΠ  est triplet (2S+1=3), Λ =1, et la 

fonction d’onde de cet état électronique est dite impaire. 

 

2.5. Transitions Électroniques. Règles de Sélection 
 

D'une manière générale, les écarts entre niveaux électroniques sont dans des domaines 

d'énergie plus grand que ceux des fondamentales des modes de vibrations. S'il l'on regarde dans 

une région allant du proche infrarouge aux plus hautes énergies, on peut voir les transitions 

électroniques plus ou moins intenses selon la symétrie des états qu'elles mettent en jeu. En 

spectroscopie d'absorption, on peut tirer partie assez facilement des mesures d'intensité, qui 

peuvent contenir des informations supplémentaires comme la nature des transitions impliquées. 

L'intensité de ces pics dépend de la probabilité de la transition électronique associée. Pour avoir 

une estimation de ces probabilités on se fie aux règles dites de sélection. 

 

2.6. Les règles de sélection pour les molécules diatomiques  

Pour les molécules diatomiques ont peut définir un moment angulaire orbital sous la 

forme d'un nombre quantiqueΛ , puisque les symétries v et ChD∞ ∞  comprennent des axes de 

rotation d'ordre infini. Ainsi, les , , ,σ π δ  etc . . . sont des appellations d'orbitales dont le moment 

angulaire λ  est 0, 1, 2, etc . . . . La résultante de ces moments angulaires orbitaux permet de 

définir le nombre quantique Λ  pour un état donné. On nomme ces états de la même façon que les 

orbitales mais avec des majuscules : , ,  ...Σ Π ∆ . La première règle de sélection permet des 

transitions pour lesquelles 0 et 1∆Λ = ± . Ainsi, on verra les transitions ,  Σ → Σ Σ → Π  mais pas  

Σ → ∆  La deuxième règle porte sur la multiplicité de spin. Seules les transitions entre des états 

de même spin sont permises : 0S∆ = . 

 

 
 
 



40 

 

2 .7. Traitement algébrique des spectres de rotation-vibration 

2.7.1. L’algèbre U (4)  

Introduisons Les opérateurs de création b+ et d'annihilation « b » qui satisfont les 

relations de commutations habituelles des bosons : 

[k�	,k l] =δij         [k�	,k ] = [k�l, k l] =0           i, j=1, 2, 3, 4                                    (2 .40) 

Avec l’utilisation  de la notation suivante : 

k�l≡m/�l      ,      k�l ≡ 	mDl    ,     	kol  ≡  m#�l        ,       kL	l   ≡pl         

k�   ≡m/�    ,     k�		≡mD      ,       ko ≡m#�         ,       kL  ≡s                                     (2 .41) 

  L’ensemble des opérateurs bilinéaires : 

                         ��   ≡   k�l k     ,       i, j = 1, 2, 3,4                                                                       (2 .42) 

Qui satisfont les relations de commutation 

[ ��   ,	�qr   ] =  ��rs�r			,			     i, j, k, l = 1,2,3,4                                                 

Les �� sont les générateurs de l'algèbre U (4).  

Les propriétés de rotation et de réflexion de 	m#et de pl  peuvent être récapitulées en 

donnant leur transformation sous  rotation tu (v�,	v�vo)	 caractérisé par les trois angles θ d'Euler : 

 tu 	/� m_l    tu   =∑ ]_′_r_�   (v�,	v�vo)	m_′l  ,   tu 	/� 	sl tu    =pl                             (2 .43) 

Aussi bien que leur transformation sous la réflexion xu : 
    x	y  -1    m_l    xu  = -m_l    ,                xu/�   p# xu=  pl                                                   (2 .44)                       

Ces relations de transformation concernent les opérateurs	p# et sl de création et non 

pas pour ceux d’annihilation. Ces derniers, se transforment généralement comme opérateurs 

tensoriels sphériques, avec les modifications : 

 

  m{_  ≡ (-��#_   m/_  ,                      p̃   ≡ s                                                           (2 .45)                        
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  p{} et	s{ Satisfont la propriété de transformation (2.43).  

Comme l'invariance de rotation est d'importance centrale dans le modèle de vibrons, il 

est utile d'écrire les G56 de l’algèbre U (4) sous une forme différente, tel qu'ils se transforment 

aussi en tant que tenseurs sphériques sous rotation. Utilisons des coefficients standard de 

Clebsch-Gordan, en couplant les opérateurs de création et ceux modifiés d'annihilation b�}l  et 

b�	�}	aux opérateurs bilinéaires avec un moment angulaire défini λ et sa projection µ sur l'axe de z. 

Nous définissons : 

�µ
���(l, l’ )≡ [krl×	k�r′]����		=∑__′〈W�	W′�′|λµ〉kr_l k�	r′_′	                                          (2 .46) 

  Les opérateurs Bµ
���(l, l’) sont des combinaisons linéaires de	G56 et donc génèrent la 

même algèbre U(4). Dans la forme de tenseurs couplés la plupart des générateurs de l’algèbre 

U(4) ont une interprétation physique simple. Par exemple, nous trouvons 

			BD
�D�

   (1,1)  =  [ pl × p{  ]D�D�  =∑ 〈1m1 − m|00〉} p}l  p{/}  =��
o  Σ}  p}		l p}     (2 .47) 

Tel que l’opérateur « nombre de bosons » est donné par : 

n��   = ∑}  p}		l p} 			= 		√3		[pl 		× 	p{	]D�D�		                                                          (2 .48) 

Pour les sous-algèbres d'U(4); les générateurs Bµ
���(l, l’) seront écrits  dans leurs formes 

éxplicites : 

 

�D�D� (1,1)  =               [ ml × m{]D�D� 
����� (1,1)  =               [ ml × m{]���� 
����� (1,1)  =               [ ml × m{]����                                                                        (2 .49) 

����� (1,0)  =               [ ml ×	p̃]���� 
����� (0, 1)  =              [pl	× m{]���� 
�D�D� (0,0)   =              [pl × p̃]D�D� 
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Lµ

Dans le cadre du modèle de vibrons, les 16 générateurs d'U (4) peuvent être construites 

par plusieurs possibilités de chaînes de sous-algèbres, cependant, nous sommes seulement 

intéressés par les sous-algèbres qui contiennent le S0(3) (l’algèbre des moments angulaires). 

Cette restriction est nécessaire afin de construire les bases qui ont L le moment angulaire comme 

nombre quantique. Les composants Lµ  de l'opérateur de moment angulaire sont parmi les 

générateurs dans (2.49) et peuvent être aisément identifiés des principes généraux : ils doivent 

former un opérateur tensoriel du rang 1 et avoir une parité positive. Seuls les générateurs [ ml × 

m{]���� dans (2.48) remplissent les deux conditions, ce qui implique que Lµ   est proportionnel à       

[ ml × m{]����. afin de trouver le coefficient de proportionnalité, les relations de commutation de  

SU(2) satisfaites par Lµ  
: 

[ buD, bu±�]   =±			bu±�		,            [ bu/�  ,  bu#�  ]   =  buD                                            (2 .50) 

Devraient être comparé à celles valides pour les opérateurs [ ml ×m{]����	, nous trouvons : 

[[ml × m{ ]/���� , [ml × m{ ]#����     =   ��
�		[ml × m{ ]D���                                                            (2 .51) 

Où nous avons employé les valeurs explicites (2.49) pour les coefficients de Clebch-Gordan 

apparaissant dans l'expression (2.43). La comparaison avec le dernier commutateur dans (2.51) 

montre : 

bu�  =√2 �����(1,1)  = √2 [ml × m{ ]����                                                                    (2 .52) 

 Ces relations de commutation satisfaites par l’opérateur  bu� sont identiques à celles satisfaites 

par le Ĵµ  déjà vue dans le chapitre I, et par conséquent les deux ensembles d'opérateurs génèrent 

la même algèbre de Lie. Le fait que nous nous référons à un ensemble comme S0(3) et à l'autre 

comme le SU(2) doit se faire avec les moments angulaires qui sont considérés dans les deux cas. 

Dans U (4) seulement les valeurs modèles de moment angulaire de nombre entier se produisent, 

tandis que dans l'application du nombre entier et du demi-entier du chapitre I, ces moments 

angulaires sont possibles. 

On peut obtenir Les relations de commutation entre les générateurs Bµ
�λ�(l,l’). Puisqu'il sera utile 

dans tout ce chapitre, le résultat général est : 
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∑

                                     (2 .53) 

Ou ' ' " "λµ λ µ λ µ 〉  sont les coefficients de Clebch-Gordan, déjà vue, et le symbole entre 

accolades est un coefficient 6j de Wigner. 

 

Les chaînes de sous algèbre de U (4) invariantes sous rotation : 

 

U(4) ⊃ G ⊃ SO (3)                                                                                               (2 .54) 

 

Remplaçant les opérateurs 	Bµ
�λ�(l, l’)  dans  (2.42) et omettant slet	s{ on trouve : 

 

n��  ≡   √3  [pl  × p{ ]D�D�                    1 

Luµ 	≡ √2 [pl × p{ ]µ
���                         3                                                                  (2 .55) 

                   Qyµ  ≡[pl × p{ ]µ
���                                5                                                         

 

Qui génèrent l’algèbre U (3). la chaîne suivante des algèbres est établie : 

 

U(4) ⊃ U (3) ⊃ SO (3) ⊃ SO (2) 

  |              |             |               |                                                                                                  (2 .56) 

  [N]         n�            L          M� 

la représentation de U (4) est totalement symétrique. 

Une deuxième chaîne de sous-algèbre SO(4) peut être construite a partir de :  
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Luµ 	≡ √2 [pl × p{ ]µ
���                                     3 

Dyµ ≡    i [ pl ×	s{ +	 sl	× p{]µ
���                       3                                                      (2 .57) 

 

En suivant la structure: 

 

 

U(4)  ⊃  SO (4) ⊃    SO (3) ⊃   SO (2)                                

    |                |                   |               | 

 

[N]             ω               L               M�                                                                                    (2 .58) 

 

2.7.2.  Hamiltonien général de l’algèbre U(4): 

   

     L’ Hamiltonien général de model vibron a un et deux corps s’écrit : 

 

0
ˆ

ij i j ijkl i k l
ij ijkl

H E e b b e b b b+ += + +∑ ∑                                                                          (2 .59) 

 @D	Est une constante. 

ije
 
et ijkle

 
sont des paramètres reliés aux énergies d’un seul boson et les interactions entre  deux 

corps respectivement. 

L’Hamiltonien (2.59) s’écrit sous la forme détaillée en fonction des opérateurs de créations et 

d’annihilation : 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

(0) (0)(0) (2)(0) (2)

0 1 2
0 0

(0)(0) (0)(0) (0)

3
0

(0)(1) (0)(1) (0)

4 5
0

ˆ ˆ ˆp p s sH E e n e n e p p p p e p p p p

e p p s s s s p p

e p s p s e s s s s

+ + + +

+ + + +

+ + + +

      = + + + × × × + × × ×         

    + × × × + × × ×     

     + × × × + × × ×     

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ
(0)

0


  

          (2 .60) 

 

On pose pps nNnNn ˆˆˆˆ −→−=  
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On remplace dans  l’Hamiltonien on aura : 

 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

(0) (0)(0) (2)(0) (2)' '
0 1 2

0 0

(0)(0) (0)(0) (0)

3
0

ˆ ˆ' ' '

'

p pH E e n e p p p p e p p p p

e p p s s s s p p

+ + + +

+ + + +

      = + + × × × + × × ×         

    + × × × + × × ×     

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ                  (2 .61) 

Où                          

( )

33

5422

5411

5454

2
5500

'

5
3

5
'

3

1
'

2
3

1
2

3

1
'

'

ee

eeee

eeee

Neeeeeee

NeNeeEE

spp

s

=

+−=

+−=











−++−−=

+−+=

 

2.7.3.  Les Chaines de sous algèbre U(4) :   

 

Pour trouver les chaines qui nous intéressent dans cette partie qui doivent contenir 

l’algèbre d’un moment angulaire SO(3). 

 

On a la forme générale suivante : 

 

 ��4� 	⊃ 	�		 ⊃ 	i��3�	                                                                                        (2 .62) 

 

2.7.4. Première chaine G≡ U(3)  

 

		U�4� 	⊃ 	U�3� 		⊃ 	SO�3� 	⊃ 	SO�2�                                                                   (2 .63) 

 

Les éléments de sous algèbres et leurs nombres correspondants sont : 

 

   U(3) :                 n�� ≡	√3[	p# × p{]DD																			1 
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                              Luµ ≡ 	√2[	p# × p{]�µ�� 																3                    

                               Qyµ ≡	 [	p# × p{]�µ�� 																				5                                                                 (2 .64) 

SO(3):                    [	p# × p{]�µ��  

SO(2):                    [	p# × p{]D� 

             

  U(4)  ⊃  U(3) ⊃    SO (3) ⊃   SO (2) 

    |                |                   |               |                                                                                        (2 .65) 

[N]              np               L               M�     

  

    n� : est le nombre de boson p. 

				L : est le moment angulaire  

  LM : La projection de L sur l’axe z 

 

2.7.5. Deuxième chaine G	≡ SO(4)  

 

                      U�4� 	⊃ 	SO�4� 		⊃ 	SO�3� 	⊃ 	SO�2�                                                               (2 .66) 

  

     Les éléments de sous algèbre et leurs nombres sont : 

 

SO(4):                Luµ = √2[	p# × p{]�µ�� 																															3  

                             		Dyµ = i[	p# × s{ 	+	s# × p{	]�µ�� 														3                                                     (2 .67) 

SO(3) :                   [	p# × p{]�µ�� 																																															3 

SO(2) :                   [	p# × p{]D�																																																		1 

 Ou L’opérateur dipôle ̂Dµ  est une combinaison linéaire entre les deux générateurs	G56, ces 

générateurs vérifient la relation de commutation.` 

  

U�4��
[N]

	⊃ 	SO�4����
ω

		⊃ 	SO�3����
L

	⊃ 	SO�2����
ML

                                                                 (2 .68) 
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2.7.6 - Troisième chaine G	≡ SO�4��������� 
  																	U�4� 	⊃ 	SO�4� 		⊃ 	SO�4��������� ⊃ 	SO�2�                                                                   (2 .69) 

 

Les éléments de sous algèbre pour cette chaine et leurs nombre sont : 

  SO�4��������� :                  Lyµ = √2[	p# × p{]�µ�1 																												3   

                               		Dy ′µ = [	p# × s̃−	s# × p{	]�µ�1 													3                                                     (2 .70) 

 SO(3):                    [	p# × p{]�µ�1 																																											3 

SO(2) :                     [	p# × p{]01																																														1 

 

L’opérateur de dipôle Dy ′µ est une combinaison linéaire antisymétrique entre les deux 

générateurs	Gi
j , ces générateurs vérifient la relation de commutation standard de Lie. 

 

  U�4��
[N]

	⊃ 	SO�4������������
ω

 ⊃	SO�3����
L

	⊃ 	SO�2����
ML

                                                                                  (2 .71) 

 

  Les générateurs de l’algèbre SO�4� et  SO�4��������� sont reliés par la loi de la transformation 

suivante : 

                 pm
# → −ipm

# 		,																p{m 	→ p{m                                                                              (2 .72) 

 

Et leurs propriétés sont très semblables.  

 

2.8 -  Les opérateurs invariants  

a- Les opérateurs invariants linéaires : 

 

       On construit les opérateurs linéaires de l’algèbre U(4) : 

( )1
1

n
i
i

i

C U n G
=

  ≡  ∑                                                                                                 (2 .73) 
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Qui commutent avec tous les générateurs de l’algèbre U(4) : 
 

1 1 1

, 0
n n n

i r i r r r
i k k ir i ik k k

i i i

G G G G G Gδ δ
= = =

  = − = − = 
 
∑ ∑ ∑                                                    (2 .74) 

       
 

Pour n=3 (ordre 1):  

   [ ]
3

1
1

ˆ(3) i t
i m m p

i m

C U G p p n
=

= = =∑ ∑                                                                      (2 .75) 

 

L’opérateur invariant linéaire de U(3) est ˆ pn  

Pour n=4 : 

[ ]
3

1
1

ˆˆ ˆ( ) i t t
i m m p s

i m

C U n G p p s s n n N
=

= = − = + =∑ ∑                                                  (2 .76) 

 

b- Les opérateurs invariants quadratiques : 

 

1 - Les algèbres U(n) : 

On définit les opérateurs invariants quadratiques par: 
 

[ ]2
1

( )
n

j i
i j

ij

C U n G G
=

≡∑                                                                                            (2 .77) 

 

Ils commutent avec tous les générateurs de U(4) : 
 

1

, 0
n

j i r
i j k

i

G G G
=

  = 
 
∑                                                                                                 (2 .78) 

 

Pour simplifier les calculs des opérateurs invariants quadratiques, on prend la relation suivante : 

 

∑∑ ∑∑ −−
+++−=

' ' ' '
''''

''
'' )(,

ll mm ll mm
ml

t
mlml

t
lm

mlml
lmlmml

t
lm bbbbbbbb                                            (2 .79)           

 

Où : l et l’ sont les valeurs du moment angulaire bosonique. 
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2 - l’algèbre U(4) 

 

Pour n=3; L’opérateur invariant quadratique de U(3) est : 

 

[ ] [ ] [ ] 222)()(

2
ˆˆ

2

1
ˆ

3

1
.)3( QLnppppUC p

tt ++=××=∑
λ

λ

λ
                                         (2 .80) 

 

Pour n=4 ; L’opérateur invariant quadratique de U(4) s’écrit: 

( ) ( )2 2 2 2 2 21 1 ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ4 '
3 2p sC U n L D D Q n  = + + + + +                                                      (2 .81) 

 

  On peut simplifier les opérateurs, car on ne peut  pas coupler deux bosons identiques p qui ont 

un moment angulaire égal à un :   

 

	P1
#	P 1 ≡ [p#,p#]1	[p{	, 	p¡]1 = −	n�p − 1

3
n�p

2 + 1

4
	Ly2 + 1

2
Qy2	                                      (2 .82) 

 

De l’équation (2.81), on trouve : 

 

C2[U�3�] − 2	P1
#	P 1 = n�p

2 + 2	n�p                                                                           (2 .83) 

 

L’opérateur invariant de U(3) peut s’écrire sous une combinaison de   ˆpn  et  2ˆpn  : 

 

 C2[U�3�] ⟼		n�p	�n�p + 2�                                                                                    (2 .84) 

 

De même  pourC2[u�4�]	, on trouve : 
 

C2[U�4�] ⟼		Ny	�Ny + 3�                                                                                      (2 .85) 
 

3 -L’algèbre SO(4) : 

 

On peut Calculer maintenant les opérateurs invariants quadratiques pour les algèbres 

SO(4) qui ont la même forme générale des opérateurs invariants quadratiques de l’algèbre 

alternative SO�4��������� : 
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 C2£SO�n���������¤ = 	 1
2
∑ ∑ �−�l#m#l′#m′

mm′ll ′ 	blm
# 	b� l′m′ − 	bl′m′

# b�lm ×		�	bl′/m′
# 	b� l/m − 	bl/m

# b�l′/m′�      (2 .86)                             

 

Pour n=4 : 

  C2£SO�4���������¤ = Ly2 +	Dy ′
2
                                                                                       (2 .87) 

 

Où : l, l’ = 0, 1 
 

De la relation de transformation (2 .87): 

C2[SO�4�] = Ly2 +	Dy2
                                                                                          (2 .88) 

Pour n=3 : 

C2[SO�3�] = Ly2
                                                                                                    (2 .89) 

 

2.9. L’Hamiltonien du système   

L’Hamiltonien du système s’écrit en fonction des opérateurs invariants du premier et du 

deuxième ordre de l’algèbre U(4) comme: 

Hy = E0
′′ + ϵn�p + αn�p

2 + β YLy2 + Dy2Z + γLy2	                                                         (2 .90) 

Ses valeurs propres peuvent être déduites analytiquement  et les deux symétries 

dynamiques sont obtenues si certains paramètres de l’Hamiltonien (2.86) sont supposé égaux à 

zéro. 

 

2.10 - La limite U (3) - Les molécules non-rigides   

 

Dans la forme de l’Hamiltonien On pose β=0 on aura La limite U(3) : 

 

 Hy1 = 	E0
′′ + ϵn�p + αn�p

2 + γLy2
                                                                               (2 .91) 

 

Il contient seulement l’opérateur invariant de l’algèbre U(3) et SO(4).alors la chaine de cette 

limite est caractérisée par les nombres quantiques N, ˆpn ,L : 
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 U�4�	���
N

⊃ 	U�3����
np

		⊃ 	SO�3����
L

                                                                                   (2.92) 

   

 Si on applique cet Hamiltonien sur l’état de base de l’algèbre U(3) qui est |[N]npLML >, 

les valeurs propres des opérateurs invariants Ny, n�p, 	Ly 2 dans cette base sont données par les 

équations suivantes : 

 

   Ny|[N]npLML >	= ¦|[N]npLML >                                                                    (2 .93) 

   n�p|[N]npLML >	= np|[N]npLML >                                                                  (2 .94) 

   Ly2|[N]npLML >	= W�W + 1�|[N]npLML >                                                        (2 .95) 

   Ly0|[N]npLML >	= ML |[N]npLML >                                                                (2 .96) 

 

 L’expression de l’énergie de la limite U(3) s’écrit à partir des équations 2 .93-96 comme suit: 

 

E1�nt,L� = E0
′′ + ϵnt + αnt

2 + γL�L + 1�                                                              (2 .97) 

 

Où les valeurs de pn  s’écrivent : np=0, 1, 2, …., N 

Et  :  b = pn , pn − 2, ………… 1	ou	0. 

 

Le paramètre de la rigidité est définit : 

 

γ¨5© = �ª«ª¬                                                                                                                (2 .98) 

 

Lorsque 	γrig = 1 , on dit que cette limite étudie les molécules non-rigides . 

En remplace l’expression d’énergie, on trouve : 

 

γrig = ϵ#α#2β

ϵ#2α
≈ 1                                                                                                   (2 .99) 
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2.9. La limite SO(4) - Les molécules rigides :  

 

      Elle est obtenue en posant	α = ϵ = 0  dans l’Hamiltonien alors on on aura : 

 

Hy2 = 	E0
′′ + β YLy2 + Dy2Z + γLy2

                                                                           (2 .100) 

    

   La chaine de cette limite est caractérisée par les nombres N,ω,L   

 

            U�4��
[N]

	⊃ 	SO�4����
ω

		⊃ 	SO�3����
L

                                                                                        (2 .101) 

 

limite SO(4) est utilisée pour décrire les molécules diatomiques rigides. 

On applique cet Hamiltonien sur l’état de base de cette limite |[N]ωLML >,Les valeurs propres 

des opérateurs invariants  Ny, Ly2 + Dy2,Ly2  dans cette base seront : 

 

Ny|[N]ωLML >	= ¦|[N]ωLML >                                                                       (2 .102) 

�Ly2 + Dy2�|[N]ωLML >	= ω�ω + 2�|[N]ωLML >                                             (2 .103) 

Ly2|[N]ωLML >	= L�L + 1�|[N]ωLML >                                                          (2 .104) 

Ly0|[N]ωLML >	= ML |[N]ωLML >                                                                   (2 .105)                                       

On obtient la forme générale de l’expression d’énergie : 

 

E2 = 	E0
′′ + βω�ω + 2� + γL�L + 1�                                                                   (2 .106)                                  

 

Où :             ω = N,N − 2, ……… .1	ou	0. 
 L = 0,1,2………. 
 Ly1µ	,									Dyµ ≡	Dy1µ + Dy1µ      
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Chapitre 3 

APPLICATION DE L’ALGEBRE  ( ) ( )4 8B FU U⊗  
AUX MOLECULES DIATOMIQUES 

 
 
3 .1. Introduction  

On a vue au chapitre 2 que l’algèbre  ( )4BU peut décrire une molécule diatomique sans 

tenir compte de spin(ou s=0)(vibration et rotation), on va  utiliser une approche algébrique 

permettant de décrire les propriétés spectroscopiques, le modèle est l’algèbre ( )(4) 8B FU U×  ou 

( )8FU  est une algèbre fermionique qui décrit les dégrées de liberté électroniques (spin et 

moment angulaire).           

La fonction d’onde du modèle moléculaire s’écrit : 

      rv e
n n

n

ψ ψ ψ=∑                                                                                                    (3 .1)  

rv
nψ    :           Fonction d’onde rotation -vibration de la molécule.             

                     Pour une molécule diatomique rv
nψ est décrite par U(4) bosonique. 

                     Pour une molécule triatomique ( ) ( )U 4 U 4⊗  bosonique. 

e
nψ

     :        Fonction d’onde décrivant L’état électronique, elle peut être décrite par  une algèbre 

unitaire
eG .  (Indice  ‘’e’’ : électronique). 

  On considère les états électroniques 2s-2p c'est-à-dire 0,1l =  pour lesquels 
e
nψ  est 

décrite par 2(8) (2 )eG U U n= = × , où le facteur 2 est la  prise en compte du spin de l’électron et n 

est le nombre quantique principal, on considère La limite des atomes unifiées : elle est régie par 

un ensemble d’atomes placés autour d’un centre commun, utilisés pour décrire les molécules 

légères.  
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3.2. L’algèbre U(8)				≡≡≡≡ eG  : 

On associe a chaque niveau électronique les opérateurs de création ,nlm sa σ
+

 et 

annihilation  ,nlm sa σ  ou , , ,  et n l m s σ  sont les nombres quantiques des états, ces opérateurs 

vérifient les relations d’anticommutation :  

   
{ }
{ } { }

1 1 ' ' ', ' ',2 2

1 1 1 1, ' ', , ' ',2 2 ' 2 2 '

,

, , 0

ll mmlm l m

lm l m lm l m

a a

a a a a

σσ
σ σ

σ σ σ σ

δ δ δ+

+ +

=

= =
                                                              (3 .2)   

Pour n=2 ⇒ 1, 0l =  ; on aura 64 produit bilinéaire décrivant l’algèbre (8)eU  . 

Les générateurs hermétiques de (8)eU sont :  

( )0 ,

0 .1 0 .1
2 2 0 , S

S

M

a a+ ×  
ɶ                                                 4                                        (3 .3) 

( ),

1.1 1.1
2 2 ,L S

L S

M M

a a+ ×  
ɶ                                              36 

 

( )1,

1.1 0.1 0.1 1.1
2 2 2 2 ,L S

S

M M

a a a a+ + × − ×  
ɶ ɶ                              12 

( )1,

1.1 0.1 0.1 1.1
2 2 2 2 ,L S

S

M M

i a a a a+ + × + ×  
ɶ ɶ                           12 

 

Où :              
L l l

S s s

′= +
′= +

 

    

 
On introduit l’opérateur covariant :  
 

1/2
,1/2 ,1/2( 1)l m

lm l ma aσ
σ σ

+ + +
− −= −ɶ

                                                                             (3 .4)

 
Qui se transforme commea+

sous rotation. 

Si on pose  ‘S =0’ ; on aura la sous algèbre (4)eU  dont les (16) générateurs s’écrivent  
( )0 ,0

0 .1 0 .1
2 2 0 ,0

a a+ ×  
ɶ                                               1                                            (3 .5) 

( ),0

1.1 1.1
2 2 ,0L

L

M

a a+ ×  
ɶ                                                  9 
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( )1,0

1.1 0.1 0.1 1.1
2 2 2 2 ,0LM

a a a a+ + × − ×  
ɶ ɶ                        3 

( )1,0

1.1 0.1 0.1 1.1
2 2 2 2 ,0LM

a a a a+ + × + ×  
ɶ ɶ                            3 

 

De même les trois opérateurs  

 

( ) (0,1)†
,1/2 ,1/2 0,

1 2 12 l l Ms
l

l a a + × ∑ ɶ
  
                                                                                       (3 .6) 

Génèrent le spin total de la sous algèbre ( )2SU  de ( )U 8
.
 

On aura donc :  

( ) ( ) ( )8 4 2e e eU U SU⊃ ⊗                                                                                          (3 .7)  

Qui correspond à :  

e e e
orbital spinΨ = Ψ Ψ  

 

3.2.1 L’ Hamiltonien de l’algèbre U(8):  

Il s’écrit sous la forme : 

ˆ ˆ ˆ ˆrv e rv eH H H V −= + +                                                                                        (3 .8)        

ˆ rvH  : Hamiltonien bosonique de rotation vibration de la molécule. 

ˆ eH  : Hamiltonien électronique, pour  n=2  il s’écrit sous la forme : 

   

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 3 3 1 2 3 4

1 1 2 2 3

1 2 3 3 1 2

0,0 0
†

0 0,1 0,1
2 2

0,0 0 1,1 0
† †

1 1,1 1,1 1 1,1 1,1
2 2 2 2

0,0 0
,,

† †
,1 ,1 ,1 ,1

2 2 22

† †
,1 ,1

2 2

ˆ

i

e

L SL S
LS
l l l l l l l l

l LS

L S L S S
l l l l l l

H a a

a a a a

a a a a

a a

η

η ρ

η

ρ

 = ×  

   + × + ×      

   + × × ×        

 + ×  

∑

ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

( ) ( ) ( )3 3
2 21 1

3 4

, 0,,

,1 ,1
22

i i i

S S
L SL S

l l
l L S

a a
  × ×     

∑ ɶ ɶ

                     (3 .9) 
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ˆ rv eV −
Interaction boson-fermion (décrit les excitations électroniques)[1],[14]   

 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ.k krv e
k rv e

k

V T Tα− =∑
                                                                                             

(3 .10) 

1 2 3 4

L
k i l l l l

i

Cα α=∑                                                                                                      (3.11)
    

                      

( )ˆ k
rvT  et ( )ˆ k

eT sont des multipôles (k=1 monopôle, k=2 : quadripôle……). 

La structure de V 
rv e−

 est dominée par le dipôle  K=1 et quadripôle  K=2 [3]: 

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ'. .rv e rv eD D L Lαα +          Et                 2

ˆ ˆ.rv eQ Qα                                                       (3 .12)                                   

Où :  

( )

( )

( )

1

1

2

[ ]

2

r v

rv

rv

D i P S P

L P P

Q P P

S µ

µ

µ

+ +

+

+

= + ×

 =  

=

×

× 

×



ɶ ɶ

ɶ

ɶ

                                                                      (3 .13) 

 

Pour rechercher les valeurs et vecteurs propres de l’Hamiltonien, on a besoin de 

construire les états de base utilisant les algèbres dynamiques des systèmes moléculaires : 

 
( )4 (8)

  |               |

[N]            [1 ]

rv e

M

U U⊗
                 (3 .14) 

3.3. Fonction d’onde de ®¯�°�  
  On considère la limite de M électrons sans interactions  dans la limite des atomes à centre 

commun (unifiées) qui contient la limite ( )SO 4e qui contient- elle même ( )SO 3e le moment 

orbital angulaire.   

 La chaine ( ) ( )SO 4 SO 3e e⊃  :  

U(8) ⊃ �S(4) ⊗S�S(2)⊃ i�S(4) ⊗  S�S	(2) ⊃S�S(3) ⊗  S�S(2)⊃ i�S(2)⊗�S(1)           (3 .15) 

    ↑																										↑															↑																		↑																↑																	↑																↑														↑ 

[1²]                  S           (³� ,³� )           S            bS              S               gS          g´ 
Avec :                    ’M h h= +  

( ') / 2S h h= −               Pour   (2)eSU  
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Dans la décomposition U(8) ⊃ ��4�⊗��2� on doit respecter l’antisymétrie de �S(8). 

Pour M=1 à 8 on parle des électrons dans l’état 2S – 2P c'est-à-dire  la couche L. 

 

3.4 Les sous chaines de ®¯�°�  
 3.4.1 La chaine (1): 

                               U(4)⊃ i��4� ⊃ i��3� 	⊃ i��2�                                                            (3 .16) 

                                 ↑														↑																↑																	↑ 

                               [1²]    (³� ,³� )        L             ML  

 

On utilise l’isomorphisme ( ) ( ) ( )SO 4 SU 2   SU 2⊗≃ pour trouver les coefficients  de couplage 

et les représentations. La base  est :  

 1 2[1 ]( , )M
e e sL M SMτ τ                                                                         ( 3 .17)   

Avec :      1 j j’τ = +   et      2 j  -  j’τ =  

 

3.4.2 La sous chaine (2) :  

                               U(4)	⊃ ��3� ⊃ i��3� 	⊃ i��2�                                                             (3 .18)                                         

                                 ↑														↑															↑																	↑ 

                              [1²]     (h1,h2,h3)     L              ML  

Elle est similaire  à celle déjà vue dans le chapitre 2 pour les bosons [1]. 

 

3.5 L’algèbre ®µ (4)⊗ ®¯(8) :  

On construit la chaine : 

�¶·�4�⊗�S�8� ⊃ �¶·�4�⊗�S�4�⊗i�S�2� ⊃ i�¶·�4�⊗i�S�4�⊗i�S�2� ⊃ i��4�⊗  

       ↑													↑																	↑																													↑																				↑																↑																	↑																		↑	 
     [N]         [1²]         [N]                     S           (ω, 0)    (τ � ,τ � )       S ( )1 2,σ σ                 

 i�S	�2� ⊃ i��3�⊗i�S�2� ⊃ i��2�                                                                                  (3 .19) 

    ↑																	↑															↑																	↑ 
    S            L            S                 J  
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Les générateurs de cette algèbre seront donnés par le Tableau (3.1)[2]:  

 

Algèbre     ordre         casimirs invariants                                    valeurs propres 

Fermion 

�S�8�           1												gy ≡ º�» + º�¼                                                    g 

                     2           ∑ �−�r#r½rr½�» 2��,»��W, W¾�: 2��,»��W, W′�              g�9 −g� 
�S�4�           1           gy                                                                      g 

                     2          2∑ �−�r#r½rr½� 2��,D��W, W¾�. 2��,D��W, W′�               6g − �
�g� − 2i�i + 1� 

�S�3�           1           º�¼                                                                      º¼ 

                     2           2∑ 2��,D��1,1�. 2��,D��1,1�	�                    											ℎ� + ℎ¾� + ℎ¾¾� 

                                  = �
oº�¼� + �

� buS� + ÃuS�                                           2 2 ''h h− −  

(4)
e

so         2         2 2ˆ ˆ
ee Dl +                                                                2( 2) '

e e eτ τ τ+ +  

(3)
e

so         2          2ˆ
el                                 ( 1)

e el l +  

(2)
e

so          2         2ˆes                                                                        ( 1)s s+  

Boson-Fermion 

(4)U             1           ̂ ˆM N+                                                     M N+  

                    2          
2 2

(4) (4)rv eU Uc c   +                                 
2 2 2 2' '' '''h h h h+ + +  

                                ( ) ( ) ( ) ( )'

'

,0', . ( ', )8
l l

ll

l l A l lλ λ

λ

+−− Β∑                3 ' '' 3 '''h h h h+ + − −  

(4)SO  2           ( ) ( )2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
rv e rv eL L D D+ + +                                   

( )
1

2
1 22σ σ σ+ +  

(3)U  1          ̂ ˆpn nπ+
                                                      pn nπ+  

 2       ( ) ( )221 1

3 2
ˆ ˆˆ ˆp rv en n L Lπ+ + +  ( )2

ˆ ˆ
rv eD D+ +                ( ) 22 'h h h+ + ( )'' '' 2h h− +  

   (3)SO       2           ( )22ˆ ˆ ˆ
rv eL L L≡ +

                                           
( )1L L +  

(2)SO          2           ( )2
2 ˆˆ ˆJ L S= +                                            ( )1J J +  

                                

Tableau 3 .1 : invariants de casimir dans le model (4) (8)rv eU U⊗ [2,3] 
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Le produit scalaire double (:) est définit comme : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,

, ,
:A A A A

µ νλ σ λ σ λ σ λ σ
µ ν µ ν

µν

+

− −= −∑
                                                                          

(3 .20) 

 

L’état est donc :  

[ ]( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

[ ] ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

,0 , 1 , ,

,0 , ,

1 , ;

L

rv e rv e L S

M
J

rv rv e e L S J
L L M M M M rv e

M
e e S

N w LSJM

w
L M L M LM LM SM JM

L L L

N wlm l m SM

τ τ σ σ

τ τ σ σ

τ τ

  

= ×

 ×  

∑ ∑ ∑

                    (3 .21)

 

 

Avec les branchings :  

  

1 1 2 1 2

2 1 2 1 2

1 1
2 2
1 1
2 2

w w

w w

σ τ τ τ τ α β

σ τ τ τ τ α β

= − − + − + + +

= − − − − + + −
                                                                 (3 .22)

 

( )
( )

1 2

1 2

0,1,..., m in ,

0,1,..., m in ,

w

w

α τ τ
β τ τ

= +

= −
                                                                        (3 .23)

  

2 2 1, 1,...,L σ σ σ= +
                                                                           

 

 

3.6. Les limites de symétrie   

3.6.1. La limite SO(4) : 

On considère  la chaine :  

�¶·�4�⊗�S�8� ⊃ �¶·�4�⊗�S�4�⊗i�S�2� ⊃ i�¶·�4�⊗i�S�4�⊗i�S�2� ⊃ i��4�⊗ 

       ↑													↑																	↑																													↑																				↑																↑																	↑																		↑	 
     [N]         [1²]         [N]                     S           (ω, 0)    (τ � ,τ � )       S ( )1 2,σ σ                 

 i�S	�2� ⊃ i��3�⊗i�S�2� ⊃ i��2�                                                                                   

    ↑																	↑															↑																	↑ 
    S            L            S                 J  

La base correspondante est [ ] 1 2 1 2( ,0) 1 ( , )( , )M
JN w LSJMτ τ σ σ    



60 

 

L’Hamiltonien de la limite SO(4) s’écrit dans cette base: 

( ) ( )2 2 2

2 2 2

ˆ (4) 4 4

ˆˆ ˆ    

rv e
rv e

L S J

H C SO C SO C SO

L S J

β β β

γ γ γ
Ι      = + +     

+ + +                     
                             (3 .24)

          

 

 

Il a pour valeurs propres dans la base (3,21) pour la symétrie dynamique SO(4) :  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
1 2 1 2 1 1 2 1 1 2, , , , , , , 2 2 2

                                           1 1 1

rv e

L s J

E w L S J w w

L L S S J J

τ τ σ σ β β τ τ τ β σ σ σ

γ γ γ
Ι    = + + + + + + +   

+ + + + + +             
(3 .25)     

 

 

Avec les règles de branchings (3 .22), (3 .23)  et (3 .24).   

 

3.6.2 La limite U(3) : 

 

On construit la base : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 8 4 4 2rv e rv e eU U U U SU⊗ ⊃ ⊗ ⊗  

                                  [ ]N

↑
      

1M

↑

  
          [ ]N

↑
 

S

↑
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 3 2rv e e eU U SU U SU⊃ ⊗ ⊗ ⊃ ⊗                               (3.26) 

     ( ),0w

↑
       ( )1 2,τ τ

↑
         

S

↑
            ( )1 2,σ σ

↑
 

S

↑
 

( ) ( ) ( )3 2 2eSO SU SU⊃ ⊗ ⊃  

           
L

↑
      

S

↑
            

J

↑
 

 

La réduction  ( )3U résulte du couplage de vibration-rotation( )3rvU  avec celui ( )3eU  

électronique qui décrit les molécules  homonucléaires.  

 

(h1 ,h2, h3) (h, h’ ,h’’ ) 

(4)
ˆ

SOH

(4)
ˆ

SOE
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3.7 L’Hamiltonien de la limite U(3)  

 

            
(3)

ˆ
UH =	\¶·	Ä�[�Å�3�] +	\�Ä�[�Æ�3�] + \�Ä�[�ÅÆ�3� + Çhb� + Ḉ i� + ÇÈÉ� 

  																	+\�¶·Ä�[��3�] + \�SÄ�[��3�] + \�[��3�]                                                           (3 .27) 

Et donc :  

( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2
2 1 2 1

222

2

2 2 2

1 1 ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
3 2

1 1 ˆˆ ˆ ˆ     

ˆ

 
3 2

    

ˆ

ˆ ˆ  

ˆ

ˆ

rv p rv p e e e e p

p rv e rv e

L e S J

n

L Q

H n n n n L Q n

n n Q

l S

n

J

π π π

π

β β β β β

β

γ γ γ

 = + + + + + + + 
 

 + + + + + + 
 

+ + +

                      (3. 28) 

 

Les valeurs propres s’écrivent : 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

''

' 2 '' ''2
1 1 2 2 1

'' 2'2
2

, , , , , , 2 2 1

                                     2 1 1 1

b p rv p rv p e e p

h

L S J

E n n h h L S J n n n h h h h h n n

h h h h L L S S J J

π π πβ β β β β β

β γ γ γ−

= + + + − − + + + + +

+ + + + + + + + + +

                                                                                                                             (3 .29) 

3.8. Classification électronique dans une molécule diatomique  

 

     En mécanique quantique, on décrit une molécule diatomique par le ket
 
  

                                                                                                          
 

     Les relations entre les nombres quantiques  de cette base et ceux de l’algèbre de Lie sont : 

  

( )1

2
v N w= −

                                                                                                   
(3 .30) 

N  : est le nombre maximal de vibration (bosons) présent dans un état électronique. 

Les nombres quantiques , , , JL S J M  sont communs entre les deux études. 

2 1Lσ σ≤ ≤
                                                                                                          

(3 .31) 

 

Pour 2σΛ =
  
On aura : 

                    ( )1,0σ ≡ Σ          , ( )1, 1σ ± ≡ Π          , ( )1, 2σ ± ≡ ∆   … .                                      (3 .32) 

(3)
ˆ

UH

(3)UE

JLSJMνΛ



62 

 

La relation entre σ dans σΛ et la partie π est comme la réflexion par rapport au plan est 

équivalente à une réversion (rotation par un angleπ par rapport à l’axe perpendiculaire). 

  Donc : 

 ( )Lσ π= −                                                                                                            (3 .33) 

Donc l’effet de rotation est un facteur de phase. 

 

3.8.1. Les états Σ  : 

a) Si  2 2 0τ σ= =  on aura : 

[ ]( ) ( ) ( )
2 1

1 1 2 1

, :
,0 , 1 ,0 ; ,0

, :

S
M

J S

impair
N w LSJM

pair

ατ σ
α

+ +

+ −

 Σ
  =   Σ                              

(3 .34) 

Avec : 1wα σ δ= + +  

b) Si 2 0τ ≠   et  1 0σ =  nous construisons : 

[ ]( ) ( ) ( )(
[ ]( ) ( ) ( ) )

1 2 1

1 2 1

1
,0 , 1 , ; ,0

2

,0 , 1 , ; ,0

M
J

M
J

N w LSJM

N w LSJM

ψ τ τ σ

τ τ σ

±
Σ  =  

 ± −                                                

(3 .35) 

Et donc : 

 

2 1

2 1

, :

, :

S

S

impair

pair

αψ
α

+ ±
±
Σ +

 Σ
= 

Σ
∓  

 

3.8.2 Les états 0Λ ≠  et 2 0σ ≠   : 

On considère : 

[ ]( ) ( ) ( )(
[ ]( ) ( ) ( ) )

1 2 1 2

1 2 1 2

1
,0 , 1 , ; ,

2

,0 , 1 , ; ,

M
J

M
J

N w LSJM

N w LSJM

ψ τ τ σ σ

τ τ σ σ

±
Λ  =  

 ± −                                      

(3 .36) 

 

 

^ : pair ^ : impair 
 

^ : pair ^ : impair 
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On aura : 

2 1

2 1

, :

, :

S

S

impair

pair

αψ
α

+ ±
±
Λ +

 Λ
= 

Λ
∓

                                                                                     
(3 .37) 

Ce qui coïncide avec la classification standard. 

1 1 2, ,σ τ τ   Sont reliés à σ  . 

 

3.9.  Brisure de symétrie SO(4) : 

 

Bien que la symétrie dynamique SO(4) a donnée quelques résultats du spectres qui ont été 

observés expérimentalement, elle est incapable de reproduire quantitativement les spectres des 

molécules heteronucleaires, il est nécessaire d’inclure des termes d’interaction supplémentaires en 

brisant la symétrie SO(4), pour en faire, en doit tenir compte des termes de la symétrie U(3). 

On suppose l’Hamiltonien général qui comtiens les générateurs des deux symétries et on le 

diagonalise dans la base SO(4).  

Les résultats expérimentaux obtenus par la symétrie dynamique O(4) [7].   

 

3.9.1 L’Hamiltonien général Êy  : 

 

L’Hamiltonien général s’écrit sous la forme: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2

2
2 1

2222 22 2

ˆ ˆ ˆ

1 1 1 1ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ

ˆ (4) 4 4

ˆ ˆˆ ˆ ˆ
3 2 3 2

rv e
rrv p rv p e f

e e e p f

v e

L S Jrv e rv e

H C SO C SO C Sn n n

k n L Q n n

O

k L Q L SL JQπ

β β β

γ γ γ

β β ε+ +

   + +

     = + + +     

+ ++ + + + + + +   
 

+
                 

(3 .38) 

Si on néglige les termes a petit effet sur les calcules [2,7]on aura  : 

( ) ( )

( )

2 2

2 2

2 2 2

2

4 4

      4

rv e
f erv e e e ee

rv e L srv e J

H C SO n C SO k Q l

C SO k Q Q L L L S J

β β γ

β γ γ γ γ

   = + + + +   

 + + + ++ + 

ɵ ɵ ɵ ɵ

ɵ ɵ ɵ ɵ ɵ ɵ ɵ

ε

                      

(3 .39) 

On pose : 

1 2
ˆ ˆ ˆH H H= +

                                                                                                     (3 .40) 

^ : pair ^ : impair 
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Avec :     
( ) ( )

( )

2

1 2 2

2 2 2

2

4 4

      4

rv e
erv e e

L s J

H C SO C SO l

C S S JO L

β β γ

β γ γ γ+ +

   = + +   

 +   +

ɵ ɵ

ɵ ɵ ɵ

                                                 

(3 .41)

 

 

1Ĥ  : est la partie diagonale de ̂H  dans la base SO(4). 

 

2
2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆe ef e rv e rv eH n k Q kQ Q L Lε γ= + + +                                                              (3 .42) 

2Ĥ  : Est La partie non diagonale de Ĥ dans la base (3.19) . 

  L’ Hamiltonien Ĥ contient presque tous les opérateurs invariants pour décrire le spectre 

électronique des molécules diatomiques.    

 

3.9.2. La méthode de diagonalisation de ̂H  : 

 

On choisit maintenant une base parmi les deux bases précédentes soit la base SO(4): 

 

[ ] ( )( )1 2 1 21 , ,   M
JN L S JMω τ τ σ σ                                                           (3 .43) 

Les éléments de matrice de  Ëy s’écrivent : 

 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )
[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

1 2 1 2 3 4 3 4

1 2 1 2 1 3 4 3 4

1 2 1 2 2 3 4 3 4

1 , ,   | | , 1 , ,   

ˆ, 1 , ,   |H| 1 , , L  

ˆ1 , ,   |H | 1 , , L

   

  

M M
J J

M M
J J

M M
J J

N LS JM H N LS JM

N LS JM N S JM

N LS JM N S JM

ω τ τ σ σ ω τ τ σ σ

ω τ τ σ σ ω τ τ σ σ

τ τ σ σ ω τ σ σω τ

      

      

     + 

=

ɵ

                       

(3 .44)
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Ou : 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 3 2 1 3 2 44

1 2 1 2 1 3 4 3 4

3 3 4 3 3
2 2

4

ˆ, 1 , ,   |H| 1 , , L  

   [ 2 [ 2 ] [ 2 ]

   1 1 1 ]                                                         

M M
J J

b e

e e e S J

N L S JM N S JM

l l S S J J τ τ σ στ τ σ σ

ω τ τ σ σ ω τ τ σ σ

β ω ω β τ τ τ β σ σ σ
γ γ γ δ δ δ δ

      

= + + + + + + + +

+ + + + + + ( )3 .45    

 

Pour calculer les valeurs propres de 2Ĥ  on doit effectuer un changement de base et on 

applique le théorème de Wigner-Eckart[15] : 

 

1 1 2 2
1 1 2 2

1 1 2 2
1 2

1 2

(ω +ω' )/2    (ω +ω' )/2 (ω +ω' )/2
( , ' )( , ' ) ( , ')

(ω -ω' )/2    (ω -ω     ' )  /2 (ω -ω' )/2
l l l

l l l

ω ω ω ω ω ω
 

=  
 
            

(3 .46) 

 

 

Le terme [  ] est le symbole 9j de Wigner. 

( )( )( )( )' ' '
1 2

r1 r2 r 1 2

r 1 r'2 r' 2 1 2 1 2             1 2 1 1 '2 '

l1 l2 l 1 2

r r r

r r l l r r r

l l l

   
   = + + + +   
                                             

(3 .47) 

 

L’Hamiltonien H2 s’écrit : 

 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2 2 3 4 3 4

3 4 1 23 4 1 2

1 2 2 3 4

ˆ1 , ,   |H | 1 , , L  

( ,0) ( ,0), ,, ,

ˆ1 , |H | 1 ,

e

M M
J J

ll e e

M M
e e ee

N L S JM N S JM

l ll lL L

l mlm

τ τ σ σ ω τ τ σ σ

ω ωτ τ τ τσ σ σ σ

τ τ

ω

τ τ

 

×

    

=

      

∑

                     

(3.48) 

 

Òu : ( ) ( )()

f e gl l l  
sont des coefficients de couplage (isoscalaires)[6]. 
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On pose Pour l’opérateur invariant ˆ fn  [3] : 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ]

2 41 3

1 2 1 2 3 4 3 4

3 4 1 23 4 1 2

1 2 3 4 ,,

3 4 1 2
1 2 3

00

20
4

ˆ1 , ,   |n | 1 , , L  

( ,0) ( ,0), ,, ,

1 , 1 ,

( , ,2,

3

2

3
2

0
1 , 1 ,

0

e

M M
J f J

ll e e

M M

M

e

M
e

e e

N L S JM N S JM

l ll lL L

T

l
T

l

τ ττ τ

τ τ σ σ ω τ τ σ σ

ω ωτ τ τ τσ σ σ σ

τ τ τ τ

τ τ τ τ
τ τ τ τ

ω

δ δ

      

=

      

      

×

−

+

∑

               (3 .49) 

 

Pour l’opérateur invariant 2ˆ
eQ  [3]: 

 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

"

5 6

"

1 2 1 2 3 4 3 4

3

2

"

" "

4 1 23 4 1 2

3 4 5 6 5 6 3 4

,

ˆ

(2 1)
   2 ( )

(2 1)

2  0 2  0
        

2 2

  

1 , ,   | | 1 , , L  

( ,0) ( ,0), ,, ,

,

    

, , ,

1  

e e

e e

l l e

ll

M M
J J

e e

e e

el

e

M

e

N L S JM N S JM

l ll lL L

Q

l

ll l

l

lτ

π

τ

ω τ τ σ σ ω τ τ σ σ

ω ωτ τ τ τσ σ σ σ

τ τ τ τ τ τ τ τ

+ +

      



+



= − ×

×

∑∑

∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 5 6 5
20 0

6
2

1 2, 1 , 1 , 1 ,e e
M M MT Tτ τ τ τ τ τ τ τ                           

(3.50)

  

Pour le terme ˆ ˆ.rv eL L  [3]: 

 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

( )( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4

1 2 1 2 3 4 3 4

, ,

3 4 1 23 4 1 2

1 1
     ( 1) ( 1) ( 1)

2 2

        

  

ˆ ˆ1 , ,   | L | 1 , , L  

( ,

      

0) ( ,0), ,, ,

e

M M
J rv e J

e e

e e
ll

N L S JM L N S JM

l ll lL

L L l l l

L

lσ σ σ σ

ω τ τ σ σ ω τ τ σ σ

ω ωτ τ τ τσ σ σ σ

δ

  

= + − + + +

×

   

∑

               

(3.51)
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Pour le terme ˆ ˆ.rv eQ Q  [3]:
  

 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

[ ]( ) ( ) [ ]( ) ( )

1 2 1 2 3 4 3 4

3 4 1 23 4 1 2

3 4 1 2

0
2

2
1

ˆ ˆ1 , ,   |Q Q | 1 , , L  

( ,0) ( ,0), ,, ,

( ,0) ( ,0) , ,

     2

2,0 2,0
        

1

2 2

           ,0 ,0 ,

e

e

M M
J rv e J

e e

e e

ll
l l

v
M

r

N L S JM N S JM

l ll lL L

l l

N T N

l l

ω τ τ σ σ ω τ τ σ σ

ω ωτ τ τ τσ σ σ σ

ω ω τ τ τ

τω

τ

ω τ

′ ′

= −

      

′
′ ′

′
′ ′

 ′× 

×

∑

( ) ( )3
20

2

4

          , , , ,

           2 ,

1

2

,

,

e

e e e e e e L

e e

M

e e

T

ll L m m l l L m m SLJ m llL mm

l l m l l m

σ

τ

µ µ

τ

′ ′ ′ ′×

  

′ ′× −

∑∑

              

(3.52) 

 Les expressions explicites  des éléments de matrices réduites qui contiennent les tenseurs 

( , )
,

i j

L mT τ τ

  
( (20) (20) (00) (00), ,  et  e rv e rvT T T T ) qui apparaissent dans le calcul  s’écrivent [3]: 

( ) [ ]20[
2

]
2

rv

N
T NN ω ω +=

                                                                                                     (3.53) 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

00

00

00

00

00

0

7 7

2 2
1 2 1 2

6

0

6
1 2 1 2

3 3
1 2 1 2

5 5
1 2 1 2

4 4
1 2 1 2

00

[1](10) [1](10)

[1 ](10) [1 ](10)

[1 ]( ) [1 ]( )

[1 ]( ) [1 ]( )

[1 ]( ) [1 ]( )

[1 ](

1

2 2
7

 
2 2

1

2
3

2
3

2 2
5

2 2
) [1 ]( )

[1 ]( ) [1 ]( ) 2

e

e

e

e

e

e

e

T

T

T

T

T

T

T

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

= − 

= − 

= − 


= − 

= −

= −

= −













                                                                                 (3.54)
 

De même pour ÌS��D� [3] : 
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( ) ( )720 7203 2 3 2
       [1](10) [1](10) [1 ](10) [    

4
1 ](10)

4e eT T= − =
 

 

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( )

2 2
1 2 3 4

20

3 4

1 2

:

00 20 11 1, 1

300 0 0 0
2

1
2 0 020

2

3
0 0 011

[1

2

3
0 0 01, 1

]( ) [1 ]( )

(

2

( )

)

eTτ τ τ τ

τ τ

τ τ

−

 − 
 
 − − 
 
 
 
 
 
 −                                                                               (3.55)

 

 

( ) ( )6 6 2 220
1 2 3 4 1 2 3

20
4[1 ]( ) [1 ]( ) [1 ]( ) [1 ]( )e eT Tτ τ τ τ τ τ τ τ= −

 

 

( )3 3
1 2

2
3 4

3 4

1 2

0 1
,                                      

2

(10) (21) (2, 1)

(10) 1
2 2

2 2

(21) 1 5
1 1

2 2

(2

[1 ]( ) [1 ]

, 1) 1 5
1 1

2 2

( )

( )

( )

eT Sτ τ τ τ

τ τ

τ τ

=

−

 − − 
 
 

− − − 
 
 −

− − 
                                                         (3.56) 

 

( )203 3 3 3 ,                          [1 ]    (10) [1 ](         10   22 2
)eT S= =

 

                                                                                                                                           (3.57) 

( ) ( )5 5 3 320
1 2 3 4 1 2 3

20
4[1 ]( ) [1 ]( ) [1 ]( ) [1 ]( )e eT Tτ τ τ τ τ τ τ τ= −  
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                       (3.58)  

 

 

 

 

 

Ou les tenseurs   Ìh½²½
YÍ̀J Í̀. Z

 s’ecrivent sous la forme [3]: 

ÏÐ³"� ³"� ÒbMÓÌh½²½
YÍ̀J Í̀. ZÓÐ³� ³� ÒbgÔ 

= ÕÐ³� ³� Ò Ð³�̀ ³�̀ Òb b¾ ÖÐ³"� ³"� Òb" × 	$	Ø�bb¾b;MM'M� ÏÐ³"� ³"� ÒÓ ÓÌYÍ̀J Í̀. ZÓ ÓÐ³� ³� ÒÔ 
 

Avec : Ø�bb¾b;MM'M� sont des coefficients de Clebsh Gordon       

      On remplace les expressions (3.49), (3.50), (3.51) et (3.52) par leurs valeurs dans l’expression 

de 2Ĥ  On aura l’énergie de la partie non diagonale de Ĥ  . 

    Les éléments de la matrice totale s’écrivent donc :  

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

1 3 2 4 1 3 2 4

1 2 1 2 3 4 3 4

2 2
3 3 4

1

3 3 4

2 1 2 3 4 3 4

ˆ1 , ,   |H| 1 , , L  

   [ 2 2 2 1

   1 1 ]

ˆ1 , ,   |n | 1 , , L 

M M
J J

b e e e e

S J

M M
e J f

N L S JM N S JM

l l

S S J J

N L S JM N S

τ τ τ τ σ σ σ σ

τ τ σ σ ω τ τ σ σ

β ω ω β τ τ τ β σ σ σ γ

γ γ δ δ δ δ

ε τ τ σ σ ω τ σ

ω

ω τ σ

      

   = + + + + + + + + +   

+ + + + +

 +     

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )
[ ] ( )( ) [ ] ( )( )
[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

1 2 1 2 3 4 3 4

1 2 1 2 3 4 3 4

1 2 1 2 3 4 3 4

2

 

1 , ,   | | 1 , , L  

ˆ ˆ1 , ,   | L | 1 , , L  

ˆ ˆ1 , ,   |Q Q | 1 , , L 

ˆ

 

J

M M
e J J

M M
J rv e J

M M
J rv e J

JM

k N L S JM N S JM

k N L S JM L N S JM

N L S JM N S JM

Qπω τ τ σ σ ω τ τ σ σ

ω τ τ σ σ ω τ τ σ σ

γ ω τ τ σ σ ω τ τ σ σ

      

      

    +  

+

+

  (3 .59) 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )
( )

( )

8 4
1 2 3 4

3

2

4

2

0

1

00 11 1, 1 20 22 2, 1

0 0 0 6 0 0
00

0 0 0 3 0 0
11

0 0 0 3 0 0
1, 1

2 5 520 1 1 0
3 3

[1 ]( ) [1 ]( )

( )

(
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0 0 0 3 0 02, 1
0 0 0 3 0 0

)

eTτ τ τ τ

τ τ

τ τ

− −

 −
 

− 
 

− −
 
 − − − −
 
 − −
 − 
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Pour les transitions entre états elles sont résumées dans le tableau : 

 
 Figure 3.1 : Tableau décrivant les transitions électromagnétiques (règle de Hund). 

 
 
3.10. Calcul numérique 

 

           Le programme, cité en annexe, a été  développé en utilisant l’environnement de 

programmation « Mathematica 8.0.0 » qui est spécialisé dans calcul scientifique et technique, 

Ce programme est résumé schématiquement par l’organigramme de la figure 3.2 

et se compose de deux blocs fonctionnels: le bloc des paramètres de structure de la molécule 

et celui de calcul. 
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Figure 3.2 : Organigramme représentant les étapes de diagonalisation  

 
 

Nombres quantiques principales 
n, m correspondants a une 

molécule diatomique 

Réservation des éléments de la 
matrice A[p,q]  

 

Déclaration de la matrice 
a[q1,q2] représentant les 

nombres liés a m 

Calcul des isoscalaires 
IS1, IS2, IS3. 

Début 

Calcul  de l’élément de matrice 
nf 

Calcul de l’isoscalaires IS4. 

Calcul  de l’élément de matrice 
Le x Le. 

Calcul des isoscalaires  
IS5,  IS6, IS7, IS8, IS9. 

Calcul  de l’élément de matrice 
Qrv x Qe : produit de moments 

quadratiques 

Calcul  de l’élément de matrice 
Lrv x Le. 

Construction de la matrice 
A[p,q]. 

Calcul  des éléments de matrice 
représentants l’Hamiltonien 

total. 

Diagonalisation de la matrice A 
et détermination des valeurs et 

vecteurs propres 

Affichage des résultats 

Fin 
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Le premier bloc on présente l’ensemble des paramètres requis pour lancer le calcul. Ces 

paramètres représentent les nombres quantiques qui correspondent à la structure de la molécule 

diatomique étudiée, la matrice réservée aux éléments représentants les niveaux énergétiques et la 

matrice contenant les moments liés a la structure électronique. 

Dans le bloc de calcul, qui est constitué de vingt six boucles imbriquées, le programme 

évalue les neufs isoscalaires a partir des symboles de Wigner, les éléments de la matrice  énergie, 

diagonalise la matrice A et détermine les valeurs et vecteurs propres des niveaux d’énergie.    

 

3.11. Validation du programme 

 

L’étape de validation du programme est fondamentale. Cette opération consiste à 

effectuer des tests sur deux molécules diatomiques. Ces tests seront portés sur le calcul des 

niveaux électroniques d’énergie des molécules LiH et BeH. 

Notre programme de calcul a donné des résultats pour les énergies en accord    avec ceux 

déjà calculés théoriquement pour la limite SO(4)  et moins concluante   pour  celle U(3) [2].   

    Pour  améliorer les résultats nous avons procédé a diagonalisé l’Hamiltonien général du model 

associes à l’algèbre �¶·�4�⊗�S�8�	sur la base de la limite SO(4) décrivant des molécules diatomiques. 
Les résultats obtenus de l’énergie sont des spectres typiques qui spectroscopiquement sont en 

accord avec les résultats théoriques, ce qui justifie a postériori ce calcul. 

 
3.12. Résultats: 
   

           L’étape ultime de notre calcul concerne la diagonalisation de l’Hamiltonien général c'est-

à-dire qui contient les opérateurs des deux limites. La base de la limite SO(4) a été choisie pour 

cette opération. 

           L’application a porté sur les deux molécules de la couche sp, LiH et  BeH dont les 

données expérimentales concernant leur structure sont disponibles dans la littérature.   

            Habituellement, les paramètres libres de l’Hamiltonien sont obtenu moyennant un fit par 

les moindres carrés. Vu la nature numérique de la diagonalisation, ce fit augmente l’exigence en 

matière de performance techniques des ordinateurs à utiliser pour ces calculs. De plus la taille de 

la matrice à diagonaliser augmente rapidement avec le nombre de bosons N. 
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            La dernière partie de notre programme a été de diagonaliser la matrice pour avoir les 

valeurs propres de l’Hamiltonien.  

            Nous avons déduit les valeurs des paramètres libres de l’Hamiltonien pour le calcul par 

l’extrapolation des résultats obtenu sur les deux limites.  

Les essais de diagonalisation ont montrées qu’on ne peut pas dépasser N=1 avec les moyens 

technique dont nous disposons. Même avec ce cas simple il faut un temps de calcul de 19 heures 

pour LiH(m=2) et 180 heures pour BeH (m=3). 

Vu ces contraintes technique nous nous somme limités à représenter un spectre qualitatif simple 

de la couche sp (Figures). 
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(τ1, τ2) 
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(τ1, τ2) 
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CONCLUSION GENERALE 
 

Dans notre travail, nous avons présenté une approche algébrique de la spectroscopie pour 

le  modèle collectifs moléculaire, et nous discutés les techniques algébriques et illustrés ses 

applications par des compilations de résultats pour les molécules diatomiques en se basant sur la 

composition de deux algèbres de Lie. 

      Dans le premier chapitre de ce mémoire nous avons commencé par se familiariser avec  la 

notion générale de groupes, sous groupe, algèbre, sous algèbre, propriétés des algèbres et des 

groupes et des opérations et des  définitions utilisées pour le travail, puis on a définit une partie 

de ces algèbres qui est celle de Lie ses propriétés ses sous chaines  nous avons fini la première 

partie par définir l’algèbre de base U(2) bosonique qui est le noyau de la théorie des groupes, ses 

sous chaines, ses branchings, puis celle fermionique et concluant par la somme direct des deux 

algèbres. 

      Dans le deuxième chapitre, nous avons parler, dans la première partie, des généralités sur 

la structure moléculaire des molécules diatomiques, sa spectroscopie et les règles de transitions 

entre états énergétiques, et l’ordre de grandeur des spectre électronique, rotationnel                et 

vibrationnel pour le potentiel de Morse, dans une deuxième partie on a introduit l’algèbre U(4) 

puis ses sous algèbres celle de U(3) et SO(4),leurs branchings et sous algèbres utiles pour 

l’application. 

     Dans le chapitre trois, nous avons fais une application de l’algèbre de Lie U(4) bosonique 

fois U(8) fermionique qui est adéquat pour la description des spectres électroniques vibrationnel 

rotationnel des molécules diatomique qui ont un nombre quantique principal égal a deux(n=2),ce 

qui correspond a la couche 2s2p, la méthode consiste a écrire l’Hamiltonien et d’autre 

observables en deuxième quantification, c'est-à-dire, en fonction des opérateurs de création et 

d’annihilation ,cette algèbre est composée de deux algèbres, une bosonique décrivant le model de 

vibron vue au chapitre 2 et une fermionique basée sur le model des molécules unifiées, nous 

avons décrit les sous chaine SO(4) associée au molécules heteronucleaires et U(3) associée a 

celles homonucléaire. 

Le programme de calcul que nous avons développé a donné des résultats en accord avec 

ceux déjà calculés théoriquement par Frank et Lemus[3] pour la base SO(4)  et moins concluante 

pour la limite U(3).   
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Pour améliorer les résultats nous avons procédé a diagonalisé l’Hamiltonien général du 

model associes à l’algèbre �¶·�4�⊗�S�8�	sur la base de la limite SO(4) décrivant des molécules 

diatomiques montre un bon accord,  

Les résultats obtenues de l’énergie sont des spectres typiques qui specroscopiquement ont été en 

accord avec les résultats théoriques, ce qui justifie a postériori ce calcul.  

Nous avons calculé le spectre énergétique  pour le cas m=2(LiH) et m=3(BeH) pour m=2 le 

temps de calcul était de 19 heures, et pour m =3 environ 180 heures. 

           Nous avons pris pour les deux cas N=1, défaut de moyen de calcul on n’a pas pu prendre 

N plus grand. 
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ANNEXE 

A=Array[g,{50,50}];MatrixForm[A]; 
 
n=1; 
 γ =0;Ke =1300;εe =42000;K1=-800; 
βrv =158;βe =6400;β=-171;γe=7.5;γs=0;γj=14.97; 
 
 
j1=0; 
 For[w1=n,w1≥0,w1=w1-2, 
  
 a=(_{ 
    {1, 1/2, 1, 0}, 
    {2, 1, 1, 1}, 
    {2, 1, 1, -1}, 
    {2, 0, 0, 0}, 
    {2, 0, 2, 0} 
   }_); 
 For[i=2,i≤5,i++, 
  s2=Take[a,{i},{2}]; 
  q1=Take[a,{i},{3}]; 
  q2=Take[a,{i},{4}]; 
 

  Evaluate[ff/@{i}]=q1; 
  q=ff[i]; 
   
   
  Evaluate[zz/@{i}]=q; 
  τ1=zz[i];  
   
  Evaluate[tt/@{i}]=q2; 
  q5=tt[i]; 
   
  Evaluate[yy/@{i}]=q5; 
  τ2=yy[i];  
   
  Evaluate[rr/@{i}]=s2; 
  s1=rr[i]; 
   
  Evaluate[uu/@{i}]=s1; 
  s11=uu[i];  
    
   
   
        For[α1=0,α1≤Min[w1,τ1+τ2],α1=α1+1, 
    
                 For[β1=0,β1≤Min[w1,τ1-τ2],β1=β1+1 , 
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                            σ1= 1/2 Abs[w1-τ1-τ2]+1/2 Abs[w1-
τ1+τ2]+α1+β1  ;  
                           σ2= 1/2 Abs[w1-τ1-τ2]-1/2 Abs[w1-τ1+τ2] 
+α1-β1 ; 
     
    For[L11=Abs[σ2], L11≤σ1 ,L11=L11+1, 
       
     For[J11=Abs[L11-s11],J11≤L11+s11,J11=J11+1, 
       
       
       
      j1++; 
      i1=0; 
                           For[w=n,w≥0,w=w-2,        
       a1=(_{ 
          {1, 1/2, 1, 0}, 
          {2, 1, 1, 1}, 
          {2, 1, 1, -1}, 
          {2, 0, 0, 0}, 
          {2, 0, 2, 0} 
         }_); 
                
                                For[k=2,k≤5,k++, 
        s12=Take[a1,{k},{2}]; 
        q3=Take[a1,{k},{3}]; 
        q4=Take[a1,{k},{4}]; 
         
        Evaluate[ff/@{k}]=q3; 
        q6=ff[k]; 
         
        Evaluate[zz/@{k}]=q6; 
        τ3=zz[k];  
         
        Evaluate[tt/@{k}]=q4; 
        q7=tt[k]; 
         
        Evaluate[yy/@{k}]=q7; 
        τ4=yy[k];  
         
        Evaluate[rr/@{i}]=s12; 
        s13=rr[i]; 
         
        Evaluate[uu/@{k}]=s13; 
        s=uu[k];  
         
              For[α11=0,α11≤Min[w,τ3+τ4],α11=α11+1, 
          
                       For[β11=0,β11≤Min[w,τ3-τ4],β11=β11+1 , 
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                                            σ3= 1/2 Abs[w-τ3-
τ4]+1/2 Abs[w-τ3+τ4]+α11+β11  ;  
                                             σ4= 1/2 Abs[w-τ3-
τ4]-1/2 Abs[w-τ3+τ4]+α11-β11 ; 
          For[L=Abs[σ4], L≤σ3,L=L+1, 
             
           For[J=Abs[L-s],J≤L+s,J=J+1,i1++; 
             
              
             "Print[τ1,τ2,τ3,τ4,σ1,σ2,σ3,σ4,L,J,s]" 
             If[τ1� 0&&τ2� 0&&τ3� 2&&τ4� 0,T=-3/ ]  

             If[τ1� 2&&τ2� 0&&τ3� 0&&τ4� 0,T=-1/  ]  

             If[τ1� 2&&τ2� 0&&τ3� 2&&τ4� 0,T=-  ]  

             If[τ1� 1&&τ2� 1&&τ3� 1&&τ4� -1,T=  ]  

             If[τ1� 1&&τ2� -1&&τ3� 1&&τ4� 1,T=  ,T=0]; 
              
             For[L1=0;sum2=0; QEQE=0; QRVQE=0,L1≤w,L1++, 
              For[L2=Abs[τ4];nf=0;LE2=0,L2≤τ3,L2++, 
               For[L5=0,L5≤w,L5++, 
                For[L4=0,L4≤w1,L4++, 
                 For[L6=0,L6≤w1,L6++, 
                   
                   
                  If[ 0≤L1≤w&& 
                     Abs[L2-L]≤L1≤Abs[L2+L]&& 
                    Abs[(τ1+τ2)/2-(τ1-τ2)/2]≤L2≤Abs[(τ1+τ2)/2+(τ1-
τ2)/2]&& 
                    Abs[w/2-(τ1-τ2)/2]≤(σ1-σ2)/2≤Abs[w/2+(τ1-
τ2)/2]&& 
                     
                    Abs[(σ1-σ2)/2-(σ1+σ2)/2]≤L≤Abs[(σ1-
σ2)/2+(σ1+σ2)/2]&& 
                    Abs[(σ1+σ2)/2-
w/2]≤(τ1+τ2)/2≤Abs[(σ1+σ2)/2+w/2], 
                    
                   IS1=Sqrt[(σ1+σ2+1)(σ1-σ2+1)(2L1+1)(2L2+1) ] 
*Sum[(-1)2*x  (2*x+1)* 
                    SixJSymbol[{w/2,w/2,L1},{L2,L ,x} ] 
*SixJSymbol[{(τ1+τ2)/2,(τ1-τ2)/2,L2},{w/2,x,(σ1-σ2)/2} 
]*SixJSymbol[{(σ1+σ2)/2,(σ1-
σ2)/2,L},{x,w/2,(τ1+τ2)/2}],{x,Max[{Abs[w/2-L],Abs[L2-
w/2],Abs[(τ1+τ2)/2-(σ1-
σ2)/2]}],Min[{Abs[w/2+L],Abs[L2+w/2],Abs[(τ1+τ2)/2+(σ1-σ2)/2]}],1 
}],IS1=0] ; 
                   

2

2

2

3  2
3  2
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                   If[ 0≤L1≤w&& 
                     Abs[L2-L]≤L1≤Abs[L2+L]&& 
                    Abs[(τ3+τ4)/2-(τ3-τ4)/2]≤L2≤Abs[(τ3+τ4)/2+(τ3-
τ4)/2]&& 
                    Abs[w/2-(τ3-τ4)/2]≤(σ3-σ4)/2≤Abs[w/2+(τ3-
τ4)/2]&& 
                    Abs[(σ3-σ4)/2-(σ3+σ4)/2]≤L≤Abs[(σ3-
σ4)/2+(σ3+σ4)/2]&& 
                    Abs[(σ3+σ4)/2-
w/2]≤(τ3+τ4)/2≤Abs[(σ3+σ4)/2+w/2], 
                    
                   IS2=Sqrt[(σ3+σ4+1)(σ3-σ4+1)(2L1+1)(2L2+1) ] 
*Sum[(-1)2*x  (2*x+1)* 
                    SixJSymbol[{w/2,w/2,L1},{L2,L ,x} ] 
*SixJSymbol[{(τ3+τ4)/2,(τ3-τ4)/2,L2},{w/2,x,(σ3-σ4)/2} 
]*SixJSymbol[{(σ3+σ4)/2,(σ3-
σ4)/2,L},{x,w/2,(τ3+τ4)/2}],{x,Max[{Abs[w/2-L],Abs[L2-
w/2],Abs[(τ3+τ4)/2-(σ3-
σ4)/2]}],Min[{Abs[w/2+L],Abs[L2+w/2],Abs[(τ3+τ4)/2+(σ3-σ4)/2]}],1 
}],IS2=0] ; 
                   
                   
                  If[Abs[(τ3+τ4)/2-(τ3-τ4)/2]≤L2≤(τ3+τ4)/2+(τ3-
τ4)/2&& 
                      Abs[1-(τ3-τ4)/2]≤(τ1-τ2)/2≤1+(τ3-τ4)/2&& 
                    Abs[(τ1+τ2)/2-(τ1-τ2)/2]≤L2≤(τ1+τ2)/2+(τ1-
τ2)/2&& 
                    Abs[(τ1+τ2)/2-(τ3+τ4)/2]≤1≤(τ1+τ2)/2+(τ3+τ4)/2, 
                    
                    
                   IS3=Sqrt[(τ1+τ2+1)(τ1-τ2+1)(2L2+1)]*Sum[(-1)2*x  
(2*x+1)*SixJSymbol[{(τ3+τ4)/2,(τ3-
τ4)/2,L2},{0,L2,x}]*SixJSymbol[{1,1,0},{(τ3-τ4)/2,x,(τ1-
τ2)/2}]*SixJSymbol[{(τ1+τ2)/2,(τ1-
τ2)/2,L2},{x,(τ3+τ4)/2,1}],{x,Max[{Abs[(τ3+τ4)/2-L2],Abs[(τ3-
τ4)/2],Abs[1-(τ1-τ2)/2]}],Min[{Abs[(τ3+τ4)/2+L2],Abs[(τ3-
τ4)/2],Abs[1+(τ1-τ2)/2]}],1}],IS3=0]; 
                   

nf=nf+IS1*IS2*((-3/ )(-1/

)KroneckerDelta[τ1,τ3]KroneckerDelta[τ2,τ4]+( )IS3*T); 
                   
                   If[ 0≤L1≤w&& 
                     Abs[L2-L]≤L1≤Abs[L2+L]&& 

2 2

3  2
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                    Abs[(τ3+τ4)/2-(τ3-τ4)/2]≤L2≤Abs[(τ3+τ4)/2+(τ3-
τ4)/2]&& 
                    Abs[w/2-(τ3-τ4)/2]≤(σ1-σ2)/2≤Abs[w/2+(τ3-
τ4)/2]&& 
                    Abs[(σ1-σ2)/2-(σ1+σ2)/2]≤L≤Abs[(σ1-
σ2)/2+(σ1+σ2)/2]&& 
                    Abs[(σ1+σ2)/2-
w/2]≤(τ3+τ4)/2≤Abs[(σ1+σ2)/2+w/2], 
                    
                   IS4=Sqrt[(σ1+σ2+1)(σ1-σ2+1)(2L1+1)(2L2+1) ] 
*Sum[(-1)2*x  (2*x+1)* 
                    SixJSymbol[{w/2,w/2,L1},{L2,L ,x} ] 
*SixJSymbol[{(τ3+τ4)/2,(τ3-τ4)/2,L2},{w/2,x,(σ1-σ2)/2} 
]*SixJSymbol[{(σ1+σ2)/2,(σ1-
σ2)/2,L},{x,w/2,(τ3+τ4)/2}],{x,Max[{Abs[w/2-L],Abs[L2-
w/2],Abs[(τ3+τ4)/2-(σ1-
σ2)/2]}],Min[{Abs[w/2+L],Abs[L2+w/2],Abs[(τ3+τ4)/2+(σ1-σ2)/2]}],1 
}],IS4=0] ; 
                   
                  LE2=LE2+L2(L2+1)*IS2*IS4; 
                   
                  sum2=sum2+1/2 (L2(L2+1)+L1(L1+1))*IS2*IS4; 
                    
                  a2=(_{ 
                    {1, 1/2, 1, 0}, 
                    {2, 1, 1, 1}, 
                    {2, 1, 1, -1}, 
                    {2, 0, 0, 0}, 
                    {2, 0, 2, 0} 
                    }_); 
                   
                   For[p=2;SOM4=0,p≤5,p++, 
                       
                   q8=Take[a2,{p},{3}]; 
                   q9=Take[a2,{p},{4}]; 
                    
                    
                   Evaluate[ff/@{p}]=q8; 
                   q10=ff[p]; 
                    
                   Evaluate[zz/@{p}]=q10; 
                   τ5=zz[p];  
                    
                   Evaluate[tt/@{p}]=q9; 
                   q11=tt[p]; 
                    
                   Evaluate[yy/@{p}]=q11; 
                   τ6=yy[p];  
                    



83 

 

                   "Print[τ1,τ2,τ3,τ4,σ1,σ2,σ3,σ4,L,J,s] 
                   Print[τ5,τ6]"; 
                    
                    
                    

                   If[τ1� 0&&τ2� 0&&τ5� 2&&τ6� 0,T1=-3/ ]  

                    If[τ1� 2&&τ2� 0&&τ5� 0&&τ6� 0,T1=-1/  ]  

                    If[τ1� 2&&τ2� 0&&τ5� 2&&τ6� 0,T1=-  ]  

                    If[τ1� 1&&τ2� 1&&τ5� 1&&τ6� -1,T1=  ]  

                    If[τ1� 1&&τ2� -1&&τ5� 1&&τ6� 1,T1=  ,T1=0]; 
                    

                   If[τ5� 0&&τ6� 0&&τ3� 2&&τ4� 0,T2=-3/ ]  

                    If[τ5� 2&&τ6� 0&&τ3� 0&&τ4� 0,T2=-1/  ]  

                    If[τ5� 2&&τ6� 0&&τ3� 2&&τ4� 0,T2=-  ]  

                    If[τ5� 1&&τ6� 1&&τ3� 1&&τ4� -1,T2=  ]  

                    If[τ5� 1&&τ6� -1&&τ3� 1&&τ4� 1,T2=  ,T2=0]; 
                    
                                                             
If[Abs[(τ3+τ4)/2-(τ3-τ4)/2]≤L2≤(τ3+τ4)/2+(τ3-τ4)/2&& 
                     Abs[2-L5]≤L2≤2+L5&& 
                    Abs[1-(τ3-τ4)/2]≤(τ5-τ6)/2≤1+(τ3-τ4)/2&& 
                     Abs[(τ5-τ6)/2-(τ5+τ6)/2]≤L5≤(τ5-
τ6)/2+(τ5+τ6)/2&& 
                    Abs[(τ5+τ6)/2-(τ3+τ4)/2]≤1≤(τ5+τ6)/2+(τ3+τ4)/2, 
                     
                    IS5=Sqrt[(τ5+τ6+1)(τ5-τ6+1)(2L2+1)5 ] *Sum[(-
1)2*x  (2*x+1)* 
                    SixJSymbol[{(τ3+τ4)/2,(τ3-τ4)/2,L2},{2,L5 ,x} 
] *SixJSymbol[{1,1,2},{(τ3-τ4)/2,x,(τ5-τ6)/2} 
]*SixJSymbol[{(τ5+τ6)/2,(τ5-
τ6)/2,L5},{x,(τ3+τ4)/2,1}],{x,Max[{Abs[(τ3+τ4)/2-L5],Abs[2-(τ3-
τ4)/2],Abs[1-(τ5-τ6)/2]}],Min[{Abs[(τ3+τ4)/2+L5],Abs[2+(τ3-
τ4)/2],Abs[1+(τ5-τ6)/2]}],1 }],IS5=0] ; 
                    
                                                         
If[Abs[(τ5-τ6)/2-(τ5+τ6)/2]≤L5≤(τ5-τ6)/2+(τ5+τ6)/2&& 
                    Abs[2-L2]≤L5≤Abs[2+L2]&& 
                    Abs[1-(τ5-τ6)/2]≤(τ1-τ2)/2≤1+(τ5-τ6)/2&& 
                     Abs[(τ1+τ2)/2-(τ1-τ2)/2]≤L2≤(τ1+τ2)/2+(τ1-
τ2)/2&& 
                    Abs[(τ5+τ6)/2-(τ1+τ2)/2]≤1≤(τ5+τ6)/2+(τ1+τ2)/2, 
                     
                    IS6=Sqrt[(τ1+τ2+1)(τ1-τ2+1)(2L5+1)5 ] *Sum[(-
1)2*x  (2*x+1)* 

2

2

2

3  2
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2
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2

3  2
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                    SixJSymbol[{(τ5+τ6)/2,(τ5-τ6)/2,L5},{2,L2 ,x} 
] *SixJSymbol[{1,1,2},{(τ5-τ6)/2,x,(τ1-τ2)/2} 
]*SixJSymbol[{(τ1+τ2)/2,(τ1-
τ2)/2,L2},{x,(τ5+τ6)/2,1}],{x,Max[{Abs[(τ5+τ6)/2-L2],Abs[2-(τ5-
τ6)/2],Abs[1-(τ1-τ2)/2]}],Min[{Abs[(τ5+τ6)/2+L2],Abs[2+(τ5-
τ6)/2],Abs[1+(τ1-τ2)/2]}],1 }],IS6=0] ; 
                    
                    
                    If[ 0≤L4≤w1&& 
                     Abs[L6-L]≤L4≤Abs[L6+L]&& 
                    Abs[(τ1+τ2)/2-(τ1-τ2)/2]≤L6≤Abs[(τ1+τ2)/2+(τ1-
τ2)/2]&& 
                    Abs[w1/2-(τ1-τ2)/2]≤(σ1-σ2)/2≤Abs[w1/2+(τ1-
τ2)/2]&& 
                    Abs[(σ1-σ2)/2-(σ1+σ2)/2]≤L≤Abs[(σ1-
σ2)/2+(σ1+σ2)/2]&& 
                    Abs[(σ1+σ2)/2-
w1/2]≤(τ1+τ2)/2≤Abs[(σ1+σ2)/2+w1/2], 
                     
                    IS7=Sqrt[(σ1+σ2+1)(σ1-σ2+1)(2L4+1)(2L6+1) ] 
*Sum[(-1)2*x  (2*x+1)* 
                    SixJSymbol[{w1/2,w1/2,L4},{L6,L ,x} ] 
*SixJSymbol[{(τ1+τ2)/2,(τ1-τ2)/2,L6},{w1/2,x,(σ1-σ2)/2} 
]*SixJSymbol[{(σ1+σ2)/2,(σ1-
σ2)/2,L},{x,w1/2,(τ1+τ2)/2}],{x,Max[{Abs[w1/2-L],Abs[L6-
w1/2],Abs[(τ1+τ2)/2-(σ1-
σ2)/2]}],Min[{Abs[w1/2+L],Abs[L6+w1/2],Abs[(τ1+τ2)/2+(σ1-
σ2)/2]}],1 }],IS7=0] ; 
                    
                   If[ 0≤L1≤w&& 
                     Abs[2-L4]≤L1≤Abs[2+L4]&& 
                    Abs[w/2-1]≤w1/2≤Abs[w/2+1]&& 
                    0≤L4≤w1&& 
                    Abs[w/2-w1/2]≤1≤Abs[w/2+w1/2], 
                     
                    IS8=Sqrt[(w1+1)(w1+1)(2L1+1)(5)] *Sum[(-1)2*x  
(2*x+1)* 
                    
SixJSymbol[{w/2,w/2,L1},{2,L4,x}]*SixJSymbol[{1,1,2},{w/2,x,w1/2}
]*SixJSymbol[{w1/2,w1/2,L4},{x,w/2,1}],{x,Max[{Abs[w/2-L4],Abs[2-
w/2],Abs[1-
w1/2]}],Min[{Abs[w/2+L4],Abs[2+w/2],Abs[1+w1/2]}],1}],IS8=0]; 
                    
                    
                   If[Abs[(τ3-τ4)/2-(τ3+τ4)/2]≤L1≤(τ3-
τ4)/2+(τ3+τ4)/2&& 
                    Abs[2-L6]≤L1≤Abs[2+L6]&& 
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                    Abs[1-(τ3-τ4)/2]≤(τ1-τ2)/2≤1+(τ3-τ4)/2&& 
                     Abs[(τ1+τ2)/2-(τ1-τ2)/2]≤L6≤(τ1+τ2)/2+(τ1-
τ2)/2&& 
                    Abs[(τ3+τ4)/2-(τ1+τ2)/2]≤1≤(τ3+τ4)/2+(τ1+τ2)/2, 
                     
                    IS9=Sqrt[(τ1+τ2+1)(τ1-τ2+1)(2L1+1)5 ] *Sum[(-
1)2*x  (2*x+1)* 
                    SixJSymbol[{(τ3+τ4)/2,(τ3-τ4)/2,L1},{2,L6 ,x} 
] *SixJSymbol[{1,1,2},{(τ3-τ4)/2,x,(τ1-τ2)/2} 
]*SixJSymbol[{(τ1+τ2)/2,(τ1-
τ2)/2,L6},{x,(τ3+τ4)/2,1}],{x,Max[{Abs[(τ3+τ4)/2-L6],Abs[2-(τ3-
τ4)/2],Abs[1-(τ1-τ2)/2]}], 
                    Min[{Abs[(τ3+τ4)/2+L6],Abs[2+(τ3-
τ4)/2],Abs[1+(τ1-τ2)/2]}],1 }],IS9=0] ; 
                    
                    
                   For[m=-L1;som3=0,m≤L1,m++, 
                    For[me=-L2,me≤L2,me++, 
                    For[m1=-L4,m1≤L4,m1++, 
                    For[me1=-L6,me1≤L6,me1++, 
                    For[ms=-s,ms≤s,ms++, 
                    For[µ=-2,µ≤2,µ++,  
                     
                    If[-L≤m+me≤L&&-L≤m1+me1≤L&&Abs[L1-
L2]≤L≤Abs[L1+L2]&&Abs[L4-L6]≤L≤Abs[L4+L6]&&-J≤ms+m+me≤J&&Abs[L1-
2]≤L4≤Abs[L1+2]&&-L4≤m+µ≤L4&&Abs[L2-2]≤L6≤Abs[L2+2]&&-L6≤me-µ≤L6, 
                    
X=ClebschGordan[{L1,m},{L2,me},{L,m+me}]ClebschGordan[{L4,m1},{L6
,me1},{L,m1+me1}]ClebschGordan[{s,ms},{L,m+me},{J,ms+m+me}]Clebsc
hGordan[{s,ms},{L,m+me},{J,ms+m+me}]ClebschGordan[{L1,m},{2,µ},{L
4,m+µ}] 
                    ClebschGordan[{L2,me},{2,-µ},{L6,me-µ}],X=0]; 
                     
                    som3=som3+(-1)µ*X; 
                     

                    ] 

                      

                    If[w1==1,X3=0,X3=1/2 \[Sqrt]1/(w1-1) ((n-w1+2)(n+w1+2)(w1+1))KroneckerDelta[w-2,w1]]; 

                      

                    QRVQE=QRVQE- IS2*IS7*IS8*IS9*T*((n+2)/2 KroneckerDelta[w1,w]+1/2 \[Sqrt](((n-

w1)(n+w1+4)(w1+1))/(w1+3))KroneckerDelta[w+2,w1]+X3)*som3; 

                     

                    ]]]]; 

                     

                    SOM4=SOM4+IS5*IS6*T1*T2; 

                    ]; 

                     

2
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                    QEQE= QEQE+(-1)L2+L5 IS2*IS1*SOM4; 
                    
                   ]]]]]]; 
             
              
            LRVLE=1/2 
L(L+1)*KroneckerDelta[σ1,σ3]KroneckerDelta[σ2,σ4]-sum2; 
                                                 E1=γ  
*N[LRVLE]+Ke *N[ QEQE]+εe *N[nf]+K1 *N[QRVQE]; 
            E2=(βrv w(w+2)+βe (τ3(τ3+2)+τ42)+β(σ3(σ3+2)+σ42)+γe 
L(L+1)+γs s(s+1)+γj 
J(J+1))*KroneckerDelta[τ1,τ3]*KroneckerDelta[τ2,τ4]*KroneckerDelta
[σ1,σ3]*KroneckerDelta[σ2,σ4]; 
                                                   
             
            If[i1� j1,g[i1,j1]=E1+E2,g[i1,j1]=E1]; 
            Print["(",j1,",",i1,")",E2]; 
             
            ]]]]]]]]]]]] 
A//MatrixForm 
Eigenvalues[A]//MatrixForm; 
MatrixForm/@Chop[({values,vectors}=Eigensystem[A])] 
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RESUME 

 

Dans ce mémoire nous avons appliqué l’algèbre de Lie pour le traitement  

des propriétés électroniques des molécules diatomiques. L’étude est principalement 

basée sur l’algèbre U(4) et le couplage entre les deux algèbres(4) et (8)B FU U , 

couplage entre algèbres bosonique et fermionique. 

Nous avons appliqué la  forme générale  de  l’Hamiltonien  pour la 

description  des niveaux de vibration-rotation-électroniques  des   molécules  

diatomiques. La  diagonalisation est réalisée par projection sur la base de la limite 
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SO(4). L’énergie totale a été calculée numériquement grâce à un programme que 

nous avons développé sous « Mathematica 8.0.0 ». 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ABSTRACT 

 

Through the present thesis we have made an application of the Lie algebra 

for the investigation of the electronic properties of diatomic molecules. it is mainly 

based on the algebra (4)U  and the coupling between the two algebras 

(4) et (8)B FU U , coupling between bosonic and fermionic algebras. 

We have applied the génèral form of the Hamiltonian in order to describe the 

vibration-rotation-electronic levels related to the diatomic molecules. 

A diagonalization opération have been realized using the projection on the 

base of SO(4) limit.  
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The total energy is numerically calculated using  the computational software 

“Mathematica 8.0.0”. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ملخص

  

من خ>ل ھذه ا8طروحة  قمنا بانجاز احد تطبيقات جبر لي من اجل دراسة جزيئات ثنائية الذرة من حيث 

و الوصل بين الجبرين  U(4)يرتكز التطبيق أساسا على الجبر . الخصائص ا@لكترونية

(8) (4) (2)F F FU U SU⊃   .الوصل بين الجبرين البوزوني و الفرميوني أي،  ⊗

ا�لكترونية للجزيئات -الدورانية- قمنا بتطبيق الشكل العام للھاميلتوني من اجل وصف المستويات ا�ھتزازية

قيم الطاقة الكلية حسبت رقميا بواسطة   . SO(4)التقطير انجز با�سقاط على قاعدة النھاية . ثنائية الذرة

  Mathematica 8.0.0ا�صدار الثامن من برنامج ماتيماتيكا 
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