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Introduction générale

La représentation des intégrales de chemin d’un systéme quantique est tres utile pour visualiser
la dynamique quantique en termes de conceptions classiques. Cette formulation introduite par R.
P. Feynman [1] pour quantifier des mouvements de systemes au moyen d’integrales fonctionnelles,
est utilisée au méme titre que I’équation de Schrodinger et Heisenberg. Intervenant pratiquement
dans tous les domaines de la physique et plus particulierement en théorie quantique des champs.
La conception essentiel dans cette approche est le propagateur qui (comme fonction de Green de
I'équation de Schrédinger) contient toutes les informations sur le systeme. Ce propagateur étant
une somme de contributions de tous les chemins, le prm(npe de la superp051t10n se manifeste déja
dans cette formulation, on peut dire sans exagérer qu’elle est concurrente a d’autre méthodes de
quantification. Se basant essentiellement sur les notions simples et connus de la mécanique classique
comme les chemins ou trajectoires, I’action, le lagrangien, ...elle permet de décrire de maniere élégante
I’évolution des systemes.

Et depuis I'introduction des transformations spatio-temporelles dans le formalisme des intégrales
de chemins ([2],[3]), et surtout les corrections purment quantique, une classe de potentiels a été

soulitionnée. ) . o ' '
Cependant malgré le succés apparent de cette formulation théorique, du point de vue pratique

il subsiste certains difficultés comme 1’obtention de solutions de certains probléemes solubles par
I’équation de Schrodinger.

En plus il restait le probleme du spin dont la difficulté principale réside dans le fait que cette
grandeur physique n’a pas d’analogue classique. Sa nature exclusivement discrete rend sa description
difficile au moyen de chemins qui par essence sont continue.

Des modeles a cet effet, ont été élaborés, comme le modele bosonique ou fermionique de Schwin-
ger [4], et surtout l'introduction de variables anticommutantes dites de Grassmann et les variables
angulaires [5] ont permis de contourner cette difficulté. Du point de vue pédagogique, des solutions
pour des interactions combinant le spin et d’autre variables par I’équation de Schrodinger peuvent
etre trouvées dans des livres de mécanique quantique usuels. Par le formalisme des intégrales de
chemin, il n’y a que quelques interactions de ce type qui ont été traités [6] en utilisant du modele de
Schwinger. Pour ce faire, il est nécessaire d’élargir ’espace de configuration habituelle et par voie de
conséquence, l'espace des états cohérents (chapitre 1) peut étre adéquat a cette étude. Comme on
va le voir a travers cette these, I'utilisation des états cohérents est parfois nécessaire pour le calcul
du propagateur si 'on doit formuler suivant 1'idée de Feynman a savoir une somme sur les chemins
possibles, ces chemins étant affectés d'un poids c’est & dire [ D(path)exp hS (path), S = [ Ldt c’est
I’action du systeme.

Il existe plusieurs fagons pour représenter le spin dans le formalisme des intégrales de chemin.
Nous utilisons la plus simple, la représentation avec les angles polaires [7]. Les variables angulaires
(chapite 1) sont utilisé tout au long de cette these.

Le but de ce travail, a travers cette these, est d’utiliser le formalisme des intégrales de chemin
dans la représentation des états cohérents de spin pour étudier le comportement d’un atome a deux
niveaux d’énergie sous l'influence d'une onde électromagnétique classique de polarisation circulaire.
Il est naturel pour décrire le mouvement de 'atome douée d’un spin % par deux espaces, I'un des
positions ou de configuration pour décrire le mouvement de I’atome suivant I’axe z et I'espace des
états cohérents de spin, pour décrire le mouvement interne de ’atome. Les fonctions d’onde ainsi
que les probabilités de transition sont déduites dans deux cas differents (chapitre 2), (chapitre 3).
Signalons que les calculs de ce deuxieme chapitre et troisieme chapitre ont été realises récemment par
8], [9] en utilisant le modéle fermionique de Schwinger pour le spin, et ceux de l'article de ([10], [11])
publié récemment en considérant 1’équation de Schrodinger.



L’éxtension de ce traitement a une onde éléctromagnétique quantifier d’un seul mode dans une
cavité en présence de l'effet de Kerr fait 'objet du quatrieme chapitre. Les fonctions d’onde du spectre
ainsi que les inversions de populations sont déduites. Signalons aussi que les calcules de ce dernier
chapitre sont aussi basé sur l'article [12] en considérant I’équation de Schrodinger.

La procédure du traitment, comme il a été précisé avant nécessite 'utilisation de deux espaces
I’'un de configuration, I'autre des états cohérents, pour décrire le mouvement respectivement extérieur
et intérieur de I'atome.

Pour les trois problemes, nous avons retrouvé les meémes résultats qui ont été obtenus en résolvant
I’équation de Schrodinger.



Chapitre 1

Etats Cohérents de l'oscillateur
harmonique et de moment angulaire

1.1 Introduction

Les états cohérents |Z) de l'oscillateur harmonique ont été introduit pour la premiere fois par
Schrodinger en 1926 en cherchant le minimum de la relation d’Heisenberg [13] . Ces états cohérents ont
été généralisés par perelomov[14] et leurs introductions dans le formalisme des intégrales de chemins
au moyen des états cohérents de type bosoniques ou fermioniques, et en fonctions des angles ont été
faits par divers auteurs comme Klauder [15], Ohniki et Kashiwa, [16] et Klauder respectevemet[17].

Les états cohérents sont utilisés dans les differents domaines de la physique particuliéremet en
optique quantique[18]. Par exemple le champ produit par un laser et décrit par un états cohérent
bosonique. Ils ont un nombre de propriétés intéressantes, et sont définis alternativement par :

i)états propres de 'opérateur d’annihilation a qui vérifient la relation de commutation [a*, a] =1

ii)sont crées a partir de I’état de vide |0) par I'opérateur unitaire dit de déplacement D

iii)états pour lesquels I'incertitude de Heisenberg est minimale.

1.2 Propriétés des états cohérents d’un oscillateur harmo-
nique

Considérons donc le probleme aux valeurs propres de I'opérateur de destruction a
alZ)y=27\7), (1.1)
ou z est un nomber complexe. L’adjoint de cette relation est
(Z|a'= 7" (Z]. (1.2)

Nous allons montrer 'existence des états |Z) en les construisant explicitement. Pour cela, nous
multiplions (1.1) par (n| état nombre :

(nla| Z) = Z(n|Z). (1.3)

Par ailleurs, Padjoint de la relation a' [n) = v/n+1|n+1) et (n|a = v/n+ 1{n + 1|. Multipliant
cette égalité par |Z) conduit a

(nla|Zy =vn+1{n+1|2). (1.4)
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En égalant les membres de droite des deux derniere égalités, nous obtenons
A A

n|z)=— —

n|2) = = =

En utilisant la décomposition de I'unité 1 = > |n) (n|,on trouve

n—112) = 2=(012). (1.5)

Z) =Y ) (n| Z) =) _ n) (012}, (1.6)
ce qui conduit a
— Z" )"
(Z1Z) =(0|Z) 2% (Z|n) = (0]2) ;\/_f = 10)
(012" Z = [{0|2)]? #"". (L.7)

Puisque la norme est finie, sa valeur est arbltralre. Donc, nous faisons le chois
(012) = (Z]0) = 77112, (1.8)

ce qui conduit a (Z |Z) = 1. De cette maniere, les états propres de 'opérateur de destruction a sont

univoquemet definis comme
[e.o]

NEESY 5—% In). (1.9)

On appelle états cohérents les états propre (1.9). L’expression (1.9) pour les I’état cohérent |z)
résulte de I'action d'un opérateur agissant sur le vide. Pour ce travail,nous partons de la propriété

% 10y =3 \/; (a')" |0) (1.10)

Puisque @ |0) = 0]0), on peut remplacer |0) par e~ *|0) sans rien modifier .Donc

o0

eIz =2 0) = VAN Sy = (7). (1.11)
n!
n=0
Pour terminer cette dérivation, nous utilisons le théoreme :
eAeB — 6A+B+%[A,B}’ (1.12)

pour tout couple d’operateurs A et B qui commutent avec leur commutateur. Ce théoréeme conduit

au résultat
0) =D (Z)[0), (1.13)

5
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qui exprime d’une maniere compacte la relation entre le vide et un état cohérent en terme d’un
opérateur unitaire de déplacement D (7). L’opérateur D (Z) vérifie les propreiétés suivantes

D(Z)D'(Z)=D'"(Z)D (Z) =1, D' (Z)=D(-2), (1.14)

D(Z)D(Z) = exp (%) D(Z+2), (1.15)

dou D(Z)D(Z")=exp(Z2Z"™ — Z*Z'YD(Z') D (Z) (1.16)
Il est facile de montrer que

la,D(Z)) = 2ZD(Z), [a',D(2)] =Z*D (2) , (1.17)

DY (Z)aD (Z)=a+ Z, D' (Z)a'D(Z)=d + 27, (1.18)

pour cette raison, l'operateur D (Z) est appelé opérateur de Déplacemet. Il reste une difficulté a
sur monter,c’est celle de vérifier que les états cohérents forment une base orthonormée. Nous al-
lons démontrer dans cette section que les états cohérents forment une base, mais d’une nature assez
particuliere car elle n’est pas orthogonale. Nous allons aussi voir qu’il est parfaitement possible de
travailler avec une base qui ne bénéficie pas de cette propriété qui semble essentielle en mecanique
quantique. Nous savons déja que la definition (1.9) impliquent que les états cohérents sont norma-
lisables, et nous avons fait le choix (Z |Z) = 1. Considérons maintenant le produit scalaire de deux
états cohérents

. Z’)m
(212'y = (12412 (n|m)
Z \/_ Vvm!
(RN (22 2z )z
_ o ) ZT_e( )/20277" (1.19)
et donc
(Z |2 = exp (— Z - Z’|2> . (1.20)

Les états cohérents ne sont pas orthogonaux et ne peuvent donc pas former un ensemble de vec-
teurs linéairement idépendants. Par contre, il a une propriété essenstielle qui reste vérifié, a savoir
I’existence d’une relation de fermuture ou décomposition de 'unité. Pour démontrer cela, nous avons

/|Z V(Z|d*Z / -12r Z \/_(il In) (m|d*Z

|TL m| 7|Z|2 + /2ﬂ . _
e ZI"™z\d\|\Z dfeim—m)?
Z\/n,— 1Z|" N Z]d | Z] i

[n) (m| e +m+1 _—|Z|?
§ 2 5nm Hiasaarray iR (1.21)
vnlm



on pose = = |Z|> d’ou

1 1 In) (m] / > _ 1 In) (m]|
— ARVAL A g ———T0nm "eTTdr = — E TOpmn! = g =1,
m /| )2 e vn!m! “Jo re o ™ vn!m! mlt - In) (nl

(1.22)
cette relation représente la relation de ferméture et tout état peut s’écrire dans la base des états

cohérents
mzz%wzzw%mezwmm

—— [12)210 (o)) 0) 2

1 *
= [12 2100222 (123
en utilisant la relation (1.8) ,ceci conduit a 1'égalité
1
W) = [ #20(2) 7 2), (1.24)
T
En particulier, si [¢) est 'état cohérent |Z’), on a
, Z/TL
—— |2/2\/7’ (1.25)
*\ . —1Z')?/2 (Z'zx)"
Y (Z7) =) e I (1.26)
et donc )
|Z/> —— / dQZef(\Z‘2+|Z/‘2,2Z*Z/)/2 |Z> ) (1'27)
7r

Ainsi la base des états cohérents est surcomplete puisque tout vecteur de la base peut étre exprimé
comme une combinaison linéaire de tous les vecteurs de la base.

Etudions maintenant les propriétés physiques de ces états cohérents.

— La valeur moyenne du nombre de photons dans un états cohérent |2)

(n) = (Z )a*a‘ Zy = 7). (1.28)
— La valeur moyenne de n?dans ce méme états

aad'a| Z) = (Z|d'd'aa+ad'al Z) = | Z|* + |Z)* = (n)? + (n). (1.29)

(n*) =(Z

— La variance d’un état cohérent

An = (n?) — (n)? = (n). (1.30)



— La fluctuation du nombre de photons

f(n) =~ =—. (1.31)

Cette propriété est fondamentale : plus l'intensité associe a un état cohérent est élevée, plus les
fluctuations autour de cette intensité sont petites. C’est de cette propriété que les états cohérents
tirent leur nom. C’est aussi par le biais de cette propriété qu’'une relation peut étre établie entre
les états cohérents et le champ produit par un laser qui est en bonne premiere approximation dans
un état cohérent. La probabilité de trouver n photons dans 1'état cohérent |Z) est donnée par la
distribution de poison

2n
_ o 21" iz ()"
P,=1|(n|Z)|" = e = e (1.32)
Pour terminer cette section, nous allons évaluer les valeurs moyennes de la position et de I'impulstion
dans I’état cohérent. Ces valeurs peuvent étre obtenus en exprimant X et P en fonction de a et a'

X:\/%@Wa), P:z\/@(a*—@, (1.33)

par un calcul simple en trouve

(X)z=(Z|X|7) = \/i—z (Z+ 7%, (P); = (Z|P|Z) =iV2hmw (Z — Z%), (1.34)

(X%, = % [(Z + 7V + 1], (P, = F””T” [1-(Z - Z*)2] , (1.35)

2h mw
AX, =4/ — AXy = —. 1.
Z mw’ Z V' 2h (1.36)

On note que AX.AP prend sa valeur minimale :

et donc

h
AXy; AP, = > (1.37)
qui ce traduit par la relation
(Z|a'a| Z) = (Z |at| Z)(Z |a| Z), (1.38)

pour les états |¢) # |Z) qui different des états cohérents 'incertitude de Heiesberg s’écrit

(W |a'a| ¥) = (¥ ]al[ ) (¥ |al ¥). (1.39)



1.3 Propagateur dans la base des états cohérents bosonique

L’amplitude de transition de 'états initial |Z;) a l'instant ¢t = t; = 0 vers I'états final |Z;) a
t =ty =T, est définie par les éléments de matrice de I'operateur d’évolution du temps

K (27, 2:T) = (Z; | U(T,0) | Z), (1.40)

. T
U(T,O):TDexp(—%/ Hat),
0

avec Tp est 'opérateur chronologique de Dyson. Pour passer a la représentation path-intégral sub-
divisons l'intervalle de temps [0,7] en N + 1 intervalles de longueur € pour lesquels les N instants
intermédiaires se répartissant régulierement entre 0 et 7. C’est-a-dire T' = (N + 1) et a la fin on
prend la limite N — oco. En peut écrire 'operateur d’évolution sous cette forme :

n=N+1

U(T,0)= I Ultystns). (1.41)

Nous introduisons les relations de fermétures entre chaque paire de U(e) aux instant ¢y, t, ....tx

1
—/\Zn> (Zn|d*Z, = 1. (1.42)
0
Le propagateur prend la forme
n= Nd2 n= N 1
K (Zs, Zi;T) _th/ / (2, le " | Z, 1) . (1.43)

En evaluant ’élément de matrice figurant dans (1.43) on premier ordre en

e €
(Znle W\ Z, 1) ~ (Z,| 1 — i=H | Z_1)

e(Zy| H | Zp1)
= (Z| Zp 1) |1 —t——r————t
2w |13 S
SRV AR CCe ) (1.44)
avec o H 2o
A4 W k] Bl Lt Y 1.4
H( n—1, n) <Zn’Zn71> ) ( 5)

et le produit de deux états cohérents est donné par la relation (1.19)- Dans ce cas le propagateur
s’écrit sous la forme discrete suivante :

K (Z;, Zi:T) = hm/ /n i 2 eXp{ Nf { ( nAEZZ) —H(Zn_l,zg)”.

(1.46)




A la limite continue on obtient I’expression du propagateur dans la représentation des états cohérénts
bosonique

K (Z;,2:T) = /DZeXpeXp{%/ B (Z*Z— ZZ*) —H(Z, Z*)] } (1.47)

avec NdQZ
DZ = lim II —" (1.48)

N—oco n=1 7

1.4 Les états cohérents du moment angulaire

Les états cohérents du moment angulaire peuvent étre considérés comme les états quantiques
associés au systeme classique dont le moment cinétique possede une direction déterminée. Dans la
représentation associée aux états cohérents, tout élément diagonal d'un observable tend vers I'obser-
vable classique associée, lorsque le moment cinétique devient grand (limite classique). Par exemple,
la valeur moyenne du moment dipolaire éléctrique dans un état cohérent possede les mémes ca-
ractéristiques que le dipole optique classique.

Ces états cohérents de moment angulaire minimsent les inégalités appropriée de méme que les
états cohérents bosonique faire pour les inégalités de Heisenberg. Ceux-ci concernent les inégalités
du triplet d’opérateurs S, ; S, S, a partir de [S;, S,] = S, on obtient les inégalités pour le produit
des variances calculées dans un état arbitraire [¢)) .

(AS,)*)Z((AS,)%)2 > = |(S.)], (1.49)

AS, =S, — (S), AS, =S, —(S,) et (S.)=([s.|v). (1.50)

Lorsque |[¢)) = |s,m) ,avec S, |s,m) = m |s,m) on peut voir que :
Im| < s(s+1) —m?, (1.51)

_>
L’égalité est atteinte lorsque la projection de S, suivant le vecteur k : m = +s c’est-a~dire pour les
é
états ‘ k;> =|s,+£s) .

L’état |s, s) sera considéré comme I'état quantique associé au systeme classique dont le moment
angulaire pointe dans la direction Oz. Par la suite, I’état quantique associé a un moment angulaire
classique pointant dans la direction 7’ repérée par les angles (6, ) sera obtenu a I'aide de la rotation
amenant Oz sur 7. On définira donc I’état cohérent du moment angulaire |Q) = |0, ), associé au
vecteur unitaire 7, par :

Q) = [6,0) = e #5750 |5, 5) (1.52)

cet état est le résultat du produit de 2 rotations d’angles 0 et ¢ autour des axes z et y de I'état

‘?> =ls,s).

Les états cohérents angulaires ne forment pas un ensemble orthonormé. Le produit scalaire de
deux états cohérents angulaires
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Q) = |cos o cos e—/e%(@_“"l) + sin o sin 0—/6_%(‘p_“"’) l : (1.53)
2 2 2 2
Les états cohérents angulaires |2) forment un ensemble complet. On peut en effet montrer la relation
de ferméture 95+ 1
54 / dipd cos(6) Q) (Q] = T. (1.54)
T

Nous considérons maintenant un spin s = 1/2 décrit par les opérateurs de spin S;,i = (x,y, z) avec
I'espace de Hilbert a deux dimensions engendré par exemple par les vecteur propre |T) et |]) de S..
Pour chaque orientation dans I'espace réel caractérisé par un angle polaire # et un angle azimutal ¢
on peut introduire un état cohérent de spin [7].

() =10, ¢) = e eT V) (1.55)

Ces états ne sont pas orthogonales, mais constituent une base surcomplet dans 1’espace de Hilbert.
Le produit scalaire de deux états cohérents de spin et le projection sont respectivement

9/ @ / 8 9/ 4 /
Q| Q) = cos 5 Cos 565(@"? ) 4 sin 3 sin Ee’i(“"’w ) (1.56)
1
Py dpdcos(0)|2) (] = 1. (1.57)
En outre, les éléments de matrice des opérateurs de spin prennent la forme suivante :
1 9 9/ i / 9 ! i /
QS.19) = 3 [cos 5 o8 §e+5(‘ﬁ_‘p) — sin 3 sin 56_5(‘p_"° )} : (1.58)
1 9 9/ A / 9 9, i ’
QS |€) = 5 |:COS — sin §e+5(“"+‘p ) 4 sin 5 Cos 56_5(‘”“’ )] ; (1.59)
1 9 0/ i ’ 0 6/ i /
(QS, 1) = % {Cos 2 sin §e+§(9"+“”) — sin 5 Cos 56_5(“0+‘p )] . (1.60)

1.5 Propagateur dans la base des états cohérents angulaires

L’amplitude de tansition de Iétat initial |€2;) & l'instant ¢ = ¢; = 0 vers I'état final |Qy) a
t =ty =T, est définie par les éléments de matrice de I'opérateur d’évolution du temps

K (9, 9:T) = (@ U (T,0)| ), (L.61)

ou
. T
U(T,O):TDexp(—%/ Hat),
0

11



avec Tp est 'opérateur chronologique de Dyson. Pour passer a la représentation path-intégral sub-
divisons l'intervalle de temps [0, 7] en N + 1 intervalles de longueur ¢ pour lesquels les N instants
intermédiaires se répartissant régulierement entre 0 et 7' . C’est-a-dire T = (N + 1)e et a la fin on
prend la limite N — oco. En peut écrire 'opérateur d’évolution sous cette forme :

n=N+1

U(T,0)=" I Utyity ). (1.62)

Introduisons les relations de fermétures entre chaque paire de U(e) aux instant ¢q, s, ....tx

Py dpndcos(6,) |2,) (]| = 1. (1.63)
Le propagateur prend la forme
n= N 1
K (Qf,Q;T) _A}nn / / H12—d<pndcos(9 ) 71 (Qn|e Wt 10, ). (1.64)

Evaluant 1’élément de matrice figurant dans (1.64) on premier ordre en €

Qe FH Q1) = (] 1 — z’%H 2, 1) + O ()

= (] Q1) {1—2——& ol 2 €) +0 (&%)

<Q |Qn 1>
~ (] Qg e 1) (1.65)
avec <Q ‘H |Q >
H (D 1,Q,) = = 2ol 1.66
( 1 ) <Qn|Qn—1> ( )

le propagateur s’écrit sous la forme discrete suivante

N+1
E
K (Qf,Q:7) _g%/ /nﬂlyd@ndcos(en)exp{z [log (0] Qo) =i H (Qn_l,Qn)]
(1.67)

n=1

Ayant obtenu la forme conventionnelle de Feyman
K = /Dpath exp (iAction (path)), (1.68)

il nous reste que les appliquer sur des systeme physiques quantiques en vue d’extraire les propriétés
physiques qui nous intéressent.

12



Chapitre 2

Atome a deux niveaux en interaction
avec une onde éléctromagnétique de

polarisation circulaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons illustrer la téchinque des intégrales de chemins dans le calcul d’un
propagateur d'un atome a deux niveaux en intéraction avec une onde éléctromagnétique polarisée
circulairement. Initiallement notre atome possede une impulsion py suivant la direction z. A un
instant ultérieur, ’atome est soumis a une radiation d’une onde éléctromgnétique se propagant le
long de I'axe z positif et dont le vecteur d’onde est k et la fréquence angulaire est wy. Cette onde
éléctromagnétique est définie par :

E = (Acos(wpt — kz), —Asin(wrt — kz),0), (2.1)

A repésentant 'amplitude du champ E. Cet atome a deux niveaux de masse m, de fréquence angulaire
w, a un moment dipolaire D. La dynamique de I’atome en intéraction avec cette onde est décrite par

I’hamiltonien : )
p

H=-— hw .+ V, 2.2

2m+ 5 wo - (2.2)

2 ’ 7’ . . /7 . ./ 7’ .
2 étant I'énergie cinétique associée au centre de masse de 'atome,le terme %hwaz décrit le mou-

vement interne de l'atome et V linteraction entre le moment dipolaire de ’atome et le champ
électromagnétique et qui s’écrit dans l'approximation dipolaire :

~ 0 —L1pQe—ilwrt—kz)
Ve e ( _Lpetenh T g ’ (2:3)
avec DA = FL%. L’hamiltonien relatif au probléme de ce chapitre (2.2) a la forme suivante
H= HO + Hinta (24)
avec )
p
Hy=— 2.5
0 m ) ( )
et

1 1 .
Hint = §hwaz _ §hQ€fz(WLtsz)o_+ o EhQ z (wpt— kz)O',,
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avec
re(00) (88 (1) s

étant les matrices de Pauli habituelles. Cet hamiltonien a été étudie récemment [10] en considérant
I'équation de Schrodinger et par [8] en considerant les integrales du chemin dans la représentation
des états cohérents fermioniques. Nous proposons dans ce chapitre de retrouver tous les résultats a
savoir : a) les fonctions d’onde en utilisant le formalisme intégrale du chemins en combinant I’espace
de configuration et la représentation des états cohérents de spin. b)les probabilités de transition en
faisant intervenir le propagateur. c)discuter les résultats physiques. Passons d’abord a la construction
du formalisme intégrale du chemins.

2.2 Formalisme intégrale du chemin en représentation des
états cohérents angulaires

Il existe plusieurs fagons ([15], [16]) pour représenter le spin dans le formalisme des intégrales du
chemins. Nous utilisons la plus simple [7] qui consiste a
— remplacer ¢ par un vecteur unitaire n orienté suivant (6, ¢) :
— associer un état coherent [2) ,
Q) =16 ) = e 1), (27)

résultat du produit de 2 rotations d’angles 6 et ¢ autour des axes z et y de 'état |T) et dont le
produit scalaire et les projecteurs sont respectivement

! i / 0 9/ i /
(Q ) = cos 5 cos Eeiw_w ) 4 sin 5 sin 56_5(“’_“’ ), (2.8)

% / dpd cos(8) |Q) (9 = 1. (2.9)

avec S, = 50, et S, = %ay, ou o,,0, sont les matrices de pauli. Nous designe par z la variable
réelle qui décrit la position de ’atome, avec le projecteur correspondant

/\z> (2] dz = 1, (2.10)

— et (0, p) les variables polaires générer la dynamique du spin.
Pour la déscription du systeéme, nous allons considérer 1’état quantique |z; 6, ), reliant le mou-
vement extérieur et intérieur de ’atome qu’on peut séparer en produit direct. Le mouvement
extérieur est décrit par la variable réelle z tandis que les variables angulaire (6, ) décrivent
la dynamique du spin. L’amplitude de transition de 1’état initial |z; 6;, p;) a t; = 0 vers I'état
final |zf: 6, ¢f) &ty = T est définie par les éléments de la matrice de 'opérateur d’évolution

comme suit : »
K (f7 2, 7T) = <Zf7 efv Lf | U (T7 0) ‘ Zi, 91’7 901>7 (211)
avec

U (T,0) = T» exp(—% /OT Hat), (2.12)
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et Tp est I'opérateur chronologique de Dyson . Pour passer a la représentation path-intégral
subdivisons 'intervalle de temps [0,7] en N + 1 intervalles de longueur ¢ pour lesquels les N
instants intermédiaires se répartissant régulierement entre 0 et 7' . C’est-a-dire 7' = (N + 1)e.
Utilisons d’abord la formule de Trotter.

n=N+1

U(T,0) = lim [e#Hoe=5Hm] ™ = Jim 11 Uty tea) - (2.13)

N—oo N—oco n=l1

Introduisons les relations de fermeture entre chaque paire de Ul(e) :

n=N
K(f,i;T) = ]\}E},})o nl;lldzn /Hdgpndcos ) (2.14)
n=N+1 e e
X I (2, On, pn] €750 00 21,00y, 00 1) (2.15)

aprés l'action de Hy,; sur les états |z,) , on note que

<Zn7 gna Sonl e_i%Hoe_i%Hmt |Zn—17 Qn—la Son—1> - <Zn| e_i%HO |Zn—1> <9n7 SOn| e_i%Him |0n—1> Qpn—1> )
(2.16)
et le propagateur devient séparable
K(f,i;T im [T dz T (2] 70 lim — [ 11 dgndcos(d
(£,6T) = Nomo | et s N N 2 /n:1d90” cos(0n)
n=N+1 e
X 1:[1 (O, | e FH it 10,1 0 _1), (2.17)
avec
EN+1 = Zf7 s 20 — % et QN—}—I = Qf, s Qo = Qz (218)
En tenant compte du fait que :
(zn ’672;%]02 Zn_1) = \/m/2mihe exp(zg (2n — Zn-1)’),
0 0 . 0 . 0 _.
(Qo, ) = cos=cos—et2# ) _gin Z sin —e2(#¥), (2.19)
2 2 2 2
/ 0 . 0/ +1( + /)
(Qloy |) = cos 5 sin e™2 e (2.20)
/ . 9 Ql 71'( + /)
(Qlo_ Q) = sin 5 cos e e, (2.21)
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Le propagateur prend la forme discréte suivante

n=N 1 m \% [r=N_ n=N+1 m
K(f,;T)= lim H1 2—d<pnd cos(6,) Nlim ( : ) / 1'[1 dz, T exp-—(Az,)?
n= vie — n=

N—o0 2mwih n=1 2eh

077, n— n 9 7
{cos?cos 5 L o5 (pn—en- 1)+sm?sm 216—7(% n—1)

. 0, Op—1 s o0, . 0,1 i
_ 162W [cos > coS 5 Loslen—en-1) _ gip ) sin Tle 3 (¢n %4)}
_Q 9” : ‘971— i
+ Z82 exp —i(wrt, — kz,) cos 5 sin 14 (pnten—1)
Q 0, o
"‘262 exp [+Z(WLtn 1 — kzn 1)] sin ? cos —— 5 1 e*g(‘PTH’SOn 1)} ) (222)

Ayant obtenu la forme conventionnelle, il nous reste a I'intégrer en vue d’extraire les propriétés
physiques qui nous intéressons. Procédons alors au calcul de K (f,i,;7).

2.3 Calcul du propagateur

Pour intégrer il faut d’abord diagonaliser I'Hamiltonien. Pour cela Nous éliminons les termes
exp [—i(wrt, — kz,)] et exp[i(wpt, — kz,)] a aide du changement des variables polaires suivants

On = @y, — k2n + Wiy, (2.23)
Il est clair que la mesure reste inchangé
dpndcos(,) = dy dcos(b,), (2.24)

et le propagateur prend la forme suivante

n=N ] m N n=N n=N+1
K(f,i;T)= lim I —dy dcos(6,) lim ( )2/ [ dz, I

N—oo n:12 N—oo 2mich n=1

Op  On1 i i
_ = n 3(on—9h_1)
{(1 5 Aw) CO8 =~ €08 — Lez exp — <€h(Azn) kAzn>

0 ; '
n2 Lema(eh—el l)exp; (gh(AZ") + kAzn>

: 6,
+(1+ %Aw) sin — sin

1) m 0 0,—1

5 exp o ——(Az,)?cos En sin ez (Phten 1)
+ @ex m —(Az,)? sme—cos 2l o5 (et ) (2.25)
2 TPope T PR =
avec
Aw=w —wy, (2.26)
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on tenant compte du faite

m

2he

(Az,)? & .—Azn =_— [(Azn + (2.27)

alors le propagateur devient

n=N 1] n=N n=N-+1 ihek?
K(f,i;T)= lim 11 Q—dgpndcos(Qn) lim ( m )g/ 1:[ dz, 1:[1 e~ oo

N—oo | n=127 N—oo 2mich

en en—l { ’ ’ m hke 2
{COSECOS 5 exp+§(g0n o )1 —Aw) eXP o {(Azn —m) ]

O, . On ' ' hk
+ sin > sin 5 Lema(eh—el (1 4! Aw) exp 2;? {(A Zn + Q—mg) ]
Q ) 917, . enf 2
+ —ZZ exp QZh (Azn) cos 5 sin Lo (eh+en1)

1eQ) m
+ ——exp —/—

9n en, (o /
9 e 7 (Az,)?sin 2 cos 716_2(“°"+“””1)} ., (2.28)

2

qui 'on peut écrire sous forme matricielle

K(f.eT) = 1l "L do deos(d,) 1 L B A
<f727 )_Ninoo n= 12_ Pn COS( )Ninoo<2ﬂ'@€h)2 /nl “n n=1 e o

/ . 0 _iwg_l
X ( cos %"ew% sin %"e’% ) R(2n,tn) 92 i, ; (2.29)
sin ~5+e” 2
avec
o (1-%Aw) exp " (Az, — ke 2 exp 2 (Az,)?
Rlzn, tn) = ( 2 exp 2 (Azn) (1+ £Aw)exp 2h,s(AZ” hke )2 (2:30)

On integre sur tous les angles (¢!, 6,,) utilisant.

s 4 T 4 2w )
/ dcos f cos® — = / dcosfsin® =~ = —1 et / dpe™™ = 218, 0.
0 2 0 2 0

On trouve N .
m .~ [7= n=N+1 2
(f’ ’ ) N%oo<2ﬂ'l€h) /nl n=1
i n=N+1 oS &6_%
X ( cos e—fe sin e—fe % )( 1>N nH R(zn, tn) < 29 i, ; (2.31)
p=l sin 5 ZLe2
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introduisons maintenant 'identité suivante :

oo g ] ' ek ' hk
Dn e 5 1 1€ m m €9
_ —p Az, + —p, | = —— —(Az, £ —)7, 2.32
/_OO orh P [ omh! ™ - T T ] ol F 2h6< - Qm) (2.32)
d’ou le porpagateur devient
ihTk?

m .~ [n=N oo dp. ie 1
K T = li 2 IT d n — - 2 ’ nA n m
(HaT) = Jdim (505 /n=1 ‘ /oo onh P { ompln TP €

i n=N+1 0; _ﬁ
——f) I (—1)NR(pn,tn)<C°S 2 > (2.33)
E’L

la matrice R,, devient

% (1+ %Aw)e*zfmp”

_ i _%pn 2]
R(pn,tn):(<1 yLw)e 2 ) (2.34)

Le propagateur devient

n=N+1 +°°dnn—
/ P11 9rhS (pn — o))

intégrons sur les N varibles z, .

K(f7l7T) - Nhi{loo nl;ll oo 2mh n=1
. n=N+1
xe i ”21 g exp F(pnﬂznﬂ — P12g) — ithz]
h &m
e iy \ NN oS &6_%
X ( Ccos %fe a sin %fe_ o ) nl;Il (-1 R(pn,tn)< o, i ) : (2-35)
= sin Fe2

La présence de la distribution de Dirac dans (2.35) reflete la conservation de 'impulsion de 'atome

durant le mouvement i. e :
PL=p2="''"=DPNt1 =D- (2.36)
Alors le propagateur (2.35) prend la forme suivante :
oo dp " N“ ie i iRTk?
K = ol a8 = Z _ _
0, ¥ 0 iy COS %6_%
X ( cos e sin 2Le™ 2 )R(I% T) A E (2.37)
sm e 2
avec
n=N-+1
R(p.T) = lim ()Y 1 Rip.t,) (2.38)
tel que
1 —ie(Be + f2) ieQ ~
R(p,t,) = 2, 2 = e U)o i K (n), 2.39
= (AT Ll VK, (289



K(ptn) = ( u<p?tn) ulpy tn) ) : (2.40)

avec w(p,t,) = % + Qk—r’; et u(p,t,) = %

Maintenant passons au calcul du produit des matrices suivantes [6] .

N . —1 ¥ ew(j)os N —1 Y ew(k)o, —iFl w(k)o,
El(efzsw(n)oz + ZéK(ﬂ)) —e f= () + El(i8>e I+1 (k) K(l)e Xlla (k)
N I1—1 —i N 3 ew(k)os 7il1{31€w(k) —i ilaw(k)
121121( e)’e K(le = K (ly)e
1=1l2
N l1—1la—1 In—2—1ln_1—-1 —1 E ew(k)o. —zllz lsw(k) —il2§1€w(k)az

: \N 11 +1 lo+1 Ig+1
llzllgéllgélmm_%}:l lNZil (te)Ve K(ll) 2 K(lg)@ 3

'LN_Ezfl (k) IN_1—1 (k) Iy-1
—i ew(k)o, —i Y ewk)os i w(k)o.
K(ls)..e ™™ K(ly-1)e '+ K(y)e " 7 W7 (2.41)

A la limite N — 400 :le produit devient

T
R(p,T) = e Jo dswips)os 4 2/ dsie” Joy o p’s)"z[((sl)e*ifosl dsw(p,s)o

/ s, / dsge™t 15 50017 e (o) omJE Bnalp0 (omi [57 dslpis)r

T . s
/ d31/ dSQ/ dss.. / dsye o @07 (Yo7t g dslpsen

K(Sz) fzf 2 dsw( p,s)oZK 83) K(SN 1)671] N-1 dsw(p,S)UzK< ) —3 .]‘OSN dsw(p,s)o 4o (242)

Un calcul simple nous montrons que les termes impaires respectivemet paires sont les éléments
diagonaux respectevement antidiagonaux de R

Ru(p,T)=¢ =i [y dsw(ps) 4 222”/ dsl/ dsg/ dss.. / dsoy, X

i [T n—1 dsw —i [P2n dsw(p,s
e o Py (p(s1), s1)e T o P (p(sy), s2).e T o PNy (p(sy,), s, ) e T B (2.43)
et
. 4 —i [T dsw(p,s)
Rualp. T) =i [ dsse™ 20 u(p(s,), ) Raalplon). ). (2.44)
0
RZQ(p7 T) = Tl(p7 T)7 (245)
R21(p7T) = - T2<p7T>7
Q T s et N
Ry(p,T)= |1+ Z( 2) e"*1dsy e "2 ds,... e " dsy, | e 2 (2.46)
n=1 0 0 0
avec
A =2w(p,s). (2.47)
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2.4 Sommation des séries de perturabtion

Nous Evaluons Ry;(p,T') en utilisant la transformation de Laplace par rapport a T [6]. Soit

+oo
Rll(q7T) :/ dTeiqTRll(pa T)7
0
ou Ry (p,T) s’écrit sous la forme
x Qoo 1A
Rufe. 1) = |1+ 5 65)mr 0.1

Avec
T

d ZAlel 0 51)

0 51 €7ZA52d82F2 0 82)

n=
-

et on obtient par itération
S2n—1 .
For1(0, 82,-1) Z/ e A% s,
0
La tronsformation de Laplace de F'(0,7) est :
~ +o00 +o0 T )
F(0,q) :/ e F(0,T)dT :/ dTe_qT/ 211 (0, 51)dsy,
0 0 0
qui peut étre réécrite comme
~ +o0 T )
F(0,q) = / dTe =i A)T / e BIUE (0, 51)ds.
0 0
En utilisant le théoreme de convolution, on obtient
F(Oa q) = aFl(Oa q— ZA)?
ou

~ +oo )
F1(0,q—iA) = / e~ @ AT R (0, T)dT
0

+o00 S1 1 ~
= STAT [ 6T %25, F5(0, 55) = F5(0,q).
/0 e /0 e 59F5(0, s2) q—iA 2(0, q)

Effectuant le méme calcul pour tous les autres termes , on obtient

20

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)



F(0,9) = é [m} : (2.57)

~ +oo
F(0,T)= / et F(0, q)dg. (2.58)
0

Insérant ce résultat dans Ryq(p,T") et effectuant la somme, on obtient
Feo —iA 1 ,
1+ / ¢—" - —] e+quq] e~ F (2.59)
0 q

Rll(p7 T) = . 02
q(q —iA) +°F
-0\ 2
Ce résultat est valable pour | % |< 1. On note qu’il est toujours possible de trouver un contour

ou cette condition est vérifice. '
On integre sur ¢ on trouve l'expression de

1A
2QV

Par un calcul identique, on touve les autre éléments de la matrice les resultats suivants.

Ri1(p, T) = cos(Q'T) —

1
sin(Q'T), avec Q' = 5V A% 4+ Q2. (2.60)

182

R12 (p, T) = o0y sin Q,T, (261)
i)
R21 (p, T) = ﬁ sin Q T (262)
iA
Ros(p,T) = cosQ'T + 50y sin Q'T. (2.63)

Substituant ce résultat dans 1’équation le propagateur prend finalement la forme

+o00 i T'p? k2T ;
K(f,i;T) = / d—peXp {—Z po_ b +%p(2f—zi)]

oo 2Th 2mh 8m
0, i
i i COS € 2
X ( cos %fe * sin %fe_Tf )R(p, T) ( ‘ 29, e} ) ; (2.64)
s ez
()~ 3 sin(@'T) @1)
_ cos(§¥T) — 555 sin(QUT —ﬁstT
R(p, T) = ( — & sin(Q'T) cos(QVT) + 48 sin(Q'T) (2.65)
Retournons aux anciennes variables angulaires , nous obtenons
e q Tp*  ihk*T i
4 dp I'p* 1 i
K(f,i;T) = — — - — %
(£,5T) /Oo onh P { omh ~ sm TP Z)}
0, ¥ . g iy S(p. T COs %e*% 2 66
X\ cosde= sinde 7z (p.T) A (2.66)
sin Fe
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ou les éléments de la matrice S est donné par

Sulp,T) =
Sax(p,T) =
Si2(p,T) = —;g,
Sai(p, T) = A

os(1)

2Q

1A

20V

20V
sin(Q'T) exp %(sz —w T+ kz),

-sin(Q'T) exp —%(sz —wT + kz;).

sin(Q’T)} exp %(k:zf —wT — kz),

A :
{COS(Q/T) b= sin(Q/T)} exp —%(sz —wT —kz),

(2.67)
(2.68)

(2.69)

(2.70)

Les angles 6 et ¢ sont autorisés a ne varient que dans les domaines limités [0, 27] et [0, 47]

respectivement. Donc le propagateur devient (somme sur tous les chemins possibles) :

qui est une expression pour le propagateur dans l'espace des états cohérents angulaire.

“+o00

= Z K<yf79f +2n7r>yi790f —|—4TL7T, elaﬁplaT)

n=—oo

= K(f,i;T),

2.5 Fonctions d’onde

Calculons d’abord I'amplutide de transition entre les états propres de spin, en prenant a titre
d’exmple le calcul de I’élement de la matrice Ky (2y, 2;, 1) ou

K (Zf,ZmT) = <” K(f,z';T) ’T> :

Iintroduisant ici les relations de fermetures suivantes

1 1
/%dgpfdcos(ef) 1Q27) (Qf| =1, / gd%‘dCOS(@) 1€:) Qi |=1,

1
Ky (25,2, T) = /%dsﬂfdcos(ef)gd%dcos(@) <T1Qp) (| K(f,5;T) Q) (4 |1)

avec

O
<1 |92¢) = cos Efefi“"f, et

on a donc :

Ku(f.iT) _/

—00

de méme on trouve pour les autres éléments des formules analogues :

0; i
(] T>= cos §e+5%.

iTp?  ihK*T i ]
- - rn ) S 7T )
| 2mh 8m + ﬁp(zf : ) (. T)
iTp?  ihK*T i
- - . — % S 7T )
| 2mh m + hp(zf ® ) 12(p, T)
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, oo dp iTp?  ihk*T i
K21(f7%T) = /_Oo ﬁeXP [— omh - 3m + ﬁp(zf - Zz):| Szl(]% T)7 (2-77)
T g Tp? hEXT i
Y b _up b .
Koo (f,i,T) = /OO oy exp [ Sy v + hp(zf z,)} Soo(p, T). (2.78)
Le résultat se met sous la forme matricielle suivante :
oo g T'p? hE2T
T b _uWp L .
K(f,i;T) = /_OO 57, OXP [ Sy v + hp(zf zl)} S(p,T). (2.79)

Déduisant la fonction d’onde a I'instant 71" a partir de I’état initial par I'intermédiaire de I’équation
d’évolution : .
W) = [ BED Y 2 [ Ky T ey, 0)d (2.80)

) \112 z, T) - ' Y5 Y, Y- .

Ce résultat sont en accord avec ceux obtenus dans la référence ([10],[9]). Considérant alors les deux

cas suivants :
-’état fondamental
-I’état éxcité
et voyant comment ces états changent par suite de I'intéraction avec I'onde électromagnétique.

2.6 Sollution lorsque ’atome se trouve dans I’état fondamen-
tal at=0

Nous supposons que a 'instant ¢ = 0 ’atome se trouve dans I’état fondamental c¢’est a dire :

O .
U(z,0) = ( i ) , (2.81)

o0
U(z,T) = ( %g% ) — [ K(yD)w(y.0)dy, (2.82)

par un calcul simple on trouve
V(2 T) = ( &Ej% ) , (2.83)
Ui(2,T) = m {expi[(po + hk)z — E1(po)T] /h — expi[(po + hk)z — Ei(po)T] /h},

Vol T) = s ([80) <)) i oz — Ba()T) (284)
— [e(po) — B(po)] expi [poz — Ey(po)T] / 1} (2.85)
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et les niveaux d’énergies par suit de I'intéraction :

( ) OJFhk lth — Aeo —+ 1\/ A@() + FLA(A)) + h2927
( ) 0+7;lk 1th _ lAeO — 2\/ Aeo —'— FI,ACU) h2Q27

- (2.86)
Es(po) = —gl — Thwy + 1Aeq + 2/ (Aeg + hAw)? + B2Q2,
Ey(po) = 22 — Lhw, + L Aeg — 21/(Aep + RAw)? + R2Q2,
avec
Ae, = W - %, B(po) = 2% [\/(Aeo + hAw)? + h292] (2.87)
et e(py) = _%i (Ae, + hAw) . (2.88)

L’interprétation physique est simple : les deux fonctions d’onde Wy(z,T), Ws(z,T'),contiennent
deux ondes planes dont I'impulsion de 'atome est la méme mais leurs énergies sont différentes.Si
I’atome est dans ’état fondamental, leur impulsion est toujours égale a py mais son énergie est égale
soit Ey(po) ou Ey(po). Si atome est dans I'état excité son impulsion est toujours égale & py + hk
mais son énergie est égale soit I (po) ot E;(po). et la différence AE entre ces deux niveaux est égale
a:

AE = E\(po) — Ey(po) = Ea(po) — Ey(po) = /(Aeg + hAW)? + h2Q2. (2.89)

2.6.1 Probabilite de transition

a)La probabilité de transition de I’état fondamental vers I’état excité est donné par :
2

PO = T B0} - | /m (f12) v d: (2.90)
RO-=|[ e bl 0) = dedy| | /m (712 Ko ps) (] 000, 0|
-|[emena] <[ [ 7 g o) (61 ) of
:‘ / +°O %eép’wﬁmﬁnm%g vV (Beg 1 hAGP S| (2o

Vu les divergences, qui apparaissent dans le calcul de la probabilité de transition, dues a la présence
de 'onde plane, il est préférable de passer a une boite fictive dont les dimensions sont finies comme
ik L jem, 2mn

suit : )
e o —=e''r ol L> et n = entier k — —, (2.92)

V2rh VL L

son application a notre cas se traduit par :

—_

i,/ 1 7i2‘rr7n ].

eTRPE o e TN et ——en 0tIR)E 0%

1
V2rh NG V2rh N

(2.93)



ol nous avons fait le changement suivant :

/

P 2mn ot po + hk . 2mm (2.94)

h L h L

Alors la probabilité de transition devient :
2

Y

D1 e, 1 omm Q T
P (t)= / e A sin —+/ (Aeg + hAw)? + h2Q?
0

VL VL 26(po) 20

/L lei%(m*")zdz L sin Z\/(Aeo + hAw)? + h2Q?
o L 26(po) 20

2

’

2

= % Lénm ﬁ?po) sin %\/(Aeo + hAw)? + h2Q2| |
= OO | F(M))* = Gl |F(m)|* = G | F(m)|*, (2.95)
ol
F(m) = 2 sin Z\/(Aeo + hAw)? + h2Q2. (2.96)
26(po)  2h

Si n différent de m la probabilité de transition est nulle, tandis que si n = m implique que p' = po+hk
la probabilité pour que ’atome possede I'impulsion py + hk prend la forme suivante :
0,
Pl (t) = 462—(])0> Sin ﬁ(po)T (297)
b)La probabilité pour que ’atome reste dans 1’état fondamental est donné par
2

Py (t) = |(i| W) = '/_ " (il ) ) d:

+oo 1 i /z \Ill Z,T
- ‘/_ 21h <07€ " ) ( \DZEZ,Tg )dZ

[8(p0) + (po)] e FEEIT — [3(pg) — e(po)] e HE200)T] a2
(2.98)

2

Y

2

—

—+00 . )
= ‘/ 1 6_%17 Z. —1 e%pozl
—oo V2mh 20V 21h 2
Un calcul similaire au précédent donne :
Q2

Py(t)y=1- 452—@0) sin® 3(po)T. (2.99)

Il est clair que P, + P, = 1 ce qui montre que la probabilité totale est conservée.

La valeure moyenne de I'énérgie et de la quanitité de mouvement et donneé par 1’ équation
suivant :

25



O?hk

P = (po + k) Py + poPy = po + WYY sin?(B(po)t), (2.100)
43%(p)
— (po + hk)? P P o,
By = B P+ %Pg =9 + Aemm sin”(B(po)t). (2.101)

Generalement P # p, et L_?k #* %‘i excepte pour T = nrn/B(py) (n = 0,1,2...). Pendant ces
_ 2
0

périodes, atome est toujours dans son état fondamontale, et donc P = py et Ej = f—m.
On pose AP = P — p, et A_Ek — F, — %.
L 2
Ap = — hksin®(B(po)t), (2.102)
453
_ 02 9
E = MAEPO S1n (B(po)t), (2103)

Ap et AE sont les valeur moyenne de I'impulsion et de 1’énergie cinétique de ’atome acquiert
du champs électromagnétiques respectivement.

Il est clair que Ap > 0.Donc si pg > 0, alors P > pg,et 'impulsion et, par conséquent, I'énergie
cinétique de I'atome augmente. Si py < 0, alors ‘P! < |po| et I'impulsion et, par conséquent, I’énergie
cinétique de ’atome diminue.

Le changement de la I'mpulsion de I'atome est due a ’action de 'onde éléctromagnétique sur
I’atome.en utilisant Le théoreme d’Ehrenfest, la valeur moyenne de la force exercée sur I’atome par
I'onde électromagnétique est obtenue comme suit

_dp A
F=a=a® = 453(po)

il fik sin 23(po)t. (2.104)

La valeur moyenne de F peut prendre des valeurs positives ou négatives. Les valeurs positives
de F montrent que la valeure moyenne de I'mpulstion de I'atome augmente avec ¢, et les valeurs
négatives de F montrent que la valeure moyenne de I'mpulstion de 'atome diminue avec t. On a
démontre que si py > 0, alors P > p, et quand py < 0, alors |?| < |po| . Cela montre que la direction

de la valeur moyenne de I'mpulstion de 'atome acquiert de 'onde électromagnétique est la méme
que la direction de propagation de 'onde électromagnétique, I'action des ondes électromagnétiques
sur I’atome montre la propriété d’expulser.

2.6.2 Le cas de résonance

La probabilité P;, d’aprés I'expréssion (2.97) , dépend de la fréquence de 1'onde électromagnétique
et atteint son maximum a un instant donné lorsque :

Aey + hAw = 0, (2.105)
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on dit qu’il y a résonance. En vertu de la condition de résonance on a :3(pg) = %, e(po)—LB(po) = —%,

et e(po) + B(po) = %.Ainsi, les fonctions d’onde de I'atome ont une forme plus simple

1 , ’ /
Uy (2,T) = ({_eﬂ[(poJrhk)Z*& (po) T/ e+l[(’po+ﬁk)Z—E1 (po)T]/ﬁ} ’ (2.106)
2V 2mh
1 , - /
Uy(2,T) = ({eJrZ[poszz(po)T}/ﬁ + e+l[poz—E2(po)T]/ﬁ} : (2.107)
2V 2mh
ol
(po + Bk)>  hw  hQ
E = = 7 =
1(po) 2m * 2 * 27
+hk)?  hw  hQ
E — (po— = _ =
1(Po) 2m * 2 27
2
Do hw  hQ)
E. = — - — 4+ —
2(po) 2m 2 + 27
2
Do hw  hQ
E. = — - — - —. 2.1
2(1o) 2m 2 2 (2.108)
Ils sont les niveaux d’énergies divisé. La différence d’énergie entre les niveaux de division est
AFE = hf). (2.109)

Comme € est dépendant de 'amplitude du champ électrique, la répartition des niveaux représente
en fait une sorte d’effet Stark.

En vertu de la condition de résonance, les probabilités de la quantité de mouvement py + hk et
po a 'instant ¢ sont

Q Q
= sinz(gt), po = cosz(gt), (2.110)
et La valeure moyenne de ’energie et la quanitité de mouvement et donneé par
- Q - 2 Q
p=po+hksin(S1),  Ex= % + Aeyy sin?(S) (2.111)

les valeurs moyennes de I'impulsion et de 1’énergie cinétique de I’atome acquiert du champs
électromagnétiques sont respectivement.

S Q — Q
Ap = hk sin2(§t), AFE = Ae,, sin2(§t), (2.112)
la valeur moyenne de la force exercée sur 'atome par I'onde électromagnétique
—  Qhk

En vertu de la condition de résonance, le changement de 1’énergie et de I'mpulsion entre 1’atome
et 'onde électromagnétique serait effectivement complete, puisque quand 7' = (2n + 1)7/Q (n =
0,1,2...), 'atome doit passer a son état excité a partir de son état fondamental, et la valeur moyenne
de 'impulsion de 'atome acquiert aupres d’une onde électromagnétique atteint son maximum hk.
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2.6.3 Le cas de désaccord Strict

Si la fréquence de I'onde électromagnétique vérifiée

|Aeg + hAw| > kS, (2.114)

alors la probabilité de transition P, — 0; on dit qu’on a un désaccordement ”Strict detuning”
et dans ce cas % ~ 0 ,[e(po) + B(po)] ~ —208(po) et [e(po) — B(po)] ~ 0. Ainsi, les fonctions
d’onde de I'atome serait simplifiées sous forme de :

1 ; "
Uy (27, T) ~0, Uy(z,T) =~ %he“[poz—’fz (o) 7]/, (2.115)
ou -
" Po
Ey(po) =5~ =5 (2.116)

qui est simplement I'énergie totale de I’atome avant qu’il ne soit irradié par I'onde électromagnétique.
L’équation (2.115) ne sont que les fonctions d’onde de I’atome avant qu’il ne soit irradiée par 'onde
électromagnétique, et ainsi nous concluons que dans le cas de désaccord, 'atome n’est pas influencée
par 'onde électromagnétique.

2.7 Solution lorsque ’atome se trouve dans ’état excité a
t=20

Supposons nous que a l'instant ¢ = 0 'atome se trouve dans 1’état excité c’est a dire :

1 i(po+hk)z
U(z,0) = ( Vo > , (2.117)
par un calcule identique a celui du (2.82)on trouve
Uy (2, T I
vt = (P55 ) = [ KGarne.0, (2115)
avec . .
] T) = _ _ +i[(po+hk)z—FE1(po)T]/h
1(27 ) \/ﬁQﬁ(p()) { [+‘€(p0> ﬁ(p(])] e
+lepn) + B(po)] e lomm=- B0l (2119)
Q ; , ,
Uy(2,T) = |:_62[p02f*E2(p0)T]/h+el[pozf*Ez(PO)T]/h} 7 2.120
) B 2120

avec E1(po), E1(po), Ea(po), E5(po) sont les méme que (2.80) .

L’interprétation physique est simple : les deux fonction d’onde Wy(z,T'), Wo(z,T'),contiennent
deux ondes planes dont I'impulsion de ’atome est la méme mais leurs énergies sont différentes.Si
I’atome est dans 1’état fondamental, leur impulsion est toujours égale a py mais son énergie est égale
soit Ey(po) ou Ey(po). Si atome est dans I'état excité son impulsion est toujours égale & py + hk
mais son énergie est égale soit E(po) out F,(py). Ces relation entre 'impultion et 'energie sont les
meéme que dans le premier cas.
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2.7.1 Probabilite de transition

a)La probabilité de transition de ’état excité vers I’état fondamental est donné par :
2

Y

PO = 1w 0)F = | [ 2 G eopas

—+00 1 i /z \Ijl Z,T
/_oo <O’ \/27The " > < \IJ2EZaT§ >dz

Par un calcul similaire au précédent on trouve :

QQ
P9 = 452(po)

b)La probabilité pour que ’atome reste dans 1’état éxcite est donnée par :

2

sin? B(po)T. (2.121)

400 2
PO =T v =| [ 12 Glvwnas) 2122
+oo 1 i U, (2. T 2
_ —717 z 1%,
/_oo <\/27rh6 r 70) < \I/2EZaT; )dz
Un calcul similaire au précédent donne :
P (t)=1 LA B(po)T (2.123)
=1- sin : .
' 43%(po) P
La valeur moyenne de ’énérgie et de la quanitité de mouvement et donneé par
O%hk

P hk — ——— sin® t 2.124
Do + 132(p) sin”(B(po)t), ( )

~ (po+ hk)? 0,
B = g T Ay S Ao} 2120

les valeurs moyennes de I'impulsion et de ['énergie cinétique de 'atome acquiert du champs
électromagnétiques respectivement.

2
Ap = —A%Ohk sin?(3(po)t), (2.126)
2
AE, = —ngwmpo sin?(B(po)?), (2.127)

Si pg > 0,et 'impulsion et, par conséquent, I’énergie cinétique de 'atome diminue. Par contre si
po < 0, I'impulsion et, par conséquent, 1'énergie cinétique de 'atome augment.
La valeur moyenne de la force exercée sur ’atome par I'onde éléctromagnétique est obtenue comme

2

48(po)

Maintenant, la direction de la valeur moyenne de I'impulsion de ’atome acquiert de 1'onde
¢lectromagnétique est inverse a la direction de propagation de 'onde électromagnétique, et donc
I’action de I'onde électromagnétique sur I’atome montre la propriété de piégeage.

F=— hk sin 23(po )t (2.128)
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2.7.2 Le cas de résonance

La probabilité P,, d’aprés I'expréssion (2.122), dépend de la fréquence de I'onde électromagnétique
et atteint son maximum a un instant donné 7' lorsque :

Aeg + hAw = 0, (2.129)

on dit qu’il y a résonance. En vertu de la condition de résonance on a 3(pg) = % Ainsi, les fonctions
d’onde de I'atome ont une forme plus simple

U, (2,T) = 2\/% {e-i-i[(po-i-hk)z—El(po)T]/h n e+i[(po+hk)szi(p0)T]/h} 7 (2.130)
Uy(2,T) = 2\/12%({_;2‘@“—@@0)1“1/5 i e+z'[poz—Eg(po>T]/h} 7 (2.131)
ou
Ei(py) = W + % + ?,
Ei(po) = W + % - ?
Bap) = B0 10
Es(po) = glnj - % - ? (2.132)

En vertu de la condition de résonance, les probabilités de la quantité de mouvement py + hk et
po a I'instant ¢ sont

Q Q
P = sin2(§t), Po = COSZ(Et), (2.133)
et La valeure moyenne de I’energie et la quanitité de mouvement et donneé par
- (po + hk’)2

_ Q 0
p = po+ hk — hk sin2(§t), E, = — Aey, sin2(§t). (2.134)

2m

Les valeurs moyennes de I'impulsion et de 1’énergie cinétique de l'atome acquiert du champs
électromagnétiques sont respectivement.

— ) — Q
Ap = —hk sinZ(Et), AL = —Aey, sin2(§t), (2.135)
la valeur moyenne de la force exercée sur I'atome par I'onde électromagnétique et donné par
— Qhk
F = —T sin Qt

Meéme phénomene, le changement de I’énergie et de I'impulsion entre ’atome et I’onde électromagnétique
serait effectivement complete,

30



2.7.3 Le cas de désaccord Strict
Si la fréquence de 'onde électromagnétique vérifié
|Aeg + hAw| > kS, (2.136)

alors la probabilité de transition P, — 0;on dit qu’on a un désaccordement ”Strict detuning”
Ainsi, les fonctions d’onde de I'atome serait simplifiée sous forme de

1 ) z— o
Wy(z,T) =0, Uy(z,T) = 27Tﬁe* (o)== oy /1 (2.137)
o (po+ hk)?  hw
7 P +

qui est simplement I'énergie totale de ’atome dans I’états excité avant qu’il ne soit irradié par 'onde
électromagnétique. L’equation (2.137) ne représente que les fonctions d’onde de I'atome avant qu’il
ne soit irradiée par le ondes électromagnétiques, et ainsi ne concluant que dans le cas de désaccord,
I’atome n’est pas influencée par 'onde électromagnétique.
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Chapitre 3

Atome a deux niveaux instables en
interaction avec une onde =
éléctromagnétique de polarisation

circulaire

3.1 Introduction

Ce chapitre, est consacré, a I’étude du comportement d’un atome a deux niveaux instables en
interaction avec onde éléctomagnétique polarisée circulairement par le formalisme des integrales de

chemin. . _ ) _ ' _
Cet atome a deux niveaux a une masse m,une fréquence angulaire w, et un moment dipolaire D.

La dynamique de I’atome avec cette onde est décrite par I’hamiltonien :

2 . .
p 1 ihy— e o 1 O ik L o itwnt—k
H=—+-hlw— L T ZRQe etk g ZpQetwrtRR) g 3.1
om T MW )T 9 "o Tr T ’ (3:-1)
Nous avons noté v, = vy, + v, 7- = Y1 — Y2 avec 71:% et 72:%, ou, 7 et 7 sont les durées de

vie des deux niveaux de I'atome. ' .
L’hamiltonien relatif au probléme de ce chapitre (3) a la forme suivante.

avec ) N
p Y+
Hy=—— I 3.3
O om, 4 (3.3)
et . " ' X
Hi: = §h(w !t ;_ )Uz _ 5;19671'0«&#1%)&r _ 57196““’”*’“2)077
1 0 0 1 0 0

Etant les matrices de Pauli habituelles. Cet hamiltonien a été étudie récemment [11] en considérant
I'équation de Schrodinger et par [9] en considerant les integrales de chemins dans la representation
des etats coherents fermioniques. Nous proposons dans ce chapitre de retrouver tous les résultats a

savoir :
les fonctions d’onde en utilisant le formalisme intégrale de chemins en combinant I'espace de

configuration et la représentation des états cohérents des spin.
Passons d’abord a la construction du formalisme intégrale de chemins.
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3.2 Formalisme intégrale de chemins en représentation des
états cohérents de spin

Par la méme méthode souligner plus haut dans les chapitres (2) et (3), pour la description du
systeéme, nous allons considérés I’état quantique |z; 6, ¢), reliant le mouvement extérieur et intérieur
de 'atome qu’on peut séparer en produit direct. Le mouvement extérieur est décrit par la variable
réelle z tandis que les variables angulaire (6, ) décrivent la dynamique du spin. L’amplitude de
transition de I'état initial|z;;6;, ¢;) & t; = 0 vers I'état final |z;;0f, @) & t; = T est définie par les
éléments de la matrice de l'opérateur d’évolution comme suit :

K( 7177T):<Zf76f730f|U(T70) |Zi7‘9i790i>7 (35)

avec

U(T,0) = T)p exp(—% /0 " Han, (3.6)

et Tp est I'opérateur chronologique de Dyson.

Pour passer a la représentation path-intégral subdivisons l'intervalle de temps [0,7] en N + 1
intervalles de longueur € pour lesquels les N instants intermédiaires se répartissant régulierement
entre 0 et T . C’est-a-dire T' = (N + 1)e. Utilisons d’abord la formule de Trotter.

n=N-+1
U(T;0) = lim [e7 i i)™ = Jim T Uty ) - (3.7)

N—o0 N—oco n=1

— Introduisons les relations de fermetures entre chaque paire de U(e) :

K(f,i;T) = ]\}12(1)0 H dzn—/ I1 dgpndcos ) (3.8)
n=N+1 e e
X 1:[1 <zn> Qm Qpn‘ e_ZEHoe_lﬁHm |Zn—17 971—17 @n—l) )

aprés l'action de H;,, sur les états |z,) on note que :

'EHO e_i%Hint

<Zn7 Hna Spnl e_zﬁ |Zn—17 en—la SOn—1> - <Zn| e_i%HO |Zn—1> <0n7 SOn| e_i%Hmt |9n—1> Qpn—1>

(3.9)
et le propagateur devient séparable :
K(f.i;T im [T dz T (2] e 70 lim — [ 11 dgndcos(d
(£,6T) = Nomo | st s ol €7 |Zn_1>N£>noo%/n:1 Pnd cos(0n)
n=N+1 e
% 1:[1 (0, on] e~ Hint(2n-1) 10p—1, Pn_1) (3.10)
avec :

ZN+1 = Zf, s 20 — % et QN—}—I = Qf, s Qo = Qz (311)
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En tenant compte du fait que :

(zn e TP Zno1) = \/m/ZWiﬁaexp(;—Zz (Zn — 2n-1)°), (3.12)
Qo ) = cosgcos 0—/€+%(@_@/) - singsin —/e_%(‘”_@l) (3.13)
: 22 272 ’
0 01 ) /
Qo |Y) = cos Esin §e+5(@+“"), (3.14)
/ . 6 01 _i( 4 /)
(Qlo_ Q) = sin 5 cos e e, (3.15)

Le propagateur prend la forme discrete suivante :

K(fi:T) = Jim [ "I —dgndcos(d,) lim ( m )/ I dz, I expo(Az,)?
T

oo n=1 —oo \27ih n=1 n=1 2eh
e_% {COS %n cos 9n21 e3(#n—en—1) 4 gin %n sin 9n21 e~ a(en—en-1)
- %(w - Zh;) {COS %n cos ot e2len—en1) _gip %n sin s e_é(%_*"”—l)}
+ ? exp —i(wrt, — kz,) cos %" sin Ona e2(Pnten—1)
+? exp [+i(wrtp—1 — kzp_1)] sin %" cos I eé“”"“”"_l)} . (3.16)

Ayant obtenu la forme conventionnelle, il nous reste a I'intégrer en vue d’extraire les propriétés
physiques qui nous intéresessent. Procédons alors au calcul de K (f,4,;7T).

3.3 Calcul le propagateur

Pour intégrer il faut d’abord diagonaliser ’'Hamiltonien. Pour cela éliminons les terms
exp [—i(wrt, — kz,)] et exp [i(wrt, — kz,)] al’aide du changement des variables polaires suivant :

Il est clair que la mesure reste inchangé
dpndcos(,) = dy) dcos(B,), (3.18)
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et le propagateur prend la forme suivante

m

. N n=N n=N+1
=197 Nh—r>noo(27Ti€h)2 /nH1dZ" Hl
0 (- T e e

) Q Qn en— _a
+ % exXp —— 2h (Azn) sin?cos Tle 2(enten- 1)} . (3.19)
Avec
w—wp =Aw (3.20)
on tenant compte du faite
im (Az)? + ikA im (Asy + hk5)2 h%e?k? (3.21)
T Zn TRy = Zn - s .
2he 2 2he 2m 4m?
alors le propagateur devient
T = 1 n=N n=N+1 ihek?
K(f,5T)= e Nli—n>1oo nl;ll %dgondcos(é )Nh—I>noo 2;;71)% / nl;ll dzn nl;ll e
0., v, , , 1€ thy_ m hke
— — 1— Aw — — [(Az, — —
feos G cos Pt exp 5t - v [1- 5 (0= 5 ) [ g f(ae, - 5
O, . Op1 _i , ' hry_ ' hk
+ 5111? sin ) 2l o5 () [1 — % (Aw ! ; >] exp;—gS {(Azn + 2—;)2}
e() ‘ 0 On_1 i/
+ % exp %(Azn)Q cos = sin = Lea(#hteha)
e() ' 0., Op—1 _:i
+ % exp %(A%)Q sin ~ cos Tle 3 (#h+e 1)} . (3.22)
on peut écrire le propagateur sous forme matricielle
K(f.i:T) = e~ lim [T —dgndcos(fy,) 1 (m)N/nﬁNd
;7T)=¢e 7 lim —dp,dcos im 2 Zn
T N—o00 n= 12 ¥ N—o0 27T1,5h n=1
n=N+1 .2 " , 0, 1 _en-1
x I e ( cos ‘9—"6 2" sin&e” o )R(thn) st e w/n: ) (3.23)
n=1 sin Q"T*Ie 2
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avec

1 ihry_

—%(Aw—T) hke ieQ

R(zn, tn) = ( ‘ oD g (Ao — 5007 N 2, O ar (A2n)” ) . (3.24)
£2 exp 22 (Az,)? 67( o=5) exp 2 (Az, + 2e)2
Nous intégrons la forme précédent (3.23) sur toutes les variables angulaires 6,, et ¢/ utilisant :

T 0 B 0
/ dcosf cos® = = / dcosfsin® = = —1, (3.25)

0 2 Jo 2

2 )
/ dpe™™ = 218, 0. (3.26)
0

Le propagateur prend la forme suivante :

K(f,i;T):e_T% lim (="

N—oo 2mich

M‘Z

n=N n=N-+1 ihek?
) IIdz, II e sm
n=1 n=1

i/ i/ n=N-+1 Ccos &6_%
X ( cos %fe 7 sin %fe’ o ) (=)~ H R(zp,ty) < 29 A ) : (3.27)
n=l sin Fe
Introduisons maintenant I’identité suivante :
teo g ' ' ek ' hk
D € 5 1 1€ m m €9
P P Ay ——pn| =y exp —— | (Azy £ ——)?], 3.28
/ o o2h P [ ompln T PSP ”] omih L 2he [< it o) } (3.28)
ou’ le propagateur devient
K(f . T) 1i / H d /+OO 1€ 9 n 1 A _ihng2
; = 1m n 5+ Pn T FPnRAZn| € m
a N—co 27rz5 : 2mhp hp
Ty i i, | =N cos &e’i%
xXe 4 <cos Z—fe% sin%fe_g ) nI—I1 (_1)NR(pmtn)< ‘ 20‘ i )(3'29)
0= sin Ze2
la matrice R,, devient
(1= % (Aw = 23=)) exp(—p,) =
R(p"’t”> - i z:Q ic ih’ZY— ick ’ (3'30)
5 (1+5 (Aw - T)) exp(+ 5., Pn)

Intégrons sur les N variables z, . Le propagateur devient

N—o0 n=1 _ 2mh n=1
o0 n=1

K(f,i;T) = lim 1I . e —— > P
(f.;7T) im / T (2770 (pn — pu_1)) exp - 2
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e [d iBTH2] n=N+1
Xe 1 exp [ﬁ(pn-&-lzn—f—l_plZO)_ S ] é
y . 0; 71'%;
X ( oS %few% sin %fe_? ) (=)™ R(pn, tn) ( CO.S _0_6 il ) : (3.31)
sin Ze

La présence de la distribution de Dirac dans (2.31) reflete la conservation de 'impulsion de 'atome
durant le mouvement i. e :

Pr=p2=+"+=DPNt1 = D- (3-32)
Alors le propagateur (3.31) prend la forme suivante :
+00 d n=N+1 . . thQ
D (I i i
K = — - — — -
JRCN T T
It i/ i cos &e’%
xe T <cos %feg sin%fe_g )R(va) ( 2 )a (3.33)
sin Ze2
avec Nt
n=N+
R(p,T) = N@m(—1)N I R(p,tn), (3.34)
tel que
1—ig(: (Aw im_) + f2) g}
R(p,t,) = B e Ty e (3.35)
2 1+Z€(§ <Aw 5 )-f-%)
R(pta) = 0% 1 e (n),
avec
0
K(n) = ( u(n) u(on) ) : (3.36)
et
1 thry_ kp Q

Maintenant passons au calcul du produis des matrice suivant L. Chetouani et all[6] .

N i S cw(i)os N 5 cw(k)
. —1 EW Oz —1 EW Oz
I (07 4 ik () = 5 4 B e B K (e

-1
—i % ew(k)o

N i —1 -1
N Li—1 —i ¥ ew(k)os —i 3 ew(k)o, —i % ew(k)o
+ ¥ X (ig)%e ut K(ly)e =+ K(lp)e T T
l1=1l2=1
N -1 lp—1
N li—1lp—1 In—2—lin_1—1 —i 2 ew(k)os —ilE ew(k)os —i 2 ew(k)o

+ Y Y X..8 % (ie)Ve un K(l)e

li=1lo=1l3=1 Inx_1=1 Iy=1

R (AT

'lezzfl ) In—1-1 ) In—1
—1 ew(k)o, —i Y ew(k)oy —3 w(k)os
K(ly)e ™ K(ly_p)e Wi K(ly)e " T =M% (3.38)
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A la limite N — +o00 :le produit devient
i [T T i (T . s1
R(p, T) =e "' Jo dsw(p,s)o- + Z/ dS 6_2f dsw(p, S)UzK(Sl)e—z Jot dsw(p,s)o.
/ dSl / d82€ zf dsw(p,s UZK(Sl)e_i f:21 dsw(p,s)ozK(SQ)e_ifOSz dsw(p,s)os

T ]
/ d81 / dSQ / d$3 / dSNB zf51 dsw(p,s)oZK(Sl)efz f521 dsw(p,s)o

K(SQ) fzf 2dsw ps)aZK SS) K(SN 1)671] N-1 dsw(p, S)UZK( ) _ fosN dsw(p,s)o 4o (339)

Un calcul simple nous montre que les termes impaires respectivemet paires sont les élément diagonaux
respectevement antidiagonaux de de R

Ry (p,T)=¢ —i [y dsw(p.s) ) 4 EZQ"/ dsl/ dsz/ dss.. / dsay, X
+

—i [T dsw(p,s i [21 dsw(p,s) if 52” L dsw(p,s —i [°27 dsw(p.s
o~ sy dswlp, )u(p(sl),sl) i sy dsep u(p(sa), $2)...€ dsw(p,s) w(p(s2n), Son)e Jo=r dsw(ps) (3.40)
et
. T —i [T dsw(p,s)
Rys(p,T) =1 ds;e s “u(p(sy), s1)Raa(p(s1), 1), (3.41)
0
R22 (p7 T) = Ril(p7 T)7 (342)
R21 (p7 T) = _RT2 <p7 T>7
S Q 2n T 1As o —1As Sant —1As —iZA
Ry (p,T) = |1+ 21(25) e"=1dsy e "2%dsy... e "2 dsy, | e 2, (3.43)
n= 0 0 0
avec
A = 2w(n,s). (3.44)
Aw iv_  kp
= — =4 = 4

3.4 Sommation des séries de perturabtion

Evaluons Ry1(p,T) en utilisant la transformation de Laplace par rapport a T [6]. Soit

“+oo
Ri(q,T) :/ dTe™ " Ry (p, T), (3.46)
0
ou Ry(q,T) s’écrit sous la forme :
Ruta.7) = 1+ E a5 F0.D)| 2, (3.47
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Avec

et on obtient par itération

031:

n=
I

T

dSlelAsl F1 0 81)

(& ZASQngFQ 0 82)

S2n—1 A
—1AS
Fy,—1(0, 520-1) = / e " dsay,
0

La tronsformation de Laplace de F'(0,7T) est :

~ 400 +o0 T )
F(0,q) = / e R0, T)dT = / dTe " / 251 F (0, 51)dsy,
0 0 0

Qui peut étre récrite comme

~ +oo T A
F(0,q) :/ dTe AT / 6_2A(T_81)F1(0,S1)d51.
0 0

En utilisant la théoreme de convolution, on obtient

ou

Fl(oaq_iA) =

Effectuons le méme calcul pour tous les autres termes

F(0,q) =

1~
_Fl(oaq - ZA)a
q

+o0
/ e~ @ AT R (0, T)dT
0

+oo S1 1
—(q—iA)T —iAsg
e dT e dss F5(0, s
/o /o 2F2(0 52) = TR

F(0,q) =

2 =]

- +00
F(0, T):/ et (0, q)dg.
0

, on obtient

Insérons ce résultat dans Ry1(q,T') et effectuons la somme, on obtient

Ri(q,T) =

q—1A

H /0+°° L(

. 02
q—1iA) + ¢

39
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—] e+quq] e i,

q

Fy(0,q).

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)



252
Ce résultat est valable pour | q((qfl) )
ou cette condition est vérifiée.

On integer sur ¢ on trouve l'expression de
A2 )2

A
Rii(p,T) = cos(Q'T) — % sin(Q'T), avec Q= Tt

Par un calcul identique, on trouve les autres éléments du matrice les resultats suivants :

12

R12 (p’ T) = QQ/ Sln(Q,T)7
19

R21 (pJ T) = QQ, SIH<Q/T)7

yA
Ry (p,T) = COS(Q’T)+%sin(Q’T).

Substitouns ce résultat dans I’equation le propagateur prend finalement la forme :

T d Tp*  hk*T i Ty
. D 1Lp 1 _I0+

iap’-

.7 & _ Ty
sin e d ) Rp,T) (2 7
sin F exp(+-5*)

X 0;
cos 5

avec

~( cos(QT) — 45 sin(Q'T) 5o sm(Q’T)
Rp,T) = ( — 2L sin(Q'T) cos(Q T) + 28 sin(Q'T)

Retournons aux anciennes variables angilaire , nous obtenons :

o d Tp*>  hk*T i Ty
, dp iTp* i +
K(f,;,T) = — — — — 2 1
(6 T) /_OO oh P [ 2mh 8m * hp(zf : )} ‘
9. _ %0
i i COS e 2
: ( CcoS %fe 3 sin %fe* 2 ) S(p,T) ( ' 92_ L il ) ;
sin e’ 2

ou les éléments de matrice S est donné par :

Siu(p, T) = [COS(Q T)— 2—3 sin (2 T)} exp( (sz —wT —kz)),

Soe(p, T) = {COS(Q T) + ia sm(Q’T)} exp(—%(sz —wT —kz)),

Q/
182
Si2(p,T) = EYeY sin(QX'T) exp( (k’zf —wT + kz)),
Su(p,T) = —Sg sin(Q'T) exp(—é(sz — T + kz)).
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|< 1. On note qu’il est toujours possible de trouver un contour

(3.58)

(3.59)
(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)
(3.66)

(3.67)

(3.68)



3.5 Fonctions d’onde

Calculons d’abord I'amplutide de transition entre les états propres de spin, en prend comme
éxmple le calcul de I'élement de matrice Ky; (z¢, 2;, T') ou

K (25,2, T) = (1| K(f,5;T) 1) (3.69)

Introduisons ici les relations de fermetures suivantes :

1 1
/%dSOdeOS(Qf) €2) ([ =1, / %d%‘d cos(6;) [€2:) Qi |[= 1, (3.70)

1 1
K (zf,2,T) = /%dgofdcos(ef)%dgpidcos(ﬁi) <T1Q) (| K(f, 3T |S%) (24 (1), (3.71)

avec p )
<11€y) = cos Efe’%“”f, et (Q;| T>= cos ée*é%. (3.72)

on a donc :

T dp { iTp?  ihk*T i

Ky (f,i,T) = / 5 exp 9 T Tam + ﬁp(zf — z;) e‘fsll(p, T), (3.73)

— 00

De méme on trouve pour les autres éléments des formules analogues :

Kyo(f,i,T) = /:O Z(jr_éi exp :—g;f; — ﬂ:;lj;T + %p(zf — zz) e_T%Slg(p, T), (3.74)
z@wmnzfjgﬁwp}Zﬁ—@fEQMW—w}“T&MIx (3.75)
Ky(f,i,T) = /_:0 ;Z?ph exp —2277;5; — ZZiT + %p(zf — zl) 67%822(1), T). (3.76)

Le résultat se met sous la forme matricielle suivante :
K(f,i;T) = /_:O QdTph exp {—;YTZ); — ZZ:;T + %p(zf — 2) e’%S(p, T). (3.77)

Déduisons la fonction d’onde a 'instant T' a partir de I’état initial par I'intermédiaire de I’équation
d’évolution :

Uy (z,T e
vt = (P01 ) = [ KRG ne0, (3.78)
1 +oo ipz.
U(z;,0) = e §(p — po)dz; 3.79
( ) \/ﬁ - (p p()) ( )
1 PO 2
U(z,0) = e 3.80
(500) = —— (3.80)
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oo oo g T'p? hk2T ; Ty
1% Lp Z (3 Iy
U(z,T) = / / 2— {— 5 v + ﬁp(Zf — zz)} e 14

h
k 0
( 1 kg)( )dzi (3.81)

par une calcul simple en trouve

Uy (z4,T) = ﬁhﬂ(m) {— exp [h [(po + hk)z — Ef(po)T]] + exp [% [(po + hk)z — El(po)f]} })
3.82

Uy (2, T) = \/% { (((’g%p(—gﬁzzp[z [ZEZZ—_E;;ZE;Z)TT]H } (3.83)

) =~ ETRITE) ) ) £50) et () —aa) £66) (38

Ef = hwi(p), Ey = hwj (p) (3.85)

ai(p) = as(p) +wi = G+ “;l %) (3.86)

pe= EES L P gy = e + (3.8)

2m 2m

les résultats concordent exactement avec l'article [11].
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Chapitre 4

Le modéle de Jaynes cummings en
présence de l'effet de Kerr non linéaire

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier par ’approche intégrale de chemin, le modéle de Jaynes
cummings [12]en présence de l'effet de Kerr nonlinéaire.

Le calcul des fonctions d’ondes et les energies ainsi que l’inversion de population nécessite la
connaissance du propagateur K (f,i;T) que nous proposons de déterminer par I’approche intégrale
de chemin en utilisant le formalisme des états cohérents : 'une par rapport au spin et I’autre relative
a la 'operateur de création et d’annihilation associés au champ électromagnétique. Nous proposons
dans ce chapitre de considérer par I'approche path integral I’'Hamiltonian suivant [12] .

ﬁeff :H0+H17 (41)
avec
HO = wCZL\Ta + XZL\TQZL\Q, (42)
et
1 SUGVSN
H, = JWa0 + A [a0+ +a 0_] , (4.3)
aveg . ) L e s
— a',a sont respectivement les opérateurs de création et d’annihilation du champ de la cavité.

— X est la constante de couplage entre 'atome et le champ.

— w, est la fréquence du champ.

— Wg est la fréquence de transition entre I’état excité et 1’état fondamental de I'atome.

—~ 04, 0_,0, sont les matrices de Pauli habituelles.

— et x est la partie dispersive non linéaire du 3¢ ordre de 'effet de Kerr [12].

Notons que ce Hamiltonian a été étudiée récemment par résolution directe de l’équation de
Schrodinger [12]. Lorsque effet de Kerr sont absent comme dans le modele de Jaynes-Cumming [19],
qui décrit la dynamique d’un atome a deux niveaux en interaction avec un champ électromagnétique
quantifié & un mode, le traitement par le formalisme intégrale de chemins a été effectué par [21].
Ce modele a été encore généralisé : atome a plusieurs niveaux et avec plusieurs photons, couplage
dépendant du temps, photon médiateur remplacé par deux photons dégénérés.
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4.2 Formalisme intégrale de chemins en représentation des
états cohérents

Passons maintenant a la description du systeme au moyen des intégrales de chemin en considérant
I'état quantique |Z;0, ), ou Z et les angles polaire (6, ) sont les variables relatives au champ et
au spin.

L’amplitude de transition de I'état initial |Z;; 6;, ;) a t; = 0 vers 'état final |Z;; 0, pp) aty; =T
est définie par les éléments de la matrice de 'opérateur d’évolution :

; T
. ? 73
K(f,Z;T) = <Zf;6f,(pf | TD eXp(—ﬁ/ Heffdt) | Zl,91,<p1> (44)
0

ou Tp est 'opérateur chronologique de Dyson.

Pour passer a la représentation path-integral, subdivisons d’abord l'intervalle de temps [0, 7]
en N + 1 intervalles de longueur ¢, instants intermédiaires,en utilisant au préalable la formule bien
connue de Trotter et introduisons ensuite les projecteurs suivant ces instants intermédiaires NV répartie
régulierement entre 0 et T. Alors le propagateur prend la forme suivante :

. d*Z,
K (f.i:T :Ngnm/ﬂ

N+1

H (Za] €701 Z,) (4.5)

al d cos(0,,)dy phs
X Nhglm/pl — nﬂl [< Q [Qnr) — i (] Hy [Qny)] (4.6)
avec
ZN+1 = Zf, et ZO = Zz; QN+1 = Qf, et QO = Qz (47)
Il est facile de voir que les éléments de matrice suivant ce calculent
0 0 . 0 . ¢ .
(Q 0, |Q) = cos = cos —et 2% _ gin ~ gin —e~2(#~¥) (4.8)
2 2 2 2
9 9/ i ’ 9 9/ /
Qo ) = cos 2 sin §e+5("9+“’ ) et (Qo_|) =sin g cos e ~3(pte) (4.9)

et le propagateur relatif a notre probleme a la forme d’une intégrale de chemin de Feynmann :

K(f,’t.” :Nh_I>nOO/Hd2 /HdCOS d()pn

n=N+1 2 2
1 . . | Zn|” + | Zp—1|
E —(Z,NZF — ZXNZ,) — AV AR A
X exp { ra 92 ( n n ) LeWe sy 1 VEX Ly Lpq 2
. <Qn’ Hl ‘Qn71>
log < Q, [€2,-1) — 4.10
+ log | 1> 23 <Qn| Qn—l N ( )

Ayant obtenu la forme conventionnelle, il nous reste a I'intégrer en vue d’extraire les propriétés
physiques qui nous intéresessent. Procédons alors au calcul de K (f,,;7T).
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4.3 Calcul le propagateur

Notons que (4.10) s’écrit sous forme suivante

N N+1 N N+1
d*Z , d cos(0,)de
K .o T _ 1 n Zn —ieHg Zn_ n n
) = gim [T ez [T 1
avec N
-1 —
R(Zy;n) = e300 4 e ( N T ) , (4.12)
Intégrons sur toutes les variables angulaires 6, et ¢, utilisant[20] :
/ dcosf cos® = = / dcosfsin® = = —1, (4.13)
0 2 Jo 2
2m )
/ dpe™™¥ = 218,,0, - (4.14)
0
On obtient
0, i 0 ; al N cos L3
K7 (Q,QT) = ( cos Le2?r sin Lem2¢r )Nli_f{loo (—1)" R(Zn, tn) ( sin%—ie%‘“ ) . (415)
n=1 2
Développons le produit (de type matriciel 2 x 2) figurant dans Iexpression (4.15) suivant
[6], nous trouvons alors une série
N+1
R(Z,T) = Nlim (=1)" R(Zpn, t,)]
o n=1
N+1 i (T4 4 —idest' i [S1d
:th (_1) [e—zfo SWOo 2 +i/ d81€ s1 zK(Sl)e—zfo SWoz
N2 r o —z'fT dswo —i [l dswo i [°2 4
+(4) / dsl/ dsge™ a1 90 K (g1)e T ee B9 [ (5y)e 7 0" s Ly
0 0
T S1 SN . T . s
+Z'N+1/ d81/ dsy - - / dsyre o d‘W‘TZK(Sl)e_Z-Is‘z1 dswos
0 0 0
XK(SQ)G_ZJSSQS dSUJO’zK(83) X oo X K(SN)eiij:]{rV‘Fl dswUzK(8N+1) + . (416)

de type de dyson
Ses éléments de matrice sont respectivement les suivants :
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00 T S1 San—1
R (Z,T) = =il dsw + Z {(—2’)\)2"/ dsl/ dsg - - - / dsay,
= 0 0 0

v 672' f}; dst €+zf 1 dst* X e zfs2” 1 dstQne—z‘ Jo2m dsw:|
= R5(Z,T) (4.17)
T i T
ng (Z, T) = —Z)\/ d8167§f51 Wdtzl’R,Tl (Z, 81) (418)
0
=-R5 (Z,T).

On peut voir alors que (4.15) est une série :

KZ(Qp,Q;T) =

9 9 N S$2n—1
COSECOS §e+2(‘pf vi) [_’]0 d8w+z —l)\ / d81/ dsg - / dsay,

2 d x 1 wd s2n
x e 2laed gty el g o g xemi ko ]

by . 0 —3(er—pi) | ot fy dsw - .y \2n g o et
+ sin — sinoe 2\WPr=vi) | e o + Z (—iA) dsy dsg - - - dsoy,
p— 0 0 0
X e% fsji WdSZfeié f:Ql WdSZ2 X .. X ZQneé f;Q’ﬂ wd$:|
9 0 i > 2 1 T 51 52n
— cos L sin 2 et3(erted) Z (—iX) s / ds, / dsy - - - / dSoni1
2 2 — 0 0 0
X eiéfSTl uJdSZ1€+%fss2l WdSZ; - X Loy, +1€ 2 f52n+1 }
9 0 i > 2 1 T 51 52n
— sin ?f coS ée‘i(wf“”i) A) n / dsy / dsg - - - / dSon i1
0 0 0
i rT i s S9n
et @b gl wds ge o Zy e s b ds} (4.19)

qui peut étre rearrangé en l'exprimant (4.19) sous la forme d’une somme de 4 termes :
K(Zp,Qp, Z;,0:T) = Ky (f, ;7)) + Koo (f, ;1) + K1o (f,4;T) + Koy (f,4;T) (4.20)
Le premier terme de (4.20) par exemple s’écrit :
K (f,51) =
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9f 9, e —io > \2n T 51 S2n—1
cos - cos 562(‘” i) {Kar (Zy, Z;;T) —l—; [(—2/\) /0 d31/0 dss - --/0 dsap,

e 2z 2z
/d 1 d 2 /dﬂ-2nKS_(Zf,Z1;T—$1)Zl
K (Zl, ZQ, S1 — Z K (ZQ, Zg, So — 83) e X Z;nKar (ZQn, Zl, 5271,)] } . (421)

avec

s// 1
ng (Z".7',8" — &) = /'DZ*'DZexp {Z/ dt {2 (Z*Z ZZ*> —w L7 — XZ*2ZQ = ?Mz}

(4.22)
Il est naturel d’abord de traiter le terme Z2*Z? figurant dans (4.22) comme perturbation. Pour
cela développons 'exponentielle du terme perturbatif.

o Sn—1

T S1
ngzﬂ,z';s"_sf):{K(gg(z",z';s"_s'HZ{<—z‘x>" [ s [Casee [T as,
= 0 0 0

/ d?Zy [ d*Z,
X .

d2Z
. / CZn gt (77, 207 — 1) 2222

X Koo (21, Zoy 51— $2) Z3°Zg X -+ X ZX2Z2 Koo (Zy, Z'584)] } (4.23)
avec
e Z//*Z/ A 2 7/ 2 1
K& (2", 728" —§) = (—%) exp(—1i (kwc + 5@;) (8" —&")) (4.24)
k=0

Effectuons les intégration grace a la formule :

dz*dZ .
/ Zmzre= 4% = 6, mVnl. (4.25)

™

Il vient alors
Két (Z”,Z/;S” o S/) —

00 s s1 Sn—1
L+ (—ix (k+2) (k+ 1))"/ ds / dsy - - - / dsn] . (4.26)
n—1 s’ s’ s’

K(:)% (Z//7 Z/; " —

Comme

exp(—ix (k+2)(k+1)(s" —§')) =exp [—z’x (k+2)(k+1) //S ds]
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:1+[—ix(k:+2)(k:+1)]/ls dsl+[—ix(k+2)(k+1)]2/f dsl/ls dsy + - - -

+(—ix(k+2)(k+1))"/ dsl/ d32~--/ ds, +

K& (2", 2" — o) = K (2", 235" — ) exp (=i (k+2) (k+ 1) (s" = 8))..

d’ou
Reportons ( 4.28) dans (4.23)

Két (Z//7 Z/; S” . S

X exp (—7; [X (k+2) (k+1) + kw. + %w] (s" = s’))

> Z//* Z/
S I

k=0

<_

S

2

et utilisons la formule (4.29) pour simplifier encore les calcules.

Alors (4.21) devient :

|Z”|2—{— 2

7]

N

)

’ Oy O l 1Z” +|Z! o
Kll(f,Z,T)_COSECOS26 5 (- S”)exp< —_— ZO

1
X exp (—i {X (k2 + 3k + 2) + kw. + §wa] T)

A S1 A S2n—1 A
1 + § wOI / dslez 181/ dSQB_Z 182 / e—z 1S2nd8n
0 0

w(2)1 = )\2(k +1),

X

avec

Ay =w, —we —2x(k+2)

Cette derniere expréssion (4.30) peut s’écrire sous forme plus simple :

> T . S1 . S2n—1 )
F(O7T) = Z {(—W(Q)I)n/ d816ZA181 / d82€_1A132 R / dSQne_ZAlsQ”}

n=1

et pasons a la transformée de Laplace tout en lui appliquant la théoreme de convolution

F(0,p) = /Ooo dTe "' F(0,T) = 12 p——ml)]n'

o0

Y —

Le résultat est encore une série qui ici simplement égale a :

F(p) =

p— 1

48

1

p(p —iAy) + w§, -

B

1

2
—Wn

o

Z*kzk

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)



En prenant sa trnsformation inverse de Laplace de (4.34), alors (4.30) a une forme plus simple :

0, 0 Z)? + 12|
Ky (f,4;7T) —COSEfCOS 7€ 5(er—ei) exp (—W)

Xi(zfz ¢

(cos T — zA— sin €2 T) e~ mT,

k=0 20
Avec
m = x (k* + 3k + 2) +kwc—%wc—%x(2k+3)+%x,
et
2
Q = Tl + wd,.

Un calcul similaire nous permet alors d’obtenir les autres éléments de (4.20) .

Il sont les suivantes :

6 01 i Z 2 Z,L 2
Ky (f,4;T) = —iAcos Ef sin Eea(wﬂa) exp (_%)

oo * k.
< 7* Z (kafl) SlnéleeimT’
! 1

2

9 9 q Z 2 ZZ 2
K21 (f7 i; T) —iAsin §f COS 5 —e 2(<pf+%) exp <_M>

Ny Z st T —1771T’

0; . 0; Zi|” + 12
Koo (f,1;T) = sin 7f sin 56_5(‘”_”") exp (—W)

w7 \E

0o
>3
k=0

A
<COS QT + z— sin QQT> —in2T
200

avec
1 1 1 1
n2 = x(k* + 3k + 2) + kw, + JWe + Jwe + §X(2k5 +3) — X
ou
A2 = —Wq T We — 2X(k + 1)7
et
5. o
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(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)



Le propagateur (4.20) relatif au cas particulier est finalement :

7%+ 172
K(Zf7QfaZz'>Qi;T) = exp (-W) %

k
= | (237 9 0, _ A .
; {% [cos gf cos 565@’!’_%) (cos T — z2—Ql1 sin Q1T) e~ imT

0 0, _: _ WAV i
+ sin Ef sin Ee_i(w_%) (COS QT + 22_922 sin QQT> el

—1A COs H—f sin &e%(‘»ofﬂ"i)z;: sin QlTefimT
2 2 )

Notre probléme est ainsi résolu.
Nous pouvons alors determiner les énergies ainsi que les fonctions d’onde correspondes

4.4 Les fonctions d’onde et les énergies

Pour cela, passons a la représentation habituelle pour le spin avec les projections sur l'axe oz
étant my et m,.

1 1
Ky (Zp,my, Zi;,mi; T) = %/dcos(ﬁf)dgpfg/dcos(&i)ckpi

<mf\Qf>K(Zf,Qf;Zf,Qi;T) <Qz|mz > . (445)

Avec

(2s)! AN 05 M Fer
= —sin — — e 4.4
<my|0r, @) \/(s+mf)!(s—mf)! sin - cos < e : (4.46)

| S—m; s+m; .
O, pi| mi >= (25 —sin b cos b etrmiei 4.47
7 ( 2 2

et

s +m;)! (s —m;)!

Si l'on fixe I'état initial de I'atome d’étre|m; >=| |>, et I'état final d’étre |m; >= | 1>,on obtient,

0 i 0; i,
<1 1€) = cos Efe’ﬁ“’f, et (Q;| T>= cos §€+§% : (4.48)
Apres intégration sur les coordonnées polaires, on obtient par exemple
2" vz & (7242,)" A |
Ky (Zg, Z;T) = e_’ & ’; % <cos91T - 22—911 sin QJ) e~mT (4.49)
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Avec les calcules similaire pour les autres éléments, le propagateur est donné par :

lal e i (2:2)" sin,T

K1 (Z4, Zi;T) = —iAZ3e o o e T, (4.50)
k=0 '
2 7P S (2 2)  sinu T
K (25, 20T = —inzie 0 5 fk,) e (4.51)
k=0 )
2 41z 7:7,)" A,
Kll (Zf, Z“T) = €_| f’ 2 Z ( fkl ) (COS QQT‘F Zﬁ sin QQT) _sz, (452)
k=0 : 2

ou nous avons noté 'amplitude de transition K (Zy, 1, Z;,1;T)par Ky (Zy, Z;; T).
Afin d’extraire les fonctions d’onde ainsi que le spectre d’énergie, il est plus approprié de passer
a la base|l > ot [ est le nombre d’occupation. La relation avec |Z > est :

|Z) = exp (-%) > % 1), (4.53)

L’operateur d’evolution

—iHer T _ ( Ay Aygy ) 4.54
¢ A Ay (4.54)
est une (2x2) de type matriciel. Sa relation avec K (Zy, Z;;T) est
7 d*Z; d*Z;
et — [ LT 2) K (25 2:T) (2. (4.59
s
Apres I'intégration, les éléments de matrice (operateur) d’évolution par rapport a notre probleme,
sont les suivants : 27, &7,
A= [ SR ) Ky 2. (4.56)
En substituant I’éxpression de Ky (4.49) et |Z) (4.53) dans (4.56) on trouve
d*Zs d*Z; |fo Zi + |2 | = Zi %,
ay = [EHEL ey |- AL 5 (2
T 0w I= 0\/_ 2 k=0" k!
i r 1z | g 21
|:COS(Q T) — 20, sin( T)} T exp 5 )Y Wi (', (4.57)

par integration sur Z en utilisant la relation (4.25) et aprés un calcule simple ’éxpression (4.57)

devient
o

A A
Ay = Z e~ mT (cos T — 22—911 sin QlT> k) (k| . (4.58)
k=0

o1



Avec les calcules similaire pour les autres éléments

Ay = =id 32 VD) T k1) (] (4.59)
k=0
o= Jk+1 . osinOT
Ay = —i) meT kY (k+1], 4.60
1l @;\/ke Ql|>< | (4.60)
A= Ze’m’“T <cos T + 22—911 sin QlT> |k +1) (k+1]. (4.61)
k=0

Nous pouvons alors voir apres cette décomposition, que les niveaux d’énergie et les fonctions
d’onde correspondantes sont respectivement :

At
By =m ¥\ 5 + %, (4.62)

}E,j>_$ =N |k,+)+>\\/%|k+1,—>], (4.63)
120) = g |~ 5 1+ Ik 12+ 0y S ) (4.64)
r(k) = 4/1+ %2% , R(k) = %\/Qr(lﬂ) [1+7(k)], (4.65)
et
|k,+>:<|’8>>, |k+1,—):<|k21>), (4.66)

4.5 L’inversion de population atomique

Enfin, nous pouvons déterminer la probabilité de trouver I'atome dans ’état R qui est définie
par le module de 'amplitude de transition.

1
Pus (1) =+ [ &2\ Kns (225D (4.67)
En supposant par exemple que a T' = 0, 'atome est dans son état fondamental S = | [> et a
t =T dans les Etats R = | 1>, I'inversion de population atomique est donc une différence de deux
probabilités :
Wi(T) =[P |1 P |1], (4.68)
1
pi(T) = ;/dQZf Ky (Zyg; Z; T (4.69)
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1 Z2—|—Zi2 o 717 ) 1 . i
p1(T) = %/dQZf exp [—% kgo(%)k(—z)\Zi—sm(QlT)e mTy

o

2 2
2" + 14
2

< Z;Zf k
k§0< k! )

1 .
X (i)‘Z;Q_ sin(Q,7)e™7) exp
1

(e o]

pu(T) = X (—p

en remplace k par k£ + 1 et donne :

| 7,72 ,sin?(Q,7)

0

)exp [—|Zi*] A (4.70)

s kx| Z;]*
— \2 ?
pi(T) = A" B (—

sin?(Q,T)

Jesp [~ 127 5 (4.71)

1
p(T) = ;/dzzf K\, (Zg; Z; T

2 2
Nz £ 14
2

5 Lt

k:O( k! )k

1
p(T) = - / d*Zy exp

2 2
12" + 14
2

< Z;Zf k
)

A '
X (cos(QT) + =2 sin(Q,7))e ™" exp =,

2Q

A\ |
x (cos(QuT) — ;WZ sin(QuT))et T
2

1) |2k 2

() = (2 exp [ 1217 (co(u) + g sin?(00) (4.72)

Wi(T) =[P |1 =P |]]
donc on a :
T) = ~12;)? - |Zi|2k O, T Ag : QQ T
Wi(T) = —e kZ:OT cos 200y +2_Q§Sln oI ). (4.73)
Au contraire, lorsque I'atome est dans un état excité | 1> pour I’état initial S et a t = T, pour
I'état final R = | |>, I'inversion de population atomique est donné par :
Wao(T) = [Py — P 1] (4.74)

1
Pp(T) = ;/d2Zf|Kﬁ (Zp: Z;; T (4.75)

2 2
14"+ 14
2

S (ZL20k (cos(T) — 2L sin(Q,T))e~ T

Lo
Pp(T) = p /d Zfexp k:0< k! 2
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‘Zf‘2+’Zi‘2 AN A +imT
X exp 5 IEO(T) (cos(4T) + 20, sin(,7"))e
12 Z‘” Z* A}
Py(T) = e 140 > ‘k_l(cos(th) + 4—91% sin2(Q,7)) (4.76)

P1(T) = %/CFZf K1) (Zy; 25T

e | Zi) sin?(,7)
P1L(T)=e )" (ke + 1)A2T (4.77)
k=0
W5(T') prend la forme suivante :
7.2 ad Zz 2k A2 .
Wy (T) = e~ % kZ:O % (cos 20T + 2—91% sin? QlT> . (4.78)
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Conclusion générale

Dans cette these, nous avons montré 1’éfficacité et la simplicité avec lesquelles I’approche integrale
de chemins traite des problemes de mécanique quantique non-relativiste et de I'optique quantique tel
un atome a deux niveaux en intéraction avec une onde électromagnétique classique de polarisation
circulaire et le modele de Jaynes Cummings avec une cavité non linéaire de Kerr.

Les matrices de Pauli @ représentants les deux niveaux de 'atome ont été remplacées par un
vecteur unitaire 7 orienté suivant les.angels polaires (6, ) et le calcul a nécessité I'introduction
des états cohérents relatifs aux spin, nous avont pu élaboré un formalisme intégrale de chemin en
représentation états cohérents du spin.

Le calcule est basé sur ’amplitude de transition qui a été exprimée d’abord sous la forme standard

J D(path) exp +S(path), telle que formulée par Feynman, ou S = [ Ldt est 'action décrivant les

mouvements extérieurs (centre de masse) et intérieur de 'atome.
Le probleme essentiel renctonré dans cette these a travers les trois exemples traités est le calcul
d’integrale. Il est parfois plus commode de travailler dans I’espace des phase ce qui permet de simplifier

les calculs via certaines transformations. . . .
Dans les chapitres 2 et 3 et par le biais d'une premiere rotation sur l'angle azimutal nous avons

pus intégrer sur les varaibles extériure (z, p). De ce fait, I’expression explicite et exacte de 'amplitude
de transition a été obtenue suivant la méthode des perturbations sous forme de série, qui dans ces
cas, ont put étre sommeées exactement.

Les fonctions d’onde et le spectre correspondants ont été déduits en appliquant les principes de la
mécanique quantique. Les différentes probabilités de transition ont été calculées et quelques resultats
physiques interpretés. Les résultats concordent exactement avec ceux de la littérature [9].

Dans le chapitre 4, nous avons étudié par le formalisme des intégrales de chemins, le modele de
Jaynes Cummings avec une cavité non linéaire de Kerr. La représentation des états |0, ¢) qui utilise
les angles et les états cohérents |Z) pour décrire le champs quantifieé a été utilisé.

Pour la determination du propagateur, nous avons utilisé la méthode de perturbation et donné
le propagateur sous forme de séries. Ces séries on pu étre sommés exactement dans ce cas.

Ce qui nous a permet d’obtenir les fonctions d’onde et le spectre correspondants ainsi que l'in-
version atomique de population relatif au modele .

En franchissant ce cap important de la compréhension des mouvements d’un atome a deux ni-
veaux, nous visons 1’explication de nombreux phénomenes physique ou le spin joue un role essentiel.

En conclusion nous pouvons affirmer qu’a travers cette étude, malgré quelques difficultés, que
I'intégrale de chemins put étre un outil de travail trés puissant et élégant une fois maitrisé et par
lequel on pourrait franchir les domaines de la physique les plus ardus.
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Abstract

The aim of this work is devoted to the wave functions. This fact, there are several
methods to obtain these functions, such as: algebraic methods, the Schrodinger equation, the
path integral.

In our study, we are interested in path integral method. the principle of this method is
based on the propagator is expressed as a series, to solve it, we will use the Laplace
transformation and the theory of convolution and after we derive the energy spectrum with the

functions of waves and the corresponding population inversion.

Résumé

Le but de ce travail est consacré aux fonctions d'ondes. A cette effet, il ya plusieurs
méthode pour obtenir ces fonctions, telle que: la méthode Algébrique, I'équation de Schrddinger;
les intégrales de chemins.

Dans notre étude, on s'intéresse a la méthode des intégrales de chemins. le principe de
cette méthode est basé sur le propagateur qui s'exprime sous forme de séries, pour résoudre ce
dernier, on va utilisé la transformation de la place et la théorie de convolution et apres nous
déduisons le spectre d'énergie avec les fonctions d'ondes correspondante et l'inversion de

population.



