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INTRODUCTION GENERALE 

 

Actuellement le progrès technologique et industriel dépend fortement de 

l'avancement des matériaux. La conception des matériaux par ordinateur est devenue 

le moyen le plus efficace dans la recherche des sciences des matériaux. 

Ceci reflète les développements récents dans la théorie électronique pour 

l'explication de plusieurs résultats expérimentaux et la prédiction des propriétés 

physiques des matériaux qui n'ont pas encore été conçus.  

Il s’agit de décrire les matériaux par des modèles théoriques qui peuvent 

expliquer les observations expérimentales, et surtout d’effectuer des simulations ou 

qui peuvent prédire le comportement des matériaux là où l’expérience réelle fait 

défaut, ou qu’elle soit très coûteuse et parfois difficilement réalisable. Ainsi, l’intérêt 

de la modélisation et la simulation est d’étudier les diverses possibilités qui se 

présentent, et d’orienter l’industrie vers les meilleurs choix avec un coût minimum. La 

connaissance de toutes les propriétés d’un matériau donné est étroitement liée à la 

détermination de son énergie totale. 

Ainsi on peut utiliser cette énergie pour déterminer l’enthalpie de formation 

qui est un facteur principal à l’étude théorique des diagrammes d’équilibres de phase 

qui est basée sur des fonctions thermodynamiques des phases non stœchiométriques et 

particulièrement cette enthalpie de formation des phases stœchiométriques ( composés 

définis). Sachant que l’enthalpie de formation d’un alliage est la différence d’énergie 

de cohésion entre l’alliage et les métaux purs composants. 

L’analyse de l’énergie de cohésion dans les semi-conducteurs tel que le Mg2Si 

dans ses différentes structures sous l’effet de la pression ou encore le Mg2Ge et 

Mg2Sn sous la structure Antifluorite est l’objet de ce mémoire. Cette analyse est 

effectuée à l’aide du code Wien2k [1] et comparée avec les données expérimentales.  

L’objectif de notre travail est de calculer les enthalpies de formation des 

composés définis binaires des systèmes Mg-X (X=Ge, Si, Sn) et de les introduire dans 

le code BATNABIN [2] pour tester leur exactitude et restituer leurs diagrammes de 

phases à l’aide de quelques points pris des diagrammes des phases expérimentaux. 
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Le travail que nous présentons dans ce mémoire comprend deux parties 

composées au total de cinq chapitres. 

Dans le premier et deuxième chapitre de la première partie, nous exposons une 

présentation générale de la thermodynamique des alliages, des différents types de 

liaisons entre atomes d’un cristal, de la formation des composés définis, et des 

différentes méthodes de modélisation des diagrammes d’équilibre de phases binaire, 

spécialement la méthode CALPHAD utilisée dans le code BATNABIN [2]. Dans le 

deuxième chapitre nous exposons un rappel sur les fondements de la théorie de la 

fonctionnelle de la densité (DFT) utilisée par le code Wien2k [1], l’approximation de 

la densité locale (LDA[3]), la densité du gradient généralisé (GGA[4]), et 

l'approximation d’Angel-Vosko (EV-GGA) [5], ainsi que le principe de la méthode 

des ondes planes augmentées linearisées (FP-LAPW). 

Pour la deuxième partie, le premier chapitre présente les résultats principaux 

obtenus à l’aide du Wien2k [1] telles que les propriétés structurales (énergie 

minimale, pas de réseau), les propriétés électroniques (structure des bandes, densité 

d’états électronique) des composés Mg2X (X= Ge, Si, Sn), et dans des différentes 

structures pour le Mg2Si. Le deuxième chapitre présente la restitution des diagrammes 

de phases de chaque composé étudié, en utilisant le code  BATNABIN [2]. 

Finalement, notre travail est achevé par une conclusion générale résumant nos 

résultats les plus saillants. 
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Chapitre I  
Les alliages, la thermodynamique et 

les diagrammes de phases 
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I.1. Introduction 

La plus grande partie des métaux techniquement importants sont en fait constitués 

d’un  mélange  de  types  d’atomes  qui  peuvent  se  regrouper  dans  différentes  structures 

cristallines coexistantes. Un tel mélange d’atomes est nommé un alliage, et les différentes 

structures  cristallines  ainsi  que  les  arrangements  non  cristallins  (le  mélange  liquide  ou 

gazeux) sont nommés des phases. 

I.2. les équations fondamentales de la thermodynamique: 

L'existence d'un état d'équilibre dans un matériau impose une liaison implicite appelée 
équation fondamentale entre un certain nombre de variables judicieusement choisies 
caractéristiques de l'état du matériau [6] 

I.2.1  L'énergie interne: 

L'énergie interne U = U (S, V, n1, n2, … …, nm) est l'information thermodynamique la 
plus compl  que l'on puisse avoir d'un systèm  sa forme différentielle s'écrit: ète e;

, ,  , ,                                             (I. 1) 

Avec : 

 , 
                                                                                                                 (I .2) 

 ,                                                                                                                  (I .3) 

, ,                                                                                                           (I .4) 

Donc : 
                                                                                  (I. 5) 

Où :   S : l’entropie  
V: le volume 
ni. le nombre de moles des divers constituants du matériau.  
T: la température.  
P:

 : potentiel chimique du constituant i. 
 la pression.  
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I.2.2  L'entropie: 

On défini l'entropie S comme une fonction des variables extensives U, V et ni, du système 
S=S (U, V, n  et sa f me diff e ielle s'écrit: i) or ér nt

                                                                                   (I. 6)  
 

I.2.3  Fonction de Helmotz ou l'énergie libre F: 

L'énergie libre o lu 'énergie de Helmhotz F (U, S) est telle que:                                                                                                          (I. 7) 
à partir de l'équation o (I.1) n trouve la différentielle de F de la forme:            
Donc :                                                               (I. 8) 
On trouve S, P et Ta partir de la fonction de Helmhotz par: 

,                                                                                                               (I. 9) 
,                                                                                                                (I. 10) 

, ,                                                                                                          (I. 11) 
I.2.4  Fonction de Gibbs ou l'enthalpie libre: 

On défini la fonction G, que l'on appelle fonction de Gibbs ou enthalpie libre par la 
relation:                                                                                                      (I. 12) 
Et que sa d n eiffére tiell  s'écrit:     ( )                                                                                                 (I. 13) 
Donc :                                                                               (I. 14) 
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I.2.5  l'enthalpie H: 

On défini la fon d H ction 'état à partir de l'énergie interne par la formule:                                                                                                      (I. 15) 
Et sa dif écrit:férentielle s'                                                                            (I. 16) 
Dans les équations différentielles (1.8) et (1.14), terme  présente la quantité de 

chaleur échangée avec le milieu extérieur, le terme  présente l’énergie mécanique 
reçue par le système et le terme µi dni présente l'énergie chimique donnée au matériau par 
le milieu extérieur. 

L’ensemble des résultats précédents est résumé dans le tableau I.1 : 

Tableau I.1  Les équations fondamentales de la thermodynamique 

Fonction d'état Variables naturelles Différentielle 

Energie interne U S, V, ni    .  

Enthalpie H 
 S, P, ni    .  

Energie libre F 
 T, V, ni     .  

E h l e int a pi  l bre G    T, P, ni    .  

 

I.3. Les grandeurs molaire partielles: 

Les grandeurs G, H, S, U, sont des fonctions homogènes et du premier degré par 
rapport aux variables indépendantes. En désignant par X* ces grandeurs à température et 
pression constantes pour une phase donnée, la variable étant le nombre de moles, en vertu 
du théorème d'Euler [7]: 

, , ,                                                                         (I. 17) 
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La grandeur partie X relative au constituant i dans une phase polyconstituée est 
définie par la rela :

lle 
tion  

, , ,                                                                                        (I. 18) 
Donc :                                                                                             (I. 19) 

Il est beaucoup plus commode de rapporter cette grandeur à une mole. 
Soit:                                                                                                              (I. 20) 
Avec : ⁄                                                                                                            (I. 21) 
La relation d'Euler s'écrit alors :                                                                                                            (I. 22) 
En effet, d'après r a .18) de la grandeur pala el tion (I rtielle : 

, , , , , ,                                                               (I. 23) 
Donc :   , , ,                                                                                           (I. 24) 

Pour un système binaire (A, B), les grandeurs partielles relatives aux constituants A et 
B se traduisent par les e r lations :   (1 )                                                                     (I. 25) 
Et                                                                                       (I. 26) 

Si la grandeur intégrale X est représentée par une courbe comme celle qui est tracée 
sur la figure (I.l), les grandeurs partielles  et  correspondent aux points d'intersection 
sur les axes verticaux de la tangente à la courbe au point d'abscisse  [8]. 

I.4. Relation de Gibbs-Duhem: 

Lorsque X dans la fonction (1.22) désigne l'enthalpie libre G on a :                                                                                   (I. 27) 
Les dérivées partielles de G sont 
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Figure I.1  Grandeur intégrale X en fonction de la fraction molaire XA, pour un système 
binaire A-B [8]. G                                                                                             (I. 28) 

Comme on a :                                                                            (I. 29) 
Alors :  –                                                                                       (I. 30) 
Lorsque le système est en pression et température constantes on trouve :   0                                                                                                    (I. 31) 
C’est ce qu'on appelle l'équation de Gibbs- Duhem.  

Où:         le nombre de mole du constituant i. ni :

: Potentiel chimique du constituant i.  

Cette relation a une grande importance en pratique, en particulier pour les alliages 
binaires ; elle permet de calculer la fonction molaire partielle de l'un des deux éléments si 
l'on connaît celle de l'autre en fonction de la concentration. 
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I.5. Etude des équilibres entre phases: 

I.5.1 Définition: 

 Alliage: 
 On appelle un alliage métallique une substance cristallisée composé de deux ou 

plusieurs éléments. 
 Un alliage peut exister sous différents états: solide cristalline en agrégat de 

microcristaux appelés grains, souvent de variétés cristallins distensions, ou liquide 
ou gazeux. 

 Phase: 

Une Phase est une partie homogène entrant dans la constitution d'un système. Elle est 
constituée d'un ou plusieurs constituants. 

I.5.2. Les phases présentes dans les alliages métalliques: 

Les phases qui peuvent être présentées dans un alliage métallique sont les suivantes: 

 

I.5.2.1.Phase Liquide : 

La phase liquide occupe la partie supérieure des diagrammes d'équilibre de phases, 
vers les hautes températures "si la phase vapeur n'existe pas". 

La plus part des matériaux sont solubles entre eux en toutes proportions mais il peut 
apparaître dans les alliages une démixtion liquide. 

I.5.2.2.Solution solide: 

Il est difficile de prévoir l'allure d'un diagramme quel que soit le mélange binaire. On 
peut cependant classer les solutions solides en deux catégories qui sont: 

∗ Solutions solides interstitielles.  
∗ Solutions solides par substitution. 

o Pour les solutions solides interstitielles : les atomes du soluté B viennent s'installer 
dans les interstices et dans les cavités disponibles entre les atomes du solvant A. Ces 
solutions ne sont possibles que si le diamètre des individus B est très inférieur à celui 
des cavités disponibles dans le réseau cristallin du solvant A (Fig 1.2). 
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Figure I.2  Formation d'une solution solide interstitielle. 

o Pour les solutions solides substitutionnelles : les solutions solides de substitution se 
forment lorsque les atomes d'élément B sont de taille sensiblement identique à celle 
des atomes du métal de base; dans ce cas, ils se substituent aux atomes du réseau du 
métal de base (Fig I.3). 

 

Figure I.3  Formation d'une solution solide par substitution. 

 

I.5.2.3. Phase intermédiaire et composé intermétallique : 

Dans certains cas, deux corps purs peuvent donner une solution solide intermédiaire, 
autour d'une composition donnée correspondant à une formule chimique simple de type 
AxBy, où X et y sont des entiers, et une structure cristalline souvent complexe. Cette solution 
solide peut avoir une largeur très variable [9]. 

Lorsqu'elle est infiniment étroite, on dit qu'il s'agit d'un composé intermédiaire. Ce 
composé ne touche pas les axes verticaux des corps purs. Lorsqu'elle est large, cela signifie 
que le composé intermédiaire est capable de dissoudre chacun des deux corps purs ; on 
pourra parler de solution solide intermédiaire « riche en A », ou « riche en B ». 
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I.6. Condition d'équilibre:  

I.6.1. Introduction: 

"Position du problème; chois entre G et F": 

 Il faut poser la question de savoir avec quel potentiel thermodynamique on va 
travailler. Dans les systèmes où toutes les phases en présence sont des phases condensées 
(liquide ou solide), bien que l'on considère des équilibres à P et T imposées, ce qui devrait 
conduire nécessairement à utiliser les fonctions de Gibbs comme potentiels 
thermodynamiques certains ouvrages se réfèrent aux fonctions "Energie libre" (ou de 
Helmotz) F = U-TS. Ceci tient de fait que pour les phases condensées (solide et liquide) on 
peut confondre les deux fonctions F et G qui ne différent que par la quantité P. V qui reste 
toujours petite à pression constante et à peu près la même pour toutes les phases. De ce fait 
F ≈ G et les ouvrages spécialisés dans ce domaine se réfèrent souvent à la fonction F alors 
qu'on devrait en toute rigueur, travailler avec la fonction G [6]. Ici nous garderons G 
comme fonction potentielle. 

I.6.2. Uniformité des potentiels chimiques: 

Au sein d'un matériau quelconque en équilibre thermodynamique isobare isotherme, 
les échanges internes de matière ne peuvent pas provoquer de variation de la fonction 
globale G puisque cette ande r gr u  se trouve à son minimum [10] :   0                                                                                           (I. 32) , 0                                                                                                   (I. 33) Et 

Si l'on considère deux volumes voisins qu'échangent par diffusion des quantités de 
moles dni, à température constante (dT=0) et pression constante (dP=0) on trouve en tenant 
compte de la relation :   0                                                                                         (I. 34) 
pour un système binaire :    0                                                                           (I. 35) 

                                                                                         (I. 36) Mais: 

                                                                                                     (I. 37) Alors: 

Où :  et   représentent les potentiels chimiques des deux éléments au sein des deux 
volumes voisins. 
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Alors on peut dire qu'un équilibre isobare, isotherme est donc également iso potentiel 
chimique "unicité de potentiel chimique de chaque constituant" dans tout le volume de 
matériau [11]. 

I.7. L'activité des éléments en solution: 

I.7.1  L'activité: 

Les éléments qui constituent une solution liquide ou solide ont une tension de vapeur 
qui à l'état pur est fonction de la température nous l'appellerons  et lorsque un élément 
contient un autre élément en solution sa tension de vapeur n'est plus   mais Pi et plus 
petit que . 

Dans la plus part des cas on peut considérer la vapeur comme un gaz parfait, car les 
pressions mises en jeux sont très faibles. Dans ces conditions on définit l'activité de 
l'élément i comme [12  ]:

                                                                                                             (I. 38)  
I.7.1.1.L'activité d'une solution régulière " loi de Raoult": 

La clé de cette expression de l'activité d'une espèce en solution a été apportée par le 
chimiste français François Raoult (1830-1901) [6,11], qui a mesuré les pressions de vapeur 
de mélanges binaires de liquides volatiles. Plus précisément, il a mesuré la pression de la 
vapeur de chaque composant en équilibre avec la solution. 

Raoult a démontré que la pression de vapeur partielle d'une espèce i dans un mélange 
est proportionnelle à sa fraction molaire dans la solution et à sa pression de vapeur quand 
elle est pure: 

                                                                                                     (I. 39) 
Où     Pi : la pression de vapeur partielle de i au-dessus de la pression de la solution 

          : la fraction molaire de l'espèce i en solution  xi

   : la pression de vapeur de l'espèce pure.  

 Une solution hypothétique régulière qui, sur l'éventail des compositions allant de 
l'espèce A pure à l'espèce B pure, respecte la loi de Raoult, est appelée une solution 
idéale (Fig I.4). 
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I.7.1.2.L'activité d’une solution diluée " loi Henry" : 

Toutefois, la loi de Raoult ne décrit pas bien la pression de vapeur du soluté car dans 
une solution diluée, le soluté est loin de se trouver dans sa forme pure. Dans une solution 
diluée, chaque molécule de soluté est entourée d'un solvant presque pur, de sorte que son 
environnement est tout à fait différent de celui du soluté pur et il est fort improbable que sa 
pression de vapeur puisse être rapportée à celle du soluté pur. 

Le chimiste anglais William Henry (1775-1836) [6,11] a découvert qu'une relation 
linéaire différente existe entre la pression de vapeur d'un soluté volatil B et sa fraction 
molaire dans une so tlu ion:                                                                                                        (I. 40) 
Où α est une consta ent  caractéristique du soluté. Alors l'activité s'écrit:                                                                                                      (I. 41) 

Avec   le coefficient de l'activité qui peut être supérieur ou inférieur à 1, et il 
exprime les déviations de l'activité d'un constituant i par rapport à l'idéalité. 

Au niveau moléculaire, la loi de Henry dit que la vitesse à laquelle les molécules de 
soluté s'échappent est proportionnelle à leur concentration. 

 

Figure I.4          
Courbes d'activités de l'élément B 

(a) Loi de Henry. 
(b) Loi de Raoult 
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I.8. Représentation  des  grandeurs partielles  des enthalpies libres d'un 
système binaire: 

Si on considère deux constituants A et B, on a l'enthalpie libre de la solution (A-B). g                                                                                       (I. 42) 
Où        :      ,                                                                                  (I. 43) 

Alors:                                                                 (I. 44) 
On appliqu  r n  G bant la elatio  de ib s- Duhem à T et P constantes:    0                                                                                            (I. 45)  
Donc la relation ( i : 1.44) dev ent                                                                                  (I. 46) 
Quand: 

     1                                                                                           (I. 47)                                                                                             (I. 48) 
 la relation (1.46) devient:   (   )                                                                                                         (I. 49) 

Alors

A partir de la relation (1.42) on peut exprim f e ts µi par: er les dif ér n  (  )    et      (  )                                              (I.50)  
On trouve ainsi : 

  1 (  ) .                                      (I. 51) 

Alors les potentiels chimiques de la phase φ des constituants A et B peuvent être donnés 
par la relation: 

                                                                                                       (I. 52) 

   Comme on peut écrire:

(1 )                                                                                                           (I. 53) 
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1.9. Expression de l’enthalpie libre dans les différentes phases:  

I.9.1 Solution idéale : 

Si on considère qu'à l'intérieur d'une solution de plusieurs espèces il n'existe aucune 
interaction énergétique. Il est alors normal de considérer que l'énergie attachée à chaque 
constituant est égale à celle du corps pur pris dans le même état structural [13], soit :   0                                                                                                                         (I. 54) 
D'où pour une solution à deux constituants A et B :   (1 –  )  0                                                                                       (I. 55) 
Avec : x est la fraction molaire du constituant B 

Donc dans une solution solide ou liquide idéale, le constituant i se comporte comme s’il 
ét t àai  l'état pur. L'enthalpie libre s'écrit alors :   (  log   (1 ) log(1 ))                                                                     (I. 56)   
Et  log 1 )                                                                                                    (I. log                                                                                                                 (I. 58) 

( 57)  
 

I.9.2.Solution régulière d'Hildebrand : 

Pour ce type de solution, l'enthalpie de mélange n'est pas nulle [13], elle s'écrit sous la 
for e:m    (1 )                                                                                                    (I. 59)   
Où :    est l'enthalpie d'excès. 

A est une constante qui ne dépend pas de la température. L'entropie de mélange est égale à 
l'entropie de mélange d'une solution idéale, on trouve ainsi :   (1 )                                                                                                          (I. 60)

  
Avec : 

 Po tituur une solution de subs tion   61)    ( log   (1 ) log(1 ))                                                                 (I.
  log(1 )                                                                                        (I. 62)(1 )  log                                                                                           (I. 63) 

 Pour une solution d'insertion : 
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 g  lo 1 2   (1 ) log 1 21                                            (I. 64)1   log(1 2 )(1 )  log 1 2
                                                                            (I. 65) 66)  

ut on non rég lière  

                                                                   (I.
I.9.3. Sol i u

L'enthalpie li  bre dans ce cas s'écrit :( , ) –                                                                                      (I. 67) g  ( )
rme ( ) ( , ) représente l'enthalpie libre d'excès.  Le te( ) est une fonction de la fraction atomique du second constituant. 

I.10. Principe de détermination des équilibres entre phases : 

Nous considérons dans le paragraphe suivant des exemples de diagrammes de 
solidification d'un système constitué d'une phase liquide et une ou plusieurs phases solides 
à partir de leurs courbes d'enthalpies libres. 

I.10.1. Diagramme à fuseau (solubilité illimitée): 

A partir des courbes d'enthalpie libre G qui sont reportées sur la figure (I.5) Nous 
pouvons  désigner les  états  d'équilibres  du système  dans  chaque  domaine  de 
température: 

 T > Tf. des deux constituants A et B, la courbe d'enthalpie libre du liquide est 
toujours en dessous de celle de la phase solide c-à-d la phase liquide qu'est la plus 
stable dans tout le domaine de concentration, le mélange donc est toujours à l'état 
liquide. 

 

 

 

 

 

  

 

Figure I.5  Courbes d'enthalpies libres des systèmes à miscibilité totale 
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 T = TAf : on observe un point d'intersection entre les deux courbes d'enthalpies libres 
du liquide et solide pour 0, il y à équilibre entre deux phases A liquide et A 

t u  0 le système est encore liquide. solide, e  po r

 on observe un domaine biphasé entre ,  tel que : ,  : 

 ge est solide   : l’allia
    : il y a équilibre de deux phases liquide - solide.   
    : l’alliage est liquide. 

    : la courbe d'enthalpie libre du liquide  au dessus d'enthalpie libre du 
solide  sauf pour le constituant B pur   1, on observe encore un équilibre 

t l s deux phases liquide et solide. en re e

    : la courbe d'enthalpie libre du solide  est totalement au dessous 
d'enthalpie libre du liquide , le mélange donc est toujours à l'état solide. 

A partir des ces courbes on peut tracer le diagramme d'équilibre des systèmes à fuseau 
(Figl.6).

 

Figure I.6 : Diagramme de phases à miscibilité totale 
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I.10.2. Diagramme avec palier eutectique: 

Plusieurs alliages binaires présentent des diagrammes simples à une seule 
transformation eutectique. Dans ce type de système l'alliage peut se présenter sous forme 
de trois phases : liquide, solide  ou solide . 

A partir des courbes d'enthalpie libre qui sont reportées sur la figure (I.7).  

Nous pouvons désigner les états d'équilibre du système dans chaque domaine de 
température:  

    : on observe que les deux courbes d'enthalpie libre des phases solides 
primaires  et  sont au dessus de l'enthalpie libre de la phase liquide  de 

 d nc le mélange à l'état liquide.  mélange est o

  ,  n observe qu'en fonction de concentration de B:  : o

 iage est sous forme de solution solide .    : L’all
   : Il y a équilibre entre deux phases L et  .    
    L'alliage est liquide. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Figure I.7  Courbes d'enthalpies libres des systèmes à palier eutectique 
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Figure I.9   courbes d’enthalpies libres des systèmes à palier péritectique. 
 

De la même manière que dans le cas du diagramme d'équilibre avec palier eutectique 
et à partir des ces courbes d'enthalpie libre on peut tracer le diagramme d'équilibre des 
systèmes à palier péritectique qui est schématisé sur la figure (I.10). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

Figure I.10 : diagramme péritectique 
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I.10.5. Diagrammes présentant un composé défini : 

On distingue deux cas: 

 Le diagramme de phase présentant un composé défini à fusion congruente. 
 Le diagramme de phase présentant un composé défini à fusion non congruente. 

À partir des courbes d’enthalpie libre (Fig. I.12 et I.13) on peut tracer le diagramme 
d'équilibre des diagrammes présentant un composé défini (Fig. I.14). 

 

 

 

 

 

 

Figure I.12 : Courbes d’enthalpies libres d’un diagramme présentant un composé défini 
à fusion non congruente. 

  

 

 

 

Figure I.13 : Courbes d'enthalpies libres d'un diagramme présentant un composé défini à 
fusion congruente. 

 

 

 

 

 

 

Figure I.14   Diagramme d'équilibre avec composé défini 
a- fusion congruente     b- fusion non congruente 
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I.10.6. Diagrammes présentant une démixtion à l'état liquide : 

Une solution peut être instable dans un domaine défini de composition et 
température et se séparer en un mélange de deux phases, de même nature mais de 
composition différente (phénomène de démixtion). Ce phénomène est à l'origine de deux 
autres formes d'équilibre triphasé. Il s'agit des équilibres dit "monotectique" lorsque la 
phase instable est liquide et "monotectoïde" lorsque la phase instable est solide. Et nous 
avons choisi le premier cas c'est à dire le cas de démixtion liquide -liquide leur 
diagramme d'équilibre et les courbes d'enthalpie libre sont présentées sur la figure I.15. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.15  Diagrammes présentant une démixtion à l'état liquide 

I.11. Méthodes expérimentales d'établissement des diagrammes de 
phases: 

D'après ce qui précède, on pourrait croire que les diagrammes d'équilibre sont déterminés à 
partir de la connaissance des courbes d'énergie libre. Les courbes d'énergie libre sont très 
difficiles à établir théoriquement ou expérimentalement. Les techniques utilisées pour la 
détermination des diagrammes d'équilibre sont de plusieurs types. Les méthodes d'analyse 
thermique, ont pour but de mettre en évidence les transformations de phases d'un 
diagramme de phases lorsqu’on fait varier leur température lors du chauffage ou 
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refroidissement. La m  
absorption de chaleur qui se traduit sur les courbes par une anomalie [7]. 

odification de la température correspond à un dégagement ou

I.11.1. L'analyse thermique simple (A.T.S). 

Historiquement, l'analyse thermique a été la première méthode utilisée pour 
déterminer des équilibres entre phases ; c'est en 1829, en Suède, qu’ont ainsi été étudié, 
pour la première fois, des équilibres entre phases, dans les alliages Pb-Sn, par Rudberg 
[14]. 

L'analyse thermique simple a pour but de tracer la courbe donnant au refroidissement 
ou échauffement la variation de la température d'un échantillon "corps pur ou un alliage" 
préalablement chauffé en fonction de temps T = f (T). 

Autrement dit, quand l'échantillon est le siège d'une transformation (solidification, 
fusion, ou dépôt de cristaux) il y'a soit: dégagement ou une absorption de chaleur. 

I.11.1.1.L'appareillage de (A.T.S) : 

L'appareillage utilisé dans la méthode d'analyse thermique simple est représenté sur la 
figure (I.16) [15]. 

 Un creuset contenant un échantillon est placé dans un four électronique. 
 Un thermoélectrique est relié à un enregistreur qui permet de tracer la courbe 

donnant T = f(t). 

  

 

 

 

 

 

 

 

Figure : I.16  Dispositif d’analyse thermique simple [15] 
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I.11.1.2. Exemples des courbes d'analyse thermique simple: 

On donne à titre d'exemple l'allure des courbes de refroidissement d'alliages à différentes 
concentrations dans le cas d'un fuseau et un simple eutectique (Fig I.17 et Fig I.18). 
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I.11.2. L’analyse thermique différentielle (A.T.D): 

La figure (I.19) montre le dispositif classique utilisé pendant le chauffage et 
le refroidissement d'un échantillon dont on compare la température avec celle d'un 
étalon n'ayant pas de point de transformation dans le domaine de température exploré [14]. 
Un exemple de courbe d'analyse thermique différentielle, avec transformations 
exothermique et endothermique est représenté sur la figure (I. 20). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.11.3. Le dilatomètre : 

Le dilatomètre et les mesures de résistivité peuvent souvent rendre les mêmes 
services que l'analyse thermique dont elles permettent de compléter ou de confirmer les 
résultats. Cette méthode consiste à enregistrer les variations de longueur d'un échantillon 
en métal en fonction de la température ou du temps, détectant ainsi les changements de 
phase, y compris les précipitations ou dissolutions de particules [16] (Fig I.21). 
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I.11.4. L'analyse radiocristallographie : 

L'analyse radiocristallographie, qui permet la détermination, avec une grande 
précision, les limites de solubilité à l'état solide, est souvent mise en œuvre, à condition 
que les alliages soient très homogènes. Elle s'applique généralement à des alliages trempés 
depuis une certaine température, dans le but de figer, hors d'équilibre, les phases existantes 
à cette température, mais tous les alliages ne se prêtent pas à ce type d'expérimentation. Il 
arrive également que les contraintes introduites par la trempe modifient suffisamment le 
paramètre cristallin pour rendre les mesures imprécises. Il existe aujourd'hui des chambres 
de diffraction X chauffantes [16]. 

I.11.5 L’analyse micrographique 

L’analyse micrographique au microscope est moins précise, mais elle peut etre 
utilisée soit à la température ambiante, soit dans quelques cas, à une température plus 
haute. 

I.11.5 L’examen à la microsonde 

 L’examen à la microsonde complète utilement les examens précédents qui 
renseignent sur la structure, la répartition et le pourcentage des différentes phases, en 
fournissant directement la composition de ces phases et en particulier les limites de 
solubilité du diagramme [16] 

28 
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Chapitre II 
Méthode CALPHAD de modélisation 
des diagrammes d’équilibre de phases 

binaires   
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II.1/ Introduction  

La détermination expérimentale des diagrammes de phases est une tâche longue et 
coûteuse. Ceci devient bien plus prononcé à mesure que le nombre de composants 
augmente. Le calcul des diagrammes de phases réduit l'effort exigé pour déterminer les 
conditions d'équilibre dans un système de plusieurs composants. Un diagramme de phases 
préliminaire peut être obtenu à partir de l'extrapolation des fonctions thermodynamiques 
des sous-ensembles constitutifs. Ce diagramme préliminaire peut être employé pour 
identifier des régimes de compositions et de températures où l'information maximum peut 
être obtenue avec l'effort expérimental minimum. Cette information peut alors être 
employée pour raffiner les fonctions thermodynamiques originales [17]. L'information 
numérique de diagramme de phases est nécessaire également dans d'autres efforts de 
modélisations. Quoique les diagrammes de phase représentent l'équilibre 
thermodynamique, il est bien établi que les équilibres de phases puissent être appliqués 
localement (équilibre local) pour décrire les interfaces entre les phases. Dans ces cas, 
seulement on assume que les concentrations à cette interface obéissent aux conditions de 
l'équilibre thermodynamique. 

II.2/ Principe de l'optimisation « méthode CALPHAD » : 

Les grandeurs fondamentalement importantes pour le calcul d'un diagramme de phase 
sont les enthalpies libres (ou énergie de Gibbs G) des constituants, des solutions solides ou 
liquides et les enthalpies de formation des composés en fonction de la température et de la 
composition. L'équilibre thermodynamique est alors simplement calculé par minimisation 
de l'enthalpie libre totale du système. Dans le cas où le système n'a jamais été calculé, il 
faut donc construire soi-même la base de données thermodynamiques contenant les 
enthalpies libres de toutes les phases en fonction de la température et de la composition. 
Les coefficients entrant dans la description de l'enthalpie libre des phases sont optimisés à 
partir des informations expérimentales disponibles dans la littérature. Il s'agit de l'étape la 
plus difficile. Puisque la méthode «CALPHAD» est basée sur les informations 
expérimentales, la qualité d'une base de données thermodynamique dépend fortement de la 
richesse de ces données (Fig II.l). Par exemple, il est extrêmement important d'avoir des 
données thermodynamiques telles que des activités, des potentiels chimiques [18, 19]. En 
effet, une optimisation uniquement basée sur les limites d'un diagramme de phase peut 
s'avérer être complètement fausse quant à la prédiction des propriétés thermodynamiques 
d'un système. Dans le cas où les informations expérimentales sur un système sont 
insuffisantes, il est judicieux lorsque c'est possible d'effectuer des expériences 
complémentaires. 

Le calcul des systèmes multiconstitués avec plus de constituants peut être obtenu à 
partir d'une description des systèmes avec moins de constituants en utilisant des méthodes 
d'extrapolation [20]. La stratégie utilisée dans l'évaluation des systèmes multiconstitués est 
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représentée sur la figure II.2. Cette stratégie est suivie jusqu' à chacun des 2, 3... n des 
systèmes constitutifs d'un système de n composants ont été évalués. Cependant, 
l'expérience a prouvé que, dans la plupart des cas, aucune correction ou corrections très 
mineures sont nécessaires pour la prévision raisonnable des systèmes quaternaires ou plus 
élevés. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.1/ Principe de la méthode « CALPHAD ». 

II.3/La modélisation thermodynamique par BATNABIN : 

Le recours à la modélisation trouve son utilité dans la nécessité de caractériser des 
systèmes thermodynamiques complexes du fait de leur nombre élevé de constituants. Dans 
notre cas, la description des systèmes binaires à base de Magnésium, s'est effectuée grâce à 
l'optimisation de l'enthalpie libre des différentes phases existantes dans le système à l'aide 
du logiciel BATNABIN [2]. 

 

 

 

 

 

Données expérimentales  
(Thermodynamique et diagramme de phases)

Sélection des modèles thermodynamiques 

Optimisation des paramètres des modèles 

Détermination des enthalpies libres de chaque phase dans 
le système 

Restitution de diagramme de 
phases 

 

Extrapolation de l'enthalpie libre 
des phases aux systèmes avec 
plus de composants 
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Système Binaire Evaluation       

Système ternaire Extrapolatio  n ∑
+ Evaluation  

Système quaternaire Extrapolation   ∑
+ Evaluation      

 

 

Figure II.2/ Stratégie utilisée par la méthode CALPHAD pour les systèmes 
multiconstitués. 

II.3.1.Présentation : 

BATNABIN est un logiciel  de  simulation thermodynamique polyvalent qui peut 
manipuler de nombreux modèles et formalismes thermodynamiques dont celui de Redlich-
Kister, utilisé dans la modélisation de l'enthalpie libre d'excès des solutions solides et 
liquides. Le logiciel BATNABIN, dans le cadre de systèmes d'alliages est utilisé pour 
calculer : 

 Les diagrammes de phases. 

 les fonctions thermodynamiques comme l'enthalpie, la capacité calorifique et les 
activités. 

Les calculs opérés par ce logiciel, pour la construction des diagrammes de phases, 
reposent sur la minimisation des énergies libres de Gibbs. Ces calculs nécessitent toutefois 
l'utilisation de bases de données regroupant les descriptions thermodynamiques des phases 
en équilibres dans le système sélectionné. Actuellement il existe différents types de bases 
de données suivant la nature des phases modélisées, tel que les données S.G.T.E (Scientific 
Group Thermo data Europ) qui contient des valeurs thermodynamiques des éléments purs. 

II.3.2.L'optimisation : 

L'optimisation d'un système multiphasé a pour objectif de déterminer les variables 
ajustables des formalismes mathématiques utilisés dans la description de l'enthalpie libre 
des phases afin d'être la plus fidèle aux résultats expérimentaux. L'optimisation est 
effectuée en plusieurs étapes : 

 L'introduction des informations expérimentales relatives au système, celles-ci seront 

...
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traduites en équations linéaires par rapport aux coefficients ajustables. Pour obtenir des 
résultats plus précis on multiplie chaque équation par un facteur poids qui dépend de 
notre certitude de la mesure expérimentale lui correspondant. Ce système surdéterminé 
est résolu selon la méthode des moindres carrés. 

 Les coefficients obtenus permettent le calcul des différentes fonctions 
thermodynamiques (enthalpie, entropie et enthalpie libre) des phases existantes dans le 
système, ainsi que la restitution du diagramme de phases. 

 Si on constate une incohérence entre les données expérimentales et les résultats de 
calcul, le calcul est refait en modifiant les ordres de développement ou/et le poids des 
données expérimentales, ce qui permet d'aboutir à une meilleure harmonisation entre 
les grandeurs mesurées et celles calculées (Fig. n.3). 

II.4.Les formalismes thermodynamiques : 

Le logiciel BATNABIN utilise différents formalismes thermodynamique, suivant la 
structure de la phase à modéliser. 

II.4.1.Elément pur : 

Pour comparer entre les grandeurs molaires de plusieurs phases, il est nécessaire de les 
référer à une origine commune. C'est ce que l'on appelle l'état de référence ; l'état de 
référence d'un élément i, correspond à son état standard de référence. Ce dernier est défini 
pour la structure de la phase stable (liquide, Cubique à Faces Centrées, Hexagonale 
Compacte, .. .etc), sous une pression de 105 Pa et à température de 298.15 K. À un élément 
dans son état de référence standard (SER) est associée une enthalpie °HSER qui représente 
l'enthalpie de formation du constituant i à 298.15 K à partir de ses éléments pris dans leur 
état standard de référence. Aucun calcul thermochimique ne peut être effectué sans avoir 
défini au préalable les états de référence de chaque constituant. 
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Figure II.3/ Structure du logiciel BATNABIN. 

Pour un équilibre donné, l'état de référence de l'élément i est considéré à la 
température T de l'équilibre. Une enthalpie libre GHSERi est donc ajoutée afin de corriger 
l'enthalpie libr éléme molaire d' ent i de cette différence de température. ° ° 298,15                                                               . 1  
Avec  °                                                            . 2  

Où a, b, c, et d n sont les coefficients, et n est un nombre entier. Pour représenter les 
éléments purs, le n sont en général 2, 3, -1, et 7 ou -9. 

Cette description permet, de représenter des phases solide et liquide au voisinage du 
point de fusion, dans leur état stable. 

Sélection des modèles thermodynamiques 

  Dépendance ou indépendance de H et S de 
la température 

 Ordre de développement 

Données expérimentales 

 Thermodynamique 
 Corps purs (SG TE)  
 H,   S.   G,...   des   différentes phases 

 Diagramme de phases 

Détermination des formes analytiques de G 

Restitution du diagramme de phases 

Résultats convaincants 

Fin
NON                                   OUI 
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Comme exemple On donne les enthalpies libres de référence du Calcium dans le 
tableau II.1, et la figure II.4. Ces données proviennent de la base de données de Dinsdal 
[21]. 

T lea  II.ab u 1/ E

 

xemple des tableaux SGTE cium [21].  du Cal°  Phase 

FCC-A1 
298,15 1115 -4955.062+72.794266T-16.3138 T Ln(T)-11.10455E-3T²-

133574T-1 

1115 3000 -107304.428+799.982066T-114.2922467 T 
Ln(T)+23.733814E-3T2-1.2438E.6T3+60578 T-1 

BCC-A2 

298,15 716 -7020.852+142.970155 T -28.2541 T Ln (T)+7.2326E-3T2 -
4.500217E-6 T3+60578 T-1 

716 1115 1640.475+1.999694 T -6.276 T Ln 5T) -16.1921E-3 T² -
523000 T-1 

1115 3000 -142331.096 + 1023.549046 T-143.8726979 T Ln(T) 
+32543127E-3 T² +3.338303E.6T3-230193 T-1 

Liquide 

298,15 500 5844.846+ 62.4838 T -16.3138 T Ln(T) – 11.10455E-3 T² -
133574 T-1 

500 1115 7838.856+18.2979 T-8.9874787 T Ln (T) -22.66537E-3 T² 
+3.338303 E .6 T3 -230193 T-1 

1115 3000 -2654.938 +188.9223 T -35 T Ln (T) 

HCP-A3 
298,15 1115 -4455.062+73.494266 T -16.3138 T Ln (T) – 11.10455E -3 T²-

133574 T-1 

1115 3000 -106804.428+800682066 T-114.2922467 T Ln (T) 
+23.733814E-3T² -1.2438E -6T3+18245540 T-1 

 

 

Figure II.4/Enthalpie libre de Calcium pur par référence à FCCA1. 
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II.4.2/ Phase stœchiométrique : 

La phase stœchiométrique dans un système binaire (A-B), peut être un composé 
défini, le constituant pur A ou B. 

 L'énergie libre molaire de formation d'un alliage binaire (im ,jp) s'exprime sous la 
forme : ° , ,                                                           . 3  
Alors : ° ,    ∆ ,                                                      . 4  
Où   le   terme ∆ ,   représente   l'énergie   libre   molaire   de   formation   du   composé 

intermétallique q euui p t s'exprime sous la forme. ∆ ,  ∆ , ∆ ,                                                                                 . 5  
Avec, les termes enthalpique ∆ , et entropique ∆ ,  peuvent être considérés comme 

indépendants de la température. 

II.4.3 Les solutions (phases non stœchiométriques) : 

L'enthalpie libre pour les différents types de solution , s'écrit sous la forme de 3 
termes : , ,                                                    . 6  ,

Les premiers termes, , et , 1, sont parfaitement définis suivant le type de 
solution (solution liquide, solution solide substitutionnel ou interstitiel). Le terme d'excès , peut se décrire suivant différents modèles qui impliquent un formalisme 
thermodynamique ainsi qu'une détermination des coefficients ajustables appropriés.  

Dans  notre  optimisation,  la  description  du  terme  d'excès  est faite  à partir d'un 
développement polynomial de Redlich-Kister [22] pour une solution binaire (i, j) de la 
forme: 

, ,                                                               . 7  
, , étant un paramètre d'interaction binaire entre les éléments i et j dans la phase , 

et en général une fonction linéaire de la température. 



A.PREMIERE PARTIE                           Cadre théorique – Chapitre II 
 

 37 

II.5/  Les  différentes   équations  traduisant les   données  lues  sur  un 
diagramme de phases expérimental : 

On donne dans ce paragraphe les différents cas d'équilibre entre les phases 
coexistantes dans un diagramme de phases. Si on considère α et β deux phases coexistantes 
dans un diagramme d'un système binaire, les différents cas d'équilibre qu'on peu rencontrer 
sont les suivants : 

II.5.1/ Une seule phase non stœchiométrique :(Fig. II.5 et Fig. II.6) 

Si la  n'est pas stœchiométrique et la phase est stœchiométrique. L'équilibre entre 
ces deux pha e s  s s e t d'écrit par une seule équation :g , g , ∂g ,∂                                                               . 8  

II.5.2/ Deux phases non stœchiométriques :(Fig II.7) 

L'équilibre e  e  non stœchiométriques est traduit par : ntre les d ux phases α et βg , g , ∂g ,∂g , g , ∂g ,∂                                                                                       . 9  

II.6/ Détermination des points d'équilibre: 

Après la détermination des coefficients ajustables des phases en présence dans un 
système on peut calculer l'enthalpie libre de chaque phase et ainsi déterminer les points 
d'équilibre  de ce diagramme. Ces équilibres qu'est son d'écrit par une ou deux équations 
suivant la nature des phases  et . 

II.6.1/ Sélection des points d'équilibres stables : (Fig. II.8) 

Après la détermination de tous les points d'équilibre stable et métastable, il faut 
sélectionner les points d'équilibre stable qui traduisent les points du diagramme. Cela se 
fait par comparaison successive des pentes de deux segments joignant les points de 
tangence. Les points d'équilibre stable se sont les points ayant la plus faible valeur 
d'enthalpie libre. Autrement dit les points de segment qui a la plus faible valeur de la pente. 
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Figure : II.5/ Equilibre entre une phase non stœchiométrique et un 
composé défini 

 

Figure II.6/ Equilibre entre une phase non stœchiométrique et une phase 
stœchiométrique 

 

Figure II.7/ Equilibre entre deux phases non stœchiométriques. 
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Figure II.8/ Sélection des points d’équilibre stables. 
(a). Courbes d’enthalpie libre des différentes phases. 
(b). Les tangentes des différentes courbes. 
(c). Sélection des équilibres stables. 
(d). Diagramme de phases correspondantes. 

II.6.2. Détermination des températures des paliers d’invariances : 

Les paliers d’invariances sont des équilibres triphasés. Graphiquement on peut les 
déterminer en traçant la tangente des courbes d’enthalpie libre des trois phases à une 
température bien précise. Analytiquement le calcul des points du palier et sa température se 
fait en écrivant les équations d’équilibre entre ces phases. 

Après cela il faut calculer la pente de la tangente des trois phases pour la comparer 
avec les autres pentes des tangentes des équilibres biphasés pour savoir si cet équilibre est 
stable ou non. 

Quatre cas peuvent être trouvés dans un système binaire selon le type de chacune des 
trois phases en équilibre : 



A.PREMIERE PARTIE                           Cadre théorique – Chapitre II 
 

 40 

 Trois phases stœchiométriques (Fig. II.9). 
 Une phase non stœchiométrique et deux phases stœchiométriques (Fig. II.10). 
 Deux phases non stœchiométriques et une phase stœchiométrique (Fig. II.11). 
 Trois phases non stœchiométriques (Fig. II.12). 

 

Figure II.9 : Equilibre entre trois phases stœchiométriques (Deux composés définis et le 
constituant pur A). 

 

Figure II. 10 : Equilibre entre deux phases stœchiométriques et une phase non 
stœchiométrique. 
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Figure II.11 : Equilibre entre une phase stœchiométrique et deux phases non 
stœchiométriques. 

 

Figure II. 12 : Equilibre entre trois phases non stœchiométriques. 

 

41 
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III.1.Introduction 
La physique de la matière condensée et la science des matériaux sont concernées 

fondamentalement par la compréhension et l’exploitation des propriétés des systèmes 

d’électrons et de noyaux atomiques interagissant. Ceci est bien connu depuis le 

développement de la mécanique quantique. Avec ceci vient la reconnaissance qu’au moins 

presque toutes les propriétés des matériaux peuvent être étudiées par des outils de calcul 

convenable pour résoudre ce problème particulier de la mécanique quantique. 

Malheureusement, les électrons et les noyaux qui composent les matériaux constituent un 

système à plusieurs corps fortement interagissant et ceci rend la résolution de l’équation de 

Schrödinger extrêmement difficile, et comme l’a déclaré Dirac (en 1929) le progrès dépend 

du développement des techniques approximatives suffisamment précises. Ainsi le 

développement de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). 

Pour décrire un matériau, Il faut savoir ses propriétés (électroniques, structurales, 

optiques,...). Et cela implique la connaissance des interactions entres les électrons et les ions 

qui le constituent. 

Mais dans ce cas, la mécanique classique s’avère être insuffisante et il faut faire appel à 

la mécanique quantique dont la base est la résolution de l’équation de Schrödinger. 

 

III.2.Équation de Schrödinger 
Un corps cristallin est un ensemble de noyaux et des électrons en interaction. En 1926, 

le physicien Autrichien Schrödinger a proposé une équation qui décrit toutes ces 

interactions, et qui est donné a :e p r  HΨ EΨ                                                                                     III. 1  

Où  E : est l’énergie totale du système et Ψ r  , R    est la fonction d’onde, et H est 

l’Hamiltonien de ce système. Pour un système ayant N noyaux et n électrons. 

L’Hami n s’écrit ltonie : 

H 2m 12 e4πε r Z e4πε r 2N 1MN
12 Z Z e4πε R                                                                    III. 2NN

Où      : est La masse de l’électron. m

      : est la distance entre l’électron i,   et l’électron j . 
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 Mk : est la masse du noyau. 

 Rkl : est la distance entre les centres des noyaux k et l.  

 Zk, Zl : Les nombres atomiques des noyaux k et l.  

D’une façon s  s’écrit.  conden ée. HH T V V N TN VNN                                                               III. 3  

Où   Te : est l’énergie cinétique des électrons. 

TN :   est l’énergie cinétique des noyaux. 

Vee : est l’énergie d’interaction électron-électron. 

VeN : est l’énergie d’interaction noyau-électron. 

VNN : est l’énergie d’interaction noyau-noyau.  

Par la suite. Les unités utilisées seront les unités atomiques, et l’unité de longueur est le 

Bohr :     a 0.5292 A° . m 1 , e 1, 1 et 4πε 1 

L’équation de Schrödinger (III.1) contient 3(Z+1)N variables, N étant le nombre 

d'atomes du cristal. Puisque on trouve dans 1cm3 d'un solide cristallin prés de 5.1022 atomes, 

en posant Z=14, le nombre des variables sera égale 2.1024  1024 [20]. Il est évident qu’on 

ne peut pas obtenir une solution générale à cette équation. Cela revient non seulement à des 

difficultés de calcul d'ordre technique, mais également à une impossibilité de faire, car la 

mécanique quantique ne dispose aucune méthode pour résoudre des problèmes concernant 

un grand nombre de particules. Pour trouver une solution de l'équation de Schrödinger d'un 

système de particules se trouvant en interaction, on doit faire des approximations. 

 

III.3. L’approximation de Born- Oppenheimer 
L’approche de Born- Oppenheimer [21] est fondée sur le fait que les électrons dont la 

masse est beaucoup plus faible que celles des noyaux déplacent plus rapidement que ces 

dernières. En d’autres termes, ils s’adaptent presque instantanément aux positions des 

noyaux, leur comportement n’est pas pratiquement modifié par le faible déplacement. Donc, 

nous pouvons éliminer le terme TN, et nous considérons que VNN est constante. Ce qui 

permet de mettre : H T V V N                                                             III. 4
Alors 

H 12 ZrN 12 1r                                             III. 5  
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 On a donc réduit la complexité du problème. Mais la solution de l’équation (III.5) reste 

toujours difficile. Il faut faire d’autres approximations pour résoudre ce problème. 

 

III.4. L’approximation de Hartree - Fock 
Cette approximation consiste à supposer que chaque électron se déplace 

indépendamment dans un champ moyen crée par les autres électrons et noyaux. On ramène 

donc le problème relatif à un grand nombre d’électrons à un problème à un seul électron. 

L’Hamiltonien peut être  écrit comme une  somme  des Hamiltoniens  chacun  décrit le 

comportement d’un seul électron : H H                                                                                     III. 6  

Avec H 2 ∆ u r µ r                                                               III. 7  

Tel que u r Zr R                                                                       III. 8
Le potentielle que t l l  i d ns l subi  ’é ectron a e champ de tous les noyaux k. µ r 12 1r r                                                                        III. 9
C’est potentiel de Hartree 

Le potentiel effect  e  e  if st la somme d  ces deux contributions : V  r  VH r VN r                                                                 III. 10  

VH : Le potentiel de Hartree. 

VN : Le potentiel d’interaction électron-tout autres noyaux.  

En introduisant ent e if ns at le pot iel ffect  da l’équ ion de Schrödinger. On trouve : 12 ψ r V r ψ ε ψ r                                                     III. 11  

La fonction d’onde du système électronique a la forme d’un produit de fonction 

d’ondes des électrons, et l’énergie de ce système égale à la somme des énergies de tous les 

électrons. 

ψ r , …  , r , r … … … rN ψ r ψ r … … … .ψN rN              III. 12E E E … . . EN                                                             III. 13  

L’équation (III-12) est bien une solution de l’équation (III-11) mais ne respecte pas le 
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principe de Pauli. L’approximation de «Hartree-Fock » [22,23] a été introduite pour prendre 

en compte le spin des électrons pour la résolution de l’équation de Schrödinger, et La 

différence entre l’énergie du système multiélectronique réel et l’énergie obtenue dans 

l’approximation de Hartree comme étant celle représentant le reste des interactions 

électroniques. L’une de ces interactions qui manque dans le modèle de Hartree est 

l’échange et la corrélation.  

L’échange est d’origine purement quantique. C’est cet effet qui exprime l’antisymétrie 

de la fonction d’onde par rapport à l’échange des coordonnées de n’importe quels deux 

électrons menant à décrire le système à N corps (électrons) par l’égalité : 

ψ r , … , r , … , r , … rN ψ r , … , r , … , r , … rN                                    III. 14  

ψ doit être antisymétrique. Donc, elle s c a f m  d’un déterminant de Slater. ’é rit sous l or e

ψ r , r , r , … … rN 1√N! ψ r … … …ψ rN...
ψN r … … …ψN rN                                     III. 15  

 

III.5. Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) : 
Le concept fondamental de la fonctionnelle de la densité est que l’énergie d’un système 

électronique peut être exprimée en fonction de sa densité. C’est en fait une idée ancienne 

datant principalement des travaux de Thomas [24] et de Fermi [25]. L’utilisation de la densité 

électronique comme variable fondamentale pour décrire les propriétés du système existe 

depuis les premières approches de la structure électronique de la matière mais elle n’a obtenu 

de preuve que par la démonstration des deux théorèmes dites de Hohenberg et Kohn [26]. 

 

III.5.1.L’approche de Thomas-Fermi 
La théorie de la fonctionnelle de la densité considère l’énergie d’un système d’électrons 

en interaction dans un potentiel dépendante de la distribution de densité  de ces 

électrons. Cette idée forme la base de la méthode de Thomas-Fermi. La théorie de Thomas-

Fermi considère un système d’électrons en interaction dans un champ de coulomb    

crée par l’ensemble des noyaux fixes. 

L’énergie totale du système se constitue de: 

1. L’énergie cinétique des électrons. 

2. Leur interaction coulombienne. 

3. Leur interaction avec noyaux. 
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4. L’énergie d’échange et corrélation. 

Pour simplifier l’écriture de cette énergie totale, la théorie a fait une approximation très 

draconienne, et représente l’énergie cinétique par l’énergie cinétique d’un gaz d’électron 

uniforme. 

On sait que l’énergie cinétique par unité de volume dans un tel gaz dépend seulement 

de la nnée comme suit : densité ρ des électrons doE 3 3π ρ /10m                                                                                         (III.16) 

 

III.5.2.Les théorèmes de Hohenberg et Kohn 
Le développement de la théorie de la fonctionnelle de la densité a commencé dans les 

années 1964 et 1965 avec les publications de Hohenberg et Kohn [26] (1964). Les deux 

théorèmes sont comme suit : 

Théorème 01 : 

L’énergie totale de l’état fondamental E est une fonctionnelle unique de la densité des 

particules ρ r   pour un potentiel externe v r  donné. 

Ce théorème signifie qu’il suffit de connaître seulement la densité électronique pour 

déterminer toutes les fonctions d’onde. 

En conséquence, l’énergie totale E d’un système d’électrons en interaction dans un 

potentiel extérieur est représentée comme une fonctionnelle de la densité électronique de 

l’état fondamental ρ , comme suit : E φ|H|φ  F ρ V r ρ r dr                                                       III. 17F ρ φ|U T|φ                                                                        III. 18  

T  et U  sont respectivement l’énergie  cinétique  et l’interaction  inter-particules  qui  

ne dépendent pas du potentiel extérieur.  

On fait appe a el à l’ pproximation de Hartr e, on trouve : F ρ ρ r ρ r|r r | drdr G ρ                                                         III. 19  G ρ Représente l’énergie cinétique plus la différence entre l’énergie d'interaction vraie 

et celle  donnée par le terme  d'interaction  de Hartree.  Les  fonctionnelles  de la  densité 

électronique F ρ et G ρ sont valables quelle que soit la forme du potentiel extérieur et le 

nombre d'électrons. 
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Théorème 02 : 

La fonctionnelle de l’énergie totale de tout système à plusieurs particules possède un 

minimum qui correspond à l’état fondamental. La densité de particules de l’état 

fondamental vérifie :                                                                                  III. 20  

Hohenberg et Kohn ont montré que la vraie densité de l’état fondamental c’est celle qui 

minimise l’énergie  , et toutes les autres propriétés sont aussi une fonctionnelle de cette 

densité. L’énergie de l’état fondamental d’un système électronique dans un potentiel 

extérieur est déterminée par la méthode variationnelle. 

 

III.5.3. Les équations de Kohn- Sham 
Ces équations ont pour objectif la détermination des fonctions d’ondes électroniques 

ψ  qui minimisent l’énergie totale. Les fonctions d’ondes sont déterminées à partir d’une 

équation similaire à l’équation de Schrödinger d’une manière auto-coherente. L’équation est 

donnée par [ ]27  : 

2 ψ ψ                          III. 21  

ψ ′   : la fonction d’onde de l’électron i. 

 : le potentiel ionique.  

   : le terme d  H oe ARTREE d nné par : 

| |                                                               III. 22
Le potentiel d’échange-corrélation est obtenu à partir de la dérivée de l’énergie 

d’échange-corrélation  par rapport à la densité :                                                                        III. 23
Don  les K H SH  pe écc  équations de O N – AM uvent s’ rire sous la forme : 

ψ ′ 2 ψ ψ                                            III. 24
Où chaque électron subit l’effet du potentiel effectif créé par tous les noyaux et les 

autres élec ons nt nné ar tr , ce pote iel est do  p : 1                                         III. 25
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Les orbitales de K-S son e pt décrites par l’ x ression suivante   

ψ , C k, r                                                          III. 26  

Avec   , : Les fonctions de base. 

   : Les coefficients de développement. 

Les solutions des équations K-S reviennent à déterminer les coefficients Cij pour les 

orbitales occupés qui minimisent l’énergie totale. Si les bases sont données, la matrice 

Hamiltonienne H et de chevauchement S sont construites, L’équation séculaire est définie 

comme suit :  0                                                                       III. 27  

Jusqu’ici la DFT est une méthode exacte, mais pour que la DFT et les équations de 

Kohn-Sham deviennent utilisables dans la pratique, on a besoin de proposer une formule 

pour  et pour cela, on est obligé de passer par d’autres approximations. 

 

III.5.4. L’approximation de la densité locale (LDA) 
L’approximation la plus simple de l’énergie d’échange-corrélation  est celle de la 

densité locale (LDA). L’idée de LDA est de substituer la densité électronique d’un système 

réel par celle d’un gaz d’électrons homogène. En d’autres termes, on suppose que dans une 

petite région spatiale, la distribution de charges d’un gaz non-homogène à une densité 

similaire a une is o  c d tributi n de harges d’un gaz homogène.                                                                       III. 28  
Où:  : est l’énergie d’échange-corrélation d’une particule d’un gaz d’électrons 

homogène. 

III.5.4.a. La méthode  

Cette approximation dite la méthode  a été formulé par Slater [28] en 1951. Dans 

cette métho e é gd l’énergie d’ chan e est donnée par :   94 43                                                          III. 29  
L’énergie d’échange  est donnée ici comme une fonctionnelle de la densité 

électronique  et contient un paramètre ajustable. Ce paramètre  a été optimisé 

empiriquement pour chaque atome [29] et sa valeur est entre 0.7 et 0.8 pour la plus part des 

atomes. Pour un gaz homogène, sa valeur est exactement 3/2 [30]. 

Avec la méthode , Slater a pu exprimer l’énergie et le potentiel par une fonction 
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proportionnelle à la puissance 1/3 de la densité électronique . Le potentiel (dit de 

Kohn-Sham-Gaspàr [30]), est donnée par : 

 23 6 34                                                               III. 30  

 

III.5.4.b. L’approximation de Ceperley et Alder 

Dans cette approximation l’énergie d’échange  est considérée comme étant 

l’énergie de Dirac : /                                                                 III. 31  

Avec : 34 3 /                                                                              III. 32  

Ce qui donne [31] : 

3  /                                                                              III. 33
L’énergie de corrélation  est paramétrisée par Perdew et Zunger [32] par un calcul 

de Monté Carlo. Ainsi n o a t  e  p s n : 34 /                                                                                    III. 34  

 : est le paramètre de séparation interélectronique. 

Pour 1  : 3  0.0583  0.0012   0.084                  III 34   0.0
Et pour 1  : 0.1423 1 1.2284 0.4445 1 1.0529 0.3334                                               III. 35  

III.5.4.C. L’approximation de Hedin et Lunqdvist 

L’approximation de H-L [33] est la plus utilisée, pour déterminer séparément les termes 

d’échange et de corrélation. 

Le terme d’écha ge r n  est donné pa : 34 3 / 34                                                           III. 36  

Ou   : est le paramètre d’un gaz d’électrons vérifiant la condition. 33 1                                                                             III. 37  
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Le terme  é e a odu potentiel d’ change pr nd l  f rme suivante : 

3 . 43                                                           III. 38  

L’éner ie e c n ig  d  orrélatio  de Hed n-Lunqdvist est exprimée comme suit : 

2 1 log 1 1 X X2 X 13                                     III. 39  21, 0.045       

Le e  r é o s opotenti l de co r lati n e t d nné par : 

3  2  log 1 1⁄                                                III. 40
 

III.5.5. L’approximation du gradient généralisé (GGA) 
Dans l'approximation du gradient généralisé, l’énergie d’échange-corrélation   est 

une fonction de la ens d ité électronique et de son gradient : ,                                                            III. 41
 : exprimé le gradient de la densité électronique. 

Les travaux de Perdew et ces collaborateurs [34] qui sont appliqués sur plusieurs 

systèmes ont montré des résultats prometteurs. Par exemple pour le Fer la LDA a montrée 

que le fcc-Fe non magnétique avait une énergie totale plus basse que celle du bcc-Fe 

ferromagnétique. Expérimentalement, ils ont observé que le bcc-Fe possède l’état 

fondamental la plus basse et qui a été confirmé par les calculs ab-initio avec l’utilisation du 

GGA. Ces travaux montrent que l’approximation GGA fait des améliorations importantes 

sur les résultats obtenus par rapport à ceux de la LDA. 

 

III.5.6. L’auto-cohérence dans les calculs 
Pour simplifier les calculs, on résout les équations de KS pour les points de symétrie 

dans la première zone de Brouillon. Ces solutions s’obtiendront d’une manière itérative en 

utilisant un cycle d’itérations auto-cohérent illustré par l’organigramme de la FIG.III.1. On 

commence par une densité d’essai  pour la première itération. Typiquement on utilise 

une superposition des densités atomiques puis on calcul la matrice de Kohn Sham, et en 

résolvant les équations pour les coefficients d’expansion on obtient les orbitales de Kohn-

Sham, à cette étape, on calcul la nouvelle densité . Si la densité ou l’énergie a beaucoup 

changé (critère de convergence), on retourne à la premiere étape, et on mélange les deux 
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densités de charge a et  de la m nière suivante : 1                                                                   III. 42  

i : représente la ieme itération.  

 : Un paramètre de mixage.  

 

Ainsi la procédure itérative peut être poursuivie jusqu’à ce que la convergence soit réalisée. 

On peut représenter cette procédure par le schéma ci-après. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG.III.1 : Schéma de l’auto-cohérence dans les calculs de la DFT 
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 III.6.1.La méthode des ondes planes augmentées (APW) 

Slater considère que l’espace est devisé en deux types de régions (voir FIG.III.3): 

région de cœur et région interstitielle ; La région prés du noyau a un potentiel et une 

fonction d’onde similaire à ceux d’un atome isolé (alors, le potentiel varie fortement). Cette 

région est limitée par une sphère atomique (S) de rayon r0 et le potentiel possède la symétrie 

sphérique. Dans la région interstitielle les fonctions d’ondes sont planes et le potentiel est 

constant. Donc l on io n e ’é ria f ct n d’o d s c t sous la forme : 

Ø 1                              
                                                                     III. 44  

 : Volume de la maille unitaire.  

: Les harmoniques sphériques. 

 : Coefficients de développement. 

 : La l so ution régulière de l’équation suivante [31] : 1 0                                            III. 45  

 54 

Où  aramètre d’énergie.   : p

 : Le composant sphérique du potentiel dans la sphère. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

FIG.III.3 : Schéma de la répartition de la maille 

élémentaire en sphères atomiques et en région interstitielle. 
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Les fonctions radiales définies par l’équation précédente, sont orthogonales à tout état 

propre du cœur, mais cette orthogonalité disparaît sur la limite de la sphère [35]. Comme le 

montre l'équat :ion suivante                                                     III. 46  ,  : sont les solutions radiales pour ces énergies  et  respectivement. 

Slater a fait un choix particulier pour les fonctions d’ondes, il montre que les ondes 

planes sont les solutions de l’équation de Schrödinger dans un potentiel constant. Tandis 

que, les fonctions radiales sont la solution dans le cas du potentiel sphérique. Donc, il 

prouve que  est égale à la valeur propre E. 

Cette approximation est très bonne pour les matériaux à structure cubique à faces 

centrées, et de moins en moins satisfaisante avec la diminution de symétrie du matériau. 

Pour assurer la continuité de la fonction Ø  à la surface de la sphère MT, les 

coefficients Alm doivent être développés en fonction des coefficients CG des ondes planes 

existantes dans les régions interstitielles. Ainsi, après quelques calculs algébriques [31], 

nous trouvons que : 4 | |                                         III. 47  

 : La fonction de Bessel. 

Où l’origine est prise au centre de la sphère et r est son rayon, Ainsi les Alm sont 

complètement déterminés par les coefficients des ondes planes, et les paramètres d’énergie 

El sont des coefficients variationnels dans la méthode (APW). 

Les fonctions d’ondes se comportent comme des ondes planes dans la région 

interstitielle, et elles augmentent dans la région de cœur et se comportent comme des 

fonctions radiales. 

Pour l’énergie El, Les fonctions APWs sont des solutions de l’équation de Schrödinger, 

avec El  est égale à la bande d’énergie indicée par G. ceci signifiait que les bandes d’énergie 

ne peuvent pas être obtenues par une simple diagonalisation, et ceci implique de traiter le 

déterminant séculaire comme une fonction de l’énergie. 

La fonction     qui apparaît dans l’équation (III.44) est dépendante de El, et peut 

devenir nulle à la surface de la sphère MT, cela conduit à la séparation entre les fonctions 

radiales et les ondes planes. Pour résoudre ce problème, plusieurs modifications ont étés 

apportés sur la méthode APW. Parmi ces dernières, on cite le travail d’Anderson [36], ainsi 

que celui de Koelling et Abrman [37]. La modification consiste à représenter la fonction 
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d’onde Ø  à l’intérieur de la sphère par une combinaison linéaire des fonctions radiales 

 et de leurs dérivés  par rapport à l’énergie. 

 

III.6.2.la méthode des ondes planes augmentées linéarisées (FP-LAPW) 
Pour un cristal, l’espace est divisé en deux régions : la première région est la sphère du 

Muffin-tin, et la deuxième, c’est l’espace restant qui représente la région interstitielle. La 

fonction de base de la méthode (FP-LAPW) possède des ondes planes dans la région 

interstitielle et harmoniques sphériques dans les sphères. 

III.6.2.1.Les bases de la FP-LAPW 

Les fonctions de base à l’intérieur de la sphère sont des combinaisons linéaires des 

fonctions radiales   et leurs dérivés     par rapport à l’énergie. 

Les fonctions  sont définies comme dans la méthode (APW) et la fonction 

 doit satisfaire la condition suivante : 1                                  III. 48  

La fo ct n e s’écrit cn io d’ond  omme suite : 

Ø 1                                                          
                                                   III. 49  

Où 

 : sont des coefficients correspondant à la fonction .  

 : sont des coefficients correspondant à la fonction . 

Les fonctions (FP-LAPW) sont des ondes planes uniquement dans les zones 

interstitielles comme dans la méthode APW. Les fonctions radiales peuvent être 

développées au voisinage de El [31] comme suit : 

Avec  dénote l’erreur quadratique commise. 

La méthode (FP-LAPW) entraîne une erreur sur les fonctions d’ondes de l’ordre de 

 et une autre sur l’énergie de bande de l’ordre  . Nous pouvons 

obtenir toutes les bandes de valence dans une grande région d’énergie par un seul  . Dans 

le cas le l’impossibilité, on divise la fenêtre énergétique au deux parties. 
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III.6.3.Les rôles des énergies de linéarisation El 
Nous avons cité déjà au-dessus que les erreurs commises dans la fonction d’onde (la 

densité de charge) sont l’ordre de     et dans les bandes d’énergie de l’ordre de    , ce qui indique qu’il faut choisir un paramètre El près du central de la bande 

où on veut obtenir un bon résultat, et on peut optimiser le choix du paramètre El en 

calculant l’énergie totale du système pour plusieurs valeurs de El et en sélectionnant 

l’ensemble qui donne l’énergie la plus inférieure. Malheureusement, quand ces stratégies 

marchent bien dans plusieurs cas, elles échouent misérablement dans plusieurs d’autres. 

La raison de cet échec est décrite dans la présence de haute couche et l’étendue de l’état 

du cœur (seulement connu comme état de semi-cœur) dans plusieurs éléments en particulier 

: métal alcalin, les terres rares, récemment les métaux de transitions et les actinides. 

Comme mentionné, les fonctions augmentées   et U&l (r)Ylm (r) sont 

orthogonales à chaque état du cœur, cette condition n’est jamais satisfaite exactement 

excepté pour le cas où les états du cœur ne posséderaient pas le même l. 

Les effets de cette orthogonalité inexacte aux états du cœur dans la méthode (FP-

LAPW) sont sensibles aux choix de  . Le cas le plus critique, là où il y a un 

chevauchement entre les bases (FP-LAPW) et les états du cœur, ce qui introduit de faux 

états du cœur dans le spectre d’énergie, ces états sont connus sous le nom de bandes 

fantômes. 

Ces dernières sont facilement identifiées, elles ont une très petite dispersion et sont 

hautement localisées dans la sphère, et ont un caractère l de l’état de cœur. 

Pour éliminer les bandes fantômes du spectre, on peut mettre le paramètre d’énergie El 

égal à l’énergie de l’état du cœur. 

 

III.6.4.Constructions des fonctions radiales 
Dans la méthode (FP-LAPW) les fonctions de bases  sont des fonctions radiales à 

l’intérieur des sphères, avec la condition qu’elles soient ainsi que leurs dérivées  

continuées à la limite de cette sphère, et des ondes planes dans la région interstitielle. 

Ainsi, la construction des fonctions de base consiste à déterminer : 

1- les fonctions radiales  et leurs dérivées  . 
2- les coefficients   et    qui satisfirent aux conditions aux limites. 

La condition aux limites permet de déterminer les moments angulaires de coupure    de la représentation des sphères dans les termes du coefficient des ondes planes, 
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. 

Ceci peut être réalisé en notant que  permet une représentation des fonctions avec 

un nœud maximum de 2  le long du grand cercle autour de la sphère, c’est à dire la 

distance de 2  ou  ⁄  . /  en unités atomique. D’un autre coté,  

correspond à une onde plane avec  / . . En réalisant ceci, on suggère un 

critère    qui est très bien suivi en pratique. Puisque les calculs de              

FP-LAPW sont généralement très convergentes pour  dans la rangée 7.5-9, ceci est 

un résultat de la valeur de 8   . 
III.6.4.1.Les fonctions radiales non relativistes 

Dans le cas non relativiste, les fonctions radiales   sont des solutions de l’équation de 

Schrödinger cave  un potentiel sphérique et une énergie fixe . 1 0                                               III. 50  

Où  : est la composante sphérique du potentiel dans la sphère MT. La dérivée par 

rapport à l e e’én rgi   d’après 31] est :  [1                                          III. 51  

L’orthogonalisation   de  et de    d’après [31] est donné : 

1                                                                         III. 52  

Avec le choix de la norme  permet l’indication de rang pour le quel la 

linéarisation de l’énergie sera une bonne approximation. En particulier, les erreurs sur 

l’énergie de linéarisatio cn sont ac eptables selon Anderson. . | | 1                                                                          III. 53   
Où  est le paramètre d’énergie et  l’énergie des bandes. Si un tel choix n’est pas 

possible, plusieurs options sont disponibles : 

1- On divise les rangs d’énergie dans les fenêtres, et chacune de ces fenêtres est traitée 

séparément. 

2- On utilise un développement sous la forme d’orbitales locales (ceci est effectivement la 

méthode quadratique). 

3- On réduit la taille de la sphère. Donc, on réduit la norme de la dérivée. 
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Dans la suite, on va exposer les deux premières méthodes, la troisième option a été 

appliquée par Goedeker [38]. 

III.6.4.2.Les foncions radiales relativistes 

Dans le cas des éléments lourds qui ont un nombre atomique élevé, on tient compte de 

l’effet relativiste. 

Les effets relativistes concernent seulement les fonctions radiales dans les sphères MT. 

Pour introduire cet effet, il faut remplacer les équations (III-9) et (III-10) par les équations 

de Dirac et leurs dérivées par rapport à l’énergie. Dans le but de résoudre ces équations, 

Koelling et Harman [39] trouvaient une technique qui néglige l’effet spin-orbit (Roskey 

[40], Wood et Boring [41] Tekeda [42], Macdonald et al. [43]). Les solutions de l’équation 

de Dirac sont : g                                                                         III. 55
k ; le nombre quantique relativiste. 

 : est le spin-orbit à deux composants et les coordonnés radiales ont été supprimés. 

Koelling et Harmon [27] utilisent une nouvelle fonction : Ø 12 g                                                                                      III. 56  
Avec 12                                                                      III. 57  g  : Est la dérivée radiale de g  .  

 : est la masse. 

C : est la vitesse de la lumière dans le vide. 

La solution en fonction des nombres quantiques habituelle lm [31] s’écrit comme suit : 

Ø g2 σ g 1r g                                                                   III. 58  

Où  : est le spinor non relativiste. 

Définissant g  et   Ø , l’équation séculaire relativiste devient ̀ 2 12                                                                                            III. 59  ̀ 12 12 ²                                                       III. 60  

Cette dernière équation peut être résolue numériquement comme dans le cas de 

l’équation de Schrödinger non relativiste en utilisant la méthode prédicteur-correcteur par 
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exemple, en do  nd ionnnant les co it s aux limites. lim 12 / 1 1 2 / ⁄ 1          61                 III.
Le terme spin-orbite peut être inclus en additionnant le terme  ²̀ ² 1  (au 

membre droit de l’équation (III.15)). La dérivée par rapport à l’énergie est similaire au cas 

non relativiste. 2 12                                                                      III. 62  

et 1 12 ² 12 ² ² 1                     II 3   I . 6
Les composantes g  et  peuvent être déterminées en utilisant les définitions de  ,  et Ø . 

Les deux composantes sont utilisées dans la construction de la densité de charge ou 

l’évaluation des éléments de matrice (pour les composantes non sphériques de 

l’Hamiltonien, par exemple). Ainsi la quantité est remplacée dans l’équation (III.51) de 

normalisation par le terme  g  . 

 

III.6.5.Résolution de l’équation de Poisson 
Dans l’équation de Kohn et Sham, le potentiel utilisé contient le potentiel d'échange-

corrélation et le potentiel de Coulomb (une somme du potentiel de Hartree et le potentiel 

nucléaire). 

À l’aide de l’équatio in de Po sson. On peut déterminer le potentiel coulombien. On a : V 4                                                                          III. 64  

On peut résoudre cette équation dans le réseau réciproque. Pour faire cela Hamenn [44] 

et Weinert [45] ont proposé une méthode de résolution dite " pseudo-charge", elle est 

essentiellement basée sur les deux observations suivantes. 

1- la densité de charge est continuée et varie lentement dans les régions 

interstitielles. Par contre, elle varié rapidement dans la région de cœur. 

2- Le potentiel coulombien dans la région interstitielle ne dépend pas seulement 

des charges dans cette région, mais aussi, des charges dans la région de cœur. 
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La densité de charge est décrite par une série de Fourrier dans la région interstitielle 

comme suit:                                                                                  III. 65  

Le développement de la et de calculer les ondes planes  fonction de Bessel Je perm                  0
,                             0                                                  III. 66     

Alors 4 | |                                              III. 67  

Où : est la coordonnée radiale.  r 

 : est la position de la sphère . 

Le potentiel coulombien devient : 4                                                                              III. 68  

En intégrant équ  t vl’ ation (III.26), on rou e :                                  III. 69  

Où :  : Le potentiel interstitiel.  

Soit                                                                        III. 70  

On détermine le potentiel à l’intérieur de la sphère MT par l’utilisation de la fonction 

de Green. 

 42 1 1
         III. 71  

Où, : sont les parties radiales de la densité de charge. 
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III.6.6.Amélioration de la méthode (FP-LAPW) : 
L’énergie de linéarisation  est d’une grande importance dans la méthode               

(FP-LAPW). Puisque, au voisinage de , on peut calculer l’énergie de bande à une 

précision très acceptable.  

Cependant, dans les états semi-cœur, il est utile d’utiliser l’un des deux moyens : 

l’usage de fenêtres d’énergies multiples, ou le développement en orbitales locales. 

III.6.6.1.Les fenêtres d’énergies multiples 

La technique la plus utilisée pour traiter le problème du semi-coeur est celle qui 

consiste à diviser le spectre énergétique en fenêtres dont chacune correspond à une énergie 

 [30]. Cette procédure de traitement est illustrée dans la FIG.III.4. 

Dans ce traitement par le moyen de fenêtres, une séparation est faite entre l’état de 

valence et celui de semi-cœur où un ensemble de  est choisi pour chaque fenêtre pour 

traiter les états correspondants.  Ceci  revient  à  effectuer  deux  calculs  par  la  méthode  

FP-LAPW, indépendants, mais toujours avec le même potentiel. 

La méthode FP-LAPW est basée sur le fait que les fonctions    et   sont 

orthogonales à n'importe quel état propre du coeur et, en particulier, à ceux situés à la 

surface de la sphère. Cependant, les états de semi-cœur satisfont souvent à cette condition, 

sauf s’il y a la présence de bandes « fantômes » entre l’état de semi-cœur et celui de 

valence. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG.III.4 : les fenêtres d’énergies multiples 
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Valence 

1 fenêtre 
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III.6.6.2.Développement en orbital local 

Dans cette technique, on traite tous les états énergétiques avec une seule fenêtre 

d’énergie. Tekeda[46], Perta [47], smrka [48], Shaughnessy [49] et Singh [50] proposent 

une combinaison linéaire de deux fonctions radiales. Les dérivés de ces fonctions par 

rapport à l’énergie sont égaux, mais les énergies de linéarisation correspondantes sont 

différe tes n i o  f r i  n . La fo ct on pr pre a la o me su vante :Ø , , , , , ,                        III. 72  

Où     : sont ses coefficients possédant la même nature de coefficients Alm et Blm. 

 

III.6.7.Traitement des effets de spin-orbite 
Dans l’étude non relativiste Le terme spin-orbit est important pour le calcul de la 

structure de bandes et des propriétés électroniques des matériaux qui contiennent des 

éléments lourds ou des substances magnétiques. 

On peut calculer les éléments de la matrice de spin-orbite à l’intérieur d’une sphère, 

comme suit : | | | |  

| |                                  III. 73                        |  || |  

Avec | | 4 . 12 1       III. 74  

Où  est la partie la plus importante de la fonction radiale  et  la partie sphérique 

du potentiel. 
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III.7. Wien2k  
Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode FP-LAPW, implémentée dans le code 

Wien2k [1]. Les principaux programmes nécessaires pour faire le calcul auto-cohérent 

sont :  

NN : C’est un programme qui donne les distances entre les plus proches voisins, qui aide à 

déterminer le rayon atomique de la sphère. 

LSTART : Un programme qui génère les densités atomiques et détermine comment les 

différentes orbitales sont traitées dans le calcul de la structure de bande, comme des états du 

cœur avec ou sans orbitales locales. 

SYMMETRY : Il génère les opérations de symétrie du groupe spatial, détermine le groupe 

ponctuel des sites atomiques individuels, génère l’expansion LM pour les harmoniques du 

réseau et détermine les matrices de rotation locale.  

KGEN : Il génère une maille k dans la zone de Brillouin. 

DSTART : Il génère une densité de départ pour le cycle SCF par la superposition des 

densités atomiques générées dans LSTART. 

Alors un cycle auto-cohérent est initialisé et répété jusqu'à ce que le critère de 

convergence soit vérifié. Ce cycle s’inscrit dans les étapes suivantes :  

LAPW0 : Génère le potentiel à partir de la densité. 

LAPW1 : Calcul les bandes de valence, les valeurs propres et les vecteurs propres. 

LAPW2 : Calcul les densités de valence.  

LCORE : Calcul les états du cœur et les densités.  

MIXER : Mélange la densité d’entrée et de sortie.  

 Les différents processus de calcul sont illustrés sur le diagramme de la FIG.III.5. 
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FIG.III.5: la structure du programme Wien2k 
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Chapitre I 
Propriétés structurales et électroniques 

des composés : 

 Mg, Ge, Si, βSn(Tin) 

 et Mg2X (X=Ge, Si, Sn) 
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Le calcul a été effectué d’une façon auto-cohérente dans les trois phases 

Antifluorite Anticotunnite et celle du type Ni2In pour le Mg2Si, en utilisant les deux 

approximations LDA et GGA pour le potentiel d’échange et corrélation. 

Les paramètres utilisés sont donnés dans Tab.I.1et Tab.I.2. 

 

La configuration électronique de chaque élément est : 

Ge : 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d10 4s2 4p2 

Mg : 1s2 2s2 2p6 3s2  

Si : 1s2 2s2 2p6 3s2 3p2 

Sn : 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d10 4s2 4p6 4d10 5s2 5p2 

Sachant que la convergence de l’énergie totale par maille du cristal dépend du 

nombre de points K employés dans le calcul, l’échantillonnage de la zone de Brillouin 

à été fait avec soin en utilisant la technique des points spéciaux de Monkhorst et Pack 

[54,55]. Notons que dans ce cadre nous avons utilisé 47 points spéciaux. 

 

 
Groupe 

d’espace 
Approximation Rmt*Kmax K-points Rmt  

Mg P63/mmc 
GGA 9 900 2.5 

LDA 9 900 2.5 

Ge Fd-3m 
GGA 9 900 2.2 

LDA 9 900 2.2 

Si Fd-3m 
GGA 9 900 2 

LDA 9 900 2 

Sn 

-beta- 
I41/amd 

GGA 9 900 2.4 

LDA 9 900 2.4 

 
Tab.I.1 : les valeurs de Rmt*Kmax, K points, et Rmt de Mg, Si, Ge et Sn. 
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Tab.I.2 : les valeurs de Rmt*Kmax, K-points, Rmt de Mg2X (X=Ge, Si et Sn). 
 
 
Kmax: la valeur maximale du vecteur d’onde dans le développement en                                                        

ondes  planes. 

Rmt : le plus petit rayon des sphères muffin-tin. 

 

  

 Groupe 

d’espace 

Approxi-

mation 
Rmt*Kmax K-points 

Rmt 

(Mg) 

Rmt  

X (Ge, Sn, Si) 

Mg2Ge Fm-3m 

GGA 9 900 2.1  2.4  

LDA 9 900 2.1  2.4 

Mg2Sn Fm-3m 
GGA 9 900 2.3  2.5 

LDA 9 900 2.3  2.5 

Mg2Si 

Fm-3m 
GGA 9 900 2.1 2.2 

LDA 9 900 2.1 2.2 

P63/mmc 

GGA 9 900 2.2  2.3 

LDA 9 900 2.2  2.3 

Pnma 
GGA 9 900 2.1 2.2 

LDA 9 900 2.1 2.2 
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I.2-Les Propriétés Structurales  
La détermination des propriétés structurales est le premier pas important 

précédant l’obtention par calcul des propriétés physiques d’un matériau donné à partir 

de sa structure à l’échelle microscopique. 

De nos jours, il est possible de calculer l’énergie totale des solides de façon 

assez précise moyennant certaines approximations telles que celles de la densité 

locale (LDA) et du gradient généralisé (GGA). 

Nous avons effectué à l’aide du code WIEN2K un calcul self-consistent de 

l’énergie totale pour plusieurs valeurs du paramètre du réseau a prises au voisinage de 

la valeur expérimentale. 

Les valeurs de l’énergie ainsi obtenues ont été ensuite interpolées par 

l’équation d’état de Murnaghan [56] donnée par :  

 E V  E0  B VB′  V V B′⁄B′ 1  1 B VB′ 1                                       I 1  

 

Où B  et B′  sont respectivement le module de compression à l’équilibre et sa dérivée 

par rapport à la pression, et V0 étant le volume de la maille élémentaire à l’équilibre. 

La constante du réseau a correspondant à l’état fondamental est déduite à partir du 

minimum de la courbe E(tot)(a). 

Le module de compression B est déterminé par : B V ∂ E∂ V                                                                                                I 2  

 

Dans les Fig.I.(3-9) ci-dessous nous représentons la variation de l’énergie 

totale en fonction du volume pour les éléments Ge, Mg, Si et Sn, les binaires Mg2X 

(X= Ge, Si et Sn) dans leurs structure Antifluorite, ainsi que pour les deux autres 

structures, Hexagonale (Type Ni2In) et Orthorhombique (type PbCl2) du Mg2Si.  
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Fig.I.3 La variation de l’énergie totale en fonction du volume pour  

              Le Ge dans les deux approximations : GGA et LDA. 
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 Fig.I.4  La variation de l’énergie totale en fonction du volume pour 

   Le Mg dans les deux approximations : GGA et LDA.   
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Fig.I.5 La variation de l’énergie totale en fonction du volume pour 

   Le Si dans les deux approximations : GGA et LDA.   
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Fig.I.6 La variation de l’énergie totale en fonction du volume pour 

   Le Sn dans les deux approximations : GGA et LDA.   
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Fig.I.7 La variation de l’énergie totale en fonction du volume pour 

   Le binaire Mg2Ge dans les deux approximations : GGA et LDA.   
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Fig.I.8 La variation de l’énergie totale en fonction du volume pour 

    Le binaire Mg2Si sous ces trois structures  

             dans les deux approximations : GGA et LDA.      
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Fig.I.9 La variation de l’énergie totale en fonction du volume pour 

   Le binaire Mg2Sn dans les deux approximations : GGA et LDA.   
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Tab.I.3: 

 Paramètre du réseau a0 (Ǻ) et c0(Ǻ), module de compression B0(GPa), sa dérivée  ′, 

et l’énergie totale minimale Emin (Ry) des éléments Mg, Ge, Si, βSn. 

 

 

 Nos Résultats Théorie  
[57] 

Expérience 
[58,73]  GGA LDA 

Ge     

a0 (A°) 5.769 5.624 5.724 5.658 

B (GPa) 58.7903 70.1774   

′ 4.9305 4.8174   

Emin(Ry) -8396.3860 -8384.7503   

Mg     

a0 (A°) 3.198 3.136 3.193  3.213 

c0 (A°) 5.180 5.080 5.179  5.213 

B (GPa) 36.4977 38.7939   

′ 3.688 4.0213   

Emin(Ry) -801.3397 -798.0838   

Si     

a0 (A°) 5.473 5.404 5.47  5.43 

B (GPa) 88.3412 94.3283   

′ 4.3020 4.3752   

Emin(Ry) -1160.1441 -1156.1628   

βSn (Tin)     

a0 (A°) 5.930 5.774 5.93  5.83 

c0 (A°) 3.235 3.149 3.23  3.18 

B (GPa) 50.6972 59.5269   

′ 3.7749 4.4571   

Emin(Ry) -24716.5435 -24695.2910   
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Tab.I.4: Paramètre du réseau a0 (Ǻ) et c0(Ǻ), module de compression B0(GPa), sa 

dérivée ′, et l’énergie totale minimale Emin (Ry) du Mg2X (X= Ge, Si, Sn) 

 Nos Résultats 
Théorie Expérience 

 GGA LDA 
Mg2Ge     

a0 (A°) 6.420 6.279 6.12a, 6.286e, 6.31f 6.393g 
B (GPa) 49.7156 55.0996 57.6a, 55.9e, 55.1f 44.0-54.7i 

′ 4.1955 4.1730 4.051e  
Emin(Ry) -4999.5929 -4990.5283   

Mg2Si-cub     
a0 (A°) 6.369 6.262 6.09a, 6.26e, 6.29f  6.338g, 6.35h 

B (GPa) 54.1633 56.5578 59.2a, 58.3e, 56.2f 46.3-55.0i 
′ 3.5255 3.9938 4.023e  

Emin(Ry) -1381.4461 -1376.2027   
Mg2Si-hex     

a0 (A°) 4.651 4.567 4.162j 4.166b 
c0 (A°) 6.046 5.937 5.25j 5.287b 
c0/a0 1.3 1.3 1.261 j 1.269 b 

B (GPa) 55.6236 59.4477 56.07 j 163.83 b 
′ 3.7992 4.1851 3.99 j 4.0 b 

Emin(Ry) -1381.4115 -1376.1718   
Mg2Si-ortho     

a0 (A°) 6.985 6.862 6.595j 6.035b 
b0 (A°) 4.191 4.117 3.995j 4.591b 
c0 (A°) 8.102 7.960 7.734j 6.784b 

B (GPa) 57.3325 60.5048 56.48 j 102.65 b 
′ 3.6197 4.1262 3.88 j 4 b 

Emin(Ry) 1381.4335 -1376.1921   
Mg2Sn     

a0 (A°) 6.818 6.656 6.825c 6.759d 
B (GPa) 40.3594 45.7723   

′ 4.1668 4.9733   
Emin(Ry) -13159.6575 -13145.7826   

 
a PWPP Ref. [60].    b Ref. [66].   c Ref. [57].    d Ref. [58,73].    e FP-LAPW Ref. [61].   
f PWPP Ref. [62].       g Ref. [63].   h  Ref. [64].    i Ref. [60].          i Ref. [65]. 
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Pour le Mg2Si sous ses trois phases, on peut ajouter quelques résultats.  

Bien qu’il existe quelques petites différences entre les résultats calculés et les 

données expérimentales et théoriques, on a eu une séquence de transition correcte 

dans nos résultats. La relation Pression-Volume pour les différentes phases du Mg2Si 

calculée par la GGA est montrée dans Fig.I.10. Les résultats du calcul montrent que 

les deux phases de transitions se produisent à 8.78 et 22.9 GPa respectivement. 

La chaine de transition est : de la Cubique-Antifluorite vers l’Orthorhombique-

Anticotunnite vers l’Hexagonale-type Ni2In. Y’a un effondrement du volume dans les 

deux transitions de 8.93% et 4.69%.  Ces résultats sont en acceptable accord avec les 

résultats expérimentaux.      

 

Tab.I.5: les pressions et les changements de volume des phases de transition du                                      

.                       Mg2Si comparés avec les données théoriques et expérimentales.  

 Nos Résultats 
Théorie [73] Expérience [74]

 
GGA LDA 

P 
(GPa) 

ΔV 
(%) 

P 
(GPa) ΔV (%) P 

(GPa)
ΔV 
(%) P (GPa) ΔV 

(%) 

Cub        Ortho 8.78 8.93 8.16 9.19 8.38 7.53 7.5-10.4 ~12 

Ortho        Hex 22.9  4.69  22  4.84  28.84 3.66 21.3-37.8 ~3.0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig.I.10 : La relation Pression-Volume pour les différentes phases du Mg2Si 

            calculée par la GGA. 
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Puisque l’influence de la pression dans les phases condensées est ignoré et 

l’énergie est calculée a 0°k sans aucune contribution de l’entropie, l’énergie de 

formation est prise comme enthalpie de formation. 

L’enthalpie de formation des composés peut être alors définie comme la 

différence entre l’énergie totale du composé et les énergies de ses éléments 

constitutifs dans leurs phases stables.   

A partir des résultats précédents on peut déduire l’enthalpie de formation des 

composés Mg2Ge, Mg2Si et Mg2Sn avec l’équation suivante : 

ΔHs = ΔE = E (Mg2X) – [2xE(Mg) + E(X)] 

ΔHs : l’enthalpie de formation à partir du Mg solide et X solide. 

 E(Mg), E(X) : l’énergie interne par atome. 

 E(Mg2X) : l’énergie interne par molécule.  

 Les résultats obtenus sont classés dans le Tab.I.6 

 

Tab.I.6: L’enthalpie de formation obtenue par les deux approximations GGA et  LDA 

 Enthalpie de formation ΔHs (kj/mole atome) 

 Nos Résultats Théorique 
[57]    Expérimentale 

Composé GGA LDA 

Mg2Ge -26.310 -30.309 -22.76 -35.04a, -34.33b  

Mg2Si -15.012 -16.389 -17.70  -14.3c, -22.2d  

Mg2Sn -20.126 -23.295 -20.82  -23.9e, -22.2f 
 

 

a Ref. [67].   b Ref. [68].   c Ref. [69].   d Ref. [70].   e Ref. [71].   f Ref. [72].    
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I.3-Les Propriétés Electroniques  
 

I.3.1.Structure de bandes d’énergie  
 

Les bandes d'énergie donnent les énergies possibles d’un électron en fonction 

du vecteur d'onde. Ces bandes sont donc représentées dans 1'espace réciproque, et 

pour simplifier, seules les directions de plus hautes symétries dans la première zone 

de Brillouin sont traitées. Pour les semi-conducteurs le spectre est caractérisé par la 

présence de bandes de valence et de bandes de conduction dont la plus haute et la plus 

basse de celles-ci respectivement sont séparées par une bande interdite ou gap. 

Nos résultats obtenus dans l’approximation LDA, et GGA pour le Mg, Ge, Si, 

βSn, Mg2Ge, Mg2Sn, et le Mg2Si ont des allures très similaires avec seulement un 

léger déplacement de quelques bandes, c'est pour cela que seulement les courbes 

obtenues en utilisant la GGA sont montrées dans les figures ci-dessous. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.I.11 Structure des bandes du Mg, obtenue par l’approximation GGA 
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Fig.I.12 Structure des bandes du Ge, obtenue par l’approximation GGA 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.I.13 Structure des bandes du Si, obtenue par l’approximation GGA 
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Fig.I.14 Structure des bandes du βSn, obtenue par l’approximation GGA 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.I.15 Structure des bandes du Mg2Ge, obtenue par l’approximation GGA 
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Fig.I.16  Structure des bandes du Mg2Si (Cub), obtenue par l’approximation GGA 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.I.17 Structure des bandes du Mg2Si (Hex), obtenue par l’approximation GGA 
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Fig.I.18 Structure des bandes du Mg2Si (Ortho), obtenue par l’approximation GGA 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.I.19  Structure des bandes du Mg2Sn, obtenue par l’approximation GGA. 
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Les deux approximations LDA et GGA généralement sous-estiment les gaps 

d’énergie. Ceci revient principalement parce qu’elles ont des formes simples qui ne 

sont pas suffisamment flexibles pour obtenir la forme exacte du potentiel d’échange-

corrélation. Pour éviter ce déficit ; Engel et Vosko construisent une nouvelle forme de 

la fonctionnelle de densité. 

Cette forme contient des améliorations sur le potentiel d’échange et de 

corrélation, et fournit un meilleur gap d’énergie et quelques autres propriétés qui 

dépendent principalement de l’exactitude du potentiel d’échange et de corrélation. Par 

contre, les quantités qui dépendent d’une description exacte de l’énergie d’échange Ex 

tel que le volume d’équilibre et le module de rigidité sont en désaccord avec 

l’expérience. Cette approximation est dite l’approximation d’Engel-Vosko-GGA (EV-

GGA) 

Afin de surmonter ce fameux handicap (gap d’énergie sous-estimé) on a utilisé 

l’approximation (EV-GGA) pour le calcul de la structure de bandes des composés 

Mg2Ge, Mg2Si, et Mg2Sn dans la phase Antifluorite. 

Nos résultats sont représentés dans les figures (I.20-22) si dessous. On 

remarque une amélioration des valeurs des gaps par rapport à celles calculées par la 

LDA et la GGA. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.I.20  Structure des bandes du Mg2Ge, obtenue par l’approximation EV-GGA. 
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Fig.I.21  Structure des bandes du Mg2Si, obtenue par l’approximation EV-GGA. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.I.22  Structure des bandes du Mg2Sn, obtenue par l’approximation EV-GGA. 
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Nous constatons que le minimum de la bande de conduction et le maximum de 

la bande de valence ne se trouvent pas au même point k, mais précisément au point X 

pour le minimum et le point Γ pour le maximum de la première zone de Brillouin, 

donc le Mg2Ge, Mg2Si et le Mg2Sn sous leurs structures Antifluorite sont tous des 

semi-conducteurs à gaps indirects. 

Pour les deux autres structures du Mg2Si on constate qu’ils se transforment en 

métal avec la disparition du gap. 

Les valeurs que nous avons trouvées pour les gaps d’énergie sont données 

dans le Tab.I.7 

 

Tab.I.7 : Le GAP d’énergie des composés Mg2X calculés par les approximations                                       

.  .                                            LDA,  GGA et EV-GGA 

 

 Nos calculs du gap Г-X (ev) Autres 

calculs (ev) 

[92]  LDA GGA EV-GGA 

Mg2Ge 0.097 0.168 0.701 0.7 

Mg2Si 0.116 0.2218 0.676 0.6 

Mg2Sn -0.113 -0.201 -0.113 0.2 
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I.3.2. La densité d’états (DOS) 

Nous avons calculé les densités d’états (DOS) totales et partielles du Mg2X 

(X= Ge, Si, Sn) dans la phase Antifluorite, plus les deux autres phases du Mg2Si, 

l’Anticotunnite (Ortho) et celle du Type Ni2In  (Hex). Les figures (Fig.I.23-Fig.I.32) 

illustrent les densités d’états totales et partielles obtenues par la GGA, LDA et l’EV-

GGA de ces composés. 

 Pour la phase Antifluorite la bande de valence est découpée en deux sous-

bandes. La plus basse est principalement dominée par le X-s avec une non-

négligeable contribution des bandes du Mg-3s et Mg-3p. La partie entre ~ -9 et -7 ev 

pour le Mg2Si et Mg2Sn, et entre ~ -10 et -8 pour le Mg2Ge sous l’énergie de fermi Ef 

est dominée par la contribution du Ge-4s, Si-3s et le Sn-5s avec une toute petite 

contribution collée des états Mg-3s et Mg-3p. La contribution des états X-p (Ge-4p, 

Si-3p et Sn-5p) est très petite. Apres un gap de ~ 2ev pour le Mg2Si et Mg2Sn, et ~ 

3ev pour le Mg2Ge la structure entre -5 et 0ev est associée au X-p interagissant avec 

les états 3s et 3p du Mg premier et deuxième proche voisin. La contribution des 

bandes X-s est très petite dans cet intervalle d’énergie. La bande de conduction du 

Mg2X est principalement dominée par les états Mg-3s, 3p et X-3p. Ces figures 

montrent que les électrons de valences sont principalement autour du X( Ge, Si, Sn)  

bien qu’il existe une petite indication d’une faible covalence entre le Mg et le X( Ge, 

Si, Sn). 

 Avec l’augmentation de la pression, dans quelque cas la bande de valence à 

haute énergie et la bande de conduction se chevauchent l’une à l’autre et le gap des 

semi-conducteurs disparait. C’est ainsi le cas du Mg2Si dans la phase Anticotunnite 

(Ortho) et celle du type Ni2In (Hex). Avec cette pression la bande de valence devient 

plus large et la bande de conduction s’introduit vers le bas dans la bande de valence. 

Par conséquent, la valeur du DOS à Ef qui est le zéro dans notre cas augmente. La 

principale contribution au DOS près du Ef vient des états Mg-2p et Si-3p come pour la 

phase Anticotunnite. en passant plus loin avec la pression, les bandes deviennent plus 

larges et la valeur du DOS à Ef tend vers la décroissance. Des analyses [73] ont 

indiqué que la métallisation du Mg2Si est due à la présence des bandes Mg-Si. La 

diminution de la longueur de la bande Mg-Si sous l’effet de la pression provient de la 

distorsion des bandes d’énergies dans le processus de contenir les états métalliques.     
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Fig.I.23 : la densité d’états totale et partielle du Mg2Ge dans la phase                

.                                         Antifluorite obtenue par la GGA et la LDA. 
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Fig.I.24 : la densité d’états totale et partielle du Mg2Si dans la phase                             

.                                  Antifluorite obtenue par la GGA et la LDA. 
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Fig.I.25 : la densité d’états totale et partielle du Mg2Si dans la phase du type                                 

.                                     Ni2In (Hex) obtenue par la GGA et la LDA. 
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Fig.I.26 : la densité d’états totale et partielle du Mg2Si dans la phase                        

.                               Anticotunnite (Ortho) obtenue par la GGA et la LDA. 
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Fig.I.27 : la densité d’états totale et partielle du Mg2Sn dans la phase                 

.                                       Antifluorite obtenue par la GGA et la LDA. 
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Fig.I.28 : la densité d’états totale et partielle du Mg2Ge dans la phase                 

.                                       Antifluorite obtenue par la EV-GGA.  
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Fig.I.29 : la densité d’états totale et partielle du Mg2Si dans la phase                 

.                                       Cubique Antifluorite obtenue par la EV-GGA.  
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Fig.I.30 : la densité d’états totale et partielle du Mg2Si dans la phase                 

.                                       Hexgonale type Ni2In obtenue par la EV-GGA.  
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Fig.I.31 : la densité d’états totale et partielle du Mg2Si dans la phase                 

.                                    Orthorhombique Anticotunnite obtenue par la EV-GGA.  
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Fig.I.32 : la densité d’états totale et partielle du Mg2Sn dans la phase                 

.                                       Antifluorite obtenue par la EV-GGA.  

 



B.DEUXIEME PARTIE         Résultat et discussion – Chapitre II 
 

 103 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre II 
 

Application à l’optimisation des     
diagrammes des phases binaires 
du  Mg-X (X=Ge, Si, Sn) 

 
 
 

 

 

 

 

 

 



B.DEUXIEME PARTIE         Résultat et discussion – Chapitre II 
 

 104 

Dans ce chapitre les systèmes Mg-X (X= Ge, Si et Sn) seront étudiés. 

L’optimisation de ces systèmes est renforcée par les résultats théoriques de l’enthalpie 

de formation obtenus dans le premier chapitre de cette deuxième partie. 

Afin d’appliquer ces résultats trouvés dans le calcul des diagrammes de phases 

on a choisi le code BATNABIN [2]. 

 

II.1 Modèle thermodynamique  

II.1.1Elément purs  

 L’enthalpie libre d’un élément i, °   référée à l’enthalpie de son état stable ϕ 

à 298.15K, ° (298.15K) est symbolisée en GHSERi, cette quantité est donnée en 

fonction de la température par l’équation : 

 

°  ° .                          (II-1)       

 
Les coefficients de cette expression ont été tirés de la base de données Dinsdale. La 

même forme est également employée pour représenter le même élément dans une 

structure ϕ différente de la structure de l’élément stable. 

 L’expression°  ° .  est équivalente à °  °    

Le terme °  °  s’appelle souvent la stabilité du réseau de l’élément i. 

 

II.1.2 Composés définis  
L’enthalpie libre d’un composé défini AxBx est donnée par la relation : 

 

Gf = ΔGf + x° GB + (1-x)°GA                                                II-2 

Ou ΔGf est l’enthalpie libre de formation du composé. 

 

ΔGf = A + BT + CTLnT                  II-3 

A, B, et C sont des coefficients à déterminer. 
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II.1.3 Phases non stœchiométriques  
L’enthalpie libre de mélange d’une phase non stœchiométrique φ par référence 

à son état stable à 298.15K s’écrit : 

  °   °  , ,              II-4 

 

X est la fraction molaire du constituant B, °  et  °  les enthalpies libres des 

états de référence des éléments purs A et B respectivement. 

 ,       II-5 

 L’enthalpie libre idéale. 

 ,  ∑      II-6 

L’enthalpie libre d’excès selon le modèle de Redlich-kister.  

 

Avec ai et bi les coefficients ajustables du développement à calculer. 

 

 II.1.4 Méthode de calcul  
 La détermination des coefficients ai et bi et les enthalpies libres de formation 

des composés définis repose sur l’harmonisation d’un ensemble d’informations 

expérimentales distinctes concernant les équilibres entre phases d’un système binaire. 

 La condition qui régit l’équilibre entre deux phases est basée sur l’égalité des 

potentiels  chimiques de chaque élément dans les deux phases (condition d’équilibre 

de Gibbs). 

 Cette condition se traduit en deux équations dans le cas de deux phases non 

stœchiométriques (équation II-7)  , , ,
, ,      II-7 

, ,
      II-8 
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1200 Liq 0.03 Ge 0 1 

1200 Liq 0.48 Mg2Ge 0.66 1 

1200 Liq 0.87 Mg2Ge 0.66 1 

1100 Liq 0.225 Ge 0 1 

1100 Mg2Ge 0.66 Liq 0.42 1 

1100 Liq 0.925 Mg2Ge 0.66 1 

1000 Ge 0 Liq 0.33 1 

1000 Liq 0.37 Mg2Ge 0.66 1 

1000 Liq 0.96 Mg2Ge 0.66 1 

969 Liq 0.357 Mg2Ge 0.66 1 

908 Liq 0.988 Mg2Ge 0.66 1 

 

 

Tab.II.2. Données relative à la courbe expérimentale de l’enthalpie du Mg-Ge à 1388°K 

 

Pourcentage Mg ∆H (j /mole-atom) 
0.0987 -5247.81 
0.201 -10379 
0.300 -15626.8 

0.398 -20524.8 
0.497 -24956.3 
0.599 -28338.2 

0.698 -27405.2 
0.797 -21457.7 
0.898 -11428.6 

0.999 -.00112915 
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Tab.II.5. Données relative à la courbe expérimentale de l’enthalpie du Mg-Sn à 1073°K 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

800 Mg 0.025 Mg2Sn 0.333 1 
800 Mg2Sn 0.333 Liq 0.609 1 
700 Mg 0.015 M2Sn 0.333 1 
700 Mg2Sn 0.333 Liq 0.7 1 
600 Mg 0.005 Mg2Sn 0.333 1 
600 Mg2Sn 0.333 Liq 0.79 1 
500 Mg 0 Mg2Sn 0.333 1 
500 Mg2Sn 0.333 Liq 0.885 1 
500 Liq 0.97 Sn 1 1 
476 Mg2Sn 0.333 Liq 0.904 1 
476 Liq 0.904 Sn 1 1 
400 Mg 0 Mg2Sn 0.333 1 

Pourcentage Mg ∆H (j /mole-atom) 
0.1 -5020 

0.2 -10000 

0.3 -14100 

0.401 -14800 

0.501 -13100 

0.6 -10700 

0.7 -7930 

0.8 -5280 

0.899 -2560 
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II.3 Discussion  

 Dans ce dernier chapitre on a essayé de restituer les diagrammes de phase des 

trois systèmes avec leurs courbes d’enthalpie de formation du liquide, en utilisant 

quelques données depuis les diagrammes de phase et les courbes de leurs enthalpies 

obtenues expérimentalement, et les enthalpies de formation calculées dans le premier 

chapitre de cette deuxième partie à l’aide du code Wien2K, à partir de la différence 

entre l’énergie des composés et celle de leurs éléments purs. Cette enthalpie calculée 

est un peu au-dessous des résultats trouvés dans la littérature, et c’est d’après nous a 

cause de la température à laquelle on l’a calculée. Les résultats des énergies calculées 

par le Wien2k sont tous à 0°k, et les résultats expérimentaux sont presque tous à 

298°k.  

 Pour le système Mg-Ge on a utilisé l’ordre de développement cinq pour avoir 

les courbes du diagramme et de l’enthalpie acceptables par rapport aux 

expérimentales. 

Pour le système Mg-Sn on a utilisé l’ordre de développement deux, le 

diagramme est en bon accord avec celui des expériences mais la courbe de l’enthalpie 

calculée a une légère différence dans sa limite inférieure.  

 Dans le système Mg-Si on a utilisé moins de points expérimentaux avec le 

résultat obtenue par le wien2k pour l’établissement du diagramme, avec l’ordre de 

développement quatre on a pu avoir les deux courbes en bon accord.  
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CONCLUSION GENERALE 

 
 Dans ce travail, on a étudié les propriétés structurales telles que la stabilité de 

la phase, la constante de réseau, ainsi que l’énergie totale d’équilibre ; les propriétés 

électroniques telles que la structure des bandes et la densité d’états ; les propriétés 

thermodynamiques telle que l’enthalpie de formation et la restitution des diagrammes 

des phases, pour les systèmes Mg-Ge Mg-Sn et Mg-Si, avec l’étude de l’effet de la 

pression sur le composé Mg2Si. 

 Les calculs ont été effectués par la méthode des ondes planes linéarisées    

(FP-LAPW) dans le cadre de la fonctionnelle de la densité (DFT), et pour déterminer 

le potentiel d’échange et de corrélation, on a utilisé plusieurs approximations à savoir 

l’approximation LDA, l’approximation GGA et enfin celle de Engel-Vosko 

 la EV-GGA. 

 Les composés définis Mg2Ge, Mg2Sn Mg2Si trouvés dans ces systèmes se 

cristallisent dans la structure Antifluorite, ainsi que la structure Anticotunite et 

hexagonale du type Ni2In pour le Mg2Si. 

 Nous avons trouvé de nouveaux résultats comme les paramètres de réseau a, b, 

et c pour les différentes structures. Ces résultats sont pour la GGA un peu supérieurs 

par rapport à la LDA qui reste la plus proche aux résultats expérimentaux. Ainsi que 

pour l’enthalpie de formation qui est sous-estimée par la GGA et un peu plus proche 

des résultats expérimentaux par la LDA. 

 Des travaux récents basés sur la DFT avec les ondes planes ont essayé 

d’étudier l’effet de la pression sur les propriétés structurales et électroniques du 

Mg2Si. Nos résultats indiquent que les deux transitions sont du premier ordre avec une 

discontinuité du changement de volume. 

 Nos calculs de la structure électronique des composés Mg2Ge et Mg2Sn 

indiquent la présence d’un gap indirect X-Г sous leur structure Antifluorite. 

On a aussi analysé les propriétés électroniques du Mg2Si sous ses trois phases, 

pour la première phase (Antifluorite) comme pour les deux autres composés nos 

résultats sont sous-estimés par rapport aux données expérimentales. Ceci est une 

limitation bien connue de la (DFT) surtout pour les deux premières approximations 
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GGA et LDA mais l'utilisation de l'approximation EV-GGA donne des résultats 

proches de ceux de l’expérience, avec aussi un gap indirect X-Г. L’augmentation de la 

pression fait apparaitre les deux autres phases et nous donne un Mg2Si métallique 

avec une légère différence entre nos résultats structuraux et le peu de données déjà 

publiées.  

 Les origines des bandes de valences et des conductions des binaires Mg2Si, 

Mg2Ge et Mg2Sn ont été étudiées et analysées en calculant la densité d’états par les 

approximations LDA, GGA et EVGGA. 

Enfin l’étude de ces systèmes a permis de restituer les diagrammes de phases  

correspondants qui présentent un accord remarquable avec ceux de la littérature ainsi 

que les équations de l’enthalpie de formation libre des trois liquidus et des composés 

définis. 

Notre travail reste très modeste en comparaison avec ce qui peut réellement 

être accompli expérimentalement mais a le mérite de pouvoir être un point de départ 

pour des études plus complexes et plus poussées de systèmes de plus en plus 

compliqués. 
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Résumé 
Le présent travail concerne l’étude des systèmes à base de magnésium       

(Mg-X (X= Ge, Si, Sn)) par deux méthodes théoriques.  

1- Les méthodes ab initio pour les propriétés structurales et électroniques des 
composés définis Mg2X (X=Ge, Si, Sn) sous leurs différentes structures, 
par la méthode des ondes planes augmentées (FP-LAPW) qui se base sur 
la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). On a utilisé pour cela 
l’approximation de la densité locale (LDA) et l’approximation du gradient 
généralisé (GGA) pour le terme du potentiel d’échange et de corrélation, 
bien que pour les propriétés électroniques (structure de bande (les GAP)) 
on a ajouté l’approximation EV-GGA. Tout cela est effectué avec le code 
WIEN2K. 
 

2- La méthode CALPHAD de modélisation des diagrammes d’équilibre de 
phases binaires pour restituer les diagrammes des phases des systèmes Mg-
X (X=Ge, Si, Sn) avec le code BATNABIN en utilisant les résultats 
calculés dans la première partie. 

 
 

  ملخص

 ,Mg-X(X= Ge, Si) الأنظمة الثنائية ذات الأساس المغنيزي هذا العمل يتمثل في دراسة 
Sn)) و ذلك بواسطة طريقتين نظريتين.  

لدراسة الخواص البنيوية و الالكترونية للمرآبات المعرفة  ab initio طريقة بواسطة - 1
Mg2X (X=Ge, Si, Sn)  الأمواج طريقة بواسطة, في مختلف اشكال بنياتهم 

الدالية  آثافة نظرية على ترتكز والتي  (FP-LAPW)خطيا  المتزايدة المستوية
(DFT) .الموضع  آثافة تقريب استعملنا وقد(LDA) المعمم  التدرج وتقريب(GGA) 
للخواص   EV-GGAفضلا عن اضافة تقريب , الارتباط-التبادل آمون حساب لأجل

 .WIEN2Kآل هذا طبقناه باستعمال . الالكترونية
 اتلنمذجة  مخطط توازن الأطوار الثنائي لاعادة تشكيل المخطط CALPHADطريقة  -2

و   BATNABINبواسطة    Mg-X (X= Ge, Sn, Si)بالأنظمة  ةالخاص
 .بالاستعانة بالنتائج المحصل عليها في الجزء الأول

 

Mots clés : Calcul Ab-initio, DFT, WIEN2K, Diagrammes de phases 
binaires, Grandeurs thermodynamique, CALPHAD, Enthalpie libre 
d’excès, BATNABIN.  
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