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Résumeé- Une méthode semi analytique est décrite pour trouver les pressions de contact
superficiel d’une couche élastique transversalement isotrope, sollicité par un poingcon
cylindrique rigide chauffé. Le probléeme thermoélastique est réduit a un probléeme
élastostatique isotherme en trouvant quelles sont les contraintes mécaniques superficielles
additionnelles dues seulement au champ thermique. La transformation intégrale de Hankel est
utilisée pour résoudre les équations différentielles gouvernant le probleme. Un exemple
pratique est étudie et les courbes de répartition de contraintes dans la zone de contact sont

tracées.

Mots clés: probléme de contact, axisymetrique, couche transverse isotrope, poingon

cylindrique plat.

Abstract-A semi analytical method is described to find contact pressures surface of an
elastic layer transversely isotropic, requested by a heated rigid cylindrical punch at flat end.
The thermoelastic problem is reduced to an isothermal problem elastostatic while finding
which are the additional surface constraints mechanical due only to the thermal field. The
integral transformation of Hankel is used to solve the differential equations that described the
stress- strain of the layer. A practical example is studied and the curves distributions of

constraints in the zone of contact are plotted.

Keywords: contact problem, Axisymetric, Transversely isotropic layer, cylindrical punch,

heated rigid punch, flat end.
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Introduction 1

Introduction

Le contact est le probléme central de la mécanique des solides, parce que la zone de
contact est I’endroit principal ou se concentre les efforts sur un corps déformable et représente
le point le plus critique dans le corps.

Le contact est un domaine pluridisciplinaire. En effet, il fait appel aux domaines de la
mécanique, du frottement, du comportement des matériaux et de la thermique. C’est en outre
un probleme multi échelles allant des effets microscopiques(troisiéme corps, transformations
tribologiques de surface, etc.) aux phénomeénes macroscopiques de dissipation de la chaleur
ou de déformations structurales, etc.

Les vraies surfaces de contact sont rugueuses, menant a la concentration du contact dans un
secteur de contact réel microscopiques. Ceci affecte la conduction de la chaleur a travers
I'interface aussi bien que le procédé mécanique de contact. La description proportionnée de
tels systémes exige un processus aléatoire ou un traitement statistique.

De nombreuses applications nécessitent la compréhension des phénomeénes ayant lieu au sein
du contact. On peut citer a titre d’exemple, dans les systemes mécaniques, les freins, les
embrayages, les engrenages, etc.

Au cours de ces derniéres années,comme exemple I’industrie du transport a connue un
essor et un développement important, sachant qu’un progrés énorme a été réalisé dans le
domaine du transport ferroviaire ainsi que dans le domaine de I’automobile qui peuvent
atteindrent et méme dépasser certaines vitesses considérables. Alors la fiabilité des freins est
impérative afin de diminuer le risque et d’augmenter la sécurité.

Il devient important d’étudier et de comprendre les phénomenes ayant lieu au sein de
I’interface du contact des disques de freins.

Si la mécanique a su répondre a certaines questions, d’autres interrogations demeurent
posées. D’un point de vue thermique peu d’études ont été menées, jusqu’aujourd’hui, on
arrive pas a comprendre le phénoméne de conversion de I’énergie fournie par un systeme en
une énergie calorifique (en chaleur) dans un contact.

Il est encore difficile de savoir correctement la répartition de la température au sein d’un
contact si I’on considére I’hétérogénéité de I’interface du frottement.

Devant un tel probléeme si complexe dépendant de beaucoup de parameétres, ce qui implique
logiquement peu de possibilités expérimentales, il est impératif de multiplier les études

théoriques, numériques.
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Les matériaux composites entrent en force dans les industries mécanique, électronique, etc.
Ils sont utilisés aussi bien pour les piéces de structure que pour des équipements de protection
thermique. Il est donc essentiel de disposer des moyens de calcul, les plus précis possibles,
pour déterminer le champ thermique dans ces matériaux et d’en déduire les contraintes
mécaniques liées a tel chargement thermique, et mieux de définir la superposition thermique
et mécanique.

Le présent travail s’inscrit dans le cadre de la formulation semi analytique des
problémes aux limites, pour les matériaux transversalement isotropes. La motivation
principale est de chercher le meilleur compromis efficacité-cout pour les méthodes de calcul
correspondantes. Ce compromis peut étre pense au stade de la formulation, de fagcon a definir
les outils mathématiques puissants capables de tenir compte du maximum d’informations
entourant I’environnement du probléme posé.

Les problémes de contact de la thermoélasticité sont habituellement analysés avec les
conditions de frontiéres thermiques idéalisées [1] de la conduction parfaite ou de l'isolation
parfaite. Le poingon est en contact thermique parfait tandis que le reste de la frontiere est
partiellement isolé.

Nous traitons alors dans ce présent travail le probleme de contact de poingon
cylindrique rigide porté a température et une couche élastique transversalement isotrope colée
sur un substrat également rigide. Il a été nécessaire, afin de determiner la répartition des
contraintes dans I’interface du contact qui est bien le but, de conduire la démarche selon les
étapes suivantes.

Chapitre 1 :

Ce chapitre présente une etude théorique fondée sur les travaux de recherche
(précédents et récents) dans le domaine du contact qui intéresse notre travail. Plusieurs
models de calcul que les chercheurs ont utilisés ainsi que les hypothéses et les difficultés
rencontrées ont été présentées.

Chapitre 2 :

Ici, nous faisant appel a la théorie de I’élasticité (structure a symétrie axiale) des corps

isotrope et anisotrope présentées dans [59-64] pour formuler les équations générales des

contraintes élastiques et thermiques a utiliser dans la résolution aux limites.

Chapitre 3 :
Nous résolvons dans un premier temps le probléme élastostatique d’impression de
poingon cylindrique a extrémités plates dans une couche épaisse transversalement isotrope,
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nous déterminons alors a I’interface poingon- couche élastique la répartition des contraintes
essentiellement mécaniques normales élastiques. Nous utilisons pour cela une méthode semi
analytique basée sur la transformée de Hankel [2]

Chapitre 4 :

Sur la base de I’étude bibliographique concernant les méthodes analytiques permettant
de définir les températures au contact, nous en déduisons le potentiel thermique, la répartition
de la température ainsi que les contraintes élastiques provoquées par la chaleur a I’interface
du contact. La transformation de Hankel a été également utilisée pour ce but.

Chapitre 5:

Pour la resolution des probléemes de la thermoélasticité, on applique directement les
équations fondamentales aux conditions aux limites du probleme [1].1ci, nous développons et
réalisons une technique de calcul basée sur la superposition [3] des effets au niveau du contact
(effets thermiques et mécaniques). Nous regroupons les conditions aux limites du probléeme
mécanique et ceux du probléme thermique que nous séparent plus tard apres résolution des
équations aux limites. Les résultats obtenus en comparaison avec ceux de la littérature récente
montrent la nécessité de disposer d’une telle réflexion pour alléger le contenu de la résolution
et minimiser les erreurs d’intégration, Cette démarche nous fait aboutir en fin de compte a la
résolution d’une seule équation algébrique par voie numérique avec grande précision.
Chapitre 6 :

Dans ce chapitre sont regroupés les résultats graphiques relatives aux formules
closes des contraintes et déplacements trouvées dans les chapitres précédents. Des
interprétations et discussions de ces courbes sont également données.

Objectif et portée du présent travail.

Se basant sur I’enquéte bibliographique et la littérature courante, on s’apercoit qu’il y
a certainement d’autres développements des solutions basées sur les transformations
intégrales de Hankel.

Les études passées se sont concentrées sur les problemes de milieu semi infini et couches
élastiques isotropes chargés sur les surfaces limites avec des poincons de formes, tandis que
la présente est menée sur un cas plus difficile d’une couche élastique transversalement
isotrope reposant sur un substrat rigide sollicitée par un poincon cylindrique a extrémités
plates. L’objectif de cette these est donc d’examiner d’abords le comportement du matériau
élastique sous I’influence des coefficients de I’anisotropie qui le caractérise, et de séparer
dans un second temps les parties mécanique et thermique du probléme thermoélastique afin de

pouvoir connaitre I’influence du champs thermique sur le coté mécanique.
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Chapitre 1

Etude bibliographique

1.1 Historique

Le probleme de contact le plus connu dans la théorie classique de I’élasticité (probleme de
Boussinesq) est celui de la détermination de I’état de contraintes dans un demi- espace
élastique lorsque le plan limite du corps élastique est déformé par la pression d’un corps
parfaitement rigide. On suppose alors qu’aux points du corps élastique éloignés du poingon
rigide, chacune des composantes du tenseur de contraintes tend vers zéro. D’une autre part, il
a été nécessaire de formuler I’hypothése de la disparition de la contrainte de cisaillement en
tout point du bord, s’il n’y a pas de frottement. On formule également I’hypothése que la
perturbation de la configuration d’équilibre est assez reduite pour que les conditions aux
limites sur la surface libre soient remplacées par des conditions correspondantes sur la limite
plane non déformée.

- On dispose principalement de quatre méthodes de résolution de problémes de contact :

1 - les méthodes des variables complexes,

2 - les méthodes de transformations intégrales,

3 — les méthodes variationnelles et des différences finis,

4 - les méthodes numériques, (éléments finis).
L utilisation de la méthode des variables complexes peut mener a la solution d’une intégrale
singuliere dont la solution numérique est dérivée par la méthode d’Erdogan et Gupta [4].
L’utilisation d’une transformation intégrale peut amener la solution numérique d’une intégrale
de Fredholm de la deuxiéme espéce.

Muskhelishvili [5] est le premier qui a développé les méthodes des variables
complexes. Pour les solutions des problémes aux limites en élasticité plane. Son ouvrage trace
I’histoire de ses travaux de pionnier. England [6] fait un exposé claire et élémentaire de
I’utilisation de ces méthodes en élasticité plane. Brilla [7] étudie de facon détaillée la théorie

plane des corps anisotropes.
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Harding et Sneddon [8] semblent étre les premiers a utiliser les transformations
Intégrales pour résoudre les problémes mixtes de valeurs aux limites en élasticité. Ils utilisent
la théorie des transformations intégrales de Hankel pour réduire le probleme de Boussinésq
pour un poingcon en forme d’un solide de révolution, a celui de la résolution d’une paire
d’équations intégrale doubles. L’intérét pour les équations de ce type avait été ranimer par
E.C.Titchmarsh dans la publication de son ouvrage (introduction to the theory of Fourier
integrals).Beaucoup d’autres ouvrages décrivent de facon détaillée les méthodes des
transformations intégrales et leurs applications aux problemes de contact [9, 10,11].

Kupradze [12] a amélioré une méthode d’équations intégrales plus appropriée a la solution
des problemes tridimensionnels. La méthode des transformations intégrales prend ses origines
dans le traité classique de Boussinesq [13] qui d’ailleurs reste digne d’intérét et d’étude.

En parallele avec I’évolution de ces méthodes mathématiques d’autres chercheurs effectuent
des travaux numériques qui deviennent au cours du temps surtout avec le développement
remarquable des moyens de calcul des plus sollicités , parlant des méthodes des différences
finis et celle d’éléments finis. Plusieurs monographies ont apportés des éclaircissements aux
problémes de contact, citons I’imminente publication de la monographie de Gladwell [14]
vaste est compléte constituant une mise a jour dans le domaine. Il faut noter aussi le livre de
Vorovich [15], les synthéses de Lubkin [16] et de Abramyan [17]. Ce dernier compléte
I’ouvrage de Galin [18] faisant synthése des travaux d’apres —guerre.

Aprés avoir mis un ceil sur les travaux antérieurs servant toujours de bases aux travaux
récents, nous allons essayer d’étudier essentiellement les travaux dans le domaine de
I’utilisation des transformations intégrales, et egalement ceux couvrant les méthodes des
équations intégrales.

Les probléemes d’impression de couches élastiques et des massifs semi infinis par un
pénétrateur rigide ont une longue histoire et demeurent d’intérét courant. Ce probléme a surgi
dans les applications industrielles, soient la conception des roulements garnis des élastomeres
et des rouleaux couverts de caoutchouc utilisés en traitement des machines. Les solutions
classiques du probléme sont exprimées en termes d’équations intégrales apres transformation
[19]. La répartition des efforts & I’interface du contact satisfait une équation singuliere pour
les couches minces [14].L’évaluation numérique de la solution classique pour déterminer le
rapport entre la profondeur de pénétration et la charge a été effectuée par plusieurs
investigateurs, Hayes et autres [20] Mak et autres [21].Une recherche de Jaffar [22] présente
une solution numérique pour la déformation extérieure verticale pour un éventail de

géométrie, mais les résultats sont solution comparée a celle de demi —espace et souffrent de
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I’inexactitude prés du bord du pénétrateur. Afin de déterminer le champ de déformation dans
toutes la couche est d’essayer de résoudre le probleme directement. Inversement, la méthode
directe offre des possibilités d’étre prolongée a la théorie non linéaire. Les méthodes
numériques telles que les différences finis et les éléments finis sont applicables. Cependant,
pour les pénétrateurs plats, la nature singuliere des gradients de déformation prés du bord du
pénétrateur peut mener a un taux de convergence. Dans un travail récent Mansoor, et autres
[23] ont résolu le probléme de I’impression de la couche élastique linéaire par le pénétrateur
plat et ont conduit une analyse asymptotique de la déformation pour les couches minces.
Ainsi une solution analytique approximative a été developpée et les formes closes des
expressions pour la déformation verticale et I’effort normal sont obtenues prés des bords du

pénétrateur externe et interne ont été démontreées.

1.2 Applications biomécaniques

Le cartilage articulaire est I’extrémité de I’os a I’intérieure des joints synovial.
Possédant des propriétés mécaniques excellentes pour transmettre des charges et pour
permettre les mouvements relatifs sans usages significatifs. Dans beaucoup de situations, le
cartilage articulaire se deétériore jusqu'a séchage (osteoathrosis) menant a des sejours
prolongés.

Des recherches significatives ont été entreprises pour comprendre le phénomene de
I’osteoathrosis. Dans son travail [24] Mow affirme que le modele qui convient le mieux pour
le cartilage articulaire est le biphasé (considéré comme matrice pleine poreuse gonflée avec le
fluide sous I’impression [25]) qui peut étre analysé comme couche élastique [26]. Des essais
d’impression avec des pénétrateurs sphériques et cylindriques ont été réalisés sur des animaux
[27] pour déterminer les propriétés élastiques du cartilage articulaire.

Dans une récente étude [28], on montre que le modele transversalement isotrope dans
lequel le module de Young dans le plan du cartilage (plan d’isotropie) est plus grand que celui
dans la direction du chargement, donne un bon ajustement aux courbes expérimentales
présentées dans ce présent travail [29]. La solution analytique de I’impression de cette couche
élastique a été développée sur la base des équations genérales de I’élasticité anisotrope. Cette
solution peut aider a analyser le cartilage articulaire sous le chargement d’impact et

déterminer les constants élastiques dans les essais correspondants.
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1.3 Applications aux multi matériaux

Ces derniéres annees, l’intérét s’est concentré également sur la solution des
problémes de contact de matériaux anisotropes, et ce pour leurs applications d’impact liées
aux matériaux composites. Afin d’y aboutir, comme le confirme les travaux récents [30,31]
on est souvent amenés a résoudre deux problemes au lieu d’un seul (isotrope transverse et
orthotrope).Beaucoup plus disponible sont les solutions des chargements de contact de demi-
espace, alors qu’aujourd’hui on s’intéressent plus aux problemes des couches d’épaisseurs
finis. Récemment Swanson [32] utilise la méthode de Willis [33] (double transformation de
Fourier) et propose comme solution celle de Turner [34] pour les matériaux isotropes dans
laguelle il remplace le module d’élasticité par une combinaison de modules pour matériaux
isotrope transverse. Batra [31] et Vel [35] utilisent le formalisme de Stroh [36] pour étudier
les déformations infinitésimales dans une couche anisotrope; afin de stabiliser la convergence
des séries solutions, il finirons par résoudre au lieu d’un, deux problémes de contact (I’'un

isotrope et I’autre orthotrope).
1.4 Problemes thermiques et thermo élastiques (position et difficultés)

Le transfert thermique entre deux solides en contact est d’un grand intérét physique et
technologique. En effet, dans un matériau non contraint avec des bords libres, la variation de
température n’entraine pas de champ de contraintes dans le massif, au contraire, si les
conditions aux limites s’opposent au champ de déplacement, la dilatation provoque la
génération de contraintes qui s’ajoutent au champ existant (les effets d’échauffement dus a la
déformation sont négligeables).

Dilatation thermique linéaire
Un barreau isotrope soumis a une variation de température AT , s’allonge d’une quantité :
AL =a Ly AT

. . - AL o
Son élongation unitaire (& = L—) a pour expression :
0

& = . AT
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Ainsi, le ccefficient de dilatation thermique linéaire « peut se définir comme le rapport de

I’élongation unitaire de température. Graphiquement, il représente la pente de la

courbe(% = f(AT)). Il est en général donné pour un domaine de température limité.

Le coefficient de dilatation est un parameétre intrinséque au matériau (dépendance vis-a-vis de
la nature chimique donc des forces inter atomiques).

Du fait de I’anharmonicité des potentiels atomiques, une augmentation de température
s’accompagne d’une dilatation volumigque macroscopique du solide.Un matériau a caractére
covalent (liaisons fortes) présente généralement de faibles valeurs de « .Des anisotropies de
dilatation peuvent étre observées dans les matériaux multiphasés (orientation préférentielle de
certaines phases).

De nombreuses études ont été effectuées sur la détermination de la répartition de la chaleur a
I’interface des corps en contact. Seulement y a eu beaucoup d’hypotheses simplificatrices a
chaque fois et les résultats ne coincidaient pas avec la réalité physique du probléme. Les
hypothéses admises peuvent étre du genre ; contact lisse (parfait) ou avec aspérités ainsi que
le regime thermique, permanent ou transitoire.

Les études bibliographiques montrent que suivant le cas, le probléme peut étre traité de facon
spécifique. Dans le cas de régime permanent, on utilise généralement la notion de résistance
thermique de contact avec des expressions différentes selon que I’on considere un mouvement
d’un des deux corps ou non. En revanche, dans le cas du régime transitoire, la résolution des
équations (de la chaleur et les conditions aux limites) est nettement plus compliquée.

L’ autre paramétre important est celui de la génération de chaleur. Il faut noter la différence
entre le paramétre décrivant le partage du flux de chaleur entre deux corps en contact, et le
parameétre représentant la part du flux de chaleur qui est générée dans I’un des deux corps.
L’autre paradoxe est la vitesse infinie de la propagation de la chaleur que prévoit I’équation
de la conduction de la chaleur (type parabolique). Lord et Shulman [40] proposent une

théorie « L-S » prévoyant un temps de relaxation dans I’équation de conduction généralisée
de Maxwell Cattaneo’s, dite premiére généralisation a la théorie couplée d’élasticité. Les
équations correspondantes pour un cas isotrope ont été obtenues par Dhaliwal et Sherief
[41].Pour y aboutir, ils ont associées plusieurs simplifications en raison de la complexité des
équations régissantes et des difficultés mathématiques. Certains auteurs [42,43] emploient
dans le cadre de la thermoélasticité couplée un temps de relaxation nul dans un systéme
d’équations parabolique, la solution est en contradiction avec I’observation physique

correspondant a la vitesse infinie de propagation de la chaleur. D’autres auteurs préferent



Etude bibliographique 9

ignorer les effets d’inertie en théorie couplée [44] ou en négligeant I’effet d’accouplement.
La deuxiéme généralisation de la théorie couplée de I’élasticité est ce qui est connu comme
théorie de thermoélectricité avec deux fois le temps de relaxation dite aussi théorie « G-L » de
Green et Lindsay [45]. Muller [46], dans un examen de la thermoélacticité des solides thermo
élastiques, propose I’inégalité de production d’enthalpie avec I’aide de ces restrictions
construit une classe d’équations constitutives. Green et Lows [47] ont proposés la
généralisation de cette inégalité .Ces équations ont été également obtenues indépendamment
par Suhubi [48].Cette théorie contient deux constantes qui agissent en tant que temps de
relaxation et modifier toutes les équations de la théorie couplée, non seulement I’équation de
la chaleur. La loi de Fourier classique de la conduction de la chaleur n’est pas violée si le
milieu a étudier posseéde un centre de symétrie. Depuis beaucoup de chercheurs I’on utilisée a
des fins bien déterminés [49, 50,51].

Les éléments structuraux sont soumis a des variations de températures qui peuvent influencer
leurs propriéteés mecaniques méme dans un sens approximatif. Sur ce, il est question d’en
tenir compte dans I’analyse thermique. Hasselman et autres [52], Youssef et autres [53] dans
leurs travaux récents ont tenus compte en considérant un plat de couches se composant de
divers matériaux, chacune est homogene et isotrope. Quand ce plat, initialement au repos est
soudainement chauffé sur les surfaces libres, un écoulement de la chaleur et du champ
thermique se produit. Le modéle mathématique thermoelastique généralisé unidimensionnel
avec la conductivité thermique variable pour le probléme de conduction de la chaleur est
construit pour un plat mince posé. Les équations de base sont transformées par Laplace et
résolu par une methode directe.  Les transformations de Laplace sont obtenues
numériquement. La température, I'effort et les distributions de déplacement sont représentés
graphiquement.

Chen et autres [54] ont dérivés une solution générale tridimensionnelle compacte pour les
matériaux thermoélstiques transversalement isotropes. Peng-Fei Hou et autres [1] Emploient
les solutions générales harmoniques compactes des matériaux transversalement isotropes et
construisent les solutions fondamentales tridimensionnelles pour une source de chaleur
réguliere de point sur la surface d'un matériel thermcelastique transversalement isotrope semi
infini par trois fonctions harmoniques nouvellement présentées.

M.Kumar et Ku.Uma Hiremath [55] ont considérés le probleme de la répartition de
température a la surface limite d’une couche élastique homogene et isotrope pressée par un
poingon cylindrique annulaire chauffé. La solution est réduite a la résolution d’une équation

intégrale triple. Les équations intégrales triples sont réduites a la solution d'un ensemble
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infini d'équations simultanées en raison de la singularité dans la région limite du poingon.
Cette imperfection est résolue numeériquement et les dix premiéres racines sont considérées.
Les variations de la charge totale sous le poingon sont montrées graphiquement.

George et Sneddon [56] étaient premiers a étudier le probleme axisymétrique du demi-
espace élastique dentelé par un poingcon chauffé et ont rendu une comparaison entre les efforts
prés provoques par le poingon seule et les efforts induits par le champs thermique. En
utilisant la technique différente Keer et Fu [57] ont déterminés les distributions thermo
élastiques d'efforts dues au chargement combiné des poingons symétriques et circulaires
dentelant une couche élastique épaisse. Shibuya [58] a congu une méthode pour déterminer
des distributions d'efforts dans un demi-espace élastique dentelé par un poincon rigide
annulaire plat et dans une couche élastique épaisse dentelée par une paire de poingons
annulaires rigides plats. La méthode de Shibuya [58] réduit les équations intégrales triples
dues aux trois conditions mixtes par parties sur la surface de contact dans un ensemble
d'équations simultanées lineaires. Ces equations simultanées sont resolues numériquement.
Keer et fu, étudient quelques distributions de contraintes thermo élastiques provenant de
I'action combinée de la charge d'un poingon circulaire, non symétrique, rigide et d'un flux
calorifique arbitraire, stabilisé, s'exercant sur une plaque élastique épaisse. Il est montré que le
résultat est obtenu par la solution d'équations intégrales de Fredholm, de deuxieme espece,
non couplées. 1l a donné des résultats approximatifs pour le cas d'une symétrie axiale, lorsque
le rayon du poingon est beaucoup plus petit que I'épaisseur de la plaque.

Scheletovskii [3] développe Une technique basée sur le principe de superposition des effets
pour résoudre des problemes de contact pour les poingons annulaires de forme chauffées
agissant inversement sur les surfaces limites d’une couche transversalement isotrope. Les
formules pour les efforts de contact sous les poingons sont obtenues, et I'effet de la forme des

poingons sur I'importance de la distribution de ces efforts est analysé.
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Chapitre 2

Théorie générale de I’élasticité (structure a symétrie axiale)

2.1 Equations fondamentales gouvernant le probléeme d’élasticité
axisymetrique.

Pour les structures a symétrie axiale, les composantes des contraintes sont indépendantes de

I’angle de symétrie &. Ainsi pour la méme raison les composantes ( 7o ,7z9,7rg €t7;9) sont

nulles et toutes les dérivées par rapport a € disparaissent des équations d’équilibres.

oo, Ot
r ey

1
Lo —6,)=0
o e Tyero0)

oo, Ot, 1
oz or 1" @D

Les composantes du tenseur de contraintes s’expriment par les vecteurs déplacements axial et

radial U, et U, par:

o =2ya;r +/1(ag—rr+u—rr+a§—zz)
ae=2yu—rr+/1(6(;J—rr+U—rr+a;J—zz)
o, =2,ua(;JZr +/1(a(;J—rr+U—rr+a;J—zz)
7, = 1( 8(;er +0(;J_rz) 2.2)

( u etAd)sont les coefficients de Lamé

L’introduction de la fonction de contraintes ¢(r,z) [19] définie par les relations :

:Mv%_m_ﬂﬁ

U
" po ozt
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A+u 0%¢

U. =
' U 0202

(2.3)

Substituant maintenant les expressions (2.3) dans (2.2) puis dans (2.1), on obtient 1’équation

gouvernant le probléme d’élasticité en symétrie axiale, soit.
Vig=0
Avec : (2.4)
> 10 &
+——t+—
ot ror g7’

2.2 Solution générale du probléme d’élasticité (cas de matériau homogene
isotrope)

Soit ¢(&,z) la transformée de Hankel d’ordre zéro de la fonctiong(r,z),
$(&2)=[rg(r.z)dg(&r)dr (2.5)
0

Jo . étant la fonction de Bessel de premiére espeéce d’ordre zéro.

La fonction ¢(r,z) s’exprime par la transformée inverse de (2.5) de la maniére suivante.

(r.z)=[£4 (&,2)3(&r)dé (2.6)

Soient les dérivées partielles de ¢(r,z)

%=—szg(§,z)\]1(§r)d§, sachant que (8J0(§r) ~EJ (&)
0

2

2o Ié H&.2)2 3, (6 = jf[ ¢ Jo(gr)ﬁal(gr)}»(g e,

B _ g gy 1)

2 0 27
el e NG

oz*
On obtient apres avoir substituer les dérivées partielles de la fonctions de contraintes ¢(r,z)
dans (2.4) I’équation différentielle ordinaire suivante

d’g(sz)

a2 ~E2(&2)=0 2.7)
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La solution générale correspondante est :
#&02)=[Bi(£)+By(&)]e ™™ +[By(&)+By(&)]e™
Les fonctions B;(&) ,B,(&), B3(&) et B4( &) sont les fonctions d’intégrations a définir par les

conditions aux limites.

Enfin, la solution générale ¢( r,z)s’écrit sous sa forme :

#(r.2) = [E{[Bi(£)+By(&)]e " +[Bs(&)+By(&)]e™ Py £ )dé (2.8)
0

2.2.1 Expressions générales des contraintes et déplacements.
Les formes générales des expressions des contraintes et déplacements sont obtenues par

substitution de (2.8) dans (2.3) puis dans (2.2).

Ur =éj§2 ([-£B1(£)+(1-£2)By(£)]e " +[£By(£)+(1+ £2)B,(£)] e} ,(£r)d&
0

0

u,=-J¢& {Ef&(é)ﬂubilfz)Bz(gf)}e—fz {biléBg(g)—(Z—é;z)BM)}‘J’Z}JO(fr)df

0
o =25 [ £ {[£B(£)+(by +62)By(£2)]e 7 —[£B3(£2) (b —£2)By(£2)]} 3o( T )dE

rry =20y [ £ {[EBI(£) ~(by — £2)By(E2)]e ™" +[£By(£2)+ (by + £2)By(£2)]} 9,( £ )
0

o0

op =bs [ £ {[~EB1(£)+(by +2b, = £2)By(&)]e™7 +[EB3(£)+ (by +2b, + £2)B4(£)]e | Ip(&T)dE +
0
(2.9)

Bi(i=1,2,3,4) : Fonctions a déterminer par les conditions aux limites

Ou: b = H b, A , by=A+u et by a

At+u’ =/1+,u =/1+2,u
B yE e E
(1+7)(1=-2y) ° 2(1+y)

E et A : coefficients d’¢lasticité respectivement de Young et Lamé
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2.3 Solution générale du probleme d’élasticite (cas de matériau transverse —
isotrope)
Les composantes du tenseur de contraintes s’expriment par I’intermédiaire des composantes

du vecteur déplacement [59,60] :

0 1 ou
o, = |:AIIE T (A -2A4) ;:|Ur + A13AZ ;
o,=A; (é + 1 U, + A33é)U ;
or r 0z (2.10)
ou U U
Oy :(All - 2A66 )ét +A11 — A134 )
or r 0z
ou U
T, =A,—+"—"7%).
" u oz or )

Ou les Ajjsont les constantes d’élasticité du matériau [59,61].

La fonction de contraintes ¢ (r, z) est introduite sous la forme :

Ur=@ ;UZZk@ (2.11)
or oz

Ou: k estune constante quelconque.
Substituons les relations (2.10) dans les équations d’équilibre locales (probléme d’élasticité

axisymétrique) et tenant compte de (2.11), on déduit les équations différentielles suivantes :
2 0’
AVig+[ Ay +K(Az+ Ay )]82_2:0
2 0’
[As+(1+K)A,]Vig+ kA1382—2=0

Egalisons ces deux derniéres expressions, on obtient.

52
Vit 2 =0 ; (i=1.2 2.12
( i . 0,,22) ) ( ) (2.12)
Avec :
Ag k(A +Au) _ kiAs; 2

—v, 2.13)
Ay Ap+(1+k)Ay
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2
et v, =9 19 (2.14)

Les parametres }/iz sont les racines de 1’équation suivante obtenue a partir des équations

(2.13) par ¢limination de la constante ki, (i=1,2),
A11A44 7i4 + |:A13 (A13 + 2A44) - A11'6‘44] 7/i2 + A44A53 =0 (2.15)

ki,(i=1,2): Valeurs de la constante (k), définie de 1’égalité (2.13) respectivement pour

7e (i=12).

Pour la solution des équations (2.12), concernant les domaines de grandes d’étendues, il
convient d’utiliser la transformation de Hankel d’ordre zéro des fonctions de

contraintes ¢ (r,z), soit :

#(£.2)=[ra(r,z)3(&r)dr
0

En intégrant les équations différentielles (2.12) conformément aux transformations inverses

de Hankel [2,9] des fonctions ¢;(r, z).

$(1,2) = [ £4i(&,2) Jp(£ndé. (2.16)
0

Jo . étant la fonction de Bessel d’ordre zéro.

On déduit les solutions générales a partir des ces équations différentielles ordinaires

suivantes.
azéi(§1z)_ 52 g(fz)_o
o GiyTT
Soient :
-5z sz
$i(£.2)=By(&)e 1 +B,e’ 2.17)

Bi1 (&) et Bix (§) sont des fonctions inconnues d’intégrations a déterminer par les conditions

aux limites.

2.3.1 Expressions générales des contraintes et déeplacements
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Ayant trouvé les fonctions;ﬁi(f,z), remplacons leurs expressions dans ceux des

déplacements (2.11) puis dans ceux des contraintes (2.10), ce qui fait :

0 0
Ur=5(¢l+¢2) et Uz=5(k1¢1+k2¢2)

o0

U =—[ &2[S1(¢2)+5,(&2)]9,(ér )d¢

0

=& { S5 (r:z)+y 34(52)} o(&r)dé
0

N

o= [ {dl si(62)+ %2 52(52)} o(£r)dé
0 V4l 7

72

Trz :_A44J.§3|:1-;k1 S3(§Z)+l+k2 84(52)}‘]1(5" )dg (2.18)
1

_[& {% si(¢2)+ % 32(62)} (6T + 26 [ 2[5 (2) 45,20y (r)de
0 0

Avec :
& &
SiI(52)=By (&)t +By(Sz)e”
—ez gz
S,(£2)=By(£)e 7 +By(Ez)e”
—$z éz
S;(&2)=-By(Sz)e " +Byy(&z)e” (2.19)
&2 &2

S4(E2)=-B, (&) 7? +Byy(Ez)e”

di =kiAs -7 Az, (i=12)
dy =—k A+ 77 A (2.20)

dy =—-ky A5 +722A11
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Nous signalons que dans le cas de I’espace transverse isotrope les modules d’¢lasticité A; sont

lies aux coefficients de deformations &;; [59,62] selon les rapports suivants :

2
811833343

A, = _
(all_alz)_a33(all+a12)_2a123_
a,, +a
Ay = 1@ .
a3;3(ay +ay; ) —2ay;
a
As= L 5 2.21)
a3(a) +a,)—2a5;
_ 1 AL AL
A44—a44 N >
E
A66_2(1+7)_”
ICi' a _l a —L a —ﬁ a —_i a —L
LT BT T TEs Ao

E,E' : Modules deYoung correspondants aux contraintes dans le plan d’isotropie et dans le
plan perpendiculaire a celui-ci.

0,0" : Coefficients de Poisson correspondants aux contraintes lors de la traction dans le plan
d’isotropie et dans le plan perpendiculaire a celui- ci.

4" Module de glissement caractérise le glissement des angles entre les directions de plans

d’isotropie et les directions perpendiculaire a ces derniéres.

2.4 Rapports de conduction thermique et thermo élastique (matériau

homogene isotrope)

Examinons 1’état de déformation d’un corps élastique homogene isotrope axisymétrique
du a un champ thermique stationnaire.

Comme indiqué dans les travaux [63,64] le champ thermiqueT(r,z) et le potentiel de

déformation ¢(r,z) satisfont les équations suivantes.
VAT =0
Vip=——orT (2.22)

Les contraintes et déplacements thermiques sont définis par les expressions suivantes:
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o op o 182(p 82(p
u(T)=22 | u,m=2 |, Ty=2u2% | Ty= (-2 2,09
(T)=22 Uy m)=% r(T)=2u2 oo(T)=2u( 25 +5 )

2
et oo (T)=—2u( 224192y (2.23)

—+
oz2 ror
Avec :

o est le coefficient de dilatation thermique

Donc pour déterminer les contraintes et les déplacements thermiques, on est

amener a définir d’abord le champ thermiqueT(r,z) ensuite le potentiel thermique de
déplacementp(r,z)et se servir des formules (2.23) pour le calcul des contraintes et

déplacements.

2.4.1 Solution générale de I’équation de Laplace gouvernant le probléeme (matériau

homogeéne isotrope)
Pour les domaines illimités on utilise la transformation de Hankel 'F(é,z ) d’ordre zéro

de la fonction T(r,z)de distribution de la température.

f(g,z)=TrT(r,z)J0(§r)dr (2.24)
0

Substituons dans 1’équation de Laplace, on obtient I’équation différentielle ordinaire du

second ordre.
d> 5=
(F—f T(&,2)=0 (2.25)

Résolvons cette équation (2.25) en utilisant la transformation inverse de (2.24), on obtient

I’expression définissant la distribution de la température.

T(r,2)=[&[ AE)e™ +B()e = |35(¢r)de (2.26)
0

2.4.2 Expressions génerales des contraintes et déplacements thermiques
Pour un champ thermique connu, le potentiel thermo ¢élastique est déterminé par la deuxieéme
équation (2.22), dont la solution particuliére pour un domaine axisymétrique illimitée est de

la forme.

o(r,2)=2[ [ A&t +BO(&)e™" ag(er)de (227)
0
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Ao(f) et Bo(f) sont déterminées a 1’aide des fonctions A(&) et B(&) a partir de la

coincidence des deux équations (2.22).

Ainsi pour les domaines d’étendue important,

o= 2(11+55)aTz [ 4B oyl r e (228)

La solution générale pour ¢(r,z) est égale a la somme de la solution particuliére (2.27) et la

solution générale correspondante a I’équation homogeéne V-¢ =0 s’écrivant sous la forme.

00 = [ £] C(£)e™ +D(£)e" Ja(£r)de (2.29)
0

On signale que lors de I’analyse des problémes thermo é€lastique, il est préférable d’utiliser la
solution générale représentée par la fonction bi harmonique, c’est pourquoi les expressions
données par la suite (composantes de contraintes et déplacements) correspondent uniquement
a une valeur particuliere du potentiel thermo €lastique.

Substituons (2.28) dans (2.23), on obtient :

ug”:z(lf—jj)aﬁ[ A(E)(1+E2)e™ +B(S)(1-£2)e™" 3o(¢r)de

0
o) =2 sa TZJf (A 4B ag(er) (230)
) =—%yaﬁf[#\(f)(1+fz Jei® + B(£)(1-¢2)e 4 o, (ér)de

2.5 Rapports de conduction thermique (matériau transverse isotrope).

Dans le cas du matériau transverse isotrope le champ thermique satisfait 1’équation

différenticlle suivante [60,64].

2 2
T 10T T
OT 1T 29T g (2.31)
orr ror oz*
Les contraintes et les déplacements sont déterminés par les potentiels thermoélastiques

@ ete, selon les formules suivantes :

UM = _a,(s2 24 8¢2)
(674
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0 0
UST) al(sz ¢l ¢2)

ar
2
o) =0 2 L 19o (2.32)
o= ror
(m_ P
T e
2
1) _ O 195 0+0)
r 2
or r or
Les fonctions ¢, etg, doivent satisfaire le systéme d’équations différentiel suivant,
gy 10 gy 1,0
100 270 L% o
or r or 0z a,
Oy 109, , 2 o %2 _a,T (2.33)

o r or

Dans ces formules (2.31), (2.32) et (2.33) sont introduits les symboles suivants :
/102 : Rapport entre coefficients de conductibilité¢ thermique dans la direction de I’axe de
symétrie de la structure et dans la direction perpendiculaire a celle - ci.

;/12 et }/22 : sont les racines de 1’équation indiquées auparavant.
4 2 —
AAy, 7+ [A13(A13+ 2A44) 'A11A44] i TALA;=0
Slz et 822 : sont les racines de I’équation suivante :

2
A44.S4—(A11—A12)82+(A“_A12) (As+ Ay _

2
A1 A3 — A
2
a11833 — Pray —ordy 2 o
Q =a; -39, , az=—33 3, a3:—3, a = a3y -—T.
a9y Qa4 a

& : Coefficients de déformations [64] liés aux modules d’¢lasticités A; par les formules
précédentes.
ar et Br :sont les coefficients de dilatation thermique linéaires respectivement dans le plan

d’isotropie et dans la direction perpendiculaire a ce plan.

Le champ thermique est trouvée par analogie au cas de matériau isotrope, la formule

correspondante posseéde la méme forme, soit :
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o éz éz
T=[E|AE)eh +B(Ee  Jy(ér)de (2.34)
0

Les solutions particuliéres du potentiel thermique sont trouvées par la résolution du systéme

d’équations (2.33).

2.5.1 Expressions générales des contraintes et déplacements thermiques
Connaissant le champ thermique (2.34), on détermine a partir de la deuxiéme équation (2.33)

la fonction ¢, .Substituons maintenant la valeur trouvée de ¢, et la valeur de la température
dans la premiére équation (2.33), on trouve la fonction P,

Toute transformation faite, on obtient :

12 -6z

o =h [ AE)RM +B(E)e M |Jg(£r)dé (2.35)
0
_ a4/10 % %Z
) = 2[5 A(E)e™ +B(E)e 0 Jg(&r)dé (2.36)

1

Les composantes des déplacements et contraintes correspondants aux relations (2.32), tenons
compte de (2.35) et (2.36) s’écrivent sous la forme :
éz &z
= —ayohy j A(E)e™ +B(E)e |Jy(&r)dé

(24 ¢z
=~ mjg AEe™ +B(E)e ™ [g(er)de

&z =&z
71 = Aohy j E| A(&)e™ +B(&)e o y(&r)dé 2.37)

Les valeurs hi*(i =1,2,3) expriment la relation entre les paramétres inclus dans les

expressions, a savoir:

* 1 a * a
h = ( 4 -a3), h2:822h1— A

(73 A7) 1A "4
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Chapitre 3

Solution aux limites du probleme d’élasticite
axisymeétrique

3.1 Hypotheses et Position du probléme

Nous supposons qu’aux points du corps ¢€lastique éloignés du poingon rigide chacune des
composantes du tenseur de contraintes tends vers zéro.

On formule également 1I’hypothése que la perturbation de la configuration d’équilibre est
assez réduite pour que les conditions aux limites sur la surface libre soient remplacées par les
conditions correspondantes sur la limite plane non déformée.

Dans le cas de la symétrie axiale, il est plus appropri¢ d’utiliser la transformation de
Hankel au lieu de celle de Fourrier.

Telles sont d’ailleurs les hypotheses sous lesquelles Sneddon et Harding [8] dans une étude
précédente utilisaient la transformation de Hankel pour réduire le probléme de Boussinesq
pour un poingon en forme d’un solide de révolution, a celui de la résolution d’une paire
d’équations intégrales doubles. Uflyand [11] a présenté une synthése des premiers travaux
dans son ouvrage « transformations intégrales dans les problémes d’¢élasticité » et beaucoup
d’autres ouvrages comprennent des descriptions détaillées des applications des
transformations intégrales aux problemes de contactes .Kuo et Keer [38] analysaient le
contact d’un pénétrateur sphérique rigide avec un demi-espace formé de plusieurs couches
parfaitement collées de matériaux isotrope transverse en employant la transformation
intégrale de Hankel et réduiraient le probléme a une équation intégral qu’ils solutionnaient
numériquement .La méme procédure est utiliser par Matnyak[39] pour déterminer la
distribution de contraintes sous le poingon cylindrique en mouvement sur une couche
précontrainte .Plus compliqué est le probléeme de la thermo élasticité qu’a traiter
Shelestovskii [3] en appelant également la transformation de Hankel pour déterminer et
analyser les contraintes thermoélastique d’une couche comprimée par deux poingons

cylindriques annulaires de formes.
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Ici, nous utilisons une procédure similaire basée sur la transformation intégrale de Hankel
[2,9] pour réduire le probléeme de contact a un systéme d’équations intégrales que nous
solutionnons par voie numérique .Pour faciliter le passage a la forme intégrale nous

introduisons une fonction parametre d(n)) dans la condition au limite correctement choisie.

Les résultats obtenus de D’exemple étudié sous forme de courbes seront vérifiés
comparativement a ceux trouvés en littérature. Autrement dans les cas limites suivants on
peut également vérifier les résultats :
- Lorsque I’épaisseur « H » tend vers 1’infini, la couche devient alors un espace semi infini.
- Lorsque vy, v, (respectivement caractéristiques du matériau dans le plan d’isotropie et dans
le plan perpendiculaire a celui-ci) tendent vers I'unité, le matériau devient quasiment
isotrope.
3.1.1 Problematique
On se propose d’étudier le phénomeéne de la thermoélasticité qui se produit a I’interface

du contact poingcon cylindrique avec la surface supérieur de la couche ¢€lastique.

Le probléme statique ainsi pos€ est axisymétrique et peut étre étudié¢ dans le systeme de
coordonnée cylindrique (1,0, z) coincidant avec la surface supérieur de la couche et I’axe de

symétrie de la structure (Fig.1).

Z
F
R
> r
0] >
€
H
\'2

S S S S S S

Fig.1 — croquis schématique du probleme

¢ : Représentera la profondeur de pénétration du poingon dans la couche élastique (isotrope
et transverse isotrope) que se soit sous le chargement mécanique, thermique ou les deux a la
fois (thermoélastique).

H : étant I’épaisseur de la couche élastique.
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1- Dans un premier temps la surface limite supérieure (z=0) sera chargée mécaniquement par
la pression du poingon soumis a 1’effort physique F.

2- Dans un deuxieme temps la méme surface limite sera sous 1’effet du chargement
thermique du poingon chauffé a une température fixe.

3- Enfin, la couche sera chargée par les effets thermique et mécanique du poingon a la fois
sur la méme surface limite.
Dans chacune des étapes, sera considérer le matériau isotrope et transverse isotrope.

Le probléme principal qu’on se propose de résoudre est celui de trouver de quelle maniére la
chaleur influence (en quantité) le coté mécanique (contraintes). Sur le chemin, on peut
toujours étudier la participation des parameétres dans la problématique tel que (le matériau,

dimensionnement, ...etc.).

3. 2 Détermination des contraintes normales au contact couche - poingon
cylindrique (matériau homogene isotrope)

3.2.1 Formulation du probleme

Il est important afin de justifier et généraliser I’emploi de la méthode, de considérer
d’abord le cas de couche ¢élastique de matériau isotrope.
La couche d’épaisseur H élastique homogene et isotrope d’étendue suffisamment grande est
sollicitée normalement a sa surface limite supérieure par un poingon cylindrique rigide a
extrémités plates.la surface limite inférieure de la couche repose sur une plate forme
¢galement rigide.
Nous nous proposons d’étudier le probléme élastostatique et de déterminer les contraintes sur
la surface de contact couche poingon cylindrique.
Nous supposons le chargement paralléle a I’axe de symétrie de la couche élastique est
appliqué normalement a cette surface.
Nous supposons qu’aux points du corps ¢€lastique ¢loignés du poingon rigide, chacune des
composantes du tenseur de contraintes tends vers zéro.
On formule également ’hypotheése que la perturbation de la configuration d’équilibre est
assez réduite pour que les conditions aux limites sur la surface libre soient remplacées par les

conditions correspondantes sur la limite plane non déformée.
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Soient les conditions aux limites suivantes :

0<r<R , z=0 : U, =-¢ (3.1)
0<r<w , z=0: 1,=0 (3.2)
R<r<w , z=0: o,=0 (3.3)
0<r<ow ,z=-H: U,=0 (3.4)
0<r<w , z=-H: 1,=0 (3.5)

¢ : Profondeur de pénétration du poincon dans la couche élastique( isotrope )

3.2.2 Méthode de résolution du probléme aux limites

Rappelons les expressions générales des contraintes et déplacements (2.9) apres avoir

introduit le changement de variables suivant.

3
r z n n .
~=p, R=n, —==¢ et F(n)="%B(~), i=1234
2P SR=n r i(n) 2 Z(R)

001 .
U, :—{Z{[h%ﬂ(nﬁ(zﬂzl—g)gm)} " +LILRFM)—Q—%)th(n)}e”"/}/o(np)dn

7] {[%Fl( )%+ g ’7)} e +[—;7 Fy(n)+ (b —n.f;)FM)} e }Jo(ﬂp)dﬂ
0

=] {%Fm)—(bz —Ué’)Fz(ﬂ)}e"?C {% Fy(n)+(by + ¢ JEy(7 )} evf}Jlmp )
0

(3.6)
Satisfaisons les conditions aux limites (3.2), (3.4) et (3.5), introduisons ensuite la fonction

inconnue ¢(77 ) dans la condition (3.3), nous obtenons le systéme d’équations algébriques

suivant :

%Fi(n)—szz(n)+%F3(77)+sz4(77) =0

{%Fl(ﬂ)_(bz +771)F2(77)}e’71 '{%Fﬂﬂ)"'(bz _771)F4(77)}€_771 =0
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[ _
Ll—Rﬂ(n)wz—b—l)Fm}e’ﬂ {h%am)—(zﬂg—l)a(w}e =0

%Fl(n)+b1F2(n)—%ﬂm)+blF4(n) = Rnd(n) (3.7)

[ =H /R : est la constante sans dimension (représentant le rapport entre 1’épaisseur de

la couche élastique et le rayon du poingon).

Résolvons le systeme d’équations algébriques (3.7) et exprimons les fonctions inconnues
Fi(n),(i=1,2,3,4)en fonction de g(7 ) .
Les conditions (3.1) et (3.3) s’écrivent respectivement apres avoir introduit les fonctions

F,(n ) exprimées en fonction de ¢(7 ) sous forme d’un systéme de deux équations intégrales

0] _g o0
I¢(77)Jo(77p)d77 Z?lu +f¢(77)G1(2771)Jo(77p)d77 tp<l
0 0

[n¢(n)1o(np)dn=0 p>1 (3.8)

0

2l
Avec: by= A , et G1(2771):u
2u+ A sh2nl +2nl

Avec la représentation suivante [9,37].

1
#7) = b, [ f(t)cosipe di (3.9)
0
La deuxiéme équation (3.8) est satisfaite identiquement, en effet:
0 1 0 p = 1
jnJo(np)dnjf(z)cosm dt=1 (1) i ft)dt p<1 (3.10)
0 0 /1 _pz ; /tz _ ,02

La premiére équation (3.8) se ramene a une intégrale d’Abel

J‘ f(t)dt

|77 ¢ =g(p) (3.11)
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qui se résout [65]:

t
£(t) =%%jﬂdp (3.12)

0 /tz_pz

Avec :
e 0 1
g(p)=7+IG1(2771)Jo(77p)d77ff(t)cosntdt (3.13)
0 0
Apres substitution et transformation (3.12) s’écrit sous cette forme :

f(t)———R+ jf(x)dxjc;l(znz)cosnxdn . 0<t<1 (3.14)
0

Les contraintes normales a la surface limite de contact s’expriment par

i ) ¢ fe)de
o, =2bs | né(n)Jy(np)dn =2bb — op=1 (3.15)
3£ 0 3 4[ ,—l—pz /J; ,—t2p2]

De la condition d’équilibre statique,
1
F=-22R*[ po.(p)dp

On écrit, aprés avoir substituer o,(p)par son expression, tenant compte de (3.14) et

effectuer I’intégration par rapport a la variable (t)

f(t)= w(t) (3.16)

1 © .
w(t)—zj-t//(x)dxj- GI(ZUl)cosnx{cosm—m}dn =1 (3.17)
T n
0 0

Ainsi nous ramenons [’expression de la contrainte (3.15) a la forme simple

-P "
o.(p, )—M%(P)
(3.18)
Ou:
.o lP(l) I ‘I’(t)dt (3.19)

L’expression (3.19) représente la contrainte 0': () sans dimensions.
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Commentaire

. , 1+2pl—e 2™
lim_,. G,(2nl)=Ilim; ,, ———— =0
10 G1(201) = lim;_, sh2nl + 21
De (3.17), nous déduisons :

w(t)=1
. V(1
ol (p) = 2

6.(p.0)=——o—0(p) =
S 2aR*2byh, 27R*2bsby |1 - p?

Dans le cas ou I’épaisseur de la couche est infiniment grande (c'est-a-dire H tends vers

I’infini), le rapport relatif /=H /R tends vers I’infini et par conséquent la fonction w(¢)

tends vers 'unité. Ce résultat coincide exactement avec celui de la bibliographie du demi

espace de Boussinesq Connu sous le non de (Probléme de Schteicher).

3.3 Détermination des contraintes normales au contact couche - poingon

cylindrique (matériau transverse isotrope).

Nous gardons le méme schéma de calcul que le précédent (Fig.1), mémes hypothéses,

prenant cette fois- ci le matériau de la couche en question transverse isotrope.

3.3.1 Formulation du probleme

La couche d’épaisseur « H» a faces paralléles de matériau isotrope transverse est
statiquement comprimée par un cylindre rigide a extrémités plates sur la face supérieure. La
face inférieure est collée a un support plat également rigide.

Le probléme ainsi posé est axisymétrique et peut étre étudié dans le systéme de coordonnée
cylindrique (1,0, z) coincidant avec la surface supérieur de la couche et I’axe de symétrie de
la structure (Fig.1).

Soient les conditions aux limites suivantes :

0<r<R , z=0 : U =-¢ (3.20)
0<r<w , z=0: 1,=0 (3.21)
R<r<w , z=0: o0,=0 (3.22)
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0<r<ow ,z=-H: U,=0 (3.23)
0<r<wo , z=-H: 1,=0 (3.24)

e: profondeur de pénétration du poingon dans la couche élastique transverse isotrope

3.3.2 Méthode de résolution du probleme aux limites

Effectuant le changement de variables
F(n="1-8,(L) 5 (=14
R
r z
— R -2z
R TTeR G o=
=k - V12A13 s dy =k,dy, 22A13

; Ay =k, + V12A11 ; dy =k, 4, + V22A11

Les formules des contraintes et déplacements (2.18) prennent les formes suivantes

j; —{Fl(n)e” tE () e” }V—zl-ﬂ(n)e“ +F4(77)e“} Jo(mp)dn ;
0

2

1% /e ng d R/ s
o, EJ SEmen +Rm e’ |+HE@ e tE@ ™ | ymp)dn s (3.29)

A, T 14k, e =14k, e =
Tﬁj{ " {-Fl(n)e” tE(p) e |+ » B () e” K@) e |11, (np)dn
0

2

Satisfaisons les conditions aux limites et introduisons la fonction ¢(7)dans la
condition (3.22) tel que :

j 1 F1(77)+Fz(77))+1;—( F3<n>+F4<n))}Jo<np)dn——
0 Vi 2

k k
YR R o+ By )+ 252 LRy ) + () = 0
Vi Vo

V—é(Fl(nHFz(n))+%(F3(n)+F4(n))=77¢(77)R ; (3.26)
1 2
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. t S nt -t
—L—F@me" +F(me " |+—2| -F@)e” +F4(me ™ |=0;
Vi Vs
14k "f ek R
+ o T + o T
. LI —F (e +F,(me ™ |+ . 21 —F3(m)e”? +F4(me " |=0.
1 2

Résolvons le systeme d’équations algébriques obtenu (3.26) et exprimons les
fonctions F; (1 = 1,4) par¢(7) .

Ecrivons le systeme d’équations pour les quatre dernieéres équations (3.26) sous forme

matricielle.
. _ _
(k) 14k 4k 1+k, (1) 0
N N 72 72
d, d d, d)
Y ) Y T F R
”; 2 /2 /2 2(n) | | nd(n)
7 _n nl _n =
_kle71 kle N _kzeﬂ’z k2e 72
b4 N 72 72 (1) 0
7 /4 7l -l
—(1+k) 5 1+k 5 —(l+k) 1+k26},2
N N 72 72 Fan)| | 0 |

3.3.3 Méthodologie de résolution du systeme d’équation algébrique

La résolution directe du présent systeme d’équations par Gauss est assez compliquée.
Les expressions analytiques sont longues et le risque d’erreurs est trés probable .Afin de
contourner ce risque, il est préférable de procéder de la maniére suivante.

De la deuxiéme équation (condition) (3.21), on tire le résultat suivant :

1+k
(~Fi(n)+Fy(n)=—2TL(Fy(n)=Fy(n)) (327
La premiére condition (3.20) s’écrit en fonction de F3(7 JetF, (1) de cette fagon ;
ki—ky T - _
—L22 [ (B (n)=Fy(n))o(np)dn =z p<1 (3.28)
r2(1+k )y
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Soustrayons 1’équation (3.23) de 1’équation (3.24), apres avoir multiplier les deux équations

respectivement par les paramétres ket(1+4; ), on obtient la relation entre F5(77 JetFy(17) .

2l
Fy(n)=e” F(n)

(3.29)

De la condition (3.24), on tire aprés avoir substituer F3(7 )etFy(n)la relation entre les

fonctions Fy (7 JetF5(1n ), soit :

2n1
Fy(n)=e” F(n)

La premiére condition (3.20) s’écrira en fonction de F5(n7 JetF,(n7)

j—{ﬁmﬁ—k—z}(Fs(n)—FL;(n))Jo(np)dp=—€ p<l1

La troisieme condition prend la forme suivante :

[ng(n)75(np)dn =0 p>1
0

(3.30)

(3.31)

(3.32)

Il est donc question de chercher seulement la fonction F5(77)parg(7n) au lieu des quatre

fonctions F;(7n7 ) ; pour cela considérons les équations (conditions) (3.21) et (3.22), soient :

i 2l 2l
ﬂ(e no_1), ﬂ(eh ~1) Fi(n) 0
N Ve) _
2l 2nl B
712( e’ +1) 722( e+ \[F(m)] |Rng(n)

Par la méthode de Cramer, on cherche la fonction : F3(n)= %
4 zz 1+k [ [ 1+k / [
A=t oliph Ldzshn—chn——Ldlshn—chn—
nra 72 non N 720N
Qui s’écrit aussi
4 dd o
A=———"12 oheh20(nl) (3.33)

Y2 NY2Ass
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Avec

O(nl)= ishn—lchn—l—ishn—lchﬂ—l}
no -n Y2 72 V2N

Et
2(1+k z [
=28 pngpersn ™
/4| 7

Ay

Introduisons les résultats dans les équations conditions (3.31) et (3.32), nous obtenons un

systéme de deux €quations intégrales que nous écrivons sous la forme :

5%!415(77)% (np)dn = % + é!G(nl)cfﬁ(mJo (mp)dn : p<l (3.34)
[no)J, (np)dn =0 : p>1 (3.35)

_ (A,vs +A)V,d,
All(V12 'sz v

Avec : 1=E ;0 0,
R

shﬂ—lshn—l
v, Vv
G(nl) =1- - ! (3.36)
Lchn—lshn—l - ichn—lshn—l
VZ Vl V2 Vl VZ Vl
Soit la représentation suivante [9,37].
1
d(n) =5, j £, (t)cosnt dt (3.37)
0
Intégrons par partie 1’équation (3.35) en prenant U = f(t) et dV = cos ntdt
T l T sinf]t1 1
[no(p)dn] fi(eycosnt dt = [nJo(np)dn| fy(t) —;Ifo'(t)sinmdt -
0 0 0 0 0
o0 . 1
1)sin 1 , .
= [nJo(np)dn M——ffo(t)smnta’t}
0 To
) 1 £ 1
. / . 1 (t)dt

SoW Jonp sinndn [ fi(1)at [ Jo(npsimman =L [ LAy

0 0 0 \/l—p 0 \/f -p



Solution aux limites du probleme d’élasticité axisymétrique 33

D’aprés la table d’intégration [65], I’intégral de Weber se résout en :

" 0:p>t
[ Jo(np)singar=y 1
—p<t<l

0 [tZ . p2
L’équation (3.31) est donc satisfaite identiquement, en effet:

o0 1 0 p>1
j nJO(qp)dnj fo()cosnt dr =3 £,(1) f f’(t)dt (3.38)
0 0

1
o e

L’équation (3.30) se ramene a une intégrale d’Abel

1 0 1 ©
[ fo(0)dt [ 3o(mp)cosmidn =+ [ fo(t)de [ G i \o(np )cos
0 0 0 0

Posons

1 00
[ fo(1)dt [ Jo(np cosnrdn = g(p)
0 0

D’apres la table d’intégration [65], on écrit ;
" 0:.p<t

[ Jo(np)cosndn = .
0

D’ou I’intégral D’ Abell
f,(dt

(0) p>t (3.39)
e

Qui se résout [65]:
fo== j 280 (3.40)

aiy o2

Avec:
2p) =5 + 51 Gy, (o) (3.41)

Substituons (3.41) dans (3.40) et tenons compte de (3.37),

folt) =22 j JPL’ (~o4 j fot)dt j Gl \y(np ) cos nidn =
4
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24P Gt iynp i j fo(u)cosundu

e mjﬁ

B 2gdj pdp
7 R dt

Effectuant le changement de variable pour le calcul de cet intégrale

t 0
Soit ; J- pdp =—IZdZ=t
0 12—,02 : 2

D’ou:

247 j Glnl Wo(np ) I fo(w)cosundu=

dt [12
1 00 t 1 0
d ¢ pJo(np)dp
fo(u)du| G(nl)cosundn| — | ——==—|=| fo(u )du| G(nl)cosuncosntdn
£0 { [dtj N - p? } !0 {

D’apres [65]

ijo(np)dp sin it
0 t—pz U

Nous obtenons apres ces transformations 1’expression de f'(7)

1 0
f,(t) = 22,2 j £,(x) dx [ G(nl)cosnx cosnt dn 0<t<l (3.42)
n 0 0

Les contraintes a la surface de contacto,(p,0) , se déterminent par la formule.

o.(p,0) = &, { IO/ 710 dﬁ (3.43)

/1-,02 ) tz_pz

La charge totale sur le poingon qui produit la pénétration est donnée par la condition
d’équilibre statique:

1
P= —2;zR2j po.(p)dp (3.44)

L’expression (3.38) s’écrit ¢galement sous la forme:
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0.(p,0) = &, [ fy(tycosnt dt[nJ,(np) dn (3.45)

Portons (3.41) dans (3.40) tenons compte de (3.38) et intégrons par rapport a la variable (t),

nous aurons :

-P
= 3.46
fo(1) 27K, wo(t) (3.46)
Avec :
1 0 .
l//O(t)—EJ-l//O(x)dXJ. G(nl)cosnx(cosm—wjdn =1 (3.47)
70 0 U

Les équations (3.16, 3.17) et (3.42, 3.43) sont identiques de formes, et alors la contrainte se

calcul par la méme formule (3.18), soit :

o (p ¥ (1) v (t)dt
= (3.48)
-l
0)= * 3.49
o,(p,0)= 2R, o.(p) (3.49)

Commentaire
La limite de la fonction G(n/) (3.36) lorsque y; =y, =1 est égale a G(2n/) (3.8)

précédemment calculée (cas du matériau isotrope), d’autre part la limite du coefficient

0y coincide avec la valeur du coefficient 2536, du matériau homogeéne isotrope.

AV +A
p ol s tm AR, 20
(vj=v,)—l1 m=v)>1 A (v - vi v A+2u

A et u :sontles constants de Lame (matériau isotrope)

shn—lshl1 L4 2] — -
2)  lim G@)= lim Y2 W _GQyly=—r=C
(n=r2)-1 (n=r>1 1 hnl a 1 LIS nl <h 7l sh2nl+2nl

vV, Vi VvV, VvV, V

3) Probléme de Schteicher :
En faisant tendre a la fois y; et y, vers 'unité et H vers I'infini ; G(27/) s’annule.
f)
1-p

De (3.17)ona:y(t)=1, laformule (3.18) s’écrit o,(p,0) =y,

2
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: -P C -P 1
(3.42) devient f(1)= —21//(1) ce qui implique o,(p,0) = 5
2Ry, 27R7 x, \/1_102

3.3.4 Calcul numérique.

L’utilisation de la méthode des sommes finies (intégration numérique) pour la
résolution de 1’équation intégrale (3.43) nous améne a résoudre un systéme d’équations
algébriques linéaires d’inconnue y/(t,); (1=1, N+1).

Que nous présentant sous cette forme,

) 1

w(t) ==y (x)k(x,t)dx =1 (3.50)
T
0
Avec :
k(x.t)= [ G(nl )cos px(cosyt ==L i x,1€[0,1]
n
0

Utilisons pour I’intégration numérique le pas de valeur « h ».
f h
ff()ddx:E(f(a)+2f(al)+---+f(b)),
a

Ce qui conduit I’équation (3.46) a un systéme de N équations algébriques suivant

w(l )—%%[wa JR(L1)+ 20 (2)k(2,1)+ 20 (3 )k(3,1)+ ..+ y(n )k (n,1] =1
w(2 )—%%[vx(l J(1,2)+ 2y (2 )k(2,2)+ 2 (3 )k(3,2) + ...+ (n )k(n,2)] =1

w(3 )—zg[z//(l Jh(1,3)+ 2y (2)k(2,3)+ 2 (3 )k(3,3)+ ...+ (n)k(n,3)] =1 (3.51)
T

w(n )—%g[y/(l Jk(L,1)+207(2)k(2,n)+20(3 )k(3,n)+ ..+ w(n)k(n,n)] =1
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Soit, sous forme matricielle linéaire : [A] {x} = [B] ,

_l—ﬁk(l,l), —%k(Z,l), —%k(&l), _—hk(n,l)
Vs Vs Vs Vs
_—hk(1,2), l—z—hk(2,2), ihk(3,2), _—hk(n,Z)
/s V4 V4 Vs
[A]: _—hk(1,3), _—hk(2,3), 1—%k(3,3), _—hk(n,3)
Vs Vs T Vs
_—hk(l,n), _—hk(2,n), _—hk(3,n), 1—%/((11,11)
L 7 Vs V4 /4 i
w(1)] 1]
w(2) 1
{xb=|w3) [B]=|1
Lw(n) 1]

La fonction (¢) est définie en N points par la résolution de 1’équation matricielle
[4]{x} =[B] dans I’intervalle # €[0,1] divisé¢ en N parties de longueur « h », c'est-a-dire par
les couples(t;,y; )
(//(t):{(tl,l//l),(tz,l//z),(t3,l//3 ......... (l‘n,l//n)} (3.52)
L’approximation de /(¢) par le polyndme de la forme ;
N
w(t)=a,+ Zakt!{ >
k=1
Nous facilite le calcul de dérivée et par conséquent le calcul de la contrainte normale
Jz ( p) al’interface du contact.
L’introduction de w(t; ) dans (3.44), nous conduit une fois encore a un nouveau systeme
d’équations algébriques linéaire en(a; ),
_ 1 2 3 n
l//(tl) = aO + altl + aztl + a3tl + antl
1 2 3 n
l//(tz) =4q + a1t2 + aztz + a:;tz + antz
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w(t,)=ay+at +art> +ast: +..a,t"

(3.53)

Un programme de calcul est prévu (annexe3) pour déterminer les termesk; de la
matrice [A] , la résolution successive des systémes d’équations (3.47) et (3.49) aboutissant a la

détermination des coefficients d’interpolations « a; » de la fonctiony (¢ )= {l//( 4 )} et enfin a

sa détermination.

Ainsi, nous ramenons 1’expression de la contrainte normale a la forme:

&,(p.0) =%a: () (3.54)
0
Ou:
dwzwa)j}@m (3.55)
V1 0

o.(p) : estcalculée par voie numérique

3.3.5 Calcul d’intégral

L’approximation de la fonction est de la forme polynomiale
ul k
w(t)=) at
k=0
Sa dérivée est
N
v'(t)= Y kayt™!

k=1

La partie a intégrer de (3.51) s’écrit :

dt =

\/7 Zkakj\/t_i

P (t)dt jwt

J\/t_i

Choisissons le changement de variable suivant pour faciliter I’intégration

2,2 .
\/tz—pzzt-i—x, t:—(x tr) alors dtz—(x TP )dx.

2x 2x2

D’ou les bornes d’intégration ;
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t=p implique x=-p ,et t=1 implique x:—1+\/1—p2

D’ou, la nouvelle forme de I’intégral

¢ trar __1+“1_pz_x2+,o2
J == 1 «
P -P

2x Ax=p7) 1

—1+4/1-p?
)k
2 2

2x x“—p 2x? 2k i

P

Un sous programme est prévu pour le calcul de cet intégral (annexe 4).

2 2k
(x+—/?)dx

xk+1
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Chapitre 4

Solution aux limites du probleme axisymétrique

de la conduction thermique.

4.1 Généralités sur la conduction thermique (contraintes d’origine

thermiques).
Il existe trois types de transmission de la chaleur :
La conduction, la convection et le rayonnement

La conduction est un transfert de chaleur dans les milieux au repos (solide, liquide ou
gazeux).

La conduction caractérise les interactions directes entre particules voisines lors d’un transfert
de chaleur avec support matériel mais sans transfert de matiere. C’est la présence d’un
gradient de température qui régit la propagation d’un flux de chaleur par conduction. Dans les
matériaux métalliques, se sont essentiellement les électrons libres qui servent de support aux
transferts de chaleur.

Le champ de température dans le massif est déterminé par la résolution des équations de la
conduction.

La convection est un transfert de chaleur dans les milieux liquides ou gazeux en
mouvement.On distingue deux modes de convection: la convection libre (fluide mis en
mouvement par différence de température) et la convection forcée (mouvement du fluide
imposée).

Le rayonnement est la transmission de chaleur par ondes électromagnétiques.

Le phénoméne de rayonnement se produit seulement a haute température, c’est pourquoi il
n’est assez répondu dans la littérature par rapport aux phénomenes de conduction.
La convection est souvent utilisée comme condition aux limites, soit sous forme de

convection libre avec le milieu extérieur, soit sous forme de convection forcée.
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4.1.1 Equation de la conduction thermique dans un solide

L’equation de la conduction est obtenue en écrivant I’équilibre énergétique d’un volume
élémentaire d’un milieu au repos dans un repére fixe. Sous sa forme la plus générale dans un
solide avec des propriétés continues, elle s’écrit

0 oT dT
—(ki(x)—)+g=pC,—
aXi( i( )aXi) g=pCp dt

g : Chaleur produite par une source interne telle que les déformations plastiques.
p :Ladensité du matériau.

C, :Chaleur spécifique, (est un parametre intrinséque au matériau et ne dépend que de sa

composition chimique, de I’état physique, de la structure, de la température et de la pression).
k : Conductivité thermique, (caractérise le flux de chaleur traversant une section sur une

distance élémentaire est dirigé de la zone chaude vers la zone plus froide)

En tenant compte de certaines hypotheses ;

-prise en compte des phénomenes transitoires, (la dérivée totale devient partielle)
-pas de source de chaleur interne

-variation des propriétés seulement dans la direction x.

L’équation précédente se simplifie a :

o°T +aZT - k(x) oT
oy? o2’ D(x) ot

0 oT
o KOAZ )k

Avec D la diffusivité thermique du matériau définie telle que : D :L.
PCp

-Dans le cas stationnaire, le second membre est nul.

4.1.2 Distribution stationnaire de la température dans un corps homogéne

Si le processus est stationnaire sans source de chaleur. Autrement dit si la température
ne dépend pas du temps, mais uniqguement des coordonnées des points du corps, alors la
distribution de la température coincide avec la solution de I’équation de Laplace.

En coordonnees cylindrique cette derniére s’éecrit :
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o°T 10T 1 8% 7T
—+——F+—=——+—5=0
or> ror r?op®

Si la température T(r,p,z)ne dépend pas du paramétre z mais uniquement der ete),

I’équation se simplifie et devient,

o°T 10T 1 02
or2 ror 2 a(pz

4.1.3 Equation de la convection

La convection est un phénomene complexe, nécessitant la résolution simultanée d’un
probléme de thermique et d’un probléme de mécanique des fluides. La variation locale de la
température d’un liquide induit une évolution de ses propriétés, soit I’échange de chaleur
entre le fluide et des corps en contact dans le cas ou le mouvement préexisterait (convection
forcée).Ces deux phénomeénes sont régis par les mémes équations mais leurs effets d’un point
de vue thermique sont trés différents. Enfin le mouvement du fluide provoque un cisaillement
qui génere un flux thermique non négligeable.
La convection peut étre considérée comme une condition aux limites a la surface d’un corps.
Dans ce cas, I’échange de chaleur est approximé par un flux linéaire de type :

ki-f- H(T,-T,)=0
on

-T, latempérature ambiante,
- T, la température de la surface,
- H la conductance de la paroi,

-nla normale & la surface extérieure.

4.1.4 Conditions aux limites
D’un point de vue mathématique, les conditions aux limites d’un probleme de thermo
élasticité sont de deux types :
-conditions aux limites de type Dirichlet : c’est trouver une fonction vérifiant I’équation de

Laplace a I’intérieure du domaine (d) en prenant en chaque point (M) de la surface(s) des
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valeurs données T|S::,//(M)(Ia valeur de [P’inconnue est imposée « deplacement,

température »)
-conditions aux limites de type Neumann : si sur la surface du corps la température n’est pas

connue mais en revanche on connait le flux de chaleur en chaque point de la surface qui est

: L OT : . . -
proportionnel a?, on aura sur la surface (s) au lieu de la condition aux limites précédentes,
n

la condition suivante = =w(M ) (dérivées imposées, nécessitant un traitement particulier
n S

des phases de résolution du probléeme » flux, contraintes imposées »).

Imposer une dérivée en thermique signifie imposée un flux en surface. En effet, le flux

thermique s’écrit de la maniere suivante :

Q=-k=—n
Q on

Avec :

T :latempérature, k la conduction thermique et n la normale extérieure 2 la surface.
Le signe négatif implique un flux négatif, la variation de température dans le matériau sera
aussi négative (température plus importante en surface que dans la profondeur).Un flux
négatif en surface correspond donc a une entrée d’énergie dans le massif.
Une température imposée est plus facile & traiter numériquement, mais est moins realiste
physiqguement. Ce type de conditions est utilisé si les bords du solide sont éloignés de la
source de chaleur.

Les conditions aux limites mécaniques correspondent soit a un déplacement, soit a une
contrainte normale ou tangentielle imposée sur les différentes zones. Il existe trois degrés de
liberté en déplacement, il y a alors trois équations a résoudre simultanément pour déterminer

les conditions aux limites.

4.1.5 Méthodes de résolution de I’équation de conduction de la chaleur
4.1.5.1 Méthode des potentiels

Cette méthode consiste a transformer un systeme d’équations en un systeme d’équations
équivalent plus simple a résoudre. Les inconnues sont exprimées sous forme de fonctions

harmoniques (appelées généralement potentiels de déplacement). Pour cela, une propriété
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fondamentale des équations de Lamé est utilisée : la bi harmonicité des composants de I’état
élastique, soit :

AA{u}=0
Avec u le vecteur des déplacements.
Il a été montrer [66] que si les forces de volume dérivent d’un potentiel, toues les fonctions de
la théorie de I’élasticité sont elles aussi bi harmoniques.
Dans les cas les plus généraux, cette méthode permet de déterminer une solution analytique au
probleme d’élasticité. Dans des études de comparaison de différents potentiels proposés par
différents auteurs tels que Papkovitch, Galerkin, Grodski pour la résolution des équations de
Lamé. Leur utilisation permet généralement de se ramener a une équation de Poisson ou de

Laplace bien connue.

4.1.5.2 Analogie avec les ressorts

Leroy [67]a mis en place une méthode analytique simple pour calculer les contraintes
a I’interface d’un massif semi —infini et d’une couche mince en deux 2D a partir des valeurs
obtenues dans le cas d’un massif semi —infini non revétu. Cette méthode permet de calculer
les contraintes quand I’épaisseur de la couche est inférieure a un dixiéme de la largeur de
contact. Les calculs sont rapides et permettent d’obtenir une premiére approximation des
contraintes  sous les hypotheses suivantes (couche mince, adhérence parfaite entre le
revétement et le substrat).Ce modéle est base sur une analogie avec les ressorts dont les

raideurs sont égales aux modules d’Young du revétement et du substrat respectivement.

4.1.5.3 Méthodes semi- analytiques : transformation intégrales
Définition
Le principe de la transformation intégrale est de travailler non plus dans I’espace réel,
mais dans I’espace transformé en diminuant le nombre d’inconnues. Les inconnues sont
projetées sur une base orthogonale de I’espace fonctionnel et la résolution est conduite sur
I’équation transformée. Cette opération a pour but de dériver ou de diminuer le nombre de
variables transformées de Laplace, de Hankel, ou de Fourier.

La formulation générale des transformations intégrales est la suivante :
b
F(r)=[k(z,t)f(t)dt
a

Avec :
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- k(z,t) le noyau,

- F(7) la fonction projetée dans I’espace des 7,

- f(t) la fonction originale.

La résolution des équations différentielles avec cette méthode est résumeée a I’aide du schéma

suivant.

Probléme dans I’espace
transformé

Résolution

\ 4

a

Transformée
Intégrale

Espace des transformées

Solution dans I’espace
transformé

Transformée
Intégrale inverse

Probleme original

Espace réel

Résolution difficile
par les méthodes

—amlytiques — — ™

\ 4

Solution du probleme
original

Fig.2 Principe de I’utilisation des transformations intégrales

4.1.5.4 Méthodes numériques

Pour résoudre numériquement un probleme, il faut diviser I’espace en mailles

élémentaires dans lesquelles les équations sont résolues localement. La meéthode de

discrétisation la plus utilisée actuellement est la méthode des éléments finis. Elle s’adapte a

n’importe quelle géometrie, la taille du maillage est modifiée en fonction du probléme pose,

des lois de comportement (élasticité, plasticité, visco- plasticité) peuvent étre considérées.

L’inconvénient principal de ce type de résolution est le temps de calcul. Dans le cas de

géomeétries simples, la méthode des différences finies est plus simple a mettre en ceuvre et

aussi efficace. Le domaine est maillé en rectangles de mémes dimensions.

Les techniques de discrétisation sont utilisées pour écrire un probléme continu sous la forme

d’un systéme d’équations linéaires. La taille de ce systeme est directement proportionnelle a

celle du maillage.

4.1.6 Avantages et inconvénients
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Les méthodes analytiques telles que les méthodes basées sur les potentiels ou
I’analogie avec les ressorts sont avantageuses en termes de temps de calcul. Les résultats sont
immédiats. De plus, la solution est continue .Par contre, leur domaine d’application est
restreint a cause des différentes hypotheses utilisées pour déterminer les solutions.

Les méthodes semi- analytiques présentent un bon compromis entre le temps nécessaire a la
résolution et la complexité du probléeme. Par contre, elles imposent un certains nombre
d’hypothéses sur la géométrie. Les couches doivent étre d’épaisseur constante, homogeénes.
La prise en compte d’un gradient de propriétés est possible avec une loi de variation définie
(type loi puissance ou exponentielle), mais nécessite la reformulation du modele. Enfin, la
géométrie du solide est imposee, soit parallélépipede, soit cylindrique en utilisant les
transformations de Hankel équivalentes aux transformées de Fourier dans un repére

axisymeétrique, ou la méthode des potentiels.

4.1.7 Effets de la chaleur sur les matériaux

Dans un matériau non contraint avec des bords libres, la variation de température
n’entraine pas de champ de contraintes dans le massif. Au contraire, si les conditions aux
limites s’opposent au champ de déplacement, la dilatation provoque la génération de
contraintes qui s’ajoutent au champ existant (les effets d’échauffement dus a la déformation

sont négligeables).

4.2 Détermination de la répartition de la température et des contraintes

thermiques (couche de matériau homogene isotrope).

Nous nous proposons d’étudier et de déterminer I’état du champ thermique dans une
couche élastique homogene isotrope d’étendu trés important comparativement a son épaisseur
soumise a un champ thermique stationnaire imposé a la surface limite de la couche en
I’absence de source de chaleur.

Nous déterminons dans un premier temps la distribution de température dans la couche
comme étant I’étape fondamentale qui nous conduit par la suite au calcul des contraintes

d’origine thermiques.

4.2.1 Position du probleme
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Le probleme ainsi posé est axisymétrique, sera étudier en coordonnées cylindriques, le
poingon cylindrique est porté a une temperature fixe (constante) T .

Les conditions aux limites relatives au probleme (Fig.1), sont :

0<r<R z=0 :

: T=T, 4.2)

r>R , z=0 : a—T:O 4.2)
oz

0<r<w , z=-H :T=0 4.3)

4.2.2 Solution aux limites du probléme de la conduction de la chaleur
La solution générale du probléme du genre relatif a la distribution de la température (cas

de matériau isotrope) (2.26) s’exprime par la formule suivante :

T(r,z)=[&[ A ) +B(£)e < |3g(r)dé
0

Par ce changement de variables ci dessous I’expression de T(r,z) et sa premiére dérivée
passent aux formes suivantes :

r z
E ) é’:E y
El(m:%A(%) , Ez(n)=%8(%)

T(p.¢) =[] Ex(m)e™ +Ex(m)e™ |3o(mp)dr
0

@)
—aT(a’Z’g) =%£77[E1(77)e”§ ~Ex(1)e™ o(np)dn (4.5)

Satisfaisons les conditions aux limites indiquées, nous obtenons un systeme de trois équations
intégrales

o — 8

[Ex(7)+Ex(17)Po(mp0)dn =T, 0<p<1l (4.6)

[ 7[Es(n)=E(1)]3o(np)dn =0 p>1 (4.7)
0
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0

[ Ea(m)e™ +Ex(m)e™ Jao(mp)dn=0 :  0<p<co 4.8)
0
Avec :
_H
R

Introduisons une nouvelle fonction ¢(7)dans la condition (4.2) et exprimons E;(7)et

E,(7)en fonction de cette derniére, nous aurons :

E(n)= et Ey(n)=—

2h| 2h|

Les deux premiéres conditions (4.1) et (4.2) se réécrivent en un nouveau systeme de deux

équations intégrales

« e77| e—r;l

j[2ch77l_2ch;7|}“’(’7)‘]0(’7/?)0"7”0 rop<d (4.9)
0

[n(n)3o(np )dn =0 : p>1 (4.10)
0

Se systéme s’écrit encore sous la forme :

ol

I¢OﬂJdnpNn 1b+f———¢0ﬂJdnpmn L p<i (4.12)
[ n¢(17)30(np )dn =0 : p>1 (4.12)
0
1
Pour: ¢(n)= '[ f1(t)cosntdt (4.13)
0

La deuxiéme équation est satisfaite identiqguement, la premiére s’écrit:

jfl(t)dtjao(np)cosntdn— J‘%—g(p) L ot (4.14)
0 0 -
D’aprés Abel

fl(t)_Zdeg(p)

ﬁT__

d
fl(t)_ PP ” T, +j—Jo(np)dnj f,(t)cos tdt
t —

(4.15)
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0 _77|
fl(t)——T0+ j fl(x)dxj —ncosnxcosntdn (4.16)

Substituons f;(t) parTyy;(t), dans (4.16) cela donne ;

2% 2
pa() == [y (OL(xdx == (4.17)
v 0 T
Avec : L(x,t)= I—Icosnxcosrytdn
hn

Enfin, la formule déterminant la répartition de la température dans la couche élastique est :

e(1+¢) e—77(|+C) Sh(l +¢)

T J d J
(pg)= I{ T I AUDL L0 £ ot~ om0 Xy
T sh(l+

T(p.g)= Tojwl(t)dtj e eosmtia(ne)an (@.18)
Commentaire.
Lorsque I= % tends vers I’infini (cas du sous espace), I’intégral L( x,t) tendra vers la
valeur zéro.

0 _77|

lim_,., '[ i cosztcosnxdzn =0

D’ou la valeur de  fy(t) =3T0
T

1 1 :
¢(77):J' f1(t)cosntdt =ﬂfcosntdt _ 2T siny
0 7Ty T n

Alors, la répartition du champ thermique dans la zone de contact est :
2T, ¢ - sin

T(p.0)=22 e =Ly (np)dn
ﬂ n

Pour £ =0

p<1
Slnn

2 2T, | =
T(pg)= TOJ o(np)in =222.4%
7o

p>1

Ce résultat bien connu coincide parfaitement avec celui de la bibliographie.
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4.3 Deétermination de la répartition de la température et des contraintes

thermiques (couche élastique transverse isotrope)

Nous nous proposons d’étudier et de déterminer I’état de contraintes thermiques dans
une couche élastique isotrope transverse d’étendu trés important comparativement a son
épaisseur soumise a un champ thermique stationnaire imposé a la surface limite de la couche.
Nous déterminons dans un premier temps la distribution de température dans la couche
comme étant I’étape fondamentale qui nous conduit par la suite au calcul des contraintes
d’origine thermiques.

4.3.1 Position du probleme
Le probleme ainsi posé est axisymétrique sera étudier en coordonnees cylindriques, le

poingon cylindrique est porté a une température fixe (constante)T,, les coefficients de

convections poingon vers couche, couche vers plan d’appui et couche vers milieu extérieur

sont respectivement Kc,Kc,,Kes( Fig.1 page 23) thermique sont:

or

0<r<R , z=0 : E:KCI(TO_T) (4.19)

r>R , 2=0 :ﬂ+Kc2T=O (4.20)
0z

0<r<w , z=-H: Z—T:chT (4.21)
z

4.3.2 Solution aux limites du probléme de conduction de la chaleur

La solution générale du probléeme du genre relatif a la distribution de la température (cas de
matériau transverse isotrope) (2.34) s’exprime par la formule suivante :

o ¢z _¢z
T(rz)=[& A&t +B(E)e + |Jg(ér)dé
0

Soient :
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Par le changement de variables I’expression de T(p,{) et sa premiere dérivée passent aux

formes suivantes.

0 ne _n<
T(p,é“)J{El(n)eﬂ +Ey(n)e 4 }o(np)dn (4.22)
0
© ¢ n¢
T(pg)_ 1 5 i
- Ei(n)e+ -E e 4 \J d 4.23
- Rﬂi (e + —Ex(me * Po(np)dn (4.23)
Satisfaisons les conditions aux limites indiquées, nous obtenons un systeme de trois équations
intégrales
[[Cr+ 08 L)+ (hf =)E; [o(mp ) = HiTy - p<l (4.24)
0

[ (7415 )Es(m)+ (s = )Ex(m) [1g(mp )i = 0 - p>l (4.25)

o—38

[[1=18)e ™)~ (7+ 1§ )™ Ex(1) 3o(mp)dn =0 = 0< p<co
0

(4.26)
Avec :
H I
h =KgRAy , hb=KcRAy , hi=KcRAy, , et h=——=—
Rl Ao
Introduisons une nouvelle fonction ¢(7)dans la condition (4.25) et exprimons F (7 )et
F,(7)en fonction de cette dernieére,
Pour ce but résolvons le systeme des deux derniéres équations (4.24) et (4.26), soit :
(n+h3 )Ey(17)~(n=h3 )Eo(17) = 1¢(7) (4.27)
(7—hi )e "Ey(n)~(n+hj e Ex(77) =0 (4.28)

On obtient :
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n+h)e™

o n—h§)e "
Ei(n)= 207 (1) —_—

_ 1
#(1) et Ey(77)= 207 (1) #(17) (4.29)

QT (7)=(n?+h5hi )shph +(hs + hi )chyh

Les conditions (4.24) et (4.25) se réécrivent en un nouveau systéme de deux équations
intégrales :

P(77)

[n="2(n)3o(np Yy = T, . p<l (4.30)
5 Q1)
[n¢(11)3o(np)dn =0 L p>1 (4.31)
0
Avec

P(77) = (n? +hih} )shih +n(hi +h5 )chrh

Introduisant pour la résolution de ce présent systeme (4.30) (4.31) la fonction U(x) définie

par :

1 x>0
U(x)= 0 _
1x<0

L’equation (4.31) peut s’écrire de la maniére suivante :
[16(1)3o(np)dn U(L-p)X(p) L 0<p<oo (4.32)
0

Soit X( p) la fonction développable en séries de fonctions de Bessel,

X(p =20+ 14 d0(p) (4.33)

A :sont les racines de la fonction de Bessel d’ordre zéro

ay : est égale a zéro et ce pour marquer la continuite
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Par la transformation inverse de Hankel, on tire de I’équation (4.32) la fonction¢(7)

#(n)= ijo(np>U(1 PIX(pXp= JpJo(anak o(kpXp © p<1
k=1

N 1
#1) =& [ pIo(np)o(Acp)dp (4.34)
k=1 o

D’apres la relation d’orthogonalité des fonctions de Bessel, on a :

A Jo( A )o(77) = 13o( A )o(7) _ —Ad1(A)Io(77)
n® -2 n® -2

1
[ P3o(np )30 Ap)dp =
0

Eneffet: J'(A4 )=-J1(A4 ) et Jo(A4)=0

D’ou

N
¢(77)=Z
k=1 77

avec ay =4 d( A ), = 43 1 (A )a,

Substituons maintenant ¢(#) dans I’équation (4.30) du systeme précédant, on écrit,

PC1) 4013 d P(1), ay Jo(7) 4 n=hT, 1 435
T oy (1) olne )7 = an( ol )Z By 0 p< (4.35)

o — 8

Qui peut étre écrite également sous la forme simplifiée

N ©
YaL(p)=hTo. avee ()= g‘:)”(’(:}f(jkf”)dn (4.36

D’apres le théoreme des résidus

4

530(77)Jo(n7p)dn =

N
=7y [resp(2)], [W} 2885 payry(a)
2=y,

k=1 —a 2
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#(n) : est une fonction impaire

Alors

[resg(2)], =m%f”2q P _ P (%)
Z=1Yy )
z=iyj

Q(z) Q'(iyy)  Qiyk)

{JO(pZ)HO(Z)} _ Jolpiyi JHo(iyy ) _ 21o( LYk JKo( Yk )
2-a? by ()P-A iy + A )

Jo(ipyk )=1o(pYyr) , d’une maniére géenérale Jn(ix)=(=1)"1,(x)
P(iyk):iP*(yk) pour la fonction P(iy, ) impaire

(i )2 =42 = ~(y +42)

2Ko(_yk )

Ho(lyy )= pr

. 1P(n)
Q(77)

de [Pintegrale L, () peut étre effectué par I’emploi du théoreme des résidus.

Dans notre cas la fonction rappor est une fonction impaire, c’est pourquoi le calcul

An) 222 T 2h QA S QUi )2+ A2)

Cherchons a présent les racines (iy, ) de I’égalité Q(iy, )=0,

Lk(p)zTnP(n)Jo(n)Jo(np)d = LP(ﬂk)\]o(;tkp)yo(ﬂk)_l_ziykP*(yk)KO(yk)IO(pyk)
0

Qiyi )= (Y + hohg Jshiyh +iy, (hy +hg )ehiyh =0
Sachant bien que
shiy, =isinyy et chiy, =cos y,

Cela aboutit a la résolution de I’équation transcendante

(hghs = v Jisinh y, +iyic(hg + g Jcosh yy =i| (hhy = Y& )sin yic + yie(p + hg Jcos yh | =0
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Calculons ensuite, on prend la dérivée Q'(7) pour la valeur ( 77 =iy )
Q'(17) = 25shyph +(17% + h,h Ynchrh + (hy + hy )ehizh + 77(h, + hg Yhshizh
Q'(17) =[2n+ nh(hy + g )]shiph + | h(m? + hphg )+ hy + hy |chuh =0
Q'(iyy ) = iyicshiyh[2+ h(hy + g )]+ chiych| h( -y + hghy )+ hy + g |
Q'(iyy ) ==Y sin yich[2-+h(hy + g )]+ cos yh| h(hphg = yZ )+ hy + by | =0
4.3.3 Repartition de la température (ordre de calcul)

Revenant a présent a la formule générale (4.22) calculant la température

T(p,¢ )dans laquelle nous remplagant E;(77), E,(77) et ¢(7 ) par leurs nouvelles expressions
(4.29), et (4.34).

t \a77h
Eim)="17 )

_hiya-7h
Ey(n)="T1 16 Ty

2Q(77)
TP NN [LCELL APy S R LA i P
Tl 2Q) 2Q(n7) °
n(h+<) n(h+S)

(7+hg)e 4 +(—hg)e = 7 :2nchn(h+§)+2hgshn(h+%)

T(p.L)= £ %ﬁ’ﬂwo(np)dp 4.37)

Avec la représentation suivant de ¢(7)

1
#(7) =Ty [y (t)cos ot (4.38)
0

La formule (4.37) prend la forme

) T(p.&) ¢ TW(7,p)
T (0.0 )= - d 3. (np)d 4.39
(p.C) o {w(t) t£ A cos 7tdo( 10 )dn (4.39)
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1
2 2
w(1)== [y OOL(xtx == (4.40)
T 0 T
W(n,§)=n[znchn(h+%)+2h3shn(h+%)} (4.41)
L(x,t)= j[l n (n)}cosnxcosntdn (4.42)
Q(7)
Si la fonction rapport Mest une fonction impaire, la fonction ¢( 7 ) peut étre exprimée de
la sorte :
N ar Jo(
#(1)= Z
k=1 77—

TW(7,8) Jo(m)do(mp) & < Jo(n)do(mp)
T(p. dn G(n,c )=o) 00k7P) 4.43
(p.)= kz jQ( S 2 kzzlakg (7.£) 2oz O (4.43)

W(7.¢)
Q(77)

déterminée analytiquement par la formule suivante :

Puisque G(7n,{)= est une fonction impaire également, alors T(0,{) peut étre

o Wiy .6 )Ko (Vi )o( oYk )
T ——G J Y 2 4.44
(p.¢)= z ay 272 (A, ¢ )o( AP )Y (A )+ kzl v )+ 42) (4.44)

4.3.4 Calcul numérique

L’expression finale de la répartition du champ thermique étant définie, dont les
coefficients a; sont a déterminés de la résolution du systeme d’équations algébriques suivant

décrit auparavant par (4.35),exprimé par I’équation matricielle suivante

L(p) Lip) Llp) e Ln(er) |2 | | hTo

L(pz) Li(p) Llpy) Ln(o2) || &y T,
................................... . (4.45)
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Avec - L (o= [7P() Jo(m)do(np)

Le calcul de ce type d’intégral pose un probléeme, que soit au niveau des bornes
d’intégrations, ou au niveau des singularités qui les rendent discontinues non intégrables en
ces points. Les singularités ont pour valeurs les racines de la fonction de Bessel d’ordre
Zéro 4y .

Afin de contourner cette difficulté on a adopté une simplification de ces expressions par

I’application de la regle de I’Hospital connu pour dégager I’indétermination, ainsi :

—J1(17) _ —Jd1(A&)
21 22

D’ou, le calcul de I’intégral L, (o)

L (o= [7P01) Jo(m)Io(np) o _
«(p) gQ(n) Aoz O

&

:*T'np(n) Jo(mIo(np) g, “T'np(n) Jo(mo(np) g, f*f 1P 10O
o Qm) P-4 e Q) -2 Q) 2%

(4.46)
&' . Est une valeur choisie suffisamment petite pour rester loin de I’indétermination.
Les fonctions de Bessel sont prises sous la forme intégrale approchée (voir annexe), ou sous

la forme intégrale suivante :
1 T
in(m) =—jcos(n¢9—nsin AHdo , (n=0,1)
T
0

Les résultats de calcul sont obtenus dans une matrice (m.n)

m : représente la dimension lignes (valeurs de p)

n : représente la dimension colonnes (valeurs de 4, ).

4.3.5 Procédure (étapes) de résolution

1-determination des racines des fonctions de Bessel (Jy( 4 )etd;( 4 )) par la procedure (unit)

(voir programme annexe).
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2-determination de la matrice principale (calcul d’intégrales)
3- Résolution du systeme d’équation algébrique pour I’obtention des valeurs (a;)

4- Résolution de I’équation analytique pour trouver les valeurs de températures dans les

différents points du rayon

4.3.6 Calcul des contraintes thermiques

1- Contrainte axiale
Par le changement de variables utilisé précedemment, la formule (2.37) déterminant la

contrainte axiale agT )par le seul effet thermique est :

L e _n¢
al(p,:):ﬂzhlj{a(n)eﬂ +Ey(n)e }o(ﬂp)dﬂ
0

GgT)(p,g):_Az@%aﬁW(mé) Jo(m)do(n0)y,

S Q) PP
W(7,¢)
Q(77)

par voie numérique

est la fonction paire, c’est pourquoi le calcul de I’intégrale ne peut étre effectuer que

2-Déplacement axial

La formule exprimant le déplacement (2.37) toutes transformations faites, s’écrit :
. L2 ne _ng

U7 =-aR[ 77 Ex(n)e # +Ex(n)e # |Jo(np)dn

0

N 00

U (5.0 )= —a RS & AW(7,¢) Io(17)30(7p) 447
(p.g)=—ah kzzlakgn O (4.47)
W(n.¢)

Le rapport
Q(77)

est une fonction impaire, et I’intégrale se calcul par voie analytique

N
UM (p.0)=-a il RY a
k=1

Jo(Ap ol A )+2),

{_LW(%C) 2 Wiy £ Ko( i) ol 2¥)
222 Q&) o QU (ye+4)

(4.48)
3-Contraintes tangentielles

La formule calculant les contraintes tangentielles (2.37), prend la forme suivante.
. L2 s _ng
o3 = [|Ex(n)e # +Ey(n)e # |Jy(np)dn
0

Substituons E;(77), E,(77) et ¢(n) par leurs expressions, on aura :
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N )
x50 ox (W(7,8) Jo(7)d1(7p)
w(p.c)=4h D (4.49)
K=1 '([ Q(7) 772—/1k2
W(n.¢) , : o .
Le rapport —-~=-= est une fonction paire, z( p,¢ )se calcul alors par intégration numérique.

Q(n)
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Chapitre 5

Probleme de la thermoélasticité (Couche élastique transverse
isotrope)

5.1 Position et formulation du probleme

Nous supposons implicitement que le solide étudié précédemment se trouvait a une
température uniforme et constante. Nous calculons les contraintes dues a I’application
exclusive de forces sur le poingon (probleme isotherme ou élastostatique).

L’introduction d’un champ non uniforme de température complique I’étude élastique. La
complexité réside dans les régimes transitoires de température ou celle-ci dépend de I’état de
déformation. 1l ya alors couplage entre probléme thermique et probléeme mécanique.
Nous faisons I’hypothése que I’état de température a un instant donne ne dépend pas de I’état
de déformation du milieu. Les problémes thermique et mécanique découplés, seront résolus
séparément.
Le probléme général de la thermoélasticité consiste d’abord a intégrer I’équation de
conduction de Laplace et déterminer le champ de température qu’on portera dans les
équations des contraintes et déformations. On sera ainsi amener a un probléme de type
isotherme ne faisant plus intervenir la température.

Il s’agit toujours d’un poingconnement par un poingon cylindrique rigide a extrémités
plates porté a une température T, sollicitant la couche d’épaisseur constante H de matériau

transverse isotrope sur la face extérieure supposée paralléle a la face d’appui.

Soient les conditions aux limites :

uX+ul =—¢ 0<p<1 £=0 (5.1)
415, =0 0<p=<ow £=0 (5.2)
af+o{ =0 p>1 =0 (5.3)
uf+ul =0 0<p<w & =-l (5.4)
h+1, =0 0<p=<w g =-l (5.5)
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5.2 Méthode de résolution aux limites du probleme thermoélastique.

Rappelons les formules générales (chapitrel) des contraintes et déplacements
élastiques et thermiques utilisés pour résoudre séparément les deux problemes mécanique et
thermique.

Les formules des contraintes et déplacements €elastiques (2.18).

2

k ng ns k -ng ns
| -R(n)e" +F,(n) e" +V—2 -Fy () e +F, () €™ | J,(me)d 7 ;

1 2

1% |d S 7 d e LS
o, = EI —|Rlne” +FRe™ |+=2 K@) e™ +F@)e” | Jmp)dn;
0 " Y

A, ¢|1+k x 14k x =
Tzz:'%j{ {-Fl(’?)eﬁﬁ(n)el +—=\-F(n) e +F,(n) e” | J(np)dn

ol " V2
Les formules des contraintes et déplacements thermiques (2.37).

w s e
U] =-adoh,R[ | Ex(n)e™ +Ex(n)e % |3o(np)dn ;
0

o e _ne
oy ==2gh | Ex(n)e’® +Ey(n)e %0 |Jo(np)dn ;
0

o ne _ne
73 =ty [| Ei(n)e™ +Ex(n)e  |3i(np)dn.
0

Satisfaisons les conditions aux limites et introduisons une nouvelle fonction ¢( 7 ) dans
la condition (5.3), nous obtenons le systéeme d’équations algébrique aux inconnues suivantes
Fi(7), Fa(n), Fs(m ) et Ry (7).

jn‘l{ﬁ[—ﬁ(ﬂﬂ FZ(,;)]+§_2[—F3(77)+ Fa(1)] -k R[Ey(77) + Ez(ﬂ)]}Jo(Up )i =—¢
0 2

71
(5.6)
Lk e )R]+ E 2 [ Ry(n)+ F ()] = ot [Ex()+ Eo(17)] =0 (5.7)
n 72 Ayy
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i—%[Fl(n>+Fz(n)]+;—§[F3<n>+F(n)]—RzéhI[El(nHEz(n>]=n¢(n)R (5.8)
w n -l n —nl
[ Ren + e s |+ 2| —Fa(m)ers + Fy(nle 2 |Lag(np)dn-
0 n )
© -l n
~adghR [ 77| Ei()e 0 +Eyp(n)e [Jg(np)dn =0 (5.9)
0

1ok nl -l 1ok n -l R -t 7t
i l{—Fl(n)ema(n)e 7 ]+ i {-F3<,7)e72 +F(n)e }—M{Eﬁn)e% +Ep(n)e’
n 72 Ay

(5.10)

Sous forme matricielle le systeme d’équations algébrique se composant des conditions (5.7),
(5.8), (5.9) et (5.10), s’écrit.

C(L+k) 14k 14k, 1+k, R7)
7 N 72 72
d d d, d,
9 ) — ) F
¥ " vs Vs 2(1)
7l 7l n nl =
~ k1e7/1 kle V4l B k2e72 kze 72
n n V2 V2 Fs(77)
7l -l al -l
—(1+ kl)e” 1+kg o7t —(1+ky) 072 1+k, o 72
71 71 72 72 F4(77)

R *
—Ah |E E
Aus hl[ 1(m)+ 2(77)]

RA?h [Ex(n)+Ex(n)]+n6(17)R
(5.11)
-l 7

alﬂhZR[El(n)e A +E2(77)e/1]

Ay

R . -t n
—ﬂh{El(n)e 4 +E2(77)e/1]

]_o
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Résoudre ce systeme d’équations lineaire et obtenir les fonctions F (7 ) exprimées en fonction
de ¢(n) n’est pas pratique par les méthodes directes telle que la méthode de Gauss. Les

expressions seront trés longues, difficiles a les manipuler et les erreurs sont tres probables.

Nous, nous en passons de cette maniere.

5.2.1 Résolution du systeme d’équations linéaire.

Soustrayons I’équation condition (5.10) de I’équation condition (5.9 ) aprés avoir

multiplier les deux équations respectivement park; et(1+k; ),

7l -l
+(1+k2)k :|e}’2 F3(77)+{(1+k1)——(1+k2) e”2 Fy(n)=
V2 72 V2

{—(1+ kl)k—2

72

/L 7l l nl
= (1+ky ) doR| Er(17)e 0 +Ep(17)e’ |~k — ™ R Johi| Ex(7)e % + Ey(1)e™

D’ou I’expression de F4(77) en fonction de F5(77),

/0 ol a2
F4(77)=((1+k1)a120h1R—k1A4 ﬂohl) k ) Ex(n)e % +E,(n)e’ |72 +e72 Fy(7)
1
Sous forme simplifiee
-nl gl 2
Fa(n)=Bi(Ese ™ +Epe™ )’ +e’2 Fy(r) (5.12)

Avec :

B =((1+kg Jagdgh,R—kg — Aue ﬂohl)

k1
Substituons F4(7) par F;(7) dans I’équation condition (5.10).

1ok n - 1ok L - R - n
i -Fet +Fe’t |+ 5 —Fe”2 +Fe”2 [=——Ah(Ee™ +Ee®)
7 V2 Ay

Qui se simplifie en :

k| DT gk ol I oo
T Ren i Fet |+ 28| Eef +Eeh :Ezoh1 Ee’ +E,eh
4

n 72

Se qui donne F,(7)en fonction de F(77)
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-nl ooyl 277I
F, = Bo(Ee® +Ene™ et +e " (5.13)
Avec:

et @Rk ) = k) |
S VR W )

Substituons a présent dans les équations conditions (5.7) et (5.8) F,(77)exprimée par F(7) et

F4(77) exprimée par F;(77)on obtient deux équations algébriques en F(7)etF (7).

2l 2yl

1+k1( no-1), +k2( 2 1) Fi(77)
n 72 _
277l 277l B

i(eZ +1) d—z(e7Z +1)

72 L2 Fs(77)
i 14k 7 _ -l n 1ok o -l ]
Eﬂohﬁl E)-= LBe"t(Ee ™ +Epe™)- . %2 peri(ee +Eet)

4 1 2

l -l nl q 7l -l 7l
A5MR( E1+Ez)—y—1ﬂze”(Ele% +Epe’o )—fﬁleyZ(Ee% +Epe™ )+ 1¢(17)R
1 2

Par Cramer, on détermine la fonction F;(7) par le rapport :

Fg(n)=% (5.14)

A : Etant le determinant de la matrice des coefficients des inconnues F(7)etF;(77)

ek dy, g,
A=""TT2(en _1)(e72 +1)-T 2L (e ~1)(et +1)
n 72 Y2 n
Peut s’écrire aussi sous la forme :
7l 7l
N O|10I2eheyzQ(nl) (5.15)

71 72 Ays
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Q(nl)= ish77—|ch77—|—ishn—lchn—l}
non Y2 7 72 n

A, : Est le determinant de la matrice composee des coefficients de I’inconnue F;(7)et

des termes de la colonne droite en remplacement des coefficients de I’inconnue F5(77).

27l -nl 7l
A, zoth( _ch )eVl(El +E,)+ 21K dlﬂe7l (Ee’ +Ee% )(chT —shTys
71A4 7/1 n n }/1 N n
dyd nm 1_ gl oon ) " |
+25L2 pene2(—ch'T -~ sh'T)(Ee’ +Ep™ )+ 2 1K) e riRpg)sh I
7172 Pug Y2 non n 7

Pour des considérations futures, présentant A, sous cette nouvelle forme

il
A, = A, +MUR¢(n)ehsh’7—' (5.16)
71 71
Aol ol ek, 4o
Ay = AR(Zsh ™ —ch L yer (B + By )+ 2L L peli (B +Eqe™ )+
71 Pya n n n 7 71
gd, D4 a1 g, 2
12 penelz(—chT-=sh ) (Eeh +Eeh)
72A44 Y21 NN
A A oz
Ny = thlRe71(—sh77——ch77—)(E1+E2)+2 i JghRe7 (Eje 0 +Eqe™ )-
n n N 71 Pug
ol 7l nl gl 7l 7l
1 20,4,R e71(E1e % 4 Eye® )+ 1 22d1<212R e71e72(ch77I 22 hnl)(Ee A+ Eet)
Ko =Ks 9775 Pus ko —Ki 7175 Aug nn n
Avec

B =| aydohy(1+ky )~ Zohiky
Ave
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De I’équation condition (5.7), on tire la somme des deux fonctions (—F(7)+F,(7)) en

fonction de la somme des deux autres (—F5(77)+ F4(77)) soit :

R oh(Ei()+ Ex(n)) -1k

Aya 72

—Fl(n)+F2(n>=1+71k {
1

(=Fs(nm)+ F4(f7))}

Que nous substituons dans la condition (5.6), cette derniére s écrit alors seulement en fonction
de Fy(77) etFy(n).

Le systéme d’équations intégrales (5.6-5.10) se réduit a deux équations intégrales suivantes.

=t In‘l[Fg(n)—F4(n)]~lo<77p>0"7=‘“1+R
0

72(1+Kk)

1) :

K (44ohp(1+K )—tﬂhﬂ& )-

[ HE(n)+ Ea(n)o(np iy p<1 (5.17)
0

La condition (3) prend la forme

2) [ n¢(n)3o(np )dn =0 p>1 (5.18)
0

5.2.2 Développement du systéeme d’équations intégrales (5.17, 5.18)
5.2.2.1 Traitement de la partie droite de la premiére équation intégrale.

La fonction F,(77), Etant exprimé par F3() (5.12).

oo
Fy(n)=Bi(Ee o +Ee’0 )e”2 +e72 Fy(7)

La fonction F5(7) est calculee par (5.14)

7l
A 1 * 2(1+k M’ [
Fim) =52 = (8 + 2 rgpensn ™y
A A 7 V4l
D’ou:
27 27l -l 7l

Fo()=Fa(n)=Fan)—e 7 Fo()- 72 e 72 (Ee ™ +Epe™)
27 M
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1]« 2(1+k) ool L B
Fa(7)-Fa(n7) =——| Ay + 2202 nRg( )eylsh’7 2e725h I — B2 _er2(Ee 4 +Eet)
A n n V2 ky — Ky

(5.19)

Alors, la partie de droite de I’équation (5.12) s’écrit en substituant dedans le terme
(—F3(77)+ F4(7)) par son equivalent (5.14) :

k—kp T

-1 -1
—L 2|7 [Re() - Fa(m) oo )dn = —=—2— | 7 {***} Jo(np)dn
72(1+k1)'([ [Fs «mP 72(1+ kl)J- }
7l o /| n
{***}: _i A’é+2(1+kl) R¢( )ehsh 77' 2e’2gh 2= 77' ﬂLeJ’z(Eleﬂo +E2e%)
n n 72 2~k

Gardant uniquement le terme en¢(# ) a droite et transposant le reste des termes a gauche.

7t n
2Ky —ky )% ) Rgensn T ereon ™ Aky—k)E 1Ay T
el i al o A P2.35(np)dn = === [ 22 e72sh 3 (np )i -
72(1+kp) 4 = dyd 2(l+k) 5 A 72
ele’2 —122_Q(nl)

7172 A447172

(k ‘ ) R 7l 7l 7l ﬂ
2 1 —1 Y2 v zh Ao -1
e’2| Ee™® +Ee™ |J d +-— E,+E,)J
y2(1+k1)f bk 22" |Jo(mo)dn ~+1 5 jn (Ey+E3)Jo(p )7
(5.20)
Pour faciliter le traitement de I’équation (5.15), départageant la en quatre
termes |;(1=1,2,3,4)
7 il
2k )OO 2(1+k1) nR#(n)e’tshL l e’2gh 10 nl A (koK )w o | |
2K -1 n 7 72 4a¥2o\Ko K n n

= Jo(np)dn = #(n)sh—sh——Jy(np)dn
. 72(1+k) 4 UL dyd, dydy jQ(77|) nor ’

7e71e72 Q( )

nra P17z

Qui s’écrit encore,

Ay (ko =k )]9 R
did, Q(nl)
Aur172(ko =k R

k
] dy— Paarara(Ky
4.0, £¢(77 o(7mp)dn 4.0,

| |
#(n)sh Lsh L 30(5p)dn =
no7

~k )R

Iy = [ G )p(17)3o(np )i (5.21)
0
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Avec

shn—lshn—I

G(nl)=1- N 72
U=

7l

2( :2 Ill) | -1 A; 7. h‘}l 522
? ;2(1 kl) 0 A V2 O( )

. R(ﬂsh”'—ch”') in 1 ]
A AR [El(WEZ(U)]sz Eie’o +Ey e’

A 2d, 7 2d,
e”2Q(nl) e’2Q(nl)
o . oA o (ch-Tzsn™yr oy
P | Ee™ +E,e™ [+ P NN Eef yEeh
2(ky -k ) T 2(ky —kq) Q(nl)
e”2Q(nl)

» (ishn—l—chn—l)shn—I

_ koK) o AWR e 0 oy no 1 B
e PR {n o) [Ex(n)+ Eo(m)] o)

Oo sh 7 -7l Ul

K, —k;) 7,A0R T _ Ty o
Uo=la) 722MR 1172 [ g 4 Epes |g(np)dn+

w sh 7 -l Ul

SR 17 o Jo
—y2(1+k1)£77 Q| B TE™ Jolne)dy -

l
o ensh g e 7

PR -1 non o n_ 7 o 2o
—— |7 Eie ™ +E,e™ |Jy(np)dn (5.23)
72<1+k1>£ Q) ' S
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Qui se réduit a :

(ishn—l—chn—l)shﬂ—I

Aok RAWRT it on on 7 _
B 1+k1 d2 .([77 Q(UI) [E1(77)+E2(77)]Jo(77p)d77

(K, ki) ﬂothoo Sh—nl -l 7l
2K ) V2 -1 )2 Ao Ao

Ee™ +E.e J dn+
1+k, d, £’7 Q) 1 2 o(7p)dn

R sh—"— 7l 7l | | —nl 7l
ﬂ—jn-l Y2 |1 _gre(sh - 720h77 )|(Ee @ +Epe® )Jo(np)dn (5.24)
72(1+k1) Q(n!) 7 71

n -l n

I3 = n yz Eleﬂo +Epe™ [Jo(np)dn

(1+ kl)'[

RT _

Iy =6+ L [ (Ey+ By )g(mp )in (5.25)

5.2.2.2 Reconstruction de I’équation intégrale (5.17)

Remettant a présent tous les termes (11 12 I3 14) dans I’équation (5.17)

L[ omaanorin =5+ L [atmmumorn + In (Ex(n)+Eq(n)Jo(n0)dr
09 09

1+Kk;

" (—shnl ch M ysh 1
e L i LR A RO

3 Q(nl)
sh77I -l 7l
71/10h1jn_1Q( |2) Eeﬂ0 +E2e’10 Jo(np)dn+
B 7 1 I 1 n 1 | 1 | o - a
P gt dsh | = e (=sh T — = ch ) |—Q(nl)e?2 L(Ee o +Epe )Iy(5p)d
1+k1£77 Q(m){s 158 (72s — 71) Q771 )e”? ((Eqe ™ +Epe™ )Ig(np)dn
(5.26)

ol

(ko —ki ) 7240l _ rhio

1+k,  dy o

to=L e, —— X g =g

T A44(1 k) 1h1 Aua(L+ky)
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Réduisant le volume de I’équation (5.26) par I’introduction de nouvelles fonctions V (7l )et

W (nl) qui se simplifie en :

—I¢(77)Jo(f7p)df7——E+—IG(77|)¢(77)Jo(77p)d77+j77 Q(UI;[51(77)+Ez(77)]30(77/7)d77+
= Wil —nl n
[ MUV g (e % +Ey(n)e™ 35(n0)dn 527)
Q)

Avec :

| | |
V(nl)= zOQ(nI)—M(ﬁshn——chn—)shn—
% A4 n noor
e 0 a1 2 [
W)= Io{Shn— 1 e Loty | oy oAtk gy
IARZ Y2 non on 0% 72

Q(nl) = Fsh”—'ch m_1 g

non Y2 v Y2on

sh-" Uk shlI

G(pl)=1-—2 72
(71)= o)

1 (ky—k)Aunr
% d;d,

5.3 Résolution du systéeme d’équations intégrales gouvernant le probleme de
la thermoélasticité

Le probléme se résume donc en la solution d’une paire d’équations intégrales suivante (5.26,
5.18), soit :

1% e 1% T oaV(nl)

5—0£¢(77)Jo(77p)d77— R+50{G(nl)¢(77)Jo(77p)df7+I77 QUi LB+ Ea(m)] Jo(mp)dn +
EAWOD)| g e e .
[n Q| LR E(me’ Jo(mo)dn : p<1 (5.28)
0

[ n¢(11)30(np)dn =0 L p>1 (5.29)
0
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Avec la représentation suivante [2,9],
1
o) = 5, j f (t)cosnt dt (5.30)
0
L’equation (5.29) est satisfaite identiqguement, en effet :
B ) 0 o= 1
! nd,(np)dn { f (t)cosnt dt = f(l) f f(t)dt b1 (5.31)
[t -
L’équation (5.28) se ramene a une intégrale d’Abel
(5.32)
Qui se résout
f(t) ———J‘%dp 0<t<1 (5.33)
Avec:
o 1 o
—-& _ I
g(p)=?+IG(f7l )o(np)dn| f(t)cosrtdt+ [ 57 En YOI 1y () + Ex()] om0 )i
0 0 0
0 -l 7l
S W(7l — -
[ WD g (e 7 +Ey(n)et 3o(no)dn (5.34)
27 Qu)

Substituons (5.34) dans I’équation précédente (5.33) et effectuons I’intégration [65], on

obtient :

Intégrales de table utilisées au cours de I’opération

j~ pdp 0ZdZ

z

0 tz—p t

t
inJo(np)dp _ cosnt

2 _ 2

[P3o(npXp= (s

n
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4)- IncosM%dn =1
0

D’ou :
1 0 ©
f(t)=;—2;+%£ f(u)duge(nl)cosuncosntdm%!n—l%ﬁi[a(nn E,(77)]cosntdn +
27 LW(nl) - 7
=t Ef(n)e 4 +Ep(n)e? |cos(nt)dr (5.35)
7y Q)

L’equilibre mécanique thermoélastique a I’interface du contact se traduit par I’équation

d’équilibre statique suivante :
1
P=-27R? j plof+ol Xp (5.36)
0

o : représente la contrainte élastique due a la force de pression du poingon

a§ : représente la contrainte thermique due a I’effet de la température

Désignons par o,( 0,0) la contrainte normale thermoélastique a I’interface de contact

1 1
P=-27R*[p(cf +oy Xp = —27R*[ po,(p,0)p (5.37)
0 0

La contrainte normale thermoélastique sur la surface de contact se détermine également

par (5.28) de cette facon

1 0
a2(.0) = [n#(mRIo(1p)dn p<1 (5.38)
0
D’ou, apres avoir remplacer ¢(7) par son équation (5.30) dans (5.39)
1

o0 1 1 0
7 =] Pdp 1600 3o(np)dn = 8] pIo(np)d ] T(t)dt [ 7 cos g (5.39)
27R" % 0 0 0 0

Se qui donne

1
P
= [ F(t)dt (5.40)
2 0
7R 0




Probleme de la thermoélectricité (couche élastique isotrope transverse) 73

Ou encore, en substituant f(t) par (5.35) dans (5.40) ;

1 0 ©
j{ 3] f(u)duje(nl)cosuncosntdn+3jR1(nl )(E; + E, )costdn +
27R? 50 0 7 70
—77| 7l
£ j Ry(77l (Eqe ™ +E,e™ )cosptdy ]dt (5.41)
Avec .
1 V(nl) 1 W(nl)
Ry(nl)=n""—"2 , R,(n1)=n 1N
' Q) ? Q)
On effectue I’intégration de (5.41), et on tire le terme —2—; ;
T
P 2 27 7 ; 2% ;
—= +—jf(u)duje(nl)cosundnj cosntdt+—jR1(nl )(Ey+E)dn[ cosntdt+
27R°6y 7R 7y 0 7y 0
—77| 7l 1
—jRZ(nI Y Eje % +E, e’ )dnj cos ztdt
D’ou
2 _ P ——If(x)de'G(nI)cosxn———IR(77I)(E )N g
-nl 7l
—ij(nl YEe® +E,e%)3N g, (5.42)
n

£ . Représente la déformation totale provoquée par les effets mécanique et thermique a la
fois.

Substituant le terme —_2l;\9 écrit par cette nouvelle forme (5.42) dans celle de f(t) écrit sous
T

la forme (5.35), on aura :

1 0 .

-P 2 singy
f(t)= +— | f(x)dx| G(nl)cosxn| cosnt———~ |dn+
(t)=o—r j()g(n) 7l cosnt=="% Jdy

)

2% sin
+= [R(nl (B +Ep)[ cospt—=—"T Jdn+
72'0 n

-l 7l .
L2 ij(nl N Eie % +Epe’ )| cosqt—% Jdn (5.43)
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5.6 Découplage des problémes mécanique et thermique

Départageant I’équation (5.43) en la somme de deux termes. Le premier exprime la partie
mécanique, le second marque I’influence du champ thermique.

—P P_ ;2 T
f(t)= t)" — t 5.44
(0= v ~2 ) (5.44)
Remplacant f(t) par (5.44) dans (5.43)
t)° t)
z,sz ALY — At () =
1 © .
-P 2 -P =] 2 T sSinnp
-— (x)" -4 (x)" [dx|G(#nl)cosnx| cospt——— |dnp+
27R%sy 7y, 27R%, W { 7)cosyx( cos n Jan
2% sin
+= R XE +Ep)[ cospt—=—"T dy
T 0 n
o -l nl
3[ Ry(7l X Exe * +Epe® )| cosnt—3"7 1dy (5.45)
T 0 n

Par identification des termes de (5.45), on tire les équations qui expriment chacune des deux
parties mécanique et thermique.

La premiére est celle caractérisant la partie mécanique du probleme, précédemment étudié.

1 0 .
w(t)P +£jw(X)deJ'G(nl )cosmx| cosnt—w Jdn=1
2 7

(5.46)
0 0
Que nous écrivons par sa forme précédente (3.43) ;
51
W(t)P——jw(x)Pk(x,t)dx=1 (5.47)
T
0
Avec .
K(x,t)= jG(nI )cosnx(cosnt——)d
0

La deuxiéme partie représente I’effet mécanique provoqué par le champ thermique.
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1 0 .
w(t) + 3_[W(x)T de'G(nI )cosnx{cosm —m}dn =
70 0 n

sin
—J'Rl(nl)(E1+E2)[ cos7 t—T” Jdn
-l nl
+= ij(nI NEe™ +Exe®) cosnt—ﬂ ]dn
n

(5.48)
Rappelons les formules (4.29) du paragraphe précédent de la répartition de la température
. o
+hg)e e
E()””—3¢(n> E,(n) =T 25— g(n)
2Q" () 2Q"(n)

Avec :
(1) = (12 +hohe )shr——+ 1 hy + he Ychy
Q (n)=(n"+hhy) n%+n(z+s) 77/10

Se qui permet d’écrire

Ey(77)+Ey(n)= 9 ((’7)){2 ch77;0+2h33h77/;J (5.49)
5 (1) 247 (n)
A % n¢ (n 1 1IN AU

Ei(n)e™ +Ey(n)e 207 (1 ){ ﬂChﬂ(ﬂo /10)+2h35h;7(20 ﬂo)} o (n) (5.50)

Substituant (5.33) et (5.34) dans (5.32) en tenant compte de (4.38), toute transformation faite
on écrit ;

1 o0 1
w(t) + EIgz/(x)T dxj G(7l )cosnx{cosnt—ﬂ}dn _2 hltTOIy/t(t)cosntdt.
70 0 n 7 0

TQ(U')Q (n){ (nl){ch”' ':7 hfg}W(ﬂl)HCOSm—%}dn (5.51)
0
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Chapitre 6

Résultats graphiques et discussions

6.1 Probléeme mécanique

6.1.1 Matériau transverse isotrope
Le schéma du probleme de contact étudié (fig.1) (chapitre 3) ou une couche transversalement
isotrope homogeéne est déposée sur un substrat rigide serrée contre celui-ci par un poingon plat
cylindrique rigide sur sa surface limite supérieur. Pour rendre le probleme menable, les
prétentions suivantes sont faites:

-le poincon est rigide et non conducteur de sorte que I'écoulement de la chaleur soit dirigé
seulement dans le milieu élastique

-I'extérieur libre en dehors du secteur du poingon est thermiquement sous conditions.

-le mouvement du poingon est lent de sorte que des effets d'inertie ou de choc soient
négligés;

-le secteur de contact est stationnaire en ce qui concerne la couche élastique sans la

séparation entre le poingon et la surface de contact.

6.1.1.1 Influence de I’anisotropie
Prenons comme exemple de calcul, une couche élastique d’épaisseur réduite | = H/R

= 2, discrétisons le rayon en 20 parties (N=20), utilisons pour I’approximation de la

fonctiony (t) le polynbme de degré k=5 et faisant appel aux formules précédemment
trouvées (chapitre 3).

& _‘P(l) J-‘P(t)dt

(3.48)

Z

1 0 .
wo(t)—gjy/o(x)dxje(nl )cosnx(cosnt—ﬂJdn ~1 (3.47)
an 0 n
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F *
0,(p,0)=-—=—0,(p) 3.49
z\p 27[R250 2\pP (3.49)

Fixons la valeur v;=1 et changeons v,=0,1; 0,8; 1,5 ensuite fixons la valeur v, =1,5 et
changeons v; =0,5; 1,4; 18.
Les résultats numériques obtenus permettent de montrer I’influence de I’anisotropie aux

travers des courbes représentées (figure 6.3).

c.(p) o)
3 >+ 3 o+
m=1 uy=15%
2 / ? 2 ?
o] @

—
'_/4/
0 P P
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
¢ v,=01 ¢ v, =05
+ v,=038 + =14
O v;=V, =letH—> o Ov,=v, =letH—> o

Fig 6.3 — distribution de contraintes non dimensionnelles dans la zone de contact
Matériau transverse isotrope

Les courbes représentatives (Fig.3) montrent que la contrainte au centre du poingon est
moindre pour le modele transversalement isotrope pour lequel le module Young dans le plan
d’isotropie est supérieur au module de Young dans le plan perpendiculaire a celui. Comme la
pression sous le poingon est une constante et ne dépend pas de I’épaisseur de la couche, alors
la répartition est assez forte aux bords de la surface limite.

Le modéle mécanique le plus répandu pour le cartilage articulaire est le biphasé est analysée
comme couche élastique équivalente. Dans une étude Garcia et autres [26] montrent que la

couche transversalement isotrope répand le mieux aux expériences d’impression pour le
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cartilage articulaire lorsque le module de Young dans le plan du cartilage (plan d’isotropie)

est plus grand que celui dans la direction du chargement.

6.1.1.2 contraintes non locales

Une analyse paramétrique a été également entreprise pour des rapports de modules
d’anisotropie élevés, soit les valeurs y, =0.8 ety; =10y,.
Pour différentes valeurs relatives de I’épaisseur de la couche, on obtient les résultats

graphiques suivants.

Gl(p)
2.00

fz/h=l

1.60
/ N_O'S
1.20
‘ﬁ\\

z/h

0.80 —

P
1.6

0.00

N

0.0 0.4 0.8 1.

Fig 6.4 Contraintes locales et non locales non dimensionnelles

Il ressort de I’allure des résultats graphiques (Fig 6.4) que pour la valeur p=0.9 et les valeurs
avoisinantes, apparait la répartition des contraintes non locales similaires a ceux de la distribution
des contraintes indiquées dans une étude récente [67].Ce phénomeéne de contraintes locales et les
problémes similaires sont beaucoup plus discutées dans les travaux [67-69].

Il est dit que les contraintes locales et non local sont pratiqguement constants sous le poingon au

voisinage de p =0,95 comme indiqué sur (Fig.4). Ces contraintes dépendent essentiellement de la

valeur H (épaisseur de la couche) et de R (rayon du poingon).



Résultats graphiques et discussions 79

6.1.2 Matériau homogeéne isotrope
6.1.2.1 Contraintes normales a I’interface de contact

Pour le cas de matériau homogene isotrope, il suffit de prendre la limite de I’expression

G(nl) dans la formule (3.36) pour y; = y, =1, on retrouvera I’expression (3.8) de G(271).

shllshn—I Lt 2] e
lim G(yl)= lim | Tz 4! — —G@)="T=C (38
(n=r2)1 Gt 1 oml ol 1 ol ol sh2nl+ 27l
Vo, Vi Vo ViV,
1 1

J1-p°

1 00 .
y/O(t)—E.[z//o(x)de'G(an )cosnx(cosnt—wjdn =1
i 0 n

p Nt - pf

(3.43)

———0;(p)
27R %8,

o, (p.0)=

. (p)
3.0

25

Ry
2.0

//

\_\0
L —

//
1.5 y'/
1.0 ] /]

—
) //

0.5 P
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig 6.5 distribution des contraintes non dimensionnelles dans la zone de contact
Matériau homogeéne isotrope
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Il est claire que le profile de la distribution de la contrainte (Fig 6.5) ne changera pas d’allure
par rapport a celui du matériau transverse isotrope. La pression ne dépend pas de la nature de
la matiere diminue logiquement avec I’augmentation de la section du contact.

On observe une bonne corrélation de distribution de pression dans la zone de contact obtenue
avec cette solution et celle donné par Hertz representée sur (Fig 6 .3).

6.1.2.2 Déplacement vertical en dehors de la zone de contact

Il est également intéressant de connaitre le déplacement vertical dans le sens de
I’application de la charge a I’extérieur du poingon:
Le déplacement vertical exprimé par la formule (3.25) devient aprés avoir remplacer

respectivement F5(7 )etF,(7) par (3.29) et (3.33) et tenir compte de (3.37) et (3.46).

27Z'R50
F Q(n!)

D’aprés le commentaire de la page 35, pour le matériaux isotropey; =y, =1.

p T shal/yshal/y
U(p.,0) = [po(t)dt| 2 Lo (np) cosptdn
0 0

2(4 sh " sh ? 1+ 2nl—e 2"
lim o, =2AFAM_ L im v, W _1+271-e
(Vl:\/z)—)l 2«‘{‘ 2[[,[ (71=72)_’1 1 Ch 77' Sh 77' _ iCh 77' Sh 77' Sh277| + 277'

Vo, ViV, VoV, Y

. 1 © _ 27l
Alors: U (p,0)=Z”RZOU(p,O)=jwo(t)dtjl+2’7—eJ0(np)cosntdn . p>1
5 0 sh2nl + 27l
g(a0)
2
HIR=0.5 \\
4 /i \""\n-
0 % \:\"H
%/R:l /
) H/R=2
2
_4 /
-6 [
1 2 3 4

Fig 6.6 courbes de déplacement vertical en dehors de la surface de contact
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Les courbes représentatives de déplacement adimensionnel (Fig.6) de la surface limite en
dehors de la zone de contact sont tout a fait logiques dans leurs allures. En effet, la théorie
adressée par A.E, Giannakopoulos [70] prévoit la variation du module de Young en fonction
de la profondeur d’indentation pour poingons axisymétriques. C’est pourquoi sous les
conditions imposées du probleme, la matiére sous le poingon sera obligée de glisser en dehors

du secteur de contact suivant la direction radiale. Ce résultat correspond a celui trouvé par

I.N, Sneddon [8] par la formule : w(p) :Esin‘l(i) , p>a
7 p

6.1.3 Espace semi infini homogeéne isotrope

PHED
1.06

1.05 *\
1.04 \\
1.03

1.02 \‘

1.01 —

1.00 R

Fig 6.7 variation non dimensionnelle de la force d’indentation
en fonction du rayon de contact

Si H (épaisseur de la couche élastique) tends vers I’infini le rapport | =H / Rtends
également vers I’infini, par conséquent la fonction G, (71) (3.8) tends vers zéro et y(t)tends

vers I'unité.
D’ou :

o, (p) =
1-p
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-F 1
27R8y \1- p?

L’expression coincide exactement avec celle de la bibliographie du demi espace de

-F
27R%5,

o,(p0)= oi(p)=

Boussinesq Connu sous le non de (Probleme de Schteicher).
Ce résultat dont la représentation graphique ( Fig 6.7) est en bonne corrélation avec le résultat
de la bibliographie [14] concernant le matériau isotrope indiqué par la formule suivante :
G — 4p(A+p)d 1
7z —
na(A+2 _(V/)2
(A+21) j1-( A )

En fin la figure (Fig 6.8) est un cas particulier du probléme qui illustre la distribution de
contraintes dans le cas de la force ponctuelle appliquée sur la surface libre d’un demi espace

en remplacement de la force répartie sous le poingon cylindrique (probléme de Boussinesq).
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Fig 6.8 Profil de la contrainte normal adimensionnelle
Cas de la force ponctuelle

6.3 Probléme thermique

6.3.1 Répartition du champ thermique dans le massif

Les formules pour la détermination du champ de la température et de I'effort normal dans le

secteur de contact sont obtenues (chapitre 4), rappellons-les.
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. T(PL) _§ootyvge fW(.0)
T (p,¢)= = [yt (t)dt[ =L cos td d 4.39
(p.<) o {w() { ) oS Mo(ne)dn (4.39)
W(7,8)= n{znchn( ht +%)+ 2hshi(ht +§)} (4.40)
t 2% 4 2
v ()= [y oLt ix == (4.41)
7[0 VA
T P(7)
L(x,t)=[|1-n—"= td 4.42
(xt) ﬂ UQ(UJCOSU n (4.42)

Aux quelles correspondent les graphes suivants a différents niveaux de I’épaisseur de la

couche.
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Fig 6.9 Courbes représentatives de la répartition de la température
aux différentes profondeurs de la couche

Cette partie de la solution concerne le probleme stationnaire de distribution de température

dans un massif. Pour ce cas on observe (Fig 6.8) la bonne corrélation de I’allure des courbes

de la distribution de température dans le secteur de contact obtenu avec cette solution et celle

donnée Moncef.A [71], lui dans son étude compardit les resultats des

trois théories de

transformations de Laplace, Fourier et Hankel et aboutit a la conclusion que les différences

apparaissent pour les temps tres petits.
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Beaucoup mieux sont les petites  différences dans les distributions qu’on observe
comparativement a ceux trouvés par X.Tian et autres [72].Ces différences peuvent étre
comprises puisque la précision de la méthode des éléments finies en déplacement est réduite en
contraintes.

Nous nous intéressons aux contraintes thermiques axiales sur la surface limite de la couche,
c’est pourquoi le temps de relaxation indiqué dans ces deux articles et dans d’autres ne nous
importe peu dans cette étude, malgré que les différences sont minimes. La méthode présentée
est prometteuse pour analyser le probleme thermoélastique efficacement et avec precision a

I’interface du corps.

6.4 Probléeme thermoélastique
6.4.1 Détermination de la contrainte mécanique sous I’effet thermique.

Le but du travail actuel est d'évaluer I'effet du champ thermique du poingon chauffé
sur la couche transversalement isotrope concernant la distribution des composants des efforts
mécaniques au sein du contact sous le poingon.

Pour ce but, nous avons pu séparer la pression due a I’action simultanée du champ thermique

et de la force physique appliquée dessus le poingon en deux parties (chapitre 5):
-Une premiere partie étant I’effet de la force mécanique agissante sur le poingon a:P(p,O)

étudiée au chapitre 3.

-Une deuxiéme partie est la contrainte mécanique sous I’influence du champ thermique

azT(p,O) déterminée par la résolution des équations suivantes:

o1 (0.0) =2 JghiToo (0,0)

PO P (dt

JL-p* e -

o, (p,0) =

1 © . 1
w(t) + %II//(X)T dxj G(nl )cosnx{cosnt—y}dn = jwt(t)cosrytdt.
0 0 0

0

_n UL P _sing

0

Dans cette formule ! (t) est déterminer par (4.40) et (4.42) du chapitre 4.
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Fig 6.10 courbes de répartition de contraintes mécanique due au champ thermique

Nous montrons a travers ces courbes (Fig.10) I’influence du champ thermique sur les
contraintes mécaniques (autrement dit la partie additionnelle de contraintes mécaniques que
peut apporter la présence de la chaleur). Nous prenons pour I’exemple de calcul le matériau
de mémes données que ceux considérées pour le calcul de la répartition du champ thermique,
et ce pour conserver la méme fonction z//t (t) dont on aura besoin dans la formule (5.51).
Coefficients d’anisotropie (y; =1,7, =0.8), les coefficients de conduction (o = Sy =1), le
rapportl =2. L’influence thermique dans la région centrale est beaucoup plus important, est
un résultat évident pour les données de I’exemple. Seulement, il est a signaler que I’impact de

la formule (5.51) peut aller au delas et peut analyser la variation des coefficients de

conductibilité thermique dans le contact.
Pour chercher les courbes relatives aux contraintes thermoélastiquea;(p,O), il suffit

seulement d’additionner les ordonnées des courbes des figures (Fig 6. 3 et Fig 6. 10).
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Conclusion générale

Le but principal de cette these est d’étudier I’influence des coefficients de
I’anisotropie sur la répartition des contraintes normales dans la surface de séparation
poingcon- couche élastique. L’effet du champ thermique sur les contraintes normales dans la
superficie de contact des deux corps est également considéré.

Les solutions semi analytiques pour le champ élastique axisymétrique du a un chargement
extérieur uniformément répartie et a un champ thermique stationnaire sont présentées
séparément. Les solutions de formes closes sont obtenues.

Les résultats numériques choisis sont présentés pour les matériaux arbitraires, car les
parameétres employés dans les expressions des solutions sont sans dimensions. L'équation
intégrale de Fredholm de la deuxiéme espéce est résolue numériquement, la quadrature
numérique est exigée pour le calcul de ces solutions exprimées par des intégrales semi
infinies.
La représentation graphique montre clairement au travers des courbes I’influence de
I’anisotropie sur la répartition de la pression en dessous du poingon. Un résultat intéressent
(contraintes non locales) apparut entre temps pour des valeurs remarquables de I’anisotropie.
Le matériau devient plus mou en marquant des contraintes moins faibles qu’auparavant prés
de la frontiére singuliére. A ce sujet pour plus d’informations, il est conseillé d’examiner les
travaux des références suivantes [67-69].
Les résultats trouvés sont enrichis par le passage direct a la solution du méme probleme
concernant le matériau homogene et isotrope par simples limites d’expressions lorsque
(r1=72—>1).
Les resultats graphiques pour la couche isotrope et I’espace semi infini montrent la
dépendance de la pression au contact avec I’épaisseur de la couche, la taille du poingon et
I’effet d’une charge point verticale comparativement avec la charge uniformément répartie.

La répartition du champ thermique sous le poingon est déterminée également par le méme
algorithme (résolution de I’équation de Fredholm de seconde espece) obtenu en employant la

transformation de Hankel.
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Presque un méme comportement de cette loi de distribution est observé pour différents
niveaux de I’épaisseur de la couche. Cette loi de distribution stationnaire par hypothese
marque une légeére différence par rapport aux résultats bibliographiques [40,71,72] qui eux
tiennent compte du paramétre temps en faisant intervenir un ou deux de relaxations. Cette
petite différence est sans grande importance pour notre cas, du fait qu’en s’intéresse au
phénomeéne thermique uniquement a la surface limite et que la propagation de chaleur ne
nous intéresse pas a I’intérieure de la matiere, beaucoup plus qu’a I’extérieure .

La solution du probleme thermo élastique a I’interface du contact poincon-couche élastique
est trouvée. Le probleme formulé en termes d’équations intégrales satisfaisant les conditions
aux limites des champs élastique et thermique a la fois sont réduites en une équation intégrale
de Fredholm de seconde espece. Etant superposés par hypothéeses, les efforts mécanique et
thermique dans cette équation sont séparés. La partie thermique telle qu’elle est présentée
prouve la dépendance de I’élasticité et du potentiel thermique (contraintes thermiques) a la
surface de contact. L’étude faite peut étre orientée sur l'influence de la conductivité sur la

distribution des champs de la température et de I'effort normal dans la superficie de contact.
En effet, dans son expression final (5.51) la contrainte adimensionnelle o' (p,0) dépend

des coefficients d’élasticités, des coefficients de conductions thermiques et des coefficients de
convections.

Si les contraintes et les déplacements sont supposés tendre vers zéro lorsque (r) tends
vers I’infini, La transformation de Hankel est utilisée pour établir les expressions des
composantes des contraintes et des déplacements sous forme d’expressions intégrales.
Retenons de la présente étude ce qui suit.

1- La solution du probleme de I’espace semi infini transversalement isotrope sollicité par un
poincon cylindrique rigide [66, 73,71] est obtenue, en faisant tendre I’épaisseur de la couche
H vers I’infini dans (3.36) et (3.47).

2- Lorsqu’on fait tendre les coefficients v, et v, vers I’unité dans (3.36) et (3.47), la solution
correspondra a celle du probleme de la couche élastique isotrope sollicité par un poingon
cylindrique rigide a extrémités plates [8].

3- En faisant tendre a la fois les coefficients v, et v, vers I’unité et I’épaisseur de la couche H
vers I’infini dans (3.36) et (3.47), on retrouve la solution du probléme classique de Boussinesq
pour un poingon cylindrique a extrémités plates [14] (probléme de Schteicher).

4- L’intersection des courbes au voisinage de p=0.8 (fig.3) est un résultat important,

marquant I’apport de I’algorithme de calcul. En effet, et indépendamment des coefficients
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v, etv, la pression sous le poingon est constante et ne dépend pas de I’épaisseur de la couche.

Afin de garder la méme valeur de surface sous chaque courbe cette intersection doit exister.

Quant a I’influence de I’anisotropie il convient de remarquer que jusqu’au voisinage de
p=0.8 pression diminue avec I’augmentation des valeurs v, et v, et inversement au dela

de cette valeur.

5- La méme procedure de calcul est maintenue pour le calcul élastique et thermoélastique, la
forme de I’'unique équation a résoudre a chaque fois (3.47),(4.40), (5.51) ne change pas avec
la nature du probléme qu’il soit élastique, thermique ou thermoélastique. Seulement les
expressions dedans les intégrales prennent des formes analytiques differentes. Donc le méme
programme de calcul numérique est utilisé pour répandre a toutes les solutions d’équations
intégrales. Ce qui fait d’ailleurs le point fort de la présente étude.

La solution semi analytique proposée nous semble intéressante. Car le méme
algorithme est facilement utilise pour différents cas cités ci-dessus. D’autre part le calcul
numérique contenant dans sa partie majeure la résolution numérique de type (3.47) est assez
réduit et présente I’avantage d’étre rapide.

Il s’avére donc utile de compléter le domaine afin de permettre I’utilisation de la
transformee de Hankel et d’avoir a traiter un probleme plus au moins simple. Cette approche a
permis de considérer les solutions pour les domaines abstraits d’étendue illimitée, souvent

utilisées en physique mathématique.
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Perspectives

On reéalité, on se propose d’étudier le phénomeéne de la thermo — élasticité qui se produit sur les
surfaces limites de la couche élastique isotrope transverse comprimée sur ses faces par deux poingons
cylindriques a extrémités plates animés de mouvements de rotation. Le probléme tel qu’il se présente
est assez complexe. Il nous semble utile de I’examiner par étape. La premiere étape sera le calcul
statique des contraintes élastiques sur les deux faces limites, la suivante étape est la distribution de la

température, puis le calcul des contraintes thermiques, et ainsi de suite...
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Annexe 1

Résolution de I’équation de Laplace par la méthode de Fourier

T 14T 82T

—+= =0
or? rar oz°
Soit :
T=R(r)Z(z)

2 2
a'zr:d R(zr)z(z)
or dr
8T _dZ(z

( )R( .
82 dz
&% d? Z(z)

R(r

e (r)

L’équation (1) s’écrit :

d2 R(r) dR(r) d? Z(Z)

Z(z)+ Z(Z) +R(r)———

Divisons cette expression par R(r)Z(z), on obtient :

1dR(r)

g2R(r) =

T odr _-d4%2(2)
R(r) dz?

Cette équation peut étre représenté sous la forme suivante :

dzR(r)+1dR(r):ia2R(r)
r

dr? r

d?z(z)

S =ta’Z(2)

dz
1) signe de o positif

La premiére équation est celle de Bessel, admet comme solution



Annexes

R(r)=CJo(ar)+C,yNy(ar)
Jo : Fonction de Bessel de premiére espece d’ordre zéro
Ny : Fonction de Bessel de deuxiéme espece d’ordre zero
Sachant que : Lim,_,gNy(ar)=o, par consequent pour borner les solutions , il faudra
poséC, =0, d’ou Ri(r)=CiJy(ar)
La deuxiéme équation admet les solutions sous forme :
Z,(z)=e" (k =%a)
Z,(z)=Ae** +Be
La solution est par conséquent
Ty(r,z)=Jg(ar)[Ach(az)+Bich(az)]
2) signe de « négatif
La solution de I’équation de Bessel cette fois ci est :
Ry(r)=Cily(ar)+C,yNg(ar)
Lim,_,oNg(ar)=ow
Ro(r)=Cylo(ar)
La solution de la deuxiéme équation est
Zy(z)=Ae" +Be ™, (k; =Fia)
D’ou la solution du deuxieme systeme
Ty(r,z)=lg(ar)[Aycos(ar )+ B, sin(ar)]
La solution initiale de I’équation de Laplace est
To(r,z)= Agz+ By + Dy(r? —22%)
Et la solution générale est sous la forme :
T(r,z)=Ayz+By+Dy(r?—2z° )+iJo(akr)[Aksh(akz)+ By ch( oy 2)]+
k=1

+i lo( e r)[Cy cos( ey z)+ Dy sin( e z)]
k=1

Enfin la solution de I’équation de Laplace pour le cas de la symétrie axiale

T(r12)= Aoz + By + Do 4222+ Y I )| A2 ) By %0 o
k=1
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+>_ To(Arr)[Cy €087, 2)+ Dy sin( c2)]
k=1

A : est le coefficient de conductibilité
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Annexe 2

Quelques expressions approchées de fonctions remarquables

Fonctions approchées de Bessel de premiére espece (d’ordre zéro et un)

**% Pour: —-3<X<3

Jo(x)=1- 2,249997(%)2 +1.2656208(§)4 —0.31638(%)6 4 0.04444(§)8—o.00394(§)1° p
e[ <1.6.107°

*** Pour: 3<X<o

1
Jo(x)=x 2f,cos6,

1

6y = x—0.7853981 — 0.0416639(%)— 0.0000395(2)2 + 0.0026257(%)3 - 0.0005412(%)4 -

—0.0002933(§)6 te. e[ <7.207°
X
***Pour: 0<x<3

Yol x):%IngJo( x)+0.3674669+0.6055936(§)2 —0.7435038(§)4 +0.253001](§)6 -

0.042612](2 ®+ 0.004279142 o 0.0002484(% 12 4 s, l6|<1,4.2078
*** Pour : -3<x<3

xL3,(x) = o,5—o,5624998(§)2 +o,2109357(§)4 —0,0395428(%)6 + 0,0044331%)8 -

—0,0003176(§)10 +o,00001109(§)12 te. | <1,3.1078

*** Pour : 3<X<w

J(x)=x"°f cos b,

f, = 0,7978845 + 0,00000156(§)+ 0,0165966(§)2 + 0,00017105(§)3 - 0.0024951(5)4 +
X X X X
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+0,oo11365(§)5 —0.0002003(5)6 +e. |¢] < 4.107°
X X

6, = x—2,3561944+o,1249961(§)+o.0005650(§)2 —0,0063787(3)3 + 0,0007434(§)4 +
X X X X

+o,0007982(§)5 —0,0002916(§)6 +e. e[ <9.107°
X X
Formules exactes

o (15 Xy
Jo(x)= Z k! F(k+1)

2 & ( 1)( e
YO(X)——JO(X)ln——_Z I'(k+1)

: (1" : Dérivée logarithmique)
5 (k !) I'(k+1)

Fonctions de Bessel modifiées

X \2k
(

lo(x)= Zk'F(k+1)

oo( )2k

X 1 I'(k+1)
KO(X)__IO(X)In2+2|;) GOF (kD)

I(k+1)

k
1

=y(k+1)=—y+ ) =. =0,577215 : Est la constante L’Euler

I(k+l) w(k+1l)=—y _§_i /4

(Formule approchée pour x > 0)

Racines des fonctions de Bessel de premiere espece d’ordre un et deux.
Jo(A4)=0
A 1 (k=1,2,.13)=2,404825:5,25007 : 8,65372 :11,79153 :14,93091:18,07106 :
21,21163: 24,35247 : 27,49347 : 30,36460 : 33,77582 : 36,91709 : 40,05842
J1(4 ) =0
e 1(k=12,..13)=3,83171:7,01559:10,17347 :13,32369 :16,47063 :19,61586 :
22,76008 : 25,90367 : 29,04683 : 32,18968 : 35,33231: 38,47477 : 41,61709
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