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Nomenclature

V : volume occupé par les atomes dans la maille.

ﬁl—) : vecteur normal au Plan de glissement

Ej : champ de déformation

Xj : point imposé

2ij : champ de contrainte uniforme

oijph : contraintes locales de la phase «ph»

giph : Déformations locales de la phase «ph»

Cijkiph : tenseur de rigidité

Sijkiph : tenseur de souplesse

(iiph) : Déformations moyennes locales de chaque phase
(aiiph) : Contraintes moyennes locales de chaque phase
oiiT : Contraintes macroscopiques imposées

Lij: Déformations macroscopiques

Aljuiph @ tenseurs de localisation des déformations

Bijp n: tenseurs de concentration des contraintes

(oij) : tenseur des contraintes moyennes (macroscopiques)
(i) : tenseur des déformations moyennes (macroscopiques)
Iijii : tenseur unité d'ordre 4

Cijki: tenseur de rigidité équivalent

E : Module de Young

v : Coefticient de Poisson

S : surface

n: La fluctuation

Eijk : Conditions aux limites en compressibilité

Eij. : Conditions aux limites en cisaillement

kapp : module de compressibilité apparent

Happ : module de cisaillement apparent

ksup : borne supérieure de Voigt (Coefficient de compressibilité)

v



kinf: borne inferieur de Reuss (coefficient de compressibilité)

Msup: Borne supérieur de Voigt (Coefficient de cisaillement)

Winf : Borne inferieur de Reuss (Coefficient de cisaillement)

ki: Coefficient de compressibilité (j=m (matrice) ; j=i (inclusion))

Hj: Coefficient de cisaillement (j=m (matrice) ; j=i (inclusion))

ks : borne de Hashin et Shtrikman supérieur (Coefficient de compressibilité)
ks : borne de Hashin et Shtrikman inferieur (Coefficient de compressibilité)
MHs*: borne de Hashin et Shtrikman supérieur (Coefficient de cisaillement)
HHs : borne de Hashin et Shtrikman inferieur (Coefficient de cisaillement)
kac: module de compressibilité du modeéle auto cohérent

nAc: module de cisaillement du modéle auto cohérent

c : Contraste

keff: module de compressibilité effective calculé par Zebulon

Heff: module de cisaillement effectif calculé par Zebulon
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Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

Dans ces dernieres années, la modélisation occupe une place de plus en plus
importante dans la recherche en science des matériaux. Ceci s'explique non
e . .

seulement par l'amélioration continuelle des performances des calculateurs, mais
aussi par la disponibilité de nouveaux codes et techniques de calculs. 1l est
désormais possible de déterminer les propriétés d'une large gamme de
matériaux avec une précision suffisante pour étre confrontée a l'expérience, a

la fois a une échelle microscopique mais aussi méso et macroscopique [1].

Observé « a I'eeil nu » un matériau apparait, la plupart du temps, comme un
milieu homogene [2]. Cette homogénéité apparente est lice a ’échelle d’observation
choisie. En effet, les matériaux sont tous hétérogenes a une certaine échelle. Les
différentes échelles d’hétérogénéité sont lices a leurs constituants ¢lémentaires
(granulats et ciments dans les bétons, fibres et résine dans un matériau composite
thermoplastique, cristaux dans un matériau métallique,....). L’homogénéisation a
pour but de remplacer ce matériau hétérogene par un milieu homogene de

comportement équivalent.

La connaissance et la maitrise, toujours plus grande des relations entre la
structure microscopique de ces matériaux, telle qulelle résulte de leurs procédés
d’élaboration et de transformation, et leur comportement macroscopique,
constituent aujourd’hut un défi major pour les scientifiques et les industriels et
leurs conferent la possibilité d'élaborer des matériaux aux propriétés et aux

performances voulues.

En effet, la prévision des propriétés physiques macroscopiques des
matériaux hétérogenes, a partir de modeles basés sur des observations
expérimentales de leur microstructure, répond a un objectif pratique évident pour

la conception de matériaux présentant des propriétés optimales.



Introduction générale

Iobjectif principal de ce travail est la détermination des proprictés effectives
d’une microstructure biphasée, par une approche numérique.

La méthode de résolution retenue est celle des éléments finis avec des conditions
aux limites spécifiques aux techniques d’homogénéisation. Les propriétés
macroscopiques effectives de la microstructure étudiée sont obtenues par la
détermination d’une taille représentative de la microstructure simulée, pour la
propriété estimée. On patrle, donc, de Volume Elémentaire Représentatif (VER).
On commence, dans le premier chapitre, par donner des notions générales sur la
structure des matériaux métalliques a différentes échelles.

Le deuxieme chapitre est dédié a la simulation numérique en science des
matériaux, cela nous permettra de faire la distinction entre les différentes échelles
dans la modélisation. Le chapitre 3 est consacré aux techniques d’homogénéisation.
On commence par donner la notion de volume élémentaire représentatif, les étapes
a suivre pour effectuer une homogénéisation et on termine avec les techniques
d’homogénéisation simplifiée ou modeles a " Bornes " qui donnent un
encadrement du comportement mécanique du matériau composite par des
comportements mécaniques limites (bornes). La borne de Reuss obtenue en
associant en série deux phases et par équivalence au mode¢le du module transverse
¢quivalent de la loi des mélanges. Celle de Voigt est obtenue en associant en
parallele les deux phases et par équivalence au modele du module longitudinal
¢quivalent de la loi des mélanges.

Le dernier chapitre sera consacré a la modélisation numérique des
microstructures ¢tudiées. Le code d’éléments finis Zebulon, qui tient en compte les
conditions aux Immites d’homogénéisation, est utilisé. La géométrie des
microstructures et les propriétés des deux phases des différents cas traités sont
détaillés. Les différents résultats des propriétés apparentes et effectives obtenus
sont présentés pour chaque cas.

Et enfin une interprétation de ces résultats et une conclusion générale viennent

cloturer ce travail.



Chapitre I

structure des matériaux métalliques a différentes échelles

I.1. Echelle atomique des matériaux métalliques.

I.2. Structure intra-granulaire

I.3. Echelle des grains ou microstructure

1.4. Macrostructure

I.4.a-Structures de fondetie
1.4.b- Structures de forge

I.5- Relations structure propriétés
1.5.1- Déformation et systemes de glissement
1.5.1.a-Structure cubique a faces centrées
1.5.1.b-Structure cubique centrée

I.5.2. Critere de plasticité du monocristal
1.5.2.1. Critere de plasticité de Von Mises
1.5.2.2. Critere de Tresca



Chapitre 1 Structure des matériaux métalliques a différentes échelles

I’évolution spectaculaire de la diversité et des performances des matériaux
est due a une compréhension et a une maitrise de plus en plus fines de leur
structure, aimnst que des relations entre structure et proprictés d’emplot.

Les matériaux solides sont répartis en trois groupes: les métaux, les
céramiques et les polymeres. Une telle répartition repose essentiellement sur la
structure atomique et la composition chimique de ces solides. La plupart des
matériaux appartiennent a 'un de ces trots groupes, mais 1l existe ausst des
matériaux dits intermédiaires. En outre, il existe trois autres types de matériaux

synthétiques : les composites, les semi-conducteurs et les biomatériaux.

I.1. Echelle atomique des matériaux métalliques:

Quand un matériau est cristallisé cela signifie que les atomes sont arrangés
de maniere périodique en suivant un motif de base. Le type de motf définit la
structure des matériaux.

Les métaux purs, a Pétat solide, cristallisent presque tous dans trois structures
principales : la structure cubique centrée (CC) (fer o, Zr ...), la structure cubique a
faces centrées (CFC) (alumintum, fer y, cutvre, nickel...) et la structure hexagonale

compacte (HC) (zinc, titane, cobalt), Figure 1.1.

grains : monocristaux juxtaposés

empilements _J
de mailles s

"
1

i }

I 'l W

grain 1

maille élémentaire
(maille cubique centrée)

microstructure de la ferrite (fer pur)
(grossissement x 1000)

Figure 1.1 : du micro au macrostructure [3].



Chapitre 1 Structure des matériaux métalliques a différentes échelles

lype maille cubique centrée maille cubigue a face centrée maille hexagonale compacte

atomes (ions

forme
dela
maille

volume occupé V=068 & V=074 V =0,74 vol. de la maille

%ﬂ:?;ﬁgﬁf; 2 atomes par maille 4 atomes par maille 6 atomes par prisme

exemples fer o, Mn, Gr, W, Mo, V, Nb, Li, Zr, fery, Al, Cu, Ag, Co, Pb, Ni, Au, |Mg, Zn, Cd, Be, Co (< 419 °C)

Ta, Ba, Ti (>> 882 °C)... Pt 5F Ti (<< 882 °C)...
Mo haute résistance résiste au cisaillement fragile
prOpAciEs peu ductile tres ductile peu ductile

Figure 1.2 : Principales structures cristallines des métaux [3].

I.2. Structure intra-granulaire :
Les métaux sont rarement utilisés a I’état pur, mais sous forme d’alliage
binaires, ternaires ou encore plus complexe (Al-Cu, Fe-C, Fe-Ni-Cr, Ni-Ti-Al, ....).

Dans un métal pur A on peut ajouter des atomes étrangers B sans modifier la
structure cristalline du métal de base A: I'élément B entre en solution dans A, il

forme la solution solide AB. L'atome étranger B est un élément d'alliage.
A + B — Solution solide AB
L'élément majeur A s'appelle solvant
L'élément mineur B s'appelle soluté.

Dans certains cas, par exemple Au et Ag, l'addition d'atomes B au métal A est
possible sans limitation; les deux métaux A et B sont miscibles en toutes

proportion: A et B forment une solution solide continue.



Chapitre I Structure des matériaux métalliques a différentes échelles

Cependant, dans la plus part des cas 1l existe une concentration limite CB au-
dela de laquelle la structure est modifiée. Dans l'intervalle de concentration allant de
A pur a l'alliage AB de concentration CB, il existe une solution solide dite

terminale, car elle apparait aux extrémités du diagramme d'équilibre.

Aude la de CB, A et B peuvent encore former une solution solide ayant une
structure cristalline différente de celle de A pur et appelée solution solide
Intermédiaire. On observe ausst des solutions de A et B dont I'existence n’est
possible que sur un domaine de concentration limité (quelque % ou moins) ou tres
limité : on dit alors que A et B forment un composé intermédiaire, caractérisé

généralement par une formule moléculaire AxBy.

Les atomes des ¢léments d’allitage B peuvent entrer en solution dans le métal
A sott en se substituant aux atomes A aux nceuds du réseau de celui-c1, soit en se
placant dans les interstices (vides) du réseau A. D’ou deux grandes classes de
solutions solides sutvant que ’élément d’alliage est en substitution ou en insertion

dans le réseau.

(2) (®)

Figure 1.3 : (a) solution solide d'insertion  (b) solution solide de substitution

Précipités cohérents

Lorsque la quantité d’éléments d’alliage en solution solide augmente, on peut
former des structures intermédiaires appelées solutions solides ordonnées. Dans ce
cas, tous les plans cristallographiques sont communs entre la matrice et la solution

solide ordonnée, gqu’on appelle ausst parfots précipité cohérents.
>



Chapitre 1 Structure des matériaux métalliques a différentes échelles

Les « précipités » v’ dans les superalliages a base de Nickel, utilisés pour les
picces mécaniques soumises a de tres fortes températures et contraintes et avec des
durées de fonctionnement importantes, sont des bonnes exemples. On réalise par

exemple des disques de turbines de réacteurs d’avion avec ces matériaux.

Figure 1.4 : Précipités y’, ou N13T1Al dans une matrice de Nickel [4]
Précipités incohérents
Lorsque les précipités ou les particules de seconde phase grossissent, ils
perdent alors leur cohérence avec le réseau du métal de base. On parle alors de
précipité semi-cohérent ou incohérent. Les précipités semi-cohérents ne présentent
de cohérence cristallographique avec la matrice que sur certains plans, et les
précipités incohérents n’ont aucune relation cristallographique avec la matrice,

figure 1.5.
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Chapitre 1 Structure des matériaux métalliques a différentes échelles

Figure 1.5 : Représentations schématiques des différents précipités
(a) précipité cohérent avec distorsion du réseau, (b) précipité semi-cohérent, (c) précipité
incohérent

La structure des matériaux biphasés influe considérablement sur le
comportement du matériau.

Ainsi une fonte grise a graphites lamellaires est-elle fragile tandis quune
fonte a graphite sphéroidal peut se déformer plastiquement. Clest en vue

d’améliorer telle ou telle propriété mécanique que Pon fait évoluer ces structures.

Figure 1.6 : Fonte a graphites sphéroidal [4]

I.3. Echelle des grains ou microstructure :

Le matériau est constitu¢ d’'un ensemble de cristallites appelés grains dont
Porientation cristalline peut étre quelconque ou non. Lotrsque la taille de grain
diminue la limite d’¢lasticité augmente. Le procédé thermomécanique mis en ceuvre

pour réaliser le matériau permet de faire varier la taille des grains. On peut par
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exemple par tréfilage intense réduire la dimension de grains de ferrite dans un acier
de 50 pm a 300 nm.

La distribution statistique des ortentations cristallines des grains s’appelle la
texture cristalline.

Lorsque toutes les orientations cristallines sont équiprobables, la texture est
isotrope.

La forme des grains peut également étre anisotrope, (grains allongés dans une
direction particuliere), on parlera alors de fexture morphologigue.

I.4. Macrostructure :

Enfin, dans la plupart des composants, des macro-structures se développent
a Péchelle du composant. Elles proviennent du procédé de mise en forme. Les plus
spectaculaires sont souvent les structures de fonderie et les structures de forge.
1.4.a-Structures de fondetie

Lors de I'élaboration d'un alliage, le matériau est porté a 1'état liquide puis il
est coulé dans une lingoti¢re ou moulé pour obtenir une picce de forme.

Dans le cas de la coulée statique en lingotiere, la structure macroscopique de
l'alliage dépend a la fois de la vitesse de germination et de la vitesse des échanges
thermiques (nature et épaisseur de la paroi de la lingoti¢re). Si on considere une
tranche a mi-hauteur de la lingotiecre on observe généralement trois zones de
cristallisation différentes, comme cela est présenté sur l'illustration suivante :

Zone I (peau) :

Au début de la solidification, le refroidissement est intense au niveau de la
paroi, il y a une forte surfusion, les germes de cristallisation sont trés nombreux
donc la croissance des grains est tres limitée : les cristaux formés sont équiaxes, de
faible taille et leur orientation est quelconque.

Zone Il (zone basaltique) :

Au fur et a mesure que la peau se solidifie, la surfusion s'abaisse, le
pouvoir de germination diminue donnant lieu a des grains de forme allongée

colonnaire.
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Zone III (zone centrale de solidification équiaxe) :

Le lingot se décolle progressivement de la paroi et les échanges
thermiques se font plus lentement. La solidification se fait dans un liquide a

température quasi-homogene : la cristallisation est équiaxe.

Peau:
grains équiaxes

Zone basaltique :
grains colonnaires

Zone centrale:

100 mim A b
— grains équiaxes

Figure 1.7: Macrographie d'un acier réfractaire moulé et Schématisation de zones de
cristallisation a I'échelle du lingot [4]

(2) (b)

Figure 1.8 : Structure de fonderie, (a) alliage d’aluminium coulé dans un godet, les grains se sont
développés a partir des surfaces vers le centre du godet, (b) aube de turbine réalisée par fonderie
avec un front de solidification controlé. Les grains ont un axe principal aligné avec celui de 'aube

[4]

Ainst les aubes de turbine des réacteurs d’avion, avant d’étre monocristallines
ont été a structure colonnaires. Chaque aube ne contient que quelques grains, et ces

grains sont orientés morphologiquement.et cristallographiquement selon I'axe de
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l'aube (Figure 1.8b). On peut également réaliser des monocristaux, comme les
blocs de silicium avec lesquels sont réalisés des composants pour Pélectronique.
1.4.b- Structures de forge

On peut voir se développer aussi des macrostructures dans des matériaux
forgés. Si le matériau présente au départ une certaine hétérogénéité (structure en
bande pour un acier ferrito-perlitique par exemple), cette hétérogénéité subsiste
apres la mise en forme mais conserve la mémoire de la déformation qui a été subie

lors de la forge par le matériau.

(©) (d)

Figure 1.9: Exemples de macrostructures de forge. (a) microstructure d’un acier ferrito-
perlitique [5], (b) macrostructure de ce méme acier. Les zones riches en ferrite et riches en perlite
se répartissent en bandes qui se déforment et se courbent lors de la forge du composant. (c)
microstructure d’un alliage de Titane TAGV. (d) macrostructure du méme alliage a I'issue de la
mise en forme [6].

I.5- Relations structure propriétés

I.5.1- Déformation et systemes de glissement
La déformation plastique dun monocristal est définie comme ¢étant le

glissement des dislocations sur des plans cristallographiques. Le glissement se

11



Chapitre 1 Structure des matériaux métalliques a différentes échelles

produit preférentiellement selon les plans denses et les directions denses. D’apres
la loi de Schmid, un systeme est activé et participe a la déformation plastique du
monocristal quand sa contrainte de cisaillement atteint une valeur critique. Cette
valeur critique correspond a la contrainte nécessaire pour enclencher les premiers
glissements cristallographiques. Au dela de cette valeur, le matériau entre dans le

domaine plastique et se déforme de fagon permanente.

Figure 1.10 : Déformation plastique par glissement le long des plans cristallins préférentiels [7]

On appelle systeme de glissement, la combinaison d’un plan de glissement et d’une
direction de glissement située dans ce plan. Le nombre de systemes de glissement
possibles pour une structure cristalline donnée fournit une premiere indication sur

la ductilité de cette structure.

I.5.1.a-Structure cubique a faces centrées : Dans ce cas, Il y a douze systemes de

glissement possibles. Les plans denses sont de type (111) et les directions denses de

type [110].

I.5.1.b-Structure cubique centrée : pour cette structure les plans denses sont de

type (110) et les directions denses de type [111].
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Ceci conduit a tirer quelques regles pour la représentation du comportement
d’un cristal métallique.
Le comportement élastique doit posséder les symétries de la structure du cristal.
La déformation plastique correspond au glissement relatif de plans cristallins et se
fait donc sans changement de volume.
Le glissement se fait selon des plans et des directions discretes de 'espace, qui sont

les plans et directions denses de la structure cristalline.

I.5.2. Critére de plasticité du monocristal :
Compte tenu de ce qui a été rappelé plus haut, on peut proposer un critere
de plasticité pour le monocristal.
* Supposons que 'on connaisse Pexpression du tenseur des contraintes
dans le repere du cristal : o
* Supposons que 'on se donne les directions normales aux plans de
glissement 7;
* Supposons également que pour chaque plan de glissement i on se

. : . ., —
donne les directions de glissement associées g;;

* Alors la composante de cisaillement T (ou scission résolue) sur chaque

plan de glissement et selon chacune des directions de glissement se
calcule comme suit :

T=0n gy (1.1)

Parmi ’ensemble des systemes de glissement, la plasticité se produira sur le systeme

qui subit le cisaillement maximum, soit :

Tmax = Max;finax ;[o7; g |] (1.2)
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On pourra écrire que le glissement se produit lorsque la contrainte de cisaillement
sur le systeme de glissement le plus favorablement orienté atteint une valeur

critique : soit

Tmax < T. le comportement est élastique

Tmax = Tc glissement plastique

I.5.2.1. Critére de plasticité de Von Mises

Le critere de plasticité de Von Mises permet de déterminer le seutl d’écoulement
plastique d’'un matériau métallique polycristallin  1sotrope. Cest un  critere
énergétique. Le matériau est supposé entrer en plasticité lorsque son énergie

¢lastique de cisaillement atteint une valeur seuil.

Enoncé du critére

Pour un tenseur des contraintes diagonal le critere de Von Mises s’écrit :

01
: ! 2 2 2
g = 02 SO1t 0, :\[;((01_03) + (0, —03)" + (03— 01)%) (1.3)
937/ (e1,e2.05)
Alorts si Ocq < Re le comportement est élastique
Si Ocq = Re écoulement plastique

1.5.2.2. Critere de Tresca

Un second critere, le critere de Tresca, est également couramment employé pour les
métaux 1sotropes. C’est un critere en contramnte. Dans ce cas la, la plasticité est
supposée se produire lorsque la contrainte de cisaillement maximale atteint une

valeur seuil.

Enoncé du critere de Tresca

le critere de Tresca s’écrit :
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01
pour tout 0 = 0, avec 01 < 0, < 03
(0]
37 (e1,e2.€3)
ofrs si - e e compotrtement est élastique
Al 03 —01] <R 1 port t est élastiq
Si |03 — 01| =Re écoulement plastique
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Dans ces dernteres années, I’évolution des outils de la recherche (tant
numériques qu’expérimentaux) dans des domaines ausst vari¢s que la mécanique, la
physique, la chimie et la biologie a permis aux chercheurs d’envisager ’étude du
comportement d’un matériau au plus pres de son environnement réel d’utilisation.

Dans le cas particulier de la science des matériaux, de nouveaux outils
numériques ont ainsi été développés pour répondre aux besoins croissants de la
recherche et de l'industrie. Ces outils numériques initialement développés comme
une aide a la compréhension des phénomenes sont progressivement devenus des
outils prédictifs. Actuellement, les modélisations et simulations numériques
permettent d'effectuer des expériences a moindre couat ou méme des
expérimentations impossibles a réaliser.

I1.1. Qu'est-ce que la simulation numérique ? [8]

La simulation numérique désigne l'exécution d'un programme informatique sur
un ordinateur ou réseau en vue de simuler un phénomeéne physique réel et
complexe (par exemple : chute d’'un corps sur un support mou, résistance d’une
plateforme pétroliere a la houle, fatigue d’un matériau sous sollicitation vibratoire,
usure d’'un roulement a billes...).

Les simulations numériques scientifiques reposent sur la mise en ceuvre de
modcles théoriques utilisant souvent la technique des éléments finis. Elles servent
donc a ¢tudier le fonctionnement et les propriétés d’un systeme modélisé amnsi qu’'a
en prédire son évolution. On parle également de calcul numérique. Les interfaces
graphiques permettent la visualisation des résultats des calculs par des images de
synthese.

Aujourd’huy, la stmulation numérique est utilisée dans de nombreux domaines de
recherche et développement : mécanique, mécanique des fluides, science des
matériaux, astrophysique, physique nucléaire, aéronautique, climatologie,
météorologie, physique théorique, mécanique quantique, biologie, chimie... ainsi

u’en sciences humaines : démographie, sociologie. ..
>
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I1.2. Différence entre la simulation numérique et la modélisation

Souvent, on confond régulicrement les termes de modélisation et de
simulation, or, ces termes recouvrent des réalités bien différentes méme si elles
sont liées d'une certaine manicre. Toutes deux ont pour objet de fournir une
représentation mathématique de phénomenes physiques ou de lois de
comportement.

La modélisation consiste a mettre sous une forme analytique simple un
phénomene physique en utilisant des lois physiques. La représentation
mathématique étant issue d'une théorie physique rigoureuse, on parle de modele car
il possede, dans ce cas, un sens physique réel.

Lorsque la représentation mathématique est issue de l'observation ou de
'expérience, la formulation mathématique est le plus souvent empirique et n'a pas
toujours une signification physique rigoureuse.

C’est le cas par exemple des lois de comportement utilisées en mécanique. Le
plus souvent, ces lois ne font que représenter le plus fidélement possible les
variations observées. On parle alors plutét de simulation.

La simulation peut s’exercer du réel vers la modele ou 'inverse. Dans le premier
cas, on parle de mode¢les descriptifs et dans le second cas de modeles prédictifs
I1.3. Avantages de la simulation :

La simulation numérique présente les avantages suivants par rapport a

Pexpérimentation réelle :

- Elle est beaucoup moins colteuse qu'une expérimentation réelle, cependant
il faut noter que certaines simulations ont un cott tres élevé (méme s'il reste
faible devant celui de I'expérimentation). Ceci explique que les utilisateurs de
la simulation, en particulier lorsqu'elle utilise des moyens de calcul
exceptionnels, sont les industries a forte valeur ajoutée (aéronautique et
espace, nucléaire) ou a risque élevé (militaire).

- Elle est souvent plus rapide a mettre en ceuvre
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- Elle permet d’évaluer influence des différents parametres expérimentaux,
seuls ou couplés, avec un mintmum d’essais
- Elle permet d’effectuer des expériences irréalisables techniquement
IL.4. Limites de la simulation numérique

Les limites de la simulation numérique sont de trois ordres.

Tout d’abotd, certains phénomenes sont encore mal compris. Ils sont donc
difficilement traduisibles en équations, qui sont le seul moyen de communiquer
avec l'ordinateur.

En outre, certains modeles requicrent des puissances de calcul
indisponibles actuellement. Dans certains domaines, il est possible de simuler étape
par étape alors que la totalité reste d’une inatteignable complexité. On a alors
recours a des « codes systemes » qut s’alimentent des codes stmulant chaque
composant a partir de modeles obtenus a 'aide d’équations.

En plus, l'ordinateur permet aujourd'hui de simuler des phénomenes tres
complexes tel qu'un avion complet mais la puissance reste encore insuffisante pour
représenter l'ensemble des phénomenes météorologiques : la simulation de
I'évolution du temps reste encore tres difficile au dela de quelques heures.

Enfin, 1 existe une limite d’ordre théorique. Comme le nombre d’opérations
nécessaires a la résolution d’un modele croit exponentiellement en fonction du
degré de précision que 'on  demande, certains  modeles mathématiques ne
peuvent pas étre résolus par un ordinateur en un temps raisonnable.
1L.5. Echelles de la simulation numérique

La maitrise, la prédiction et Poptimisation des processus de conception des
matériaux passent par la compréhension des phénomenes et des mécanismes
intervenant a différentes échelles, en espace comme en temps. La figure 2.1
présente I'étendu des phénomenes observables dans la nature dans les échelles de
temps et d’espace.

La simulation numérique ne peut traiter une telle variété de phénomenes a

I'atde d’une seule technique. Pour chaque type de phénomene et en fonction des
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échelles de temps et despace mis en jeu, on dispose de modeles ou de
simulations spécifiques et donc de codes spécifiques.
IL.6. les trois échelles de la simulation numérique: [8]
— I’échelle nanoscopique ou atomique ;
— I’échelle mésoscopique ;
— I’échelle macroscopique.

Dons pour l'analyse et la compréhension des propriétés macroscopiques
observées, il est impératif de déterminer les échelles ou agit chaque mécanisme.

IL. 6.1. Echelle nanoscopique ou atomique

Elle concerne les phénomenes se déroulant a I’échelle de 'atome ; ’élément
de base est 'atome et la dimension caractéristique est le parametre de maille du
réseau cristallin. On peut considérer la structure électronique des atomes, c’est le
cas des méthodes ab iInitio ou l'on tente de résoudre I’équation de Schrédinger,
ou considérer 'atome comme une entité unique, c’est le cas de la dynamique

moléculaire ¢t de certaines méthodes de Monte-Carlo [8]. Les capacités

actuelles de calculs ne permettent pas de traiter, de maticre virtuelle, un
nombre considérable d’atomes et donc des volumes importants, les
dimensions maximales restant actuellement de 'ordre de 0,1 um de coté et le
nombre d’atomes traités reste largement inférieur au nombre d’Avogadro..
IL. 6.2. Echelle mésoscopique

Lorsque les échelles de temps et d’espace dépassent la centaine de picosecondes et
la centamne de nanometres, la simulation a Péchelle atomique s’avere
impossible. Lorsque, de plus, D’échelle spatiale ne dépasse pas la centaine de
microns, on parle d’échelle mésoscopique. Elle est équivalente a Péchelle de la
microstructure. A ce niveau, on traitera les joints de grains, les dislocations, les
précipités. .. etc.

On peut citer particulicrement deux méthodes utilisées en simulation, les

méthodes de champ de phase, pour I'é¢tude des évolutions de phases
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thermodynamiques et, d’autre part, la dynamique des dislocations discrétes
(DDD), destinée a la simulation de la déformation plastique.
11.6.3. Echelle macroscopique

I existe des simulations numériques qui permettent de prévoir les
phénomenes qui se manifestent a Déchelle macroscopique, c’est-a-dire a
Iéchelle du produit (du cm au m, de la seconde au siecle). Aimnsi, nt la
microstructure ni les phénomeénes ne sont explicitement représentés ; seule est
prise en compte leur influence sur les quantités macroscopiques au niveau d’un
¢lément de volume. Par exemple, dans le cas de la mécanique des milieux
continus, ces quantités sont des contraintes et des déformations, et on utilise
pour cela des modeles d’¢lasticité, de plasticité, de viscosité, d’endommagement,
etc.

La méthode la plus simple est la méthode aux différences finis MDF pour

les calculs plus complexes, on lui préfere la méthode des éléments finis MEF.
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Figure 2.1 : Ftendues des échelles de temps et d’espace. [9]

21



Chapitre IT Ia simulation numérique en science des matériaux
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Figure 2.2 : Deux représentations de 'étendu des phénomenes observables dans la nature dans

les échelles de temps et d’espace. [8]

IL.7. Présentation de trois méthodes de simulation

Dans ce qui suit nous allons présenter bricvement une méthode pour chaque
échelle.

I1.7.1. Dynamique moléculaire (DM):[9]

Le comportement d'un systeme de particules composé de noyaux, d'atomes,
d'électrons et de photons est en principe décrit par les lois de la mécanique
quantique relativiste. Toute autre description a un niveau supérieur, comme les
atomes et molécules au lieu des noyaux et électrons ou la dynamique classique au
lieu de la dynamique quantique, représente une approximation.

utilisation de la dynamique moléculaire (DM) date des années 1950, et P'intéret
pour cette technique ne cesse de croitre dans la communauté des matériaux.

I1.7.1.1.1. Définition

La dynamique moléculaire consiste a étudier la trajectoire d'un ensemble
d’atomes en appliquant les lots de la mécanique classique newtonienne c.a.d a

simuler les mouvements atomiques au cours du temps.
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I1.7.1.2. Principe de base

Un calcul de dynamique moléculaire consiste tout d’abord a créer un milieu
numérique constitué par un ensemble d’atomes disposés selon une certamne
structure représentative du milieu réel que 'on cherche a simuler (par exemple, une
structure périodique représentative de la maille cristallographique du matériau). On
y mtroduit un (ou des) potentiel(s) d’interaction et des conditions initiales
représentatives (une certaine température par exemple). La connaissance des
positions de tous les atomes a un instant donné t permet de calculer a partir des
potentiels les forces qui s’exercent sur chacun des autres atomes et donc leurs
accélérations respectives.

A partir des positions (et des vitesses) a I'instant t, on calcule a 'aidde d’un
algorithme d’intégration temporel les positions et les vitesses a un instant t + dt. A
chaque instant, on peut calculer Iénergie potentielle du systeme a partir du
potentiel d’interaction. Chaque atome de la molécule est considéré comme une
masse ponctuelle dont le mouvement est déterminé par l'ensemble des forces
exercées sur lui par les autres atomes en fonction du temps (échelle de temps
atomique : 1 femtosec = 10™)

Les forces exercées sont considérées comme constantes.
La molécule est donc percue comme une entité dynamique dont les atomes
modifient leurs positions spatiales au cours du temps.

I1.7.1.3. Algorithme

Au temps t, chaque atome 1, de coordonnées xi, yi, zi et de masse mi subira une

accélération ai telle que

—

fi: m; 4, (21)
m; : Masse de l'atome i

a; : Accélération de l'atome i

l

f; : Force agissant sur l'atome i
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La dynamique moléculaire permet de calculer la force exercée sur chaque
atome et fournit différentes informations sur la trajectoire (vitesse et position des
atomes pendant un intervalle de temps spécifique, de l'ordre de 1 a 100 ps).

La force F(i) qui s'exerce sur un atome i de coordonnées r(i) au temps t est

déterminée par dérivation de la fonction énergie potentielle.

7 _ _dEi..m)
fi = dri(t) (2:2)

E : fonction de I'énergie potentielle totale d'interaction
t;: coordonnées cartésiennes de l'atome i

d27(t)
Lode2

1)
|

2.3)

On peut alors intégrer les équations de mouvement et obtenir une
trajectoire de chaque atome en fonction du temps. Pour cela, on utilise l'algorithme
de Verlet.

Il consiste a calculer:

e Les accélérations atomiques a partir des forces s'exercant sur chaque atome

et des masses atomiques.
e Les vitesses de chaque atome a partir des accélérations atomiques.

e Les positions des atomes a partir des vitesses atomiques:

La figure 2.3 représente un exemple d’utilisation de la dynamique moléculaire
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Figure 2.3 : Visualisation des atomes ce déplacant dans une cascade de déplacement dans un
alliage Fe-0,2 %Cu pour deux distributions initiales de vitesses différentes [9]

I1.7.2. Dynamique des dislocations discretes (DDD)

Les dislocations sont des défauts linéaires, présents dans les matériaux cristallins, et
sont la cause physique des déformations plastiques. Lorsqu'un matériau est sollicité
mécaniquement, les dislocations présentes dans ce matériau se mettent en
mouvement, ce qui induit directement la déformation plastique.
La dynamique des dislocations ou dynamique des dislocations discréte, souvent
abrégée en DD ou DDD, consiste a suivte l'évolution d'un ensemble de
dislocations au cours du temps. Cette simulation permet de modéliser la
déformation plastique des matériaux cristallins, 2 une échelle micrométrique.

Les premieres simulations (a 2Dimensions) de dislocations datent des années
60 (L. M. Brown [10], A.].Foreman [11-12], D.J.Bacon [13] ; a partir des années 90,
grace aux produit informatique, de nouveaux modeles, en particulier en 3D, font
leur apparition (G.Canova [14-15-16-17]).
Bien quil existe plusteurs familles de codes numériques traitant la dynamique des
dislocations, tous reposent sur le méme principe: la discrétisation des lignes, la

cinétique des segments et les conditions aux limites.
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La DD permet donc de tester les réponses dune microstructure de
dislocations d’un matériau soumis a une sollicitation mécanique donnée. Pour ce
faire, dans un code de DD il faut introduire les éléments suivants [18] :

- Une modélisation des dislocations, qui implique généralement une triple

discrétisation :

e des lignes de dislocation découpées en un ensemble de « segments de
dislocation », traités comme des inclusions élastiques plongées dans un

milieu continu élastique.
e du temps en pas dont la durée est généralement comprise entre 10" et
10°%s.
e des positions atteignables par ces dislocations, qui doivent correspondre a
celles d’'un réseau homothétique de la maille cristalline du matériau stmulé.
- La théorie des dislocations, qui fournit les éléments nécessaires pour décrire le

comportement individuel des segments de dislocation avec entre autres :

o les lots de mobilité, déterminant la vitesse d’une dislocation en fonction

de la contrainte effective qu’il subit.

¢ les interactions entre dislocations par le biais de leurs champs de

contrainte, énergies de ligne, etc.

e la gestion du glissement dévi¢, ou la possibilit¢ d’une dislocation de
changer de plan de glissement.

Une fois le modele de DD en place, la simulation doit tenir compte des
considérations microstructurales (taille et forme de la boite de simulation) et
environnementales (conditions aux limites) de chaque cas étudié. Ainsi, dans
certains cas on poutra s’intéresser au comportement a cceur du matériau, et 'on
introduira des conditions aux limites périodiques ; dans d’autres, on s’intéressera
plutot au comportement d’un ¢lément microstructural tel qu'un grain ou une latte,
avec des conditions aux limites adaptées.

La mise en place d’'une simulation nécessite ausst des mformations sur la

nature et la distribution des éléments de la microstructure autres que les
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dislocations ayant un impact sur la plasticité, tels que des précipités ou des défauts
d’irradiation. Ces informations, seront ssues soit des observations expérimentales,
soit des simulations aux échelles inférieures.

Elles seront introduites par des regles locales d’interaction entre ces ¢léments
et les segments de dislocations.
La figure 2.4 représente un exemple de simulation de la plasticité dans un

monoctistal de cuivre [9]

200035 ~+1.110"

=

2
E
03,0003 f-:,i
g1 @
&
et g1a" Er
1, &
=% : o
& ooz cat t_:
=
51" E
Q.05 =1
sl Sl __I e R
| 1 F s

piooot bl [P PO boooadyigm

a [i%i o] 0003 A0k 004 0Oods D008
i
(a) — Visualisation de la (b)— Variation de la contrainte et de |a
microstructure de dislocations densité de dislocation en fonction de la
dans un monocristal de Cu de 15 déformation.

um de cite.

Figure 2.4 : Simulation de la plasticité dans un monocristal de cuivre [9]
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Figure 2.5 : Diagramme de principe d’'une simulation en dynamique des dislocations [18]

I1.7.3. Méthode des éléments finis -MEF-

La figure 2.6 illustre application de la méthode des éléments finis au calcul du
comportement mécanique d’une structure.

Dans ce cas, on cherche a résoudre pour ensemble de la structure ’équation
générale

{F}= [k] {e} (24)

Ou {F} représente le tenseur des forces appliquées, {e} le tenseur des
déplacements et [k| la matrice de raideur de la structure, qu’il faudra déterminer.
Pour cela on considere que la matrice de la raideur de la structure est donnée par la

somme des matrices de raideur de chaque maille.

k] = XL, (Ki] 2.5)
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En tenant compte de la continuité entre les mailles, on calcule le
déplacement e, de chaque nceud (le déplacement d’un point quelconque de la maille
étant calculé par une combinatson linéaire du déplacement des nceuds de la maille).

Du déplacement, on en déduit la déformation, puss la contrainte d’ou la
matrice de raideur associée, en tenant compte des conditions aux limites initiales :

- Aux nceuds bloqués, le déplacement est nul : {e, } =0

- Aux nceuds ou les forces extérieures sont appliquées, la contrainte est

connue.

On obtient un systeme d’équation qui conduit a la matrice de raideur du
systeme. Cette matrice est de tres grande taille : 2N X2N si N est le nombre de
nceuds.

Cette méthode est une approximation de la réalité. Les déformations
calculées sont exactes aux nceuds mais approchées entre les nceuds en raison des
interpolations linéaires ; les contraintes calculées sont moyennées et constantes a
I'itérieure de la maille. La précision finale du calcul dépend donc de 1a finesse du

maillage :plus celui-ci sera fin et plus le calcul sera précis .

Figure 2.6 : Visualisation par éléments finis de la distribution des contraintes
dans une bielle

On peut citer parmi les principaux codes de calculs de structure par éléments
finis : code_Aster ’EDF, CASTEM2000 du CEA, ZeBuLoN de ’Ecoles de Mines

de Paris et divers codes commerciaux comme Abaqus et ICAB.
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Les différentes ¢étapes de la simulation, ainsi que les concepts

correspondants, sont récapitulés sur la Figure 2.7

Résolution
Post-traltement

b Domaine de validitg
Y Cromaine virtuel’

Figure 2.7 : Schéma récapitulatif des principales étapes et des principaux concepts
de la simulation par éléments finis. [19]
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II1.1. Introduction :

Le comportement mécanique d'un matériau hétérogene exige l'analyse de sa
microstructure et la résolution d'un probleme microscopique. La méthode
d'homogénéisation permet d'estimer les propriétés macroscopiques d'un matériau
hétérogene a partir des propriétés des différentes phases qui le constituent et de
certains parametres caractérisant leur répartition spatiale. L'objectif est de remplacer
le matériau hétérogene réel par un matériau homogene équivalent de méme
structure a ’échelle macroscopique. La procédure d’homogénéisation repose sur le
choix d’un volume élémentaire qui doit étre représentatif des hétérogénéités du
matériau appelé volume élémentaire représentatif (V.E.R). Ce volume doit étre :

Suffisamment grand pour que les résultats restent inchangés pour un volume
plus grand. II doit contenir toutes les hétérogénéités dans la microstructure.

Suffisamment petit pour que Pon potsse considérer que la sollicitation qu’il

subit reste macroscopiquement homogene.

Les méthodes de traitements des matériaux hétérogenes [20], [21], distinguent
trois étapes principales :

e [’¢tape dela représentation

e [’¢tape delalocalisation

e [’¢tape d’homogénéisation :

Ces trois étapes seront détaillé plus tard

II1.2.Volume élémentaire représentatif (V.E.R)

Le Volume Elémentaire Représentatif (VER) joue un role important dans la
mécanique et la physique des milieux hétérogenes aléatoires dans le but de

déterminer leurs propriétés effectives.

Toute structure hétérogene est représentée par trois longueurs caractéristiques : L
lié a I’échelle de la structure macroscopique, d associé a la taille des hétérogénéités

(taille des inclusions) et I se situant entre I’échelle microscopique et Péchelle
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macroscopique. Le choix de d est crucial car il dépend directement des

phénomenes physiques étudiés.

On peut ainsi définir un Volume Elémentaire Représentatif ou V.E.R du matériau
hétérogene. Celui-ci doit étre caractéristique de la microstructure du matériau. Il est
ensuite remplacé par un Milieux [Homogene Equivalent (MIHE) qui n’est autre
qu’un milieu ayant les mémes proprié¢tés effectives que le V.E.R. Il peut donc en

tout état de cause représenter le matériau.

Milieu hétérogene

V.ER

MHE

A
v

A
v

Figure. 3.1 - Echelles du matériau.

Le choix du V.ER est tres important. Ainsi si le matériau a une répartition
périodique des hétérogénéités, la cellule de base du V.E.R possédera un
arrangement elle aussi périodique. Dans le cas des milieux hétérogenes, bien que

deux V.E.R voisins soit tres différents leur comportement macroscopique lui sera le

méme [22].

IT1.3. Méthode d’homogénéisation

Les matériaux composites sont formés d'au moins deux matériaux. Ils peuvent étre
plus ou moins complexes. Ils sont constitués de différentes phases (matériaux) qui

possedent leurs propres caractéristiques.
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Modéliser par éléments finis une grande structure faite d'inclusions peut s'avérer
tres difficile et couteuse en temps de calcul. Tout d'abord, il faut savoir mailler avec
précision la structure et ensuite savoir gérer les conditions aux limites qui sont
appliquées. C'est pourquoi, il est intéressant d'homogénéiser. 1l s'agit de trouver un
matériau équivalent qui présente, de facon macroscopique, le comportement

mécanique du composite.

oV

-

Volume elementaire
représentatif (\V.E.R)

g

Milieu homogéne équivalent

Figure 3.2 — Une structure constituée d’'un matériau hétérogene

I11.3.1. Etapes d’homogénéisation

Le comportement mécanique d'un matériau hétérogene exige l'analyse de sa
microstructure et la résolution d'un probleme microscopique. La méthode
d'homogénéisation permet d'estimer les propriétés macroscopiques d'un matériau
hétérogene a partir des propriétés des différentes phases qui le constituent et de
certains parametres caractérisant leur répartition spatiale. L'objectif est de
remplacer le matériau hétérogene assemblage complexe de nombreux éléments
homogenes de petite taille, de caractéristiques mécaniques et géométriques
variables de 'un a 'autre. La procédure d'homogénéisation repose sur le choix d'un
volume élémentaire qui doit étre représentatif des hétérogénéités du matériau

appelé volume élémentaire représentatif (V.E.R). Ce volume doit étre :
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n suffisamment grand pour que les résultats restent inchangés pour un volume

plus grand. II doit contenir toutes les hétérogénéités dans la microstructure.

n suffisamment petit pour que l'on puisse considérer que la sollicitation qu'il

subit reste macroscopiquement homogene.

Les méthodes de traitement des matériaux hétérogenes distinguent trois étapes

principales [23]

e L’étape de Ia représentation : définition des phases, description de leurs
répartitions spéciales et de leur comportement mécanique.

e L’étape de Ia localisation : cette étape est aussi la plus « importante », au
sens ou c’est souvent celle qui pose le plus de probleme. EFlle consiste a
relier Pévolution de D’état individuel de chacune des phases a I'évolution
macroscopique de I’état mécanique imposé par le chargement.

e L’étape d’homogénéisation : clle consiste a moyenner les champs des
phases sur 'ensemble du V.E.R.

Nous rappelons ci-dessous les détails de chacune de ces étapes d'homogénéisation.
On considére un chargement correspondant a des conditions aux limites
homogenes. La sutface extérieure OV du V.E.R peut étre soumise a un

déplacement u, tel que :
u; = El] X Xj X € gV (31)

qui générerait un champ de déformation E; uniforme dans tout le volume V.
Les conditions aux limites de force imposée, compatibles avec un champ de

contrainte uniforme ; sont définies telles que :
Oij X nj — le X nj X € dV (32)

Si on consideére un matériau hétérogéne comportant N phases différentes. L'indice
« m » signifie la phase de la matrice, I'indice « ph » signifie la phase de I'inclusion et

V;estla fraction volumique associée aux renforts (inclusion).
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II1.3.1.1. Représentation

Dans 1'étape de représentation, le nombre des phases contenues dans le V.ER est
tres important. On doit déterminer la nature des parametres permettant la
description des phases correspondantes, ensuite, caractériser le comportement
mécanique de chaque phase et enfin décrire la géométrie et la proportion de chaque
phase. Pour une détermination exacte du comportement effectif du matériau
composite, il est nécessaire de connaitre de manicre précise la répartition spatiale
des phases. La fraction volumique de renforts est le parametre commun a tous les

modeles. Le comportement microscopique élastique de chaque phase « ph» est

donné par :
ph _ ~ph ph
ph _ <ph ph
ph _ <ph -1
Cii = Sij 3.5)
Ou:

- Oijph et Eijph représentent les contraintes et déformations locales de la phase «ph».
- Cijklph et Siiklph est respectivement le tenseur de rigidité et le tenseur de souplesse

de la phase « ph ».

ITI1.3.1.2. Localisation

Le but ¢tant d’assimiler globalement le V.E.R a la particule macroscopique dont il
exprime la microstructure, on peut considérer que les sollicitations aux quelles il est
soumis découlent des valeurs prises, au sein de la picce étudiée, par les grandeurs
macroscopiques (contraintes, des formations).C'est-a-dire, on recherche des
relations entre déformations moyennes locales de chaque phase (eiiph et
déformations macroscopiques L; imposées, ou contraintes moyennes locales de
chaque phase (oiiph) et o, contraintes macroscopiques imposées.

]

Les grandeurs moyennes sont définies par :
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1 h
(P") =2x [ " av (3.6)

1 h
(") =2x f ol dv (3.7)

Les relations de localisation des déformations et de concentration des contraintes a

partir des quantités moyennes sont :
ph) _ Aph
(eij ) = Ajja X L (3.8)

ph) _ pph T
(oij ) = Bjjiq X 0jj (3.9)

Ou: Aiiklph et Bijklph désignent respectivement les tenseurs de localisation des

déformations et de concentration des contraintes. [23]

3.1.3. Homogénéisation
L analyse qui précede débouche donc sur deux séries de relations tres différentes
entre grandeurs locales et globales :

V" Les relations directes de moyennes, de validité trés générale.
v" Les relations de localisation, découlant, elles, d’une modélisation spécifique.

La derniere étape celle de Phomogénéisation, vice a 'expression du comportement
du milieu homogene équivalent .Elle consiste a déterminer le comportement
¢quivalent du matériau hétérogene.

Les propriétés effectives de ce matériau relient le champ de contrainte moyenne

(0;) au champ de déformation moyenne (g;), calculés dans un V.E.R.

(o) = Zhh1 Ve (o) (3.10)

(i) = Zpn=1 Vi (eﬁh) (3.11)
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A partir des conditions aux limites imposées (équations (3.1) et (3.2)), il est
possible de démontrer que les contraintes et les déformations locales doivent

vérifier les relations :
Glj - (Gij) (312)

Lj = (¢5) (3.13)

Grace aux équations (3.8), (3.9), (3.10), (3.11), (3.12) et (3.13) on peut déduire les

L 4 h h
propriétés des tenseurs Ali)]-kl et Bﬁkl :

N h
ph=1 VAL = T (3.14)
Yiph=1ViB 11k1 = liju (3.14)

lijia : est le tenseur unité d'ordre 4.
La relation constitutive pour le matériau hétérogene est donnée par :

(03) = Cijia % (e5) (3.15)
En utilisant les équations (3.8),(3.9), (3.10),(3.11), (3.12),(3.13), (3.14) et (3.15) on
obtient le tenseur de rigidité équivalent C;y, qui s'exprime en fonction des tenseurs

de rigidité Ciiklph de chaque phase « ph » et des tenseurs de localisation Aiiklph de la

déformation dans chaque phase « ph»:
N by
thzl V¢ (Gijp - Cijkl X (eij)

N ph phy —
thzl Vi Cijkl (511 - Cijkl X Lij
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N ph ph % —
th:l Vf Cl)kl Aijkl Ll] - Cl)kl X Ll]

— N ph ph
Cijkl_th:1 XVfXCijkl ><1Aijkl

_ N ph ph
Cijkl = th=1 Ve X Cijkl X Aijkl (3.16)

Le tenseur de rigidité équivalent d'un matériau hétérogene dépend donc du tenseur
de localisation. Ce tenseur de localisation dépend de chaque modele
d'homogénéisation.

I11.3.2. Méthodes usuelles d’homogénéisation

Pour estimer des propriétés mécaniques effectives d’un matériau hétérogene, il
existe beaucoup de méthodes d’homogénéisation dans la bibliographie. Dans la
littérature on distingue les méthodes suivantes: la solution diluée, la méthode
Aute-cohérente, le modele de Mori-Tanaka, les bornes de Voigt et Reuss ainsi que

les bornes optimales de Hashin-Shtrikman-Walpole.
IT1.3.2.1. Solution diluée :

Dans cette solution, chaque inclusion est considérée comme noyée dans un milieu
infini ayant les propriétés de la matrice. La solution diluée est donc valable sl n’y a
aucune interaction entre les inclusions, c’est-a-dire si elles sont suffisamment

¢loignés les unes des autres. Par conséquent, elle sapplique seulement aux

matériaux hétérogénes contenant une faible fraction volumique d’inclusion f,.

Dans le cas d’un compostte a 2 phases (matrice en phase 1 et inclusion en phase 2),
en supposant que les inclusions sont sphériques de comportement élastique linéaire
isotrope, les coefficients de compressibilité K et de cisaillement p équivalents sont

donnés par les relations suivantes [24] :

(K2-K1)(3Kq+4pq)
(BK2+4u4q)

Kdl =K1 +f2 (317)
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Chapitre I11 :
dl 15(1—v1)(1—t—i)f2
wy 7—5v,1+2(4—5v, t—i

(3.18)

I11.3.2.2. Approche auto-cohérente

Dans cette méthode, pour tenir compte de I'interaction entre les constituants du

milieu hétérogene, on suppose que le milieu entourant chaque inclusion est un

milieu infini possédant les caractéristiques du matériau homogénéisé recherché.

Pour un composite biphasé,

avec des inclusions sphériques, une solution

analytique permet d’exprimer les caractéristiques élastiques recherchées [25] :
ytique p p q q

KAC:K1+f2

C_—
luA _‘ul +f2 (1”2 - ﬂl)/tAC(7—5VAC)+2(4-—5VAC)/IZ

Ou K*“et u“ représentent respectivement les modules de

cisaillement équivalents.

(K2 —K1) (3KAC +4p45)
(3K +4p46)

15(1-v16)
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Figure. 3.2 — Modgcle auto-cohérent.
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I11.3.2.3. Modéle de Mori-Tanaka :

En 1973, Mori et al. ont proposé une méthode de calcul de la contrainte moyenne
et de I'énergie ¢lastique stockée dans la matrice d’un matériau contenant une
fraction volumique d’inclusions. Benveniste a ensuite publi¢ une mterprétation
claire de ce modele. Dans ce modele, le renfort est noyé dans un milieu infini ayant
les propriétés de la matrice. Le V.E.R .est soumts a I'mfint a la déformation

moyenne de la matrice in-situ dans le composite.

Pour un composite élastique linéaire a deux phases avec des inclusions sphériques,

KMT

le module de compressibilité équivalent et le module de cisaillement

équivalent pMT sont définis par les relations suivantes:

Ky (K2-K4)

MT _
K™ =K1+ 712 [A-f2)(K2—-Kq)a1+K4] (3-21)
T _ #q (g =) 322
=t e T G (3-22)
OU les paramétres aqet 1 valent :
3K,
a, = —3K1+4”1 (3.23)
_ 6(Kq+2)
P1= 5(3K4 +4u,) (3.24)
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II1.3.2.4. Bornes de Voigt et Reuss :

La borne de Voigt résulte d’une approche en déformation, qui suppose que la
déformation est constante dans toutes les phases et égale a la déformation

macroscopique imposée Ej;

Soit dans chaque phases « ph » : §; ph:Eij Le tenseur de localisation de la

déformation est réduit partout au tenseur unit€ Ay, = Ly

La borne de Reuss est 'approche duale, approche en contrainte qui considere
que la contrainte est constante dans toutes les phases et égale a la contrainte
macroscopique imposée ;. Soit dans chaque phase « ph » : gy =2j; et le tenseur

de localisation de contrainte est réduit partout au tenseur unité Bijklph =Iijkl

Voigt et Reuss donnent deux bornes supéricure et inférieure du comportement

équivalent.

(MPa) A (MPa)
b

Borne de e
S —
Vougt o

2r
g

Py
e

”
P

P Borne de

-

L Reuss

Coefticient de compressibilité (k) ou cisaillement ()
Coetficient de compressibilité (k) ou cisaillement (u)

Fraction voln mique du renfort

Figure. 3.3 —Illustration des bornes de Voigt et Reuss [23]
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III. 3.2.5. Bornes optimales de Hashin-Shtrikman-Walpole
Le schéma de Hashin-Shtrikman-Walpole (H.S.W) est le méme que pour la

méthode Auto-Cohérente mais le matériau homogene équivalent entourant les
différents constituants est remplacé par un matériau de comparaison. Si le
matériau de comparaison est plus "raide", on trouve la borne supérieure de la
rigidité du composite, par contre, si le matériau comparaison est plus "souple”, on
aboutit a la borne inférieure de la rigidité du composite. Ces bornes conduisent a

des prédictions plus resserrées que celles fournies par les bornes de Voigt et Reuss

[23] .

Les solutions pour un composite de deux phases avec une inclusion sphérique

sont :

K1(K2-K1)

HSW _
Konin' = K1+ /2 Ki+ai(1-f2)(K2-Kq) (3-25)
KA = Ky + (1~ f2) gl o (3.26)

Kytayf,(K1—K3)

Le module de compressibilité équivalente du composite vérifie :

. 3k,
KioV < K composite < KH5Y avee % =3, +du,
min Hy 2 ty+B1(A=f2) (=) .
(H1—p2)
WS =y + (1 — fp) —22—F (5.28)

wz+P2f2(n1—uz)

Et le module de cisaillement équivalent du composite se situe entre ces deux

bornes :
) 6 (ky+24,)
HSW < HSW _ T r
" < 1 composite < avec = —
Homin K p Momax Br 53k, +4u,)

43



Chapitre 111 : Techniques d’homogénéisation

St on suppose que la matrice est la phase la plus souple, d’apres I'interprétation de
Benveniste [26] sur le mod¢le de mori-tanaka, on peut montrer que le modele de

mori-tanaka, correspond a la borne inférieure de H.W.S.

(MPa) L (MPa)
A

i
/

Borne de

Voigt

Borne
HSW max

Borne
HSW mun

Valeur Auto
Cohérent

/

Borne de
Reuss

Fraction volumique du renfort

Coefficient de compressibilité (k) ou cisaillement ()
Coefticient de compressibilit¢ (k) ou cisaillement (u

Y

Figure. 3.4 —Illustration des bornes Hashin et Shtrikman[23]
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IV .1. Description de Poutil numérique ZEBULON
Développé conjointement par 'ONERA, Northwest Numerics (Seattle, USA), et le

Centre des Matériaux de Paris, et adapté aux probléemes de mécanique non linéaire,
programmé en C++, ZéBuloN présente une structure modulaire orientée objet,

qui comprend principalement [27] :

o Z-master : interface graphique de pré et post-traitement. Z-master est
aujourd'hui distribué sous deux versions: Z-master2D, qui comprend un
mailleur bidimensionnel ouvrant sur des constructions tridimensionnelles par
extrusion, et Z-master3D, qui integre les mailleurs BLSurf (tridimensionnel
surfacique) et GHS3D (tridimensionnel volumique) développés a 'INRIA;

e Z-solve: solveur numérique;

o Z-psolve: solveur numérique parallcle;

o Z-post: post-traitement séquentiel ou parallele, qui propose un
dépouillement des résultats de fagcon globale ou locale;

o Z-sim: simulateur visant, avant d'entreprendre un calcul de structure
complet, a tester les lois de comportement sur un élément de volume;

o Z-optim: optimiseur adapté a la résolution des problemes inverses, a la
caractérisation des matériaux, et a l'optimisation de structures;

o Z-mat: une librairie matériau particulicrement fournie, qui permet de
concevoir des lois de comportement complexes par le biais d'une interface

modulable orientée objet, reposant sur le langage utilisateur ZebFront.

Des années de recherche ont abouti a I'élaboration d'une bibliotheque
matériau comptant un nombre considérable de lois de comportement sans
équivalent sur le marché, conjuguée a des méthodes d'intégration robustes ainsi

qu'a des procédures performantes d'identification de coefficients.

Dans le souci de mettre a disposition ces produits de la recherche, des

travaux ont récemment été entrepris afin de coupler Z-mat avec les grands codes
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Chapitre IV
de calcul du marché. C'est ainsi qu'ont été¢ développés les modules Z-aba (pour
Abaqus), Z-marc, Z-ansys, Z-samcef, Z-aster.

Pour répondre a toutes les demandes, Zébulon est distribué sous

UNIX/Linux, Windows, Sun, Hewlett Packard, Silicon Graphics et IBM [28].

K (©) Zmaster
File  Edit View Action Option Help

e
k
§
Results
x P

Zmaster entering main application locp.

Abort 0 3

Figure 4-1 —Interface Graphique « Z-master ».
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IV .2. Présentation du probléme

Le but principal de ce travail est la détermination des propriétés effectives, par une
approche d’homogénétsation numérique, d’une structure biphasique ferrito-
petlitique. Pour évaluer I'effet du contraste, deux cas sont é¢tudiés.

Le premier cas : la phase noire (1) est la perlite, noyée dans la phase blanche (2) qui
est la ferrite, figure (4.2).

Le deuxi¢me cas : la phase noire (1) est la ferrite, noyée dans la phase blanche (2)
qui est la perlite.

Les propriétés des deux phases sont représentées dans le tableau (4.1).

Figure 4.2 — Microstructure ferrito-perlitique étudiée.
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’tmage de la figure 4.2 a ¢t¢ traitc¢e numériquement et ensuite subdivisée comme

suit :

Image 1 Image 2 Image 9 Image 10

Image 3 Image 4 Image 11 Image 12

Image 5 Image 6 Image 13 Image 14

Image 7 Image 8 Image 15 Image 16

Image 17 = Assemblage des images (1+2+3+4+5+6+7+8)
Image 18 = Assemblage des images (9+10+11+12+13+14+15+10)
Image 19 = Assemblage des images (1+2+3+4)

Image 20 = Assemblage des images (5+6+7+38)

Image 21 = Assemblage des images (9+10+11+12)

Image 22 = Assemblage des images (13+14+15+16)
Image 23 = Assemblage des images (1+3)

Image 24 = Assemblage des images (2+4)

Image 25 = Assemblage des images (5+7)

Image 26 = Assemblage des images (6+8)

Image 27 = Assemblage des images (9+11)

Image 28 = Assemblage des images (10+12)

Image 29 = Assemblage des images (13+15)

Image 30 = Assemblage des images (14+106)

Image 31 = Image de la figure 4.2
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En tout 31 images sont utilisées pour la détermination des courbes des propriétés
apparentes et par conséquent I’évaluation des propriétés effectives du matériau, a
savoir le module de compressibilité k et le coefficient de cisaillement p. Pour

chaque volume plusieurs réalisations sont considérées.

Cas 1 Cas 2
Phase 1 Phase 2 Phase 1 Phase 2

Module de Young (E)
(GPa)
Coeftficient de poisson

()

Tableau 4.1 — Propriétés des constituants pour les deux cas considérés

1200 207 207 1200

0.3 0.27 0.27 0.3

IV .2.1. Conditions aux limites

I.a connaissance des conditions aux limites est essentielle en homogénéisation. En

effet, c’est grace a celles-ci que tous les résultats reposent.

Nous nous limiterons ici aux deux conditions aux limites utilisées lors de notre
¢tude : les déformations uniformes aux fronticres (Kinematic Uniform Boundary
Condition, KUBC) et le champ de déplacement aux fronticres périodique

(PERIODIC).

IV .2.1.1. Déformations uniformes aux fronti¢res (KUBC)

Le déplacement u; est imposé au point x; le long de la frontiere dS tel que :
ui:EinXj XjeaS (41)

E ; est un tenseur symetrique d’ordre deux ne deépendant pas de x;. Ceci implique :

1
(Gij): ; X fs Eij dS:El} (42)

Le tenseur des contraintes macroscopique est maintenant défini par la moyenne :
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(O'ij)zéx fs Ojj dS 4.3)

IV .2.1.2. Conditions périodiques (PERIODIC)

Le champ de déplacement sur toute la surface S prend la forme suivante :
ui=Ei]- XX]'+ 2 XEaS (44)

Ou la fluctuation v est périodique et prend la méme valeur pour deux points

homologues du contour extérieur de la surface.

IV .2.1.3. Propriétés macroscopiques

Dans ce paragraphe, on défini les valeurs spécifiques que doivent prendre les
conditions aux limites suivant le probleme posé. Ces valeurs nous permettront la
détermination des propriétés isotropes €Elastiques de nos cellules. Dans le cas de
conditions aux limites KUBC et PERIODIC décrites précédemment on prend,

pour le cas d’une microstructure 2D :

(4.5)

S NI
S NI

E}]?Z et E{;:

NI, O
Nl O

On peut donc définir a présent le module de compressibilité apparent ket le

module de cisaillement apparent £ , pour le cas KUBC, par :
app_ 1 1
k#PP= - trace (ci]-)— 5 (011+027) (4.6)

WPP=(01;) (4.7)
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Et pour le cas les conditions aux limites PERIODIC Par :

1 1
kaPP = E trace (O-IJ)ZE (011+022) (48)

WPP=2(01,) (4.9)

Le recueille de tous les résultats obtenus, nous permettra de tracer les graphes des

propriétés apparentes afin de déterminer les propriétés effectives.

IV .2 2. Les bornes de Voigt et Reuss

Les bornes supérieures de Voigt, pour les deux propriétés k et p, sont évaluées pour

les deux cas traités, par les formules:
Keup=KmXVin +ki XV (4.10)
Msup=HMm X Vin 1 XV; (4.11)
Ou:
k,,, : Borne supérieur de Voigt (Coefficient de compressibilité)

W, - Borne supérieur de Voigt (Coefficient de cisaillement)
k. : Coefficient de compressibilité (j=m ferrite ; =i petlite

j p J J=1Pp
u; : Coefficient de cisaillement (j=m ferrite ; j=i perlite)

V,: Fraction volumique de matrice (j=m ferrite ; j=i perlite)

Et celles des bornes inférieures de Reuss sont données par :

1 Vi .V
o q + k. (4.12)

~=m b (4.13)
Hinf Hm Hi

Ou:
k;.¢: borne inferieur de Reuss (coefficient de compressibilité)

inf *

W, - borne inferieur de Reuss (Coefficient de cisaillement)
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Avec les formules permettant le calcul des modules k et u pour chaque phase :

_ Ej
Kj = 2x(1+v))x(1-2v;)

o= j =m,i
b 2x(1+vj) ’

Ou:
E; : Module d” Young de la phase

v, : Coefficient de poisson de la phase j

(4.14)

(4.15)

Dans le tableau suivant, les différentes propriétés mécaniques du matériau pour les

deux cas étudiés sont présentées.

Cas 1 Cas 2

K (GPa) 1(GPa) k(GPa) 1(GPa)

Ferrite 177,165 81,49 1153,84 47244
Perlite 1153,84 472,44 177,165 81,49

Tableau 4.2 - Propriétés des deux phases pour les deux cas de contraste étudies.

Le tableau suivant résume toutes les valeurs des bornes citées ci-dessus pour les

deux cas étudiés :

Cas 1 Cas 2
K (GPa) | w(GPa) K(GPa) w(GPa)
Borne Voigt 489.701 206,594 841,304 347,336
Borne Reuss 242,980 110,841 417,438 186,351

Tableau 4.3 - Bornes de Voigt, Reuss

54



Chapitre IV Modélisation numérique

IV .3. Présentation des résultats

Nous commencons par présenter une illustration de la microstructure déformée,

avant et apres application des différentes conditions aux limites

ﬁ F
e H
HH B
FSiigpniil *i i
T g
TN
HEHE H :
e
H FHEE
He
i i i
i
e H HH T
H i fiitiit
H il A
# i # o PP
T HHE ;
HEisal HHH
H i
1.:!::: H
R
#:1_:!:: HEEEE
o
E #:1_:!::

Figure 4.3 — Microstructure étudiée apres maillage.
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Cas 1

Figure 4.4 — Microstructure déformée pour le calcul de k : KUBC.
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Figure 4.5 — Microstructure déformée pour le calcul de k : PERIODIC.

L 4

Figure 4.6 - Microstructure déformée pour le calcul de u : KUBC.
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Figure 4.7 - Microstructure déformée pour le calcul de u : PERIODIC.

Figure 4.8 — Microstructure déformée pour le calcul de k : KUBC.
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Figure 4.9 — Microstructure déformée pour le calcul de k : PERIODIC.

Figure 4.10 - Microstructure déformée pour le calcul de u : KUBC.
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Figure 4.11 - Microstructure déformée pour le calcul de p : PERIODIC.

Distribution des contraintes de Von Mises
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Figure 4.12 — Distribution des contraintes de Von Mises pour le calcul de k KUBC, cas 1
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&
E

Figure 4.13 — Distribution des contraintes de Von Mises pour le calcul de k PERIODIC, cas 1

Evolution du module de compressibilité apparent k et du module

de cisaillement apparent p en fonction de N (fraction considérée)

Dans cette section, nous présentons les résultats obtenus des coefficients apparents
des deux modules k et p pour les deux cas étudiés. Nous regroupons dans le méme
graphe, les valeurs obtenues par les deux conditions aux limites utilisées afin de

nous permettre la détermination du VER et les propriétés effectives souhaitées,

tigures (4.14 2 4.17).
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Keee[Mpa]

1% cas :
XXX keff periodique
V—NV—YV keff kubc
320000
i A =/
Kef > = — 1 | | ]
280000
240000
200000
0 02 VE 0.4 0.6 0.8 1
N

Figure 4.14 - Evolution du module de compressibilité apparent k en fonction de N
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A—A A\ peff kubc
X—X—X ueff periodic

160000

140000 —

pef
120000

were[MPa]

100000

80000

60000

0 02 VYE o4 06 08 1

N

Figure 4.15 - Module Evolution du module de cisaillement apparent p en fonction N
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27 cas :

V—NV—YV/ Keff kubc
YX—>&—X Keff periodique

800000
600000 —m— B =
Kef XX
=
o
=
<
400000
200000

0 0.2 VE 0.4 0.6 0.8 1
N

Figure 4.16 - Evolution du module de compressibilité apparent k en fonction de N
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X—3X—X neff kubc
V—N—Y ueff periodique

300000
X X
r N
nef = L f
|
B
2. 200000
i
100000
0 02 YE o4 06 0.8 1
N

Figure 4.17 - Evolution du module de cisaillement apparent u en fonction N

Interprétation des résultats :

1. les figures (4.4-11) traduisent bien les conditions aux limites choisies ce qui

confirme en partie la validation des résultats obtenus pour kg et g

2. dapres les distributions des contraintes de Von Mises (figures 4.12-13), on
remarque bien une concentration de contraintes au niveau des joints de grains

moins rigides que les phases.

3. d’apres les figures 4.14-17, on estime que les deux modules étudiés convergent
vers les mémes limites pour de larges volumes, qui représentent les valeurs
effectives recherchées. Ces valeurs effectives sont comparées aux bornes de Voigt-
Reuss. Tous les résultats obtenus sont cernés par ces bornes, ce qui prouve la

bonne qualité des résultats obtenus.
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4. dapres les figures 4.14-17, on estime que le volume élémentaire représentatif est
a environ 0.3 c'est-a-dire approximativement le 1/3 de la surface de I'tmage étudiée
(image 31).

5. de méme d’apres les figures précédemment citées, les propriétés effectives de

matériaux étudiés cas 1 et cas 2 sont :

Cas 1 Cas 2
Keftt (GPa) 300 580
peft 137 255
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CONCLUSION GENERALE

Ce travail vient compléter les travaux entamés par 'équipe Comportement
mécanique et caractérisation qui effectue des travaux de recherche en
homogénéisation au sein du Laboratoire de Mécanique des Structures et Matériaux
(LaMSM) de I'université de Batna.

I’homogénéisation a pour but de remplacer un matériau ou une structure

hétérogene par un milieu homogene de comportement équivalent.

En choisissant une image type présentant une structure ferrito-perlitique, des
simulations numériques basées sur la méthode des éléments finis sont réalisées
pour deux différentes conditions aux limites : kubc et périodique. Des valeurs
moyennes des modules apparents kapp et papp en fonction de la taille du volume
sont obtenues. On constate que ces valeurs diminuent lorsque la taille du domaine
augmente pour toutes les conditions aux limites.

Les deux modules étudiés convergent vers les mémes limites pour de larges
volumes, qui représentent les valeurs effectives recherchées. Ces valeurs effectives
sont comparées aux bornes de Voigt-Reuss. Tous les résultats obtenus sont cernés
par ces bornes, ce qui prouve la bonne qualité des résultats obtenus.

En fin, nous espérons une continuité a ce travail et nous proposons comme futur
travail, ’'étude d’autres cas de fractions volumiques ainsit que Peffet du contraste

pour des phases partant des plus molles aux plus dures.
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RESUME

L’homogénéisation a pour but de remplacer un matériau ou une structure hétérogene par un
milieu homogene de comportement équivalent. L'estimation numérique des propriétés effectives
des matériaux hétérogenes a morphologie aléatoires a partir de leurs lois constitutives et de la
distribution des différentes composantes de la microstructure est le sujet principal de cette étude.

En choisissant une image type présentant une structure ferrito-perlitique, des simulations
numériques basées sur la méthode des éléments finis sont réalisées pour deux différentes
conditions aux limites. Des valeurs moyennes des modules apparents en fonction de la taille du

volume sont obtenues.
Mots clé

Matériau biphasique, simulation, homogénéisation, volume élémentaire représentatif, propriétés

effectives, conditions aux limites, bornes.
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