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Introduction Générale

Introduction Générale

Les études sur la commande optimale ont pour but de présenter les aspects théoriques
et numériques de cette discipline, ainsi que les applications dans des domaines trés divers. La
théorie du contrdle (ou commande) analyse les propriétés des systémes commandés, c’est-a-
dire des systemes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’une commande (ou
contréle). Le but est alors d’amener le systéme d’un état initial donné a un certain état final,
en respectant éventuellement certains critéres. Les systéemes abordés sont multiples : systémes
différentiels, systemes discrets, systemes avec bruit, avec retard... Leurs origines sont tres
diverses : mécanique, électricité, électronique, biologie, chimie, économie, etc...[13]

L’objectif de ce mémoire est appliqué une type de commande optimale sur des robots
mobiles non holonomes. Nous nous intéressons seulement aux robots mobiles de type
unicycle, I’avantage de cette structure est qu’elle permet au véhicule de tourner sur place,
suivant si les vitesses de rotation des deux roues motrices sont de signe opposées ou pas.

Ainsi le robot peut pivoter rapidement, ce qui donne des capacités de déplacement
intéressantes. Par conséquent, un asservissement en vitesse est suffisant pour les commander.
De ce fait, le modele considéré pour développer les lois de commandes dans ce mémoire sont
basés sur le modéle dynamique du robot mobile de type unicycle.

Différentes méthodes existent pour commander ce type de robots. Dans ce mémoire,
nous avons proposé une type de commande optimale qu’est la commande a régulateur linéaire
quadratique (LQR) pour commander le robot mobile non holonome, qui représentent un
moyen efficace pour la commande des systéemes, la rapidité du traitement, les capacités
d’apprentissage et d’adaptation, mais aussi la robustesse de ces approches motivent leur
utilisation.

Pour cela, notre travail est organisé comme suit :

Pour une présentation aussi claire que possible de notre travail, on a été emmené a
présenter, au premier chapitre, 1’étude de quelques capteurs utilisés en robotique mobile, ainsi
que I’importance de ces capteurs a 1’évaluation de 1’environnement et a la navigation du
robot mobile.

Le deuxiéme chapitre est dédié a I'étude des différents types de modélisation d’un
robot mobile, qui sont le modéle cinématique et le modéle dynamique.

Le troisieme chapitre, est entierement consacré a I’étude de la commande optimale a
régulateur linéaire quadratique LQR, dans les deux cas temporels : temps continu et temps

discret.
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Dans le quatrieme chapitre, nous présentons les différentes méthodes de résolution de
I’équation de Riccati discrete, les algorithmes dans le cas de I’horizon fini et I’horizon infini,
ainsi que les différents résultats de simulation.

Finalement, nous terminons notre travail par une conclusion générale.
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Chapitre 1

Etude de quelques capteurs utilisés en robotique mobile

1.1 Introduction :

Le robot mobile, pour accomplir sa tache correctement, doit avoir la capacité de
perception ; cette notion en robotique mobile est relative a la capacité du systeme a recueillir,
traiter et mettre en forme des informations utiles au robot pour agir et réagir dans
I’environnement qui I’entoure. Alors que pour des tdches de manipulation on peut considérer
que I’environnement du robot est relativement structuré, ce n’est plus le cas lorsqu’il s’agit de
naviguer de maniere autonome dans des lieux tres partiellement connus. Aussi, pour extraire
des informations utiles a I’accomplissement de sa tache, il est nécessaire que le robot dispose
de nombreux capteurs mesurant aussi bien son état interne que I’environnement dans lequel il
évolue. [8]

1.2 Capteurs en robotique mobile :

En robotique mobile, on classe traditionnellement les capteurs en deux catégories
selon qu’ils mesurent 1’état du robot lui-méme ou I’état de son environnement. Dans le
premier cas, a I’image de la perception chez les étres vivants, on parle de proprioception et
donc de capteurs proprioceptifs. On trouve par exemple dans cette catégorie les capteurs de
position ou de vitesse des roues et les capteurs de charge de la batterie [8]. Les capteurs
renseignant sur 1’état de I’environnement, donc de ce qui est extérieur au robot lui-méme, sont
eux appelés capteurs extéroceptifs. Il s’agit de capteurs donnant la distance du robot par
rapport aux amers de 1I’environnement, la température, signalant la mise en contact du robot
avec ’environnement, etc...

1.2.1 Les capteurs proprioceptifs

Les capteurs proprioceptifs fournissent, par intégration, des informations élémentaires
sur les paramétres cinématiques du robot. Les informations sensorielles gérées dans ce cadre
sont généralement des vitesses, des accélérations, des angles de giration, des angles d’attitude
[9].

On peut regrouper les capteurs proprioceptifs en deux familles:

» Les capteurs de déplacement qui comprennent les odomeétres, les accélérometres, les
radars Doppler, les mesureurs optiques. Cette catégorie permet de mesurer des
déplacements élémentaires, des variations de vitesse ou d’accélération sur des
trajectoires rectilignes ou curvilignes.

» les capteurs d’attitude, qui mesurent deux types de données : les angles de cap et les
angles de roulis et de tangage. Ils sont principalement constitués par les gyroscopes et
les gyrometres, les capteurs inertiels composites, les inclinometres, les
magnétomeétres. Ces capteurs sont en majorité de type inertiel.
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1.2.1.1 Les capteurs de déplacement :
a) Lesodometres :

Les odometres permettent de fournir une quantification des déplacements curvilignes
du robot en mesurant la rotation de ses roues. Le calcul de la position relative du robot est
réalisé par intégration des rotations élémentaires des roues.

Les odometres sont généralement composés de codeurs incrémentaux qui permettent
de mesurer les angles de rotation avec une précision qui dépend de la résolution du codeur.

L’information de déplacement nécessitera la connaissance du diametre des roues, de
I’entraxe des roues, de la structure mécanique et cinématique du véhicule.

Ce capteur est fortement utilis€é en robotique mobile puisqu’il présente 1’avantage
d’étre simple a mettre en ceuvre et surtout d’étre peu coliteux.

b) Les accélérometres :

Les accelérometres, dont un type de fonctionnement est présenté dans la figure 1-1
sont des capteurs qui mesurent les accélérations linéaires. Ils peuvent donc mesurer les
déplacements d’un robot mais la double intégration de la mesure pour obtenir une
information de position les rendent sensibles aux erreurs de mesure. De plus ils sont sensibles
a I’accélération de la pesanteur ce qui les rend sensibles aux variations de 1’inclinaison du
robot.

Jauge de contrainte

Masse m

Figure 1-1: Exemple de fonctionnement d’un accélérométre.

Lors de 1’accélération, le mobile de masse m produit une force F qui est mesurée par la
jauge de contrainte. L’accélération y est donnée par la formule.

y=o (1-2)

Cependant les erreurs de modélisation du diametre de la roue ainsi que les glissements de la
roue sur le sol entachent ces mesures d’erreurs. Dans le cas ou le robot n’utilise que
I’odométrie pour se positionner (dead reconning), cette erreur est cumulée a chaque mesure et
se retrouve non bornée [26].
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c) Leradar Doppler :

Le radar Doppler fournit une estimation instantanée de la vitesse lin€aire d’une plate-
forme mobile par rapport & un objet de la scéne en se basant sur 1’effet Doppler-Fizeau. Le
principe est de diriger un faisceau électromagnétique de fréquence F vers le sol. Le faisceau
regu apres rediffusion sur le sol présente un décalage de fréquence AF proportionnel a la
vitesse V du déplacement relatif du véhicule par rapport au sol. L’intégration de la mesure de
vitesse fournira une estimation du déplacement du mobile. Ce capteur est le plus souvent
utilisé en milieu extérieur. Il présente le gros avantage d’étre insensible aux glissements des
roues ou des chenilles du mobile. En revanche, sa précision se dégrade rapidement avec la
diminution de la vitesse. De plus il est généralement lourd a mettre en ceuvre, tant du point de
vue électronique que du point de vue du traitement des informations recues.

1.2.1.2 Les capteurs d’attitude

Les capteurs d’attitude permettent d’estimer les parametres intrinséques du robot que
sont les angles de cap, de roulis et de tangage. Ces capteurs sont principalement de type
inertiel.

Ces capteurs ont pour point commun d’étre généralement colteux et sensibles au
bruit, d’ou une intégration moins fréquente dans les systémes embarqués que les odometres.

a) Le gyroscope et le gyromeétre:

> Les gyroscopes : permettent de mesurer une variation angulaire. lls sont intéressants
en robotique mobile parce qu'ils peuvent compenser les défauts des odomeétres. Une
erreur d'orientation odométrique peut entrainer une erreur de position cumulative qui
peut étre diminuée voire compensée par l’utilisation conjointe de gyroscopes. Les
gyroscopes tres précis sont trop onéreux pour étre utilisé en robotique mobile.
Cependant, les gyroscopes a fibre optique, connu pour leur grande précision, ont vu
leur prix chuter et sont donc devenu une solution attractive pour la navigation en
robotique mobile.

» Le gyrométre : est un capteur qui permet de mesurer une vitesse angulaire. Il existe
plusieurs types de gyrometres: les premiers a avoir fait leur apparition furent
mécaniques, aujourd’hui, on utilise surtout des gyrométres laser ou des gyrometres
optiques.

b) Le magnétométre ou compas magnétique :

Le compas magnétique, appelé aussi magnétomeétre, indique la direction du nord
magnétique. Généralement, la déclinaison magnétique est compensée pour que le capteur
délivre en permanence une mesure absolue du cap par rapport a la direction du nord
géographique [19]. On distingue :

» les magnétometres statiques qui mesurent le champ magnétique terrestre suivant deux
ou trois axes orthogonaux. Cette catégorie inclut les compas flux gate qui sont les plus
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adaptés a la robotique mobile, en raison de leur insensibilité aux chocs et aux

vibrations, de leur co(t peu élevé et de leur faible consommation.

» les magnétomeétres pendulaires qui donnent les composantes horizontales du champ
magnétique terrestre suivant deux axes perpendiculaires. Le pendule permet de
s'affranchir des mouvements de roulis et de tangage.

L'inconvénient majeur de ces capteurs est leur perturbation par les masses
magnétiques environnantes. Il n'est donc pas possible de les utiliser a I'intérieur d'un batiment.
L'influence magnétique de I'engin porteur peut étre éliminée en utilisant une procédure d'auto
calibrage.

¢) Lesinclinomeétres

La mesure des angles d'attitude d'un véhicule peut étre réalisée avec des inclinometres.
Concgus généralement sur le principe des accelérometres pendulaires, ces capteurs sont
sensibles a la gravité terrestre mais aussi a toute accélération extérieure qui leur est appliquée
(mouvements de I'engin, vibrations, chocs). Il n'est pas possible de distinguer a priori la partie
due a la gravité de celle due aux accélérations extérieures. Ces capteurs donnent donc une
mesure exploitable uniquement sur des véhicules dont on peut négliger I'accélération propre.
Par ailleurs, les signaux parasites dus aux chocs et aux vibrations peuvent étre éliminés par
filtrage passe-bas [19].

1.2.2 Les capteurs extéroceptifs :

Les capteurs extéroceptifs permettent de percevoir le milieu d’évolution du robot. Ils
sont généralement le complément indispensable aux capteurs présentés précédemment. Des
méthodes de fusion de données seront alors utilisées pour conditionner et traiter les
informations sensorielles de natures différentes. Deux familles de capteurs extéroceptifs
embarqués peuvent étre identifiées : les capteurs télémétriques et les systemes de vision.

1.2.2.1 Les capteurs télémétriques :

Il existe différents types de capteurs télémétriques qui permettent de mesurer la
distance aux éléments de I’environnement, utilisant divers principes physiques.

a) Les capteurs a ultrasons

Le capteur US, aussi appelé téléemetre US ou sonar, est le type de capteur le plus
couramment utilisé pour mesurer la distance aux obstacles [26]. Son fonctionnement est
simple, il est facile a mettre en ceuvre et est peu onéreux d’ou son utilisation sur un grand
nombre de robots mobiles.

Le capteur US mesure le temps que met un train d’ondes pour aller d’un émetteur a un
récepteur. Le capteur est composé soit d’un module émetteur/ récepteur soit de deux modules,
un émetteur et un récepteur, placés cote a cote dans la direction de propagation. Le signal recu
par le récepteur est I’écho du signal émis. Le temps de vol mesuré est celui de 1’aller-retour du
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train d’onde. Connaissant la célérité (¢ ~ 340m/s) de ce signal dans I’air, on peut alors calculer
la distance parcourue par ce signal et donc la distance D a I’obstacle par la relation :

D =—cT (1-2)

Ou T représente le temps de vol du train d’ondes. Cependant la valeur de la célérité varie
Iégérement en fonction de paramétres comme la température, la pression ou de I’humidité de
I’air ce qui fait varier les mesures.

Le capteur le plus utilisé est 1I’émetteur/récepteur Polaroid [26]. Nous ne donnerons ici
que les caractéristiques générales du capteur Polaroid, celles des autres capteurs US étant
semblables. La plage de mesure est de 10cm a 10m. L’onde émise par le capteur est un cone
d’une ouverture d’environ 25° ce qui entraine une perte d’intensité proportionnelle a 1’inverse
du carré de la distance parcourue. Cet angle d’ouverture procure au capteur une bonne Vision
des obstacles mais il est cependant impossible de donner la direction exacte de 1’écho,
I’obstacle se situe dans le cone de détection comme le montre la figure (1-2).

Les capteurs US ont trois problémes majeurs, 1’angle d’incidence entre 1’onde et
I’obstacle, les échos non désirés et la faiblesse de 1’écho. Si 1’angle d’incidence entre
I’obstacle et le signal ne permet pas au signal de retourner vers le capteur, I’obstacle ne sera
pas détecté.

Axe acoustique

Capteur |: Mur, obstacle

Cobne de détection

Figure 1-2: Schéma de fonctionnement d'un capteur US.

Quant aux échos non désirés, ils proviennent de rebonds successifs du signal avant
d’étre captés par le récepteur ou encore d’un signal provenant d’une autre source, d’un autre
capteur (on parle alors de cross-talk). Ceci entraine la détection d’obstacles qui n’existent pas.
Il est nécessaire d’éviter que plusieurs capteurs US émettent en méme temps afin justement
d’éviter le phénomene de cross-talk méme si cela ralentit la vitesse d’acquisition.
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L’atténuation de 1’écho est due a la matiére de 1’obstacle, a ’angle d’incidence et a la
surface de réflexion. Si la matiere est trop absorbante, elle atténuera trop le signal et le
récepteur ne pourra plus le capter.

La taille de 1’obstacle et plus spécifiquement de la surface créant 1’écho doit également
étre assez grand pour renvoyer suffisamment de signal. Si cette zone est petite comme par
exemple pour un pied de table ou de chaise, la quantité de signal retournant vers le récepteur
peut étre trop faible pour permettre une détection. Il en va de méme si 1’obstacle est arrondi
car la majeure partie du signal ne retourne pas vers le capteur.

Malgré tous ces défauts le capteur US est sans doute le capteur le plus utilisé dans la
robotique mobile d’intérieur car il permet de voir & plusieurs metres pour un co(t relativement
faible avec une précision suffisante pour éviter les obstacles ou se localiser.

b) Les capteurs a infrarouges

Un autre type de capteur couramment utilisé est le capteur IR (Infra-Rouge). Il existe
deux utilisations des capteurs IR qui sont la mesure de distance et 1’utilisation comme capteur
TOR (Tout Ou Rien) sans contact. Lorsque 1’on réalise une mesure de distance, en fait ¢’est
I’angle que fait le rayon lumineux, partant d’une source et arrivant a un récepteur placé sur le
méme axe et orienté vers la méme direction comme le montre la figure (1-3), qui est mesuré.
Le récepteur est constitué d’une ligne de capteurs permettant de déterminer 1’angle de
réflexion. Plus la distance a mesurer est grande, plus I’angle est petit.

Emetteur

Angle de réflexion

ICapteur CCD linéaire

Récepteur

Obstacle

Figure 1-3: Fonctionnement d'un capteur IR a mesure d’angle de réflexion

Il possede également quelques défauts qui sont :
— une portée limitée a environ 1m [26].
— une sensibilité a la couleur de la surface réfléchissante diminuant la précision et la distance
maximale mesurable.
— une grande difficulté a voir les surfaces vitrées car le rayon passant au travers.
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— une sensibilité a la lumiere extérieure, bien qu’une modulation du signal puisse eliminer ce
probléme.

Il possede cependant une vitesse de mesure bien plus élevée que celle des capteurs US.

La deuxiéme utilisation des IR donne une information TOR, comme un bumper mais
sans contact. Ce capteur est constitué d’une DEL (Diode Electro-Luminescente) IR et d’un
photo-transistor, tous deux orientés dans la méme direction. Lorsqu’un obstacle se trouve
dans le champ d’émission de la DEL et est suffisamment proche pour refléter la lumiére vers
le phototransistor, celui-ci devient passant et la présence de 1’obstacle est détectée.

Ce systéme est trés peu onéreux mais est sensible a la couleur de I’obstacle, a la
lumiére du jour et de source d’IR importante comme une ampoule a incandescence. Afin
d’éviter de mauvaises détections dues a la lumiére du jour, il est possible de moduler le signal.

c) Les capteurs laser

Des capteurs lasers sont également utilisés pour mesurer les distances. Ces capteurs
fonctionnent soit sur le méme principe que les capteurs IR (mesure de 1’angle de réflexion)
soit sur une mesure indirecte de temps de vol. La faible divergence du rayon laser leur permet
d’avoir une mesure ponctuelle plutdt qu’une mesure de zone. Ils sont le plus souvent utilisés
dans un scanner laser qui consiste a passer par un miroir tournant incliné a 45° figure (1-4).

Moteur Miroir tournant

\

Angle de réflexion

A

Récepteur Emetteur laser

Obstacle

Figure 1-4: Fonctionnement d’un capteur LASER

Les mesures sont alors obtenues en 2D dans le plan de mesure du capteur. Ce systéeme
est onéreux et généralement relativement encombrant méme s’ils sont des capteurs de petites
dimensions. L’angle d’ouverture du scanner laser est généralement de I’ordre de 180° a 240°.
Ces capteurs sont plus utilisés en robotique classique [26] que sur les fauteuils roulants car la

position de I’utilisateur géne son installation. En effet, il doit étre placé soit entre les jambes
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de I’utilisateur, soit devant ’utilisateur ou encore au dessus de 1’utilisateur comme sur le
Robotic Chariot de ActivMedia Robotics.

1.2.2.2 Les systémes de vision

Les systémes de vision en robotique sont basés sur 1’utilisation d’'une caméra CCD .
L’arrivée des capteurs CCD (Charge Coupled Device), en 1975, a été déterminante dans
I’évolution de la vision : la rapidité d’acquisition, la robustesse et la miniaturisation sont
autant d’avantages qui ont facilit¢ leur intégration. Les systémes de vision sont trés
performants en termes de portée, précision et quantité d’informations exploitables. 1ls sont de
plus les seuls capables de restituer une image sensorielle de 1’environnement la plus proche
de celle pergue par 1’étre humain [9].

En revanche, I’inconvénient majeur de tels systémes de perception se situe au niveau
de la gestion du flux important de données exploitables : traiter une image demeure une
opération délicate et surtout colteuse en temps de calcul.

Utilisé seul, un caméra CCD ne peut fournir qu'une information 2D. Les techniques
qui vont permettront d'obtenir des informations 3D a partir d'un tel capteur sont généralement
liées a ’adjonction d’un autre capteur. Dans ce cadre nous pouvons identifier les techniques
suivantes :

- la stéréovision.
- Les systémes de vision omnidirectionnelle.

a) Lastéréovision

La stéréovision consiste a observer une méme scéne avec deux caméras qui sont
¢loignées 1’une de ’autre et dont on connait la distance qui les sépare. Connaissant la
géométrie exacte du systeme stéréoscopique, la premiére étape de reconstruction 3D consiste
a mettre en correspondance les deux images. Cette phase réside dans la détermination de
couples de points observés dans les deux images, ou dans 1’appariement de points d’intérét.
L’information 3D pourra alors étre fournie par triangulation.

La stéréovision est basée sur le méme principe de reconstitution de la profondeur que
la vision chez 1’étre humain.

La figure (1-5) décrit plus précisement le principe de la stéréovision. Tout point M
visible depuis les deux caméras se projette en P1 sur le plan image de la premiére caméra et
en P2 sur le plan image de la deuxiéme caméra. Inversement, connaissant deux points en
correspondance P1 et P2, ainsi que la distance D séparant les centres optiques O1 et O2 des
deux caméras, les coordonnées du point P sont données par I’intersection de (Olpl) et
(02p2).

La stéréovision apparait comme un des moyens de perception les plus performants en
robotique. Toute la problématique de la stéréovision réside dans la robustesse de la phase de
mise en correspondance des informations : elle est souvent liée a de nombreuses ambiguités
mais aussi a des temps de calcul tres importants (aspect fortement combinatoire de
I’appariement).

10
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Plan optique de Objectif de
la 1ére camera / la camera

Objet de

Plan optique de la scene
la 2°™ camera

Figure 1-5: principe de la stéréovision.

b) Les systéemes de vision omnidirectionnelle

Ces systemes de perception associent une caméra CCD et un élément permettant
d’obtenir une vue sur 360 degrés de I’environnement. A ce titre ils sont de plus en plus
utilisés en robotique mobile au détriment de la vision monoculaire. Suivant 1’¢lément ou les
éléments ajoutés a une caméra CCD, on pourra distinguer deux techniques pour obtenir une
image omnidirectionnelle.

» Génération d’images multiples par utilisation de plusieurs caméras

Cette premiére technique consiste a utiliser plusieurs caméras couvrant un champ de
vision égal a 360 degrés : par exemple quatre caméras séparées par des angles de 90
degrés.

Dans ce cadre, nous pouvons citer le systéme développé au laboratoire de Bell. AT &
T qui intégre quatre caméras conventionnelles et quatre miroirs triangulaires [9]. On
dispose donc de quatre images pour pouvoir calculer une image panoramique. Le
résultat est une image panoramique a haute résolution (3800 par 480 pixels). Ce
capteur possédant un seul point de vue effectif, il permet de calculer n’importe quelle
projection planaire pour obtenir des images purement perspectives.

11
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Axe de la pyramide

Miroir

pyramidal Point de vue
effectif
commun

Quatre caméras orientées vers le haut

Figure 1-6 : Systeme utilisant quatre caméras séparées par des angles de 90 degreés.

» Génération d’images multiples par rotation d’une caméra

Cette technique consiste a faire pivoter une caméra autour d'un axe. Cette méethode
permet d'avoir une prise de l'environnement avec une seule camera, mais il faut
effectuer une rotation complete avant d'obtenir une vue sur 360 degrés.

< _

Figure 1-7 : caméra rotative.

La technique de mosaique peut-étre utilisée pour représenter une séquence vidéo, pour
construire des panoramas lors d’un déplacement de la caméra et ainsi mémoriser le
déplacement, ou bien pour la génération d’image omnidirectionnelle.

De tels systemes générent un volume de données qui nécessite des temps de
traitement tres importants. En outre, les aspects mécaniques, la gestion du flou dd au

12
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mouvement de la caméra font que ces méthodes sont complexes & mettre en ceuvre.
Toutefois, quelle que soit la solution envisagée, I'acquisition d'une scene panoramique
avec une caméra matricielle ou linéaire reste une méthode lourde a mettre en ceuvre.

> Utilisation de miroirs convexes

Cette méthode consiste a placer un miroir réfléchissant face a la caméra pour obtenir
une image qui est la projection omnidirectionnelle 2D de l'environnement. Ces
capteurs omnidirectionnels sont appelés capteurs catadioptriques. lls présentent
I’avantage de fournir une vue globale de I’environnement en une seule acquisition.
Autre avantage : ils n’ont aucune partie mobile et donc consomment peu d’énergie
(pas de mécanisme de rotation et d’orientation). Par contre, le redressement d’image
pose probléeme. Rappelons que la cata-dioptrie est la théorie des systemes optiques
comportant une succession déléments réfléchissants et réfractant (dioptres
lentilles...).

Précisions que cette contrainte est importante, car vérifiée, elle permet la
reconstruction d'images perspectives géométriqguement correctes par la fonction
plénoptique calculée au centre de projection effectif [9].

Plusieurs types de miroir peuvent étre utilisés pour la vision omnidirectionnelle miroir
sphérique, miroir conique, miroir paraboloide et miroir hyperboloidal. Une étude
concernant le miroir sphérique est présentée ci-dessous.

e  Miroir sphérique

Une image obtenue a partir d’un miroir sphérique a une résolution qui est bonne dans
la région centrale mais la résolution est faible dans la région périphérique. Il s’agit la
d’une caractéristique commune avec les objectifs Fish-eye. La zone de vision de ce

Zone de vue

Figure 1-8 : Champ de vision du miroir sphérique.

13
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type de capteur est la plus large parmi tous ceux utilisant des miroirs convexes figure
(1-8). Ce capteur est utilis¢ a des fins de navigation. L’idée est de détecter des
changements d’apparence d’amers caractéristiques de 1’horizon [9].

Un miroir sphérique est utilisé pour déterminer la position du robot. Le robot posséde
une base de données d’images omnidirectionnelles qui est comparée a 1’image qu’il
vient d’acquérir.

1.2.3 Autres capteurs

a) Les capteurs tactiles

Les robots peuvent étre équipés de capteurs tactiles, qui sont le plus souvent utilisés
pour des arréts d’urgence lorsqu’il rencontre un obstacle qui n’avait pas été détecté par le
reste du systeme de perception [10].

Ces capteurs peuvent étre de simples contacteurs répartis sur le pourtour du robot. Ils
ne détectent alors le contact qu’au dernier moment. Il est également possible d’utiliser des
petites tiges arquées autour du robot pour servir d’intermédiaire a ces contacteurs, ce qui
permet une détection un peu plus précoce et donne ainsi plus de marge pour arréter le robot.

b) Les balises

Dans certaines applications, il est également possible d’utiliser des balises dont on
connait la position, et qui pourront étre facilement détectées par le robot, afin de faciliter sa
localisation.

Des techniques trés diverses peuvent étre utilisées pour ces balises. On peut par
exemple utiliser un signal radio, émis de maniére omnidirectionnel par la balise. Le robot sera
alors équipé d’une antenne directionnelle qui lui permettra de détecter la direction des
différentes balises, afin de déduire sa position par triangulation.

On peut également utiliser des codes couleurs ou des codes barres qui pourront étre
détectés par une caméra.

c) LeGPS

Les besoins de localisation étant omniprésents dans de tres nombreux secteurs de la
vie actuelle, I’idée d’avoir un systéme de localisation le plus universel possible a donné lieu a
I’apparition du Global Positionning System (GPS). C’est un systéme de balises dont on a
placé les balises sur des satellites en orbite terrestre et qui est par conséquent accessible de
quasiment partout a la surface du globe. Ce systéme permet donc d’avoir une mesure de sa
position dans un repére global couvrant la terre avec une précision variant de quelques
dizaines de métres a quelques centimétres suivant les équipements.

Ce systeme est cependant loin de résoudre tous les probléemes de localisation des
robots mobiles. Il fonctionne en effet difficilement dans des environnements urbains, et n’est
pas utilisable a I’intérieur des batiments. Sa précision est de plus souvent trop faible pour
qu’un robot terrestre puisse utiliser ces informations seules. En pratique, il est souvent couplé
a un systeme inertiel qui permet de palier aux pertes du signal GPS et il ne remplace de toute
facon pas les capteurs du robot qui lui permettent de percevoir son environnement immédiat,

14
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qui constitue la source d’information principale pour la navigation a court terme (par exemple
I’évitement d’obstacles, par opposition a la navigation & long terme qui consiste a rejoindre un
but distant).

1.3 Conclusion

Dans ce chapitre on a traité I’importance de la perception pour le robot mobile ; qui
s’accomplie par les capteurs, qui sont classifiés en deux catégorieS selon qu’ils mesurent
I’état du robot lui-méme (capteurs proprioceptifs) ou I’état de son environnement (capteurs
extéroceptifs).

15
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Chapitre 2

Les différents types de modélisation d’un robot mobile

2.1 Introduction

La modélisation est un principe ou une technique qui permet d'établir un modéle
explicatif d'un phénoméne ou d’un comportement en recensant les variables ou les facteurs
explicatifs et I’importance relative de chacune de ces variables.

Dans ce chapitre, nous utilisons un robot mobile de type unicycle, et nous présentons
deux types de modélisation; la modélisation cinématique et la modélisation dynamique, pour
exprimer le mouvement du robot mobile par des équations de vitesse et d'accélération.

2.2 Classes de robots mobiles a roues

Il existe plusieurs classes de robots mobiles a roues déterminées, principalement, par
la position et le nombre de roues utilisées.
Nous citerons ici les quatre classes principales de robots a roues. [31]

2.2.1 Robot mobile de type unicycle

Un robot mobile de type unicycle est actionné par deux roues indépendantes, il
posséde éventuellement des roues folles pour assurer sa stabilité. Son centre de rotation est
situé sur l'axe reliant les deux roues motrices.

C'est un robot non-holonome, en effet il est impossible de le déplacer dans une
direction perpendiculaire aux roues de locomotion.

Sa commande peut étre tres simple, il est en effet assez facile de le déplacer d'un point a un
autre par une suite de rotations simples et de lignes droites. [31] [7]

Figure 2- 1 : Robot mobile de type unicycle

2.2.2 Robot mobile de type tricycle

Un robot mobile de type tricycle est constitué de deux roues fixes placées sur un
méme axe et d'une roue centrée orientable placée sur l'axe longitudinal. Le mouvement du
robot est donné par la vitesse des deux roues fixes et par l'orientation de la roue orientable.
Son centre de rotation est situé a l'intersection de I'axe contenant les roues fixes et de lI'axe de

16
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la roue orientable. C'est un robot non-holonome. En effet, il est impossible de le déplacer dans
une direction perpendiculaire aux roues fixes. Sa commande est plus compliquée. Il est en
géneral impossible d'effectuer des rotations simples a cause d'un rayon de braquage limité de
la roue orientable. [7] [31]

Figure 2- 2 : Robot mobile de type tricycle

2.2.3 Robot mobile de type voiture

Un robot mobile de type voiture est semblable au tricycle, il est constitué de deux
roues fixes placées sur un méme axe et de deux roues centrées orientables placées elles aussi
sur un méme axe.

Le robot mobile de type voiture est cependant plus stable puisqu'il posséde un point
d'appui supplémentaire.

Toutes les autres propriétés du robot voiture sont identiques au robot tricycle, le
deuxiéme pouvant étre ramené au premier en remplacant les deux roues avant par une seule
placée au centre de I'axe, et ceci de maniére a laisser le centre de rotation inchangé. [7] [31]

Figure 2- 3 : Robot mobile de type voiture

2.2.4 Robot mobile de type omnidirectionnel
Un robot mobile omnidirectionnel est un robot qui peut se déplacer librement dans
toutes les directions. Il est en général constitué de trois roues décentrées orientables placées en

triangle équilatéral.
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L'énorme avantage du robot omnidirectionnel est qu'il est holonome puisqu'il peut se
déplacer dans toutes les directions. Mais ceci se fait au dépend d'une complexité mécanique
bien plus grande. [7] [31]

Figure 2- 4 : Robot mobile de type omnidirectionnel

2.2.5 Comparaison des différents types

Nous pouvons observer dans le tableau ci-dessous un récapitulatif des avantages et des
inconvenients des différents types de robots a roues. [7] [31]

Type du robot Avantage Inconvénient

unicycle stable non-holonome
rotation sur soi-méme
complexité mécanique faible

Tricycle complexité mécanique modérée | non-holonome
peu stable
pas de rotation sur soi-méme
Voiture stable non-holonome
complexité mécanique modérée | pas de rotation sur soi-méme
Omnidirectionnel | holonome complexité mécanique importante
stable

rotation sur soi-méme

Tableau 2- 1 : Comparaison des différents types de robots mobiles

2.3 : Modélisation du robot mobile de type unicycle
2.3.1 Modélisation cinématique
2.3.1.1 Contraintes non holonomes
Deéfinition 1 :
Etant donné un systéme mécanique dont 1’espace de configuration est une variété
différentielle Q de dimensionn, on appelle contrainte cinématique une contrainte sur les
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vitesses du type (a(q),q) = 0Vq € U(q,) avec U(q,) un voisinage du point q, € Q, et a(q)
une forme différentielle (ou champ de convecteurs) de Q dans R™.

Parmi les contraintes cinématiques du systéme, il faut distinguer celles qui sont en fait
intégrables et qui peuvent, de ce fait, se ramener a des contraintes sur 1’état seulement. [30]

[1]

Définition 2 :

Une contrainte cinématique {(a(q),q) = 0, est dite contrainte intégrable s’il existe
une fonction réguliére h: Q — R telle que dh = a. Dans ce cas la contrainte est équivalente a
la relation statique h(q) = Cste.

Remarquons que la propriété d’intégrabilité est une propriété locale. Dans la pratique,
un critére qui permet de repérer 1’existence de contraintes intégrables est donné par le résultat
suivant.

Théoreme (2-1) (Théoréme d’intégrabilité de Frobenius) -

Soit un systéme mécanique sur une variété Q de dimensionn, soumis a k <n

contraintes cinématiques indépendantes (a;(¢),4) =0, Vq € U(qy), Vi =1, ....., k.

Et {X,,....., X,,_i} une famille de champs de vecteurs sur U(q,) orthogonaux aux a;. Si
lie(X;(q)), est de dimension (n—p) pour tout q € U(q,) alors il existe p contraintes
intégrables (au sens ou I’on peut trouver des fonctions scalaires hq, ... ... , h, indépendantes et
des fonctions A4 1, .. .. ... Apn telles que dh;(q) = X7, (Aij(q)aj(q)). [19]

Définition 3 :

Un systeme non holonome est un systéme mécanique soumis a un ensemble de
contraintes cinématiques indépendantes et non intégrables (au sens ou il n’existe pas de
contrainte intégrable).

(a;(g),q)=0,VqeU(qy), Vi=1,....,k (2-1)

En particulier, on appelle modele cinématique du systeme le modéle

g =X(@V = X Xi(@v) (2-2)
Avec {Xy, ....., X,,_i} une famille de champs de vecteurs telle que
(a;(@),X;(@)=0,Vi=1,.....k, Vj=1,....,n— k.
La variable V = (v4, oo oo, Vi) = (U4, e wenn, 1) € R™ st assimilable a une

variable de commande en vitesse. On appelle m (la dimension de I’espace des vitesses
instantanées possibles) le nombre de degrés de liberté du systeme.
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2.3.1.2 Roulement sans glissement

Considérons une roue qui roule sans glisser sur un sol plan, comme illustré sur la
figure (2-5). Ry = (00,70, Jo, ko), €st un repére fixe associé au sol. R, = (o, 7y, J, ky), est un
repere associé a la roue tel que son origine coincide avec le centre de la roue. L’axe k, reste
paralléle a celui du repére fixe EO, I’axe J, coincide avec I’axe de roulement de la roue et,
finalement, I’axe 7, est donné par le produit J, A k,. L’angle compris entre 7, et 7, est noté 6

tandis que ¢ désigne ’angle entre 7,- et o,p, avec p un point appartenant au périmetre de la
roue. La vitesse angulaire de la roue autour de son axe central est notée ¢ et celle autour de

I’axe vertical du vecteur directeur k, est notée §. On note x,y les deux premiéres
coordonnées du centre o,- de la roue dans R, , et r le rayon de la roue. La configuration de la
roue est donnée par: q = [x,y,0,¢ ]T € Q = R? x st x s?.

Clairement dim(Q) = 4. [20]

Figure 2- 5 : Caractérisation du roulement sans glissement

Finalement, ¢ désigne le point de la roue en contact avec le sol [20] [24]. La contrainte
de roulement sans glissement implique que la vitesse du point ¢ par rapport au repére fixe R,

est nulle VC/RO = 0. Soit ar,o = éﬁr + gbf'r le vecteur de vitesse angulaire de la roue par
rapport au repere fixe R,. Par application du théoreme classique de composition de vitesses,
ona:

Vc/R0 = VOT/RO + wry No,c =0

= Xy + yj, + (9?0 + ¢(—sin 7, + cos 97’0)) A(=7k,) (2-3)
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= (x —r@cosB)iy+ (¥ —r¢sin 9)70

Il en résulte les deux contraintes cinématiques indépendantes

XxX—rpcosd =0 i
{y—r(psin9=0 (2-4)
Ces deux contraintes menent a I'équation suivant :
X
xsinf —ycosf =[sin@ —cosf O0]|y|=0 (2-5)
6

Ce qui constitue une contrainte non holonome.

L’intégrabilité des deux contraintes (2-4) est testée en appliquant le théoreme (2-1).
avec :

1 0 [cos® 0]

0 1 [ sin@ 0|

[al(q), az(q)] = 0 0 ) [Xl(CI),XZ(CI)] = I O 1 |
—rcosf@ —rsinb [ % OJ

Apres avoir vérifie que lie(X;(q)) = R* Vq € Q il en résulte que ces contraintes ne
sont pas intégrables. On déduit également qu’un modele cinématique de la roue est donné par

cos @ O]
) _ sin 6 0
g=X(@v=|o 1(v (2-6)

L o]

Avec v = (v,v,)7, v, =r¢ lavitesse de roulement et v, = 6 la vitesse angulaire
de la roue autour de 1’axe vertical.

2.3.1.3 Exemple de modélisation cinématique

Considérons le robot mobile de type unicycle schématise sur la figure (2-6). Ce robot
est constitué de trois degrés de liberté, soit x, y et 8. Par simplicité, le robot est représenté par
sa projection sur un plan paralléle au sol. L’unicycle est équipé de deux roues actionnées
indépendamment [15] [20]. Pour modéliser ce systéme nous considérons le point o’ situe au
milieu de I’essieu des roues. Un repére R’ = (o'; x’; y’; z') est associé & ce point, comme
illustré sur la figure (2-6). Un repere inertiel R = (0; X; y; Z) est fixé au sol, dont I’axe
Z est vertical. Un vecteur de configuration de I’unicycle incluant le train moteur est donné
par:q = (x,9,0,¢4¢,) €Q =R?xs! xs2.
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(x;y) : représente les coordonnées du point o’ situé au milieu de l'axe des roues arriéres.

0 : L’angle (X;X'); (I’angle d’orientation du robot).

@4 : L’angle de rotation de la roue droite.

@4 : L’angle de rotation de la roue gauche.

Soit r le rayon des roues et L la distance entre le point o’ et le point milieu de chaque roue.

_)A
y

»
»

-
x

Figure 2- 6 : Représentation cinématique d 'un robot mobile de type unicycle

L’application des contraintes (2-4) a chacune des roues donne :

Roue gauche :

X—Lsmb —rggcosf =0

_ (2-7)
y+LcosO —rpgsinf =0
Roue droite :
x+Lsmmf@ —r@zcosf =0
(2-8)
y—LcosO —r@zsinf =0
Soit encore :
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I((cl) X—Lécose—r¢gc039=0
(cz) y—LOsind —r@ysinh =0

: (2-9)
l(c3) X+ LOcosO —rpzcosf =0
(cs) y+LOsin® —rpysind =0
Un examen rapide montre que ces contraintes ne sont pas indépendantes. En les
écrivant sous la forme (a;(q),q) = 0, on Vérifie en effet que la matrice suivante :
1 0 1 0
0 1 0 1
A4(CI) = [al(q) s a4(q)] = |-Lcos@ ~—-Lsinf® Lcosf Lsiné (2-10)
—-rcosf -rsinf 0 0
0 0 -rcosf -rsiné

est seulement de rang trois car
(sinf.a; (q) —sinf.az(q) — cos@.a,(q) + cosB.a,(q) =0).
Il suffit donc de ne considérer que trois de ces contraintes, les trois premiéres par

exemple.
0 P 0
A3(Q) = [al(Q), v, dg (Q)] =] —-Lcosf -Lsinf LcosH (2'11)
-rcosf -rsinf 0
0 0 —rcos@

Le test d’intégrabilité par application du théoréme (2-1) est réalisé avec

rcos@ 07
sing 0
0 1
[Xl(Q):XZ(Q)] =l 1 L (2-12)
T '
1 L
T T-

Un rapide calcul permet de vérifier que dim(Lie(X;(q)) = 4 = n—1. Par application du
théoréme de Frobenius, on en déduit I’existence d’une contrainte intégrable. En effet, a partir
des contraintes (c; = 0 ) de (2-9) on a aussi

(cosB.(c3 —cq1) +sinb.(c, —c;) =0) (2-13)

D’ou la relation

2L0 + (g — ¢q) =0 (2-14)

dont I’intégration est immédiate et donne
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2L6 + r(<pg — (pd) = cste (2-15)

La relation (2-15) montre qu’il est par exemple possible d’exprimer ¢4 en fonction de
pgeto.
Dans la pratique, comme la valeur de ’angle ¢4 ne présente pas d’intérét majeur, on

ne retient que le vecteur g = (x,v,0)T e Q = R? x s pour caractériser la configuration du
robot unicycle. Un modéle cinématique associé est donné par :

X =vcosb X v cosf 0
r?=)?(q)v=>{51=vsin9, q= \5/ ,v=[vﬂ,)?(q)= [sina 0] (2-16)
6=w 6 0 1

Avec v = (v, )T, v, =v = g(gbd + (pg), la vitesse longitudinale ou d’avancement

r

du robot, et v2=9=w=z(<pd—¢)g) sa vitesse de rotation autour de [I’axe

perpendiculaire au plan de roulement. La similarité de ce modele avec le modele (2-4) de la
roue, justifie I’appellation de robot de type unicycle.

2.3.2 Modeéle linéaire d'un moteur a courant continu (CC)

Le robot que nous étudions (robot de type unicycle) est propulsé par deux moteurs a
courant continu (CC). Dans cette section, nous découvrons le modéle d’espace d'état du
moteur a courant continu. Ce modéle est ensuite utilisé dans le modéle dynamique de
I’équilibrage de robot pour fournir une relation entre la tension d'entrée aux moteurs et le
couple de commande nécessaire pour équilibrer le robot. [28]

A
=pS

LT

Figure 2-7 : Diagramme d 'un moteur a courant continu (CC)

La figure (2-7) illustre un modele linéaire pour un moteur & courant continu.
Lorsqu'une tension est appliquée aux bornes du moteur, un courant i est généré dans le rotor
du moteur. Le moteur produit un couple t,, , qui est proportionnel au courant. Cette relation
peut étre exprimée en :

T = kol (2-17)
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Une paire de résistance-inductance en série avec une tension de force contre
electromotrice, V.., , peut étre utilisée pour modéliser le circuit électrique du moteur. ~ Cette
tension de force contre électromotrice est produite parce que les bobines du moteur se
déplacent dans un champ magnétique. La tension produite peut étre approximée par une
fonction linéaire de la vitesse de I'arbre, qui peut s'écrire sous la forme :

Veem = ke (2-18)

A ce point, une équation différentielle linéaire du circuit électrique du moteur a
courant continu peut étre écrite en utilisant la loi de Kirchoff, la loi stipule que la somme de
toutes les tensions dans le circuit doit étre égale a zéro. Pour le moteur a courant continu, ce
qui peut étre écrit comme :

. di
V, — Ri — Ld—; — Viem =0 (2-19)

En appliquant la loi de Newton sur I'arbre du moteur en trouve que :

XM =Ly, =Ty — kpoy — 14 (2-20)

En substituant I'équation (2-17) et (2-18) dans les équations (2-19) et (2-20), et la
réorganisation en termes de dérivées temporelles, conduit aux deux équations fondamentales
suivantes qui regissent le mouvement du moteur.

di _Va _R;_ ke 2,91
at L Lt %m ( )

dom _Knm; K, _Za (2-22)

dt Im Im

Les deux équations sont des fonctions linéaires de la vitesse et du courant et elles
comprennent les dérivées premieres de la commande. Un modéle simplifié du moteur a
courant continu est suffisant pour le cas d’équilibrage du robot. Pour cette raison, l'inductance
du moteur et la friction du moteur sont considérées comme négligeables et sont approchées a
zéro, donc :

1
L:_? m+EVa (2-23)
dwm _km . 1g _
ek Iml P (2-24)

En substituant I'équation (2-23) dans I'équation (2-24), une approximation pour le
moteur a courant continu, qui est uniquement fonction de la vitesse actuelle du moteur, de la
tension appliquée et du couple appliqué, est obtenue.
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dw Kim k K T
Lo _Imleyy 4 my _la (2-25)
dt ImR ImR Im

La dynamique du moteur peut étre représentée par un modeéle d'espace d'état, c’est un
systeme du premier ordre, d’équations différentielles avec les parameétres de position, et de
la vitessew,,. Les entrées du moteur sont alors le couple appliqué et la tension appliquée.

21=o ] L]+ [ ] (2-29)
y=[1 o0 [w(pm]+[o 0] Zﬂ (2-27)

2.3.3 Modélisation dynamique

Les équations du modéle dynamique qui décrivent le mouvement du robot sont
données soit par la méthode d’Euler - Lagrange, soit par la méthode de Newton - Euler.

2.3.3.1 Méthode d’Euler — Lagrange
2.3.3.1.1 Dynamique des systéemes non holonomes

Dans cette section, nous présentons le modéle dynamique d'un systeme mécanique a n
dimensions avec k contraintes cinématiques, comme dans I'équation (2-1).

On définit le lagrangien L comme la différence entre I'énergie cinétique et I'énergie
potentielle du systéeme:

L(q,9) = T(q,4) — U(q) = 54"B(q)q — U(q) (2-28)

Ou B(q) est la matrice d'inertie du systéme mécanique définie et positive. L’équation
d'Euler-Lagrange du mouvement est :

L(2) - (2) = a@r+SG@r (2-29)

Dans laquelle S(q) est une matrice de cartographie de (n X m) , m = n — k entrées
externes, t les forces / couples effectuant des travaux sur q, et A € R™ est le vecteur des
multiplicateurs de Lagrange inconnus. Le terme A(g)A représente le vecteur de contrainte des
forces. On suppose que le nombre d'entrées disponibles est égal au nombre de degres de
liberté du systeme. [5] [14] [29]

Le modéle dynamique du systeme de contraintes mécaniques est
B(q)§ +n(q,q) = A(@Qr+ S(@t
{ Te N~ (2-30)
A (@)q =0

Avec
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n(q, ) = B(q)q—§<j—q (c‘fB(q)a;)) + (@) (2-31)

Examiner une matrice X(g) dont les colonnes forment une base nulle de A7 (q),
comme dans I'équation (2-2), de sorte que A7(q)X(q) = 0. Les multiplicateurs de Lagrange
peuvent étre éliminés en multipliant & gauche des deux cotés de I'équation (2-30) par X7 (q),
pour obtenir ainsi le modele dynamique réduit

XT(@)(B(@i +nlg, 9) = XT(q)S(q)t (2-32)

Comme un ensemble de m d'équations différentielles.
Supposons maintenant que det[X7 (q)S(q)] # 0

Ce qui est une hypothése réaliste dans la plupart des cas pratiques. Il est commode de
fusionner des modeles cinématique et dynamiques dans un (n + m) dimensionnel réduit, le
modele d'espace d'état du formulaire.

s 2 ot + M @A @S (:33)
ol v € R™ est un vecteur de réduction des vitesses et
M(q) = X"(q)B(9)X(q) >0 (2-34)
m(q,v) = X" (@)B(@X(q)v + X" (q)n(q, X(@)v) (2-35)
avec :
X(g)w = £, (v ZEL) X (g)v (2-36)

Il est possible d'effectuer une linéarisation partielle de la réduction d'espace d'états du
modele intermédiaire d'une rétroaction non linéaire pour calculer le couple

T = [XT(@S( @I (M(q)a +m(q,v)) (2-37)

ou a € R™ est le vecteur d'accélération réduite. Le systéme résultant est

{a=X@v (2-38)
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Ou les n premiéres équations forment le modéle cinématique et les m équations
suivantes agissent comme une extension dynamique. Notons que le couple d’entrée calculé
dans 1’équation (2-37) nécessite la mesure de v, ce qui peut ne pas étre directement
accessible. Toutefois, on peut calculer v par pseudo inversion du modele cinématique a
condition que g et ¢ sont mesurables.

v = (X"(X(@) X" (@)q (2-39)

Définissant le vecteur d'état x = (g, v) € R™™ et le vecteur d'entrée u = a € R™, le
modele d’espace d'état du systeme en boucle fermée peut étre réécrit sous forme compacte

x=fx)+gx)u= [X(g)v] + [I(r)n] u (2-40)

C’est a dire un systéeme de contréle non linéaire, aussi connu comme le modéle
cinématique du second ordre du systeme de contrainte mécanique. En résumé, pour les
systemes non holonomes, il est possible d'annuler des paramétres dynamiques par rétroaction
non linéaire, en supposant que (i) le modéle dynamique est exactement connu, et (ii) I'état du
systeme complet est mesurable. Si c'est le cas, le probléme de contrble peut étre directement
résolu au niveau vitesse, a savoir, par v, synthétisée de maniere que le modéle cinématique

§=X(q (2-41)

se comporte comme on le souhaite. Lorsque v est disponible, I’équation (2-37) peut
étre utilisée pour obtenir I'entrée de commande au niveau 7 force généralisée, a condition que
v est suffisamment lisse (au moins différentiable, puisque a = v apparait).

2.3.3.1.2 Exemple de modélisation dynamique

Soit m la masse du 1’unicycle, I le moment d'inertie autour de l'axe vertical, 7, la
force motrice et 7, le couple de direction [5]. Avec la contrainte non holonome exprimée
dans I’équation (2-5), le modele dynamique (2-30) prend la forme

( X
xsinf —ycos@ = [sin@ —cosf O0]|y[=0
2
. 2-42
< m 0 0][x sin @ cos@ O 7 ( )
0 m Of|Yy|=|—cos@|A+|sin® O [Tz]
Lo o 1)l 0 0 1

Ensuite, nous procédons a la procédure de réduction présentée dans la section
précédente. Depuis

X(q) =5(q)
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X"(@)S(@) =1
XT"(@)BX(q@) =0

Nous obtenons

q=X(qQv
{i) =M (g7 (2-43)
C’est a dire, les cinq équations dynamiques
(X = v cos6
y =v,sinf
0=v
] b= 12_1 (2-44)
1= m
(U, =
En laissant
_ _m O )
T—M(q)u—[o I]u (2-45)
Le modele dynamique linéarisé partiellement est obtenu sous forme
[*] [vicos6] [0 0
| Y| |vising] [0] [0]
leelzl Uz |+|0|u1+|0|u2=f(f)+glu1+g2u2 (2‘46)
- 1 |l
V1 0 J
Uy 0 0 1
Avec le vecteur détat & = (x,y,0,v,,v,) € R> . En calculant les crochets de
Lie
[cos 6] [O] [~ sin 0]
| sin@ | |0] | cos |
[glif]zi 0 |'[g2Jf]=|1|'[92'[f1[gl'f]]]=| 0 |
0 0 0
l o | Lo/ L o |

Il est évident que le modéle dynamique de I’unicycle satisfasse a la fois I’accessibilité
et la controlabilité sous des conditions de petits intervalles de temps. En effet, les champs de
vecteurs
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91, 92,191, f1, 192, f1, [92' [f' [91;f]]]

s’étendent sur un espace de dimension cing a chaque &, et satisfont les conditions du
théoreme (2-1).

2.3.3.2 Méthode de Newton - Euler

Le but de cette section est la dérivation d'une modéle dynamique d'espace d'états du
robot mobile a roues décrivant les relations dynamiques entre les coordonnées de
configuration et les couples produits par les moteurs. Nous considérons que le robot se
déplace avec des petites vitesses qui vont nous permettre de négliger les frottements et les
effets Coriolis.

Pour trouver les équations du mouvement, nous allons utiliser la méthode de Newton-
Euler et trouver 1’accélération des centres de masse. Ici, le robot se compose de trois corps
rigides : le corps du robot et les deux roues. A cet effet, nous allons utiliser les coordonnées
du systeme pour exprimer les accélérations des trois organes. [3]

Supposons que les coordonnées de I'accélération inertielle de l'origine du corps de
systeme est :

a0=

Xr
j}r‘ (2'47)
0

Et les coordonnées de la vitesse et I'accélération angulaire du corps de systeme sont :

0 0
61g 61r

Nous allons désigner par ¢ = [c 0 0]% la distance entre le centre de masse du corps
du robot et I'origine du cadre du corps du robot. L'accélération du centre de la masse du corps
du robot est exprimée par :

a, = ay+o c — w?c
Arx 557« —C 92
Gyl =|j.+cb (2-49)
0 R 0 R

Nous allons désigner par le d; = [0 — L 0]% la distance entre le centre de masse de

la roue droite du robot et I'origine du chassis du robot. L'accélération du centre de masse de la

roue droite du robot est exprimée par :

Apa = a0+0C dd - Cl)zdd
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Cley = j}r + L 9'2 (2'50)

[aRdx] ¥, + L6
R 0 R

Et de méme pour la roue gauche

arg = ap+x dy — w?d,

aRgx 55r - Lé
=y, — 162 (2-51)
R

Figure 2-9 : Diagramme des accélérations
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Figure 2-10 : Diagramme des forces

D'apres les figures (2-8), (2-9) et (2-10) on peut utiliser la loi du mouvement de Newton. La
somme des forces dans le sens X, est :

EFXr =Fd+1§} = MRApax + MrArgx + MyQyy
= mg(¥, + LO) + mg(%, — LO) + m, (%, — c 6?) (2-52)

= (m, + 2mg)¥%, —m, c 62

MRARa

Ip Xpg

(a) Forces (b) Accélérations

Figure 2-11 : Diagramme des forces et des accélérations pour la roue droite
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Encore une fois, en utilisant la loi du mouvement de Newton, la somme des forces
dans la direction Y, est donnée par :

z FYT = Nd + Ng = mRaRdy + mRang + mrary
= mg(§, + LO?) + mg(5, — LO2) + m,.(§, + c §) (2-53)
= (m, + 2mg)y, + m, ¢ 7]

La somme des moments auteur du point p dans le sens Zr est :
Z M, = (Fg — F;)L = (I, + 215)0 + mgagaxL — Mpaggy L + mpa,yc

= (I + 21g)8 + mg(%, + LO)L — mg (%, — LO)L + mc(§, + ¢ 6)

= (I, + 2Ig + 2 mpL? + m,c?)6 + m,cy, (2-54)

En observant les figures (2-11) (a) et (b), on peut écrire la somme des moments autour
du centre de masse de la roue droite dans la direction Y,

ZMO = — FdT' + Td == IRyCZR = IRy%(jér + LH) (2'55)

Il en résulte ce qui suit pour la force de traction F, sur la roue droite

F,=1 (rd — B (5, + Lé)) (2-56)

r

Un résultat similaire pour la force de traction de la roue gauche F, peut étre réalise

F=1 (rg — B (5, — Lé)> (2-57)

r

ou t4et 7, sont les couple d'entrainement de la roue droite et la roue gauche,
respectivement. Puis ces couples sont introduits dans le systeme, et nous allons écrire les
équations du mouvement en termes de ces couples. Cet objectif est atteint en substituant les
équations (2-56) et (2-57) dans les équations (2-52), (2-53) et (2-54). Les équations
dynamiques résultantes du mouvement sont :

21y ., o1
{(mr + 2mp +%)xr —m,c6? = ;(Td +1,)
4' (m, + 2mg)j, + mc 6 = Ny + Ny (2-58)
2 .
| (Ir + 2 + 2mglL? + Igy =5 + mrcz) b +mci, == (tqa — 174)
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La force de pneu latérale N; + N, peut étre déterminée par la recherche d'une relation
cinématique qui permet de calculer l'accélération latérale 3,.. La contrainte non holonome
définie dans I'équation. (2-5) peut étre utilisée pour déterminer la composante d'accélération
latérale ,.. La contrainte non holonome est répétée ici.

Y, =—xsinf +ycosf =0 (2-59)
v, est égal a zéro en raison a la condition de non-glissement, j,. pourrait étre différent de zéro

en vertu de certaines conditions. L’accélération latérale est obtenue en différentiant I’équation
(2-59).

j, = —%sin® + j cos® — O(x cos @ + ysin@) = —¥sinb + jcosO — 0 x, (2-60)
L'équation (2-46) implique que
y = xtan6 (2-61)
La différenciation de I'équation ci-dessus dans
j = %tan @ + x6(1 + (tan 6)?) (2-62)
En substituant cette équation dans. (2-61), on obtient
y, = 0(x(1+ (tan 6)?) cos 6 — %,.) (2-63)
Cependant, nous avons x = x, cosf — y,.sinf ety, =0. L'utilisation de ces
relations avec 1’équation ci-dessus montre que la composante de l'accélération latérale du
robot devient
Jr =0 (2-64)
L'équation (2-64) nous permet de négliger la deuxiéme équation dynamique et de

simplifier la troisieme équation dynamique (2-58). Enfin, les équations dynamiques du
mouvement pour le robot se réduisent a ce qui suit :

21y .
(mr +2mp + riy)v—mrc w? =%(Td +1,)

. (2-65)
(I + 2 + 2mgl? + Iy 25 + myc?) & = = (14 — 1)

Olv=x,etw=2~0

Nous allons maintenant définir la variable d'état généralisée
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[0
|92 [3’ ]
4y v
lQSJ le
Le systeme complet (cinématique + dynamique) devient alors
: qscosqzy [0 07
I[;C,]I [‘M sin Q3] 0 0
 _al= qs 0 0 Ta _
W0=101=| ey [T [ (2-67)
v rm ™m
ol | 5 1|2 -
-1l ri-
Ou
IRy
m = (m +2|\mg +—= >
T ( R T2 ) (2_68)

1= (Ir + 21z + 217 (mR + If—j) + mrcz)

Dans ce qui suit nous allons considérer que le centre de gravité du robot est situé sur
1’axe des roues, dans ce cas, nous avons ¢ = 0.
Donc :

m=(mr+2(mR +If—2y)>

(2-69)
I = (Ir + 21 + 217 (mg + 'f—;))

Le couple de sortie aux roues du robot est atteint [16] :
r=—tneg q Iny, (2-70)

Donc le couple de sortie a la roue droite du robot est :
Tg = — k";ke g+ k?m Vaa (2-71)

Et a la roue gauche est :

Ty = =Gy + Y, (2-72)

Remplacons les valeurs de 7, et 7, dans 1’équation (2-65) on trouve :
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21 .
(mr + 2mpg + r’;y) V= (Vad +Vag )
2 . Lkmke Lkm (2-73)
(I + 21g + 2mgl? + Iy 7) W = ( Pa— @g) + =2 (Vag = Vag )
Ona:
=2 (@a+dy) et @ =5 (90— @)
Donc 1’équation (2-73) devient comme suit :
ko ke ko
R VTR (Vaa + Vg ) =0
2 kmke Lk,
16 +2—50— 0 —— (Vag —Vag ) =0
. kmke km
U=—2m _(Vad+Va)
L2kpmk 4 Lk (2-74)
W=-2—"2Cw+ 2 (V )
IT2R ad ~ Vag
Enfin, le modéle dynamique du robot est :
o kmke 0 km km v
U] _ mr2R v mRr R ad
[a)] - 0 5 Pkmke [a)] + TLE _mLkrm v, ] (2-75)
T IRT IRT
Sous la forme :
X(t) = AX(t) + BU(¢t) (2-76)

L’équation (2-76) représente 1’équation des etats du systéme (robot unicycle) en temps
continu. En temps discret 1’équation (2-76) est représentée comme suit :

X(k+1) = AX(k) + BU(k) (2-77)
tel que :
_[vk+ D], _ mrz,i 0 _ [v(k)
X(k + 1) - [(l)(k + 1)] A= -2 Lkmke ’X(k) B [w(k):l,
IT2R
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km  km
_|mRr mRr _ Vaa (k)
IRr IRr

2.4 Conclusion

Nous avons traité dans ce chapitre la classification des robots mobiles a roues ainsi
que la modélisation du robot unicycle. Le modéle cinématique d'un unicycle est en général
connu, mais nous avons essayeé de rappeler les principales étapes. La structure des contraintes
cinématiques découlant du roulement pur des roues est du reste analysé, il est démontré que
ces contraintes sont en général non holonomes et par conséquent réduisent la mobilité locale
du robot. Le modéle cinématique associé aux contraintes est introduit pour décrire les
mouvements instantanés admissibles, et les conditions sont données dans lesquelles il peut
étre mis en forme en chaine.

Enfin, le mode¢le linéaire d’un moteur a courant continu est présenté. Le modele
dynamique, qui concerne les mouvements du robot est présenté par deux méthodes, la
méthode d’Euler- Lagrange et la méthode de Newton- Euler.
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Chapitre 3

Etude détaillée de la commande optimale LQR

3.1 Introduction

Les problémes de commande optimale se rencontrent dans la vie de tous les jours :
comment arriver a destination le plus rapidement possible, comment minimiser sa
consommation... Pour un systéeme dynamique donné et dont les équations sont connues, le
probléeme de commande optimale consiste alors a trouver la commande minimisant un critére
donné. C'est sous cette forme que la commande optimale a été étudiée dés le 19°™ sigcle avec
le calcul des variations. Une des grandes applications de la commande optimale a été
I'application au lanceur Apollo dans les années 1960. Notons néanmoins que les difficultés
soulevées par ce genre de probléme sont loin d'étre complétement résolues comme en
témoignent les sessions dédiées a la commande optimale dans les conférences d'automatique.
La commande optimale reste donc un sujet de recherche d'actualité. [12]

3.2 Position du probleme

Soit un systeme a temps continu de représentation d'état :
x = f(xu,t) (3-1)

et de condition initiale x(t;) =x,, ou t € R,u € R™ et x € R™. Les signaux u et x sont
des fonctions de Rvers respectivement R™ etR™. Pour la condition initiale x,et la
commande u, I'équation d'état (3-1) définit une trajectoire unique x pour I'état sur [to, tf].
Celle-ci est fonction de la condition initiale x, et de lacommande u sur [¢o, t;].

Soit un critere :

J(xo, to,w) = 0(xp, tr) + ftifq.’)(x, u, t)dt (3-2)

avec xy = x(tf). Les fonctions 6 et ¢ ainsi que les instants ¢, et t; étant donnés, ce critere ne
dépend que de x, et de u sur [to, tf]. L'application qui au signal de commande u associe le

critére scalaire J(x,, to, u) est une fonctionnelle. On peut noter que différentes présentations
existent dans la littérature :

> La présentation de Mayer et de Lagrange : [2]
La présentation de Mayer et de Lagrange est donnée sous la forme d’un systeme

x = fx(t),ut),t), x(ty) = xo, x(tf) =x;, UEU, tE [to, tf], I’objectif ~ étant  de
minimiser le co(t

J(tr,w) = [ (e (®),u(®), O)dt + 6 (xp, tf) (3-3)
Lorsque 8(xs, tf) = 0 dans I’expression de la fonctionnelle / (¢, ), donc :
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J(tru) = [T $Ce(),u(®), )dt (3-4)

on parlera de présentation de Lagrange .
Et lorsque ¢ (x(t),u(t),t) =0,

J(tr,u) = 6(xz, ) (3-5)
on parlera de présentation de Mayer.
> La présentation de Bolza :

L’avantage de la présentation de Bolza est que cette derniére regroupe les deux précédentes
formulations a savoir les formulations de Lagrange et de Mayer. [16]

](tf, u) = H(xf, tr ) + fttof¢(x, u, t)dt (3-6)

Les trois formulations (3-4), (3-5) et (3-6) sont équivalentes dans le sens ou on peut
toujours se ramener de I’'une a ’autre.

En plus de I'équation d'état qui lie les trajectoires de u et de x, d'autres contraintes
peuvent intervenir (sans pour autant remettre en cause le critére choisi). Typiquement :

. I'instant final peut étre imposée ou libre ;
" la commande peut appartenir a un ensemble u € U # R™,
" des contraintes peuvent exister sur I'etat final : x; € X.

Le probleme de la commande optimale consiste alors a trouver la commande
@ minimisant J(xo, to, w):

1l = minyy J(xo, to, u) (3-7)
On notera alors X la trajectoire correspondante de I'état et
i(xo) = J(xo, to, 1) (3-8)
la valeur du critére.

3.3 Classement des problemes de la commande optimale

On peut classer les fonctions objectives en deux criteres physiques de performance.
[17]

3.3.1 Temps optimal

On parle d’un probléme en temps optimal lorsque ¢ (x,u,t) =1, 6(xs,t;) =0 etle
temps final t; est libre dans I’expression de
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min,, |, ti,f 1dt (3-9)

3.3.2 Cout optimal

On parle d’un probléme en codt optimal lorsque le temps final ¢, est fixé dans I’expression
min,, fC‘Of o (x,u, t)dt + 0(xp, ty) (3-10)

Evidement, il existe des problémes qui combinent les deux critéres physiques de
performance, et on parlera dans ce cas d’un probléme de contrdle en temps et en codt optimal.
Dans certains probleme de contréle optimal, il peut s’avérer utile et efficace de s’intéresser
tout d’abord au probléme de minimisation du temps de transfert afin de pouvoir traiter
correctement le probléme de minimisation du colt. On comprend bien qu’une minimisation
de la consommation d’énergie se doit de ne pas engendrer de temps de transfert prohibitif a
I’égard du temps de transfert minimum.

Si dans I’expression de J, ¢ est proportionnelle a u? on parle alors d’un co(t
quadratique.

Si u est un contrdle scalaire et ¢ proportionnelle a u, on parle de probleme de
contrble a colt d’approvisionnement (Fuel cost).

Lorsque les équations d’état x = f(x,u, t) ne dépendent pas explicitement du temps,
c'est-a-dire x = f(x, u), on parle dans ce cas de probléme autonome.

Si t est présent dans les équations d’état on parle de probléme non-autonome.

3.4 Rappel de principes fondamentaux
3.4.1. Le principe d’optimalité de Bellman [22] [25]

Soit le systéme d’équation d’état défini par la relation :

x=f(x,u,t)
3-11
{x(to) = Xo (3-11)
On considere le critere de performance suivant (3-12) associé au systéeme (3-11) :
J(xp, to,u) = H(xf, tf) + ftzfqb(x, u, t)dt (3-12)

On définit alors, sur I’horizon temporel [¢o, t7], la commande optimale #, conduisant
au critere optimisé :

j(xO' tO) = minu[to,tf] ](xO' to, u) = ](xo; to, ﬁ) (3'13)
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Soit t; € [to, tf]. Le principe d’optimalité de Bellman stipule que la trajectoire
optimale sur I’intervalle [t,, t¢] contient nécessairement la trajectoire optimale sur [¢y, t/],

partant cette fois de la condition initiale x; = x(t,).
Le critere peut des lors s’écrire sous la forme :

J(xo) = miny e ¢, ft": G, u, )dt + J(x,) (3-14)

Ce résultat permet d’obtenir une solution optimale en découplant I’intervalle
d’optimisation et en résolvant récursivement le probléme.

3.4.2. Le principe d’optimalité de Pontriaguine

Considérons a nouveau le systeme (3-11) et le critere de performance (3-12).
L’Hamiltonien correspondant est défini par :

H(x,u, A, t) = (e, u, t) + ATf(x,u, t) (3-15)

ou 4 est dénommé vecteur d’état adjoint.
Le principe du minimum de Pontriaguine stipule que la trajectoire optimale minimise
I’Hamiltonien du systéme :

H(%%,4t) <H(xulLt)VueU (3-16)

En faisant appel au calcul des variations, on définit un certain nombre d’équations
permettant de résoudre le probleme de commande optimale.

Ces équations correspondent aux équations canoniques de Hamilton qui régissent les
dynamiques de 1’état et de I’état adjoint, et sont données par :

Pour I’état :

0H

=X (3-17)
Pour I’état adjoint :

OH _ _

Pl A (3-18)

On leur ajoute les conditions aux limites (en t, et en t;), dites équations de
transversalité :
A I’origine :

20 a0 \T
(H (to) + a_to) Oty + (—A(to) + a) 6xy =0 (3-19)
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A Darrivée :

a0 a0 T
(H(tf) + a—q) Sty + <—/1(tf) + a—xf) §xp =0 (3-20)

En fonction de la nature du probleme considéré, on peut aussi préciser d’autres
relations additionnelles :

. si aucune contrainte (de type saturation) n’est imposée sur u(t) a l'instant t, on a :
oH
% () =0 (3-21)
. si H n’est pas une fonction explicite du temps, on a:
OH _ dH
i 0 (3-22)
> Lien avec le calcul des variations

Il s'agit d'un probléme d'optimisation sous contrainte égalité f(x,u,t) —x = 0. En
s'appuyant sur le calcul des variations [12], on est amené a introduire un multiplicateur de
Lagrange A, qui est une fonction du temps, et 1’Hermicien :

HOou, A t) = p(x,u, t) + ATfF(x,u,t) (3-23)

Le critére s'écrit alors :

tr
J=0(xqtr) + f (pCe,u, ) + AT(f(x, u, t) — X))dt
to

tr
= 0(xp, tr) + f (H(x,u,2,t) — ATx)dt
to

tr ty
=0(xs, tr) + f H(x,u, A, t)dt — f ATxdt

to to

tr tf

=0(xs tr) + j H(x,u, 4, t)dt + j ATxde — 2T (t6)x(tr) + AT (to)x (to)
to to

= 0(x0,to, xp, t) + [/ (HCow, 4,8) + ATx)dt (3-24)

ou (xg, to, xp, tr) = 0(xp,t7) — AT(t)x(tr) + AT (£0)x (o).
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Le calcul des variations permet de donner des conditions nécessaires pour résoudre ce
probléme.
Prenons la premiére variation de J .

§f = 68T (g - ,1) + 1 (5; (‘;—Z + ,1) + 68T (3—Z)> dt (3-25)

Ou &, et 6,, sont des variations de X et de @ , I’état et la commande optimaux.
L’optimum est atteint quand la premiére variation est nulle, ceci implique que :

6H_
ox
6H_0
ou

(équation de Hamilton — Jacobi)

a6
ST (a — /1) =0at=¢yett = ty,qui sont des conditions de transversalité

3.4.3 Principe de moindre action de Maupertuis

L'équation d'Euler-Lagrange, bien connue en mécanique, peut étre retrouvée a partir
du principe du minimum. En notant T, I'énergie cinétique et U I'énergie potentielle d'un
systeme mécanique [12], le principe de moindre action énoncée par Maupertuis postule que le
systeme évolue en minimisant l'intégrale :

IGEOLE: (3-26)

Notons g les cordonnées généralisées du systeme. Soit L(q,q) =T(q,q) — U(q) le
lagrangien, avec le critére :

J (@0 to, @) = [,/ L(q, @)t (3-27)

On considere un systeme dont on commande la vitesse, I'équation d'état du systéme
s'écrivant alors simplement :

g=u (3-28)
L'hamiltonien s'écrit alors :
H(q,q) =L(q,q) +A"q (3-29)

et le principe du minimum donne les deux équations suivantes :
oM _9L_ _j (3-30)

dq  dq
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on _ oL

Sa =5t (3-31)

En dérivant la seconde équation par rapport au temps puis en remplagant A grace a la
premiére, on obtient I'équation d'Euler-Lagrange :

4o _R_p (3-32)

3.5 Commande Linéaire Quadratique

On parle de commande linéaire quadratique : LQ ou LQR pour linear quadratic
regulator. Le systeme est linéaire et la commande est quadratique [12] [18]. La commande
optimale est un retour d'état.

3.5.1 Commande LQ a horizon fini

Soit le probleme de commande optimale du systeme :
x=At)x + B(t)u (3-33)
avec le critére :
J(xo, to, u) = %x]?Sxf + f;f%(xTQ(t)x +uTR(t)u)dt (3-34)

Les matrices @, R et S étant symétriques avec Q et S > 0 et R > 0% [12] [26]. L'hamiltonien
s'écrit alors :

H(x,w, 4,t) = ATAW)x + ATB(Ou +5 (T Q(0)x + uTR(H)w) (3-35)

L'hamiltonien vérifie les conditions suivantes :

. équation de I'état adjoint
2 _ EJH _ T
A= - = —A"(t)A - Q(t)x (3-36)
. condition de transversalité
AMts) = Sxs (3-37)
° absence de contrainte sur la commande
OH T
= B"t)A+R{t)u=0 (3-38)
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De I'équation (3-38), on déduit :
u=—-R1(t)BT(t)A (3-39)
Alors I'équation dynamique du systéme s'écrit :
x=At)x + —B(t)R™ ()BT (t)A (3-40)

Les équations (3-36) et (3-40) peuvent se mettre sous la forme d'un systeme matriciel appelé
systéeme hamiltonien :

_ -1 T
%[i{] - [_AQ(Z) B(t)f AT%B ® [;] (3-41)

Posons A = p(t)x avec, d'aprés (3-37), la condition finale p(t;) = S. L'équation (3-36)
s'écrit alors :

A==-ATOp)x — Q(t)x = — (AT(Op(t) + Q(1))x (3-42)

Avec A = px + px et I'équation d'état (3-33) du systeme, I'équation (3-42) s'écrit alors (en
omettant la référence au temps afin d'alléger les notations) :

P+pA+ATp —pBRBTp+Q)x =0 (3-43)
La solution est alors obtenue en résolvant I'équation (différentielle) de Riccati suivante :
p+pA+ATp—pBR™BTp+Q =0 (3-44)

avec la condition finale p(¢f) = S.
On montre que la condition :

xT(p+pA+ATp —pBR™BTp + Q)x =0 (3-45)
S’écrit aussi :
% (xTpx) + xTQx + u"Ru =0 (3-46)
Le critére :
J(xo, to,u) = %xfTSxf + f;f%(xTQ(t)x + uTR(H)w)dt (3-47)

S’écrit alors :
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JGxo tow) =5 (3 S% = [ 5 Tp)de) (3-48)

to dt

Soit, avec la condition de transversalité p(t;) = S:
J (o, to,u) = > x5 p(to) %o (3-49)
Le minimum du critere est donc :
J(to) = JCxo, to, ) = 5x] p(te)x0 (3-50)

Il est intéressant de noter que la commande optimale obtenue s'‘écrit comme un retour
d'état u = —L(t)x avec :

L=-R1BTp (3-51)

Néanmoins, n'oublions pas que, dans le cas présent, L varie en fonction du temps,
méme dans le cas d'un systeme et d'un critere a temps invariant (c'est-a-dire si les matrices
A,B,Q et R ne dépendent pas du temps). En effet, la matrice p(t) reste dépendant du temps
dans le cas d'un critere a temps fini.

3.5.2 Commande LQ a horizon infini

Intéressons nous ici au cas du systéme LTV (linéaire a temps variant) precédent ou :

o1

J(x0, to,U) = fto E (xTQ(t)x + uTR(Hu)dt (3-52)

On montre que ce critére est fini si le systéme est stabilisable a tout instant t, (c'est-a-
dire qu'a chaque instant, il existe un L(t) tel que les valeurs propres de A — BL soient a partie
réelle négative). Remarquons par ailleurs que la partie du critére concernant I'état final n'est
plus pertinente car, sur un horizon infini, I'état tend vers zéro si le systeme bouclé est stable.
Dans le cas d'un probleme LTI (linéaire a temps invariant), la commande optimale est un
retour d'état statique u = —Lx ou L est exprimé par I'équation (3-51) et ou p Vvérifie I'équation
algébrique de Riccati :

p+pA+ATp —pBRIBTp+Q =0 (3-53)

3.6 Commande LQ a temps discret

L’utilisation d’un correcteur se fait dans la majorité du temps de manieére numérique.
En passant dans le domaine discret [11] [27], I’équation dynamique (3-33) devient :

46



Chapitre 3 Ftude detaillée de la commande optimale LOR

x(k+1) = A(k)x(k) + B(k)u(k) (3-54)
avec la condition initiale
x(k = ko) = x(ko) = xg (3-55)
et cherchons la commande minimisant le critere :
k-1
J = 557 (e )F (ke ) (kep) +5 2 L (2T (RDQUR)x (k) + uT (kR (kYu(k))  (3-56)
ou
J =3 Ziso (T ()QU)x(k) + uT ()R (k) (3-57)
ou F(kf) et Q(k) sont des matrices d’ordre n X n symétriques, semi-définie positive, et R(k)
est matrice d’ordre r X r symétrique, définie positive. Le probléme a résoudre n’est plus un
probléme en temps continu. Si on étudie le probleme a horizon fini, il suffit de trouver les n+1

ou ks + 1 valeurs de la commande pour chaque pas de temps.

3.6.1 Commande LQ a temps discret a horizon fini

On doit alors résoudre un probleme de minimisation classique sous contraintes et on
utilisera la formulation conventionnelle basée sur 1’écriture du Lagrangien. [12] [27] [11]

L

k=n
D exT(k)Q(k)x(k) +2uT (ORGuCK)
k=0

+ AT (k + D (—x(k + 1) + A(K)x (k) + B(k)u(k))) (3.58)

et la solution optimale vérifie les équations suivantes :

S2 = R(Ou() + BT(0Ak + 1) = 0 (3-59)

To5== QUOx(K) = A0k) + AT(OA(k + 1) = 0 (3-60)
d

az(kL+1) = —x(k + 1) + A(k)x(k) + B(k)u(k) =0 (3-61)

L'équation de la commande (3-59) donne :

u(k) = —R~2(k)BT (k) A(k + 1) (3-62)
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Alors I’équation (3-61) s’écrit :

x(k +1) = A(k)x(k) — B(k)R™* (k)BT (k)A(k + 1)
= A(k)x(k) = BUOR™ (k)BT (k) (=A™ (k) Q (k) x (k) + AT (k) A (k)
= (A(k) + BUR™ (k)BT (k) AT (k) Q (k) )x (k) — BUIR™ (k)BT (k) AT (k) A(K)
(3-63)

Par utilisation de I’équation (3-60), nous trouvons
AMk+1) =-ATk)QU)x(k) + A T(k)A(k) (3-64)

Les équations (3-63) et (3-64) peuvent se mettre sous la forme d'un systeme matriciel

Bgig] _ [A+Bi;f;,4—TQ —BR~ 1BTA ”ﬁl]g (3.65)
ou
o) =lons ar ¥ onssr-1a7) [t ) ()

La derniere commande u(n) n'a aucun effet sur I'évolution du systéme sur I'horizon
considéré ; sa valeur optimale est donc nulle :

u(n) =0 (3-67)
On a ainsi d'apres I'équation (3-59):
Ak+1)=0 (3-68)
et d'apres I'équation adjointe (3-60):
A(n) = Q(m)x(n), otin = kp = Aks) = Q(ks)x(kys) (3-69)
aussi d'apres les équations (3-56), (3-57) et (3-67)
Q) = Q(ky) = F(ky) (3-70)
Il s'agit d'un probleme aux deux bouts : une condition initiale est disponible pour I'état
alors que c'est une condition finale qui est disponible pour I'état adjoint. Ainsi, la résolution

du probléme doit se faire pour I'ensemble de la trajectoire, ce qui peut représenter une charge
de calcul élevée dans le cas d'un horizon n élevé.

48



Chapitre 3 Ftude detaillée de la commande optimale LOR

Les équations précédentes peuvent étre résolues directement en x et A. On peut aussi
adopter la demarche suivante, basée sur un changement de variable suivant pour la variable
adjointe :

A(k) = p(k)x (k) (3-71)

ou p(k) est une matrice qu'il faudra déterminer, partant de (3-60), on obtient :

p(k)x(k) = Q(k)x(k)+AT(kK)p(k + Dx(k + 1) (3-72)
Etona

x(k +1) = A(k)x(k) — B(k)R™ (k)BT (k)x(k + Dp(k + 1)
= [I + B(k)R™* (k)BT (k)p(k + 1)] *A(k)x(k) (3-73)

En substituant (3-73) dans (3-72), on obtient:

p(k)x(k) = QU)x(k)+AT(k)p(k + DI + BUIR™ (k)BT (k)p(k + D] AU)x (k)
(3-74)

Depuis, cette relation (3-74) doit valoir pour toutes les valeurs de x(k), nous avons
p(k) = QU)+AT(K)p(k + D[ + BU)R™* (k)BT (k)p(k + D]*A(k)  (3-75)

Cette relation (3-75) est appelée Equation différentielle de Riccati (DRE).
Alternativement, nous pouvons exprimer (3-75) par :

p(k) = QU+AT(k)[p~(k + 1) + B(K)R™ (k)BT (k)] A(k) (3-76)

Ou, nous supposons que l'inversion de p(k) existe pour tout k # ky. La derniere

condition pour résoudre la matrice DRE (3-75) ou (3-76) est obtenue a partir de (3-69), (3-70)
et (3-71).

Mker) = QUies)x(kr) = p(kp)x(kr) = Q(kf) = p(ks) = F(ky) (3-77)

Dans I’équation (3-75), le terme p(k) est sur le cdté gauche et p(k + 1) est sur le coté
droit et par conséquent, il doit étre résolu récursivement a partir de I'état final (3-77). Du fait
que Q(ks) et F(ks) sont supposées semi-définies positives, nous pouvons montrer que la
matrice de Riccati p (k) est définie positive.

Pour obtenir la commande optimale en boucle fermée, nous éliminons A(k + 1) a
partir de la relation de la commande (3-62) et la relation d'état (3-63) et en utilisant la
transformation (3-69).
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u(k) = =R7*(k)B"(l)A™" () [p (k) — Q(Kk)]x (k) (3-78)
Ici, AT est l'inverse transposé de A et nous supposons que l'inverse de A(k) existe.
Cette derniere relation est la version souhaitée pour la commande optimale en boucle fermée
en fonction de I'état. Nous pouvons écrire la relation de la commande optimale en boucle

fermée (3-78) sous une forme simplifiée
u(k) = —L(k)x(k) (3-79)

ou,

L(k) = R71 (k)BT () AT (k) [p(k) — Q (k)] (3-80)
Il s'agit de la relation requise pour la loi de commande de rétroaction optimale et le
gain de rétroaction L(k) est appelé le "gain de Kalman". L'état optimal x * (k) est obtenu en

substituant la commande optimale u * (k) donné par (3-79) dans I'équation d'état initial (3-54)
en tant que

x(k +1) = (A(k) — BU)L(k))x(k) (3-81)

Les autres formes de la (DRE) :

D'autres formes qui ne nécessitent pas l'inversion de la matrice A(k) pour I'équation
(3-75) et la commande optimale (3-79) sont obtenues comme suit :
On a la relation suivante : [32] [23] [11]

[y + AAlAs] = Ay — AAs[AsAi Ay + A7 AsA, (3-82)
En utilisant la relation (3-82) dans (3-76), on obtient pour 1’équation (DRE) :
p(k) = QU)+AT (k) [p(k + 1)
—p(k + DBUR)[B" (k)p(k + DB (k) + R(k)]"*B” (k)p(k + 1)]A(k)

(3-83)

Ensuite, on utilise la commande optimale (3-62) et la transformation (3-69), pour
obtenir

u(k) = =R (k)BT (k)p(k + D)(K)x(k + 1) (3-84)
qui, lors de l'utilisation de I'équation d'état (3-54) devient

u(k) = =R (k)BT (l)p(k + D[A(K)x(k) + B(l)u(k)] (3-85)
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Apres une réorganisation, on obtient
[I + R~1(k)BT (k)p(k + )B(K)]u(k) = =R (k)BT (k)p(k + 1)A(k)x(k) (3-86)
Multipliant a gauche par R(k) et en résolvant pour u(k),
u(k) = —Lq(k)x(k) (3-87)
ou L, (k), appelé matrice de gain de Kalman est
La(k) = [R(k) + BT (k)p(k + 1B (k)] BT (k)p(k + DA(K) (3-88)
Notons a partir de la loi de commande de rétroaction optimale (3-87) que les gains de
Kalman sont tributaires de la solution de la matrice (DRE) (3-83) impliquant les matrices du

systeme et des matrices de l'indice de performance. Enfin., la commande optimale en boucle
fermée (3-87) avec I'état (3-54) nous donne le systeme optimal

x(k +1) = (A(k) — BU) Ly (k))x (k) (3-89)

En utilisant la relation du gain (3-88), on obtient une nouvelle forme de la fonction (3-
83) qui est :

p(k) = QU+AT(k)p(k + DIA(K) — B(k)L, (k)] (3-90)

Faisons maintenant quelques constatations:

> 1l existe plusieurs formes de la matrice (DRE) données par (3-74) ou (3-76), (3-83) et
(3-90).

» La matrice de gain de Kalman n'a elle que deux formes données, la premiere forme (3-
80), qui va de pair avec la (DRE) (3-75) ou (3-76) et la seconde forme (3-88) qui
correspond a 1’équation différentielle de Riccati (3-83) ou (3-90).

3.6.2 Commande LQ a temps discret & horizon infini

Cherchons la commande minimisant le critére :

J =35 (" ()QUx (k) + uT ()R (k)u(k)) (3-92)

Comme kg tend ver I’infini, nous avons la matrice de Riccati p(k) qui atteint une
valeur de régime permanent p. Autrement dit,

p(k) =pk+1)=p (3-92)

Donnant I'équation algébrique de Riccati (ARE) qui s’écrit :
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p=Q+ATp[l + BR™1BTp]| 14 (3-93)
ou en utilisant 1’équation (3-76), on aura :
p=Q+AT[p~1 + BR™1BT]14 (3-94)
La commande optimale de retour d’état (3-78) devient
u(k) = =R7BTAT[p — Qlx(k) = —Lx(k) (3-95)
ou, le gain de Kalman (3-80) devient
L=—-R1BTAT[p - 0] (3-96)

Autre forme:

Une autre forme de I'équation algébrique de Ricatti (ARE) (3-93) est obtenue en
considérant I'état stable de la forme différentielle (DRE) (3-83) qui est :

p=Q+AT[p — pB[B"pB + R] 'BTplA (3-97)
La commande optimale (3-87) devient
u(k) = —Lyx(k) (3-98)
Ou, la matrice de gain optimal (3-88) devient
L, =[R+ BTpB] 1BTpA (3-99)
La commande optimale (3-98) avec I'Etat (3-54) nous donne le systéme optimal
x(k+1) =[A—BL,(k)]x(k) (3-100)
3.7 Conclusion
Nous avons discuté dans ce chapitre de la commande optimale d’une maniere générale
et plus particulierement de la commande quadratique linéaire. Les principaux criteres utilisés
dans I’application de la commande optimale se résument au temps et a un indice de
performance ou & un cout. Quelques principes fondamentaux d’optimalité tels que le

principe de Bellman, le principe de Pontriaguine et le principe de moindre action de
Maupertuis sont aussi présentés.

Enfin, nous avons détaillés un type de commande optimale qui est appliquée a des
systemes linéaires, qu’est la commande LQR. Comme nous lI'avons mentionné deux types de
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commande LQR, a temps continu et a temps discret sont présentés. Les deux cas horizon fini
et horizon infini sont aussi discutés pour les deux types d’équations de Riccati.
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Chapitre 4

Algorithmes et travaux de simulation

4.1 Introduction

Le modéle dynamique du véhicule (robot unicycle) dans le cas discret est représenté
par I’équation :

x(k + 1) = A(k)x(k) + B u(k) (4-1)

Ici, x € R™ est le vecteur d'état du véhicule et u € R™est la commande (vecteur
d'entrée). L'objectif est de résoudre le probleme d'optimisation suivant:

J = 3R UDQUx (k) + uT ()R (k)u(k)) (4-2)

ou, R € R™ ™ est la matrice de pondération d'entrée de commande et Q € R™ ™ est la matrice
de pondération d'état. Afin de minimiser la fonction de colt quadratique, nous commengons
par calculer p(k) € R™™ qui est la solution de I'équation de Riccati,

4.2 Solution de I’équation de Riccati.

Il existe différentes méthodes pour résoudre I'équation de Riccati. Dans se qui suit
nous étudions trois méthodes pour la solution de cette équation.

1. Methode des vecteurs propres.
2. Méthode de Schur.
3. Méthode itérative.

4.2.1 Méthode des vecteurs propres.

La solution de I'équation différentielle de Riccati est critiqgue pour le systeme de
régulateur linéaire quadratique. Alternativement, on peut obtenir une solution analytique de la
DRE. Ecrivons le systeme hamiltonien (3-66) survenant dans le systéme de commande LQR a
temps invariant [11] [4] [6].

x(k)] _ [x(k +1)
200] = A+ 1) (4-10)
Ici, la matrice hamiltonien H est
_ [Hi1 H12] [4? A 1BR1BT ] i
H= [H21 Hy;l  1QA™Y AT + QA™*BR™ BT (4-11)
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Notons que
Hy1Hyy — HyoHyy =1 (4-12)
Les conditions aux limites (3-76) sont reproduites ici a partir de (3-55) et (3-77)
x(k = ko) = x0, Ak = k) = p(k = kr)x(kf) (4-13)

Aussi, en essayant d'obtenir I'équation différentielle de Riccati, nous avons supposé
une transformation (3-71) entre I'Etat et 1’état adjoint comme

A(k) = p(K)x(k); Vk < k¢ (4-14)
Maintenant, nous allons montrer que la solution p(k) de I'équation de Riccati (3-83)

peut étre obtenue en termes de valeurs et vecteurs propres de la matrice hamiltonien H.
Définissons d'abord

] = [_01 (I)] telleque J~1 = —J (4-15)
Maintenant, en utilisant (4-11), (4-12) et (4-15), il est facile de montrer que :
HTJH =] (4-16)
En multipliant a droite ’équation ci-dessus par H~1 on aura :
H'] =JH™ (4-17)
puis en multiplions a gauche par /! on obtient I’équation suivante :
JHT] =H1 (4-18)
et en utilisant (4-15), nous obtenons :
H™l=—JHT] (4-19)

Maintenant, en remplacant les quantités sur le c6té droit de I'équation précédente, on
obtient :

_[A+BR'BTATQ —-BR'BTA™T

H—l
_A—TQ A—T

(4-20)
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ol A~T est la transposée de A~1. Maintenant, nous montrons que si u est une valeur propre de
1 . ' .
H, alors m est egalement une valeur propre de H. D'abord, si u est une valeur propre avec un

vecteur propre correspondant [f,g]7 ona:

QA;l AT f_q;fi;g:w] [g] s [’;] (4-21)

Ce qui donne par une simple transposition :

[ gt —oa| 4] <ul) oz

En utilisant (4-19), nous avons
[ 2] = ] 2] (4-23)

Cela montre que u est aussi une valeur propre de H~7, et donc de H~*. Nous savons
d’aprés l'algebre matricielle élémentaire que si a est une valeur propre d'une matrice A, alors

1 . . _ . 1
— est aussi une valeur propre de la matrice A~1. Par conséquent " est une valeur propre de

H~1 d’ou le résultat trouvé. Cela signifie que les valeurs propres de H peuvent étre organisées
comme suit :

M 0

Dz[o M1

(4-24)

Ou M est un matrice diagonale de Jordon contenant n valeurs propres a I'extérieur du
cercle unité et M1 est une matrice diagonale contenant n valeurs propres a l'intérieur du
cercle unité qui signifie que M~ est stable. Maintenant, nous notons que D peut étre rédigée
dans des termes d'une matrice non singuliere W dont les colonnes sont les vecteurs propres de
H comme

W-THW =D (4-25)
Introduisons maintenant une transformation en

rol=w ool = W e (429

Puis, en utilisant (4-24), (4-26) et le systeme hamiltonien (4-10), nous obtenons
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V0] _ s [<C0] g [<C6 0] gy [0+ D) p VG 1)

(k) A(k) (k+1) Z(k+1) (k+1)
_[M 0 ] [V(k +1)
0 M UlZ(k+1)
(4-27)
La solution de (4-27) en fonction des conditions finales se trouve en premier
V(k + 1)] R [V(k) )
[Z(k Ll =P Lz (4-28)
Ensuite, pour que les conditions finales soient rendues, nous obtenons
V(k)] [M(kf—k) 0 ] V(kr)
= 4-2
zaol =" el |2ce) (429)

Ici, puisque M est instable (c'est a dire qu'elle ne va pas a zéro) (kf — k) — 00 Nous écrivons
(4-29) de la maniére suivante :

V(k)

[‘;((]Z))] = [M_(ff_k) M—(gf—k)] [Z(kf) (4-30)
Ensuite, au temps final k; en utilisant (4-14) et (4-26), nous avons
Aky) = WaiV (ky) + WaaZ (ky) = p(ke )x(kr) = F(ky )x(ky)
= F(kp) W11V (kf) + Wi Z(kf )]
(4-31)
Dont la solution devient
Z(ky) = T (ks )V (kr) (4-32)
ou,
T(ky) = =[Waz = F(keWia] " [War = F (te)Was (4-33)

Maintenant, en utilisant (4-30) et (4-32)
Z(k) = M=)z (kp) = M~Uer=RT (kY (k) = M~Cr =0T (ke )M~ Uer )z (k)  (4-34)

Cela signifie que pour chaque valeur de k,
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Z(k) = T(k)V (k) (4-35)
ou,
T(k) = M=k~ (k)M ~Cer=k) (4-36)

Maintenant, nous relions p(k) (4-14) avec T (k) (4-35) en utilisant d'abord (4-26) et
(4-14) pour obtenir

A(k) = WyrV(K) + Wy Z(k) = p(kK)x(k) = p[k][Wis + Wi, TUOIV (k)  (4-37)
Puis en utilisant (4-35)
[War + W, TV (K) = plk][Was + Wi, TV (K) (4-38)
Depuis celle-ci doit tenir bon pour tout x(0) et donc pour tout V (k), conduisant &
p(k) = [War + W, T()][Way + Wy T (k)] (4-39)

Enfin, nous avons la solution analytique non récursive (4-39) de I1’équation
différentielle de Riccati (3-83). Notons que la solution (4-39) exige les relations (4-36) et (4-
33) ainsi que les valeurs propres (4-24), vecteurs propres (4-25) et la matrice de co(t finale
donnée F (k).

Etat stable

Pour le temps final Kk — oo, I’équation différentielle de Riccati (3-83) devient
I’équation algébrique de Riccati (3-97). Maintenant, trouvons I'expression analytique de la
solution p de I’équation algébrique de Riccati. Comme (kf — k) =00, M~Ukr=k) 5 oo,
puisque M~! est stable. Cela signifie que dans (4-36) T(k) — 0. Ensuite, la solution
stationnaire de (4-39) donne

p= VV21VV11_1 (4'40)

Notons que la solution permanente précédente (4-40) exige des valeurs propres
instables (4-24) et les vecteurs propres (4-25). Ainsi, nous avons la solution analytique de
I’équation algébrique de Riccati.

4.2.2 Méthode de Schur

Cette méthode utilise certains vecteurs de Schur pour résoudre I'équation algébrique
de Riccati a temps discret [6] [17].
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Théoréme (4-1) : (la forme canonique de Schur): Soit T' € R™ ont dont les valeurs propres
sont A4, ... ... , A,,. Alors il existe une similitude de transformation unitaire N telle que NN
est triangulaire supérieure avec les éléments diagonaux A, ... ... , A, dans cet ordre.

En fait, il est possible de ne travailler que sur R par la réduction a la forme triangulaire
avec quasi-supérieur avec 2 x 2 blocs de diagonale correspondant a des valeurs propres
complexes conjuguées et des blocs 1 x 1 correspondant aux valeurs propres réelles. Nous
nous référons a cette forme canonique comme la forme de Schur réelle (RSF) .

Théoreme (4-2) (RSF): Soit T" € R™. Alors il existe une similitude N de transformation
orthogonale telle que NTTN est quasi-triangulaire supérieure. En outre, N peut étre choisi de
telle sorte que les blocs diagonaux 2 x 2 et 1 X 1 apparaissent dans un ordre quelconque.

S S
Si dans le théoréme (4-2) nous partitionnons N"T'N en [ (1)1 S;z] oU s;; € R®¥F0 <

k < n, nous désignerons les k premiers vecteurs de N les vecteurs de Schur correspondant a
o(s11) € o(I). Les vecteurs de Schur correspondant aux valeurs propres de s;; construisent
I'espace propre correspondant a ces valeurs propres méme si certaines sont multiples.

Nous allons utiliser cette propriété pour résoudre 1’équation algébrique de Riccati (3-
97). On suppose que (4, B) est une paire stabilisable et que A est inversible.

Sous les théorémes (4-1) et (4-2) I’équation (3-97) accepte une solution unique non
négative et la méthode proposée ci-dessous sera dirigée vers la recherche de cette solution.

Considérons la matrice hamiltonienne inverse (4-20) qui est :

et [A +BTR™'BATQ —BTR™1BA™T
- _A—TQ A—T

Nos hypothéses garantissent que H~! n'a pas de valeurs propres sur le cercle unité.
Ainsi, d'aprés le théoréme (4-2) nous pouvons trouver une transformation orthogonale
N € R?™2% qui met H~* a RSF

s s
NTHIN = § = [ o SZ] (4-41)
ou
_ M1 Na2 )
~Ingq nzz] (4-42)

Il est possible de montre que le spectre de s;; se trouve a l'intérieur du cercle unité
alors que le spectre de s,, se situe en dehors du cercle unité. Encore une fois N est
partitionnée comme dans (4-42). Nous avons alors le théoreme suivant.

Théoreme (4-3): En ce qui concerne la notation et les hypothéses ci-dessus:

v' ny, estinversible et p = ny nii solution de I’équation (3-97) avec p = pT > 0.
v 8(sy1) =6(A—B(R + BTpB) " 'BTpA)
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=86(A—-BR'B"(p - Q))
=65(A—BR'BT(p~1 + Q)~1A), ol p est inversible.
Qui présente le spectre en boucle fermée.

4.2.3 Méthode itérative

Traditionnellement, la solution de la (DRE) (3-83) est obtenue par itération d'une
maniére récursive en utilisant la condition finale (3-77).

4.3 Algorithmes pour I’obtention des états optimaux et la commande optimale

Nous présentons deux algorithmes, le premier pour le systeme de régulation
quadratique linéaire a temps discret a horizon fini et le second algorithme pour le systeme de
régulation quadratique linéaire a temps discret a horizon infini.

4.3.1 Premier Algorithme

La procédure sommaire du systeme de régulation quadratique linéaire a temps discret
a horizon fini se fait de la maniere suivante :

a) Enoncé du probléme

Compte tenu de la matrice des états
x(k +1) = A(k)x(k) + B(k)u(k) (4-43)

L’indice de performance comme

J = %xT(kf)F(kf)x(kf) + %Z:Z(i xT(k)Q(K)x(k) + uT (k)R (k)u(k)) (4-44)

Et les conditions aux limites
x(k = ko) = xg, x(kf) est libre et ks est libre (4-45)

Le probléme est de trouver la commande, I'état et I'indice de performance optimaux en
boucle fermée.

b) Solution du probleme.

Etape 1: Résolution de I'équation différentielle de Riccati (DRE)
p(k) = QU)+AT(k)p(k + D[ + BUR™ (k)BT (l)p(k + D] A(k) (4-46)
a condition finale

p(k = kp) = F(ks) (4-47)
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Etape 2: calcul de I'état optimal x(k) a partir de
x(k + 1) = [A(k) — B(k)L(k)]x(k) (4-48)
avec la condition initiale x(k = ky) = x, , ou
L(k) = R™Y (k)BT (l)A™T (k) [p (k) — Q (k)] (4-49)
Etape 3: obtention de la commande optimale u(k) & partir de
u(k) = —L(k)x(k) (4-50)
ou L(k) est le gain de Kalman.

Etape 4: obtention de l'indice de performance optimal du systéme
J = 3xT(pU)x (k) (4-51)

c) Schéma Bloc

Maintenant on peut dessiner un schéma bloc du systeme de régulation de I'état linéaire
a temps discret a horizon fini.

U(k)= B() + ~\ X(k+1) 1 X(K),
A(K) |e X
-L(k) X(k)
-L(k) |e

Figure 4-1: Commande optimale en boucle fermée pour régulation linéaire
a temps discret a horizon fini.

d) Déterminationde Aet B

A et B sont a déterminer par la relation physique entre les composants [1] :
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x(k +1) = A(k)x(k) + B(k)u(k)

D'aprés les propriétés de notre systeme, le calcul des matrices A et B est effectué de la
maniére suivante :

_ 9 kmke 0 km  km

_ mr2R _ |mRr  mrr
A= 0 2 L?kmke et B = Lkym  Lky
IT2R IRT IRT

Ou

= (2 (mg+ ) 1= (1210427 +2)

2

AN

4=[07" 355l

B = [0.3299 0.3299 ]

9.92714 -9.92714

Ensuite, on remplace

[x1 (k + 1)]

Ny [—0.7874 xl(k)] +[0.3299 0.3299 ][ul(k)

0
0 —3.5545] [xz(k) 9.92714 —9.92714! lu, (k)
(4-52)

e) Choix des matrices de pondération Q et R

Il est intéressant de remarquer dabord que la multiplication des pondérations Q et R par un
méme scalaire laisse inchangée le gain L [12]. En effet, soit p solution de (3-97) et soit le
nouveau probléme basé sur les pondérations § =« Q et R = R . On Vérifie que p = p est
solution de I'équation de Riccati correspondante. En effet : L = R™*BTp = R™1BTp = L.
Sans restriction, les pondérations peuvent étre choisies symétriques. Elles sont généralement
choisies diagonales. Ainsi, on se raméne au choix de n scalaires pour I'état et de m scalaires
pour la commande. Voici une méthode simple de choix et de médication des pondérations en
vue d'aboutir a un correcteur satisfaisant.

a. Au départ, on choisit généralement des pondérations égales aux matrices identité.

b. Dans une seconde étape, on accélere ou décéléere globalement le systeme en
multipliant la matrice Q@ par un scalaire oc (accélération avec o> 1 et decélération
avec «< 1), jusgqu'a obtenir une dynamique moyenne adaptée.

c. Dans le cas ou certains états auraient des dynamiques trop lentes par rapport a d'autres,
on peut choisir d'augmenter la pondération de Q correspondant aux premiers.
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d. Dans le cas ou certains actionneurs seraient trop sollicités par rapport a d'autres, on
peut choisir d'augmenter la pondération de R leur correspondant.
Les étapes b, ¢ et d peuvent étre réitérées dans l'ordre souhaité jusqu'a obtenir un correcteur
satisfaisant le cahier de charges.
Ainsi, nous remplacgons les valeurs des matrices A, B, Q et R dans I'équation différentielle de
Riccati, on trouve

p1i(k+1) p(k+1)

p11(k)  p12(k) _ [0.1 0] n [—0.7874 0 ]X[

p21(k)  p22(k)

_ -1
c|[b oo fo329 03299 ypo0z o ]‘1[0.3299 0.3299 ]T
0 1ltloo2714 —99271all 0 002 loo92714 —9.92714
—0.7874 0
1 o —3.5545] (4-53)

Maintenant, nous utilisons la procédure donnée ci-dessus:

Exemple1: k¢ =10
Etape 1: Résoudre I'équation différentielle de Riccati (4-54). Pour la condition finale ke =10
on trouve :

o) pacin] 700 =0 (+59

Etape 2: lacommande optimale u(k) est obtenue a partir de (4-50)

u ()] [la(k) llz(k)] [x1(k)

ol = [0l = =200 ool

(4-55)

lll(k) llZ(k)

LU =1, () Ly (k)

est donne par 1’équation (4-48).

Etape 3: Utilisation de la commande optimale (4-55) les états optimaux sont calculés en
résolvant I'équation d'état (4-48) en avant dans le temps. Il s'agit d'un processus itératif dans la
direction vers l'arriére.

Exemple 2 : k¢ = 20

Nous répétons les mémes trois étapes précédentes ou ky = 20.
Notons que :

p(ks) = F(k;) = F(20) = Q (4-56)
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4.3.2 Deuxieme Algorithme

La procédure sommaire du systeme de regulation quadratique linéaire a temps discret a
horizon infini se fait de la maniére suivante :

a) Enoncé du probléme

Compte tenu de la matrice des états
x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) (4-57)
L’indice de performance comme
J(ko) = %Zzé”::co(xT(k)Q(k)x(k) +uT (k)R(k)u(k)) (4-58)
Ou kf =0
Le probléme est trouver la commande, I'état et lI'indice de performance optimaux.

b) Solution du probléme.
Etape 1: Résolution de I'équation algébrique de Riccati (ARE)

p=Q+ATp[l + BR™1BTp] 1A (4-59)
Ou
p =Q+A"[p — pB[B"pB + R]"*BTp]A (4-60)
Etape 2: calcul de I'état optimal x(k) a partir de
x(k + 1) = [A— BL]x(k) (4-61)
Ou de

x(k +1) = [A — BL,]x(k) (4-62)

avec la condition initiale x(k = kg) = x; ,
L=—-RBTAT[p - Q] (4-63)

et
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L, =[R+ BTpB] 'BTpA (4-64)
Etape 3: Obtention de la commande optimale u(k) & partir de
u(k) = —Lx(k) (4-65)
Ou de
u(k) = —Lyx(k) (4-66)
Etape 4: Obtention de I'indice de performance optimal
J (ko) = 5T (k)p (k) (4-67)

c) Schéma Bloc

Le schéma bloc du systéeme de régulation de I'état linéaire a temps discret a horizon
infini est représente sur la figure suivante :

u(k)= 5 + X(k+1) S x(k) .

—Lx(k)

_La

A

Figure 4-2 : Commande optimale en boucle fermée pour le systeme
de régulation de I'état stable en temps discret a horizon infini

Nous avons déja identifié les différentes matrices de I'état (4-1) et I'indice de
performance (4-2) , qui sont A, B, Q et R, sauf que nous avons maintenant F(kf) = 0.
Ensuite, la solution de I'équation algébrique de Riccati (4-60), la commande optimale (4-66)
et les états optimaux (4-62) sont résolus en utilisant MATLAB.
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4.4 Travaux de simulation
4.4.1 Premier cas : Horizon fini
44.1.1Exemplel:ks=10

a) Les coefficients de la matrice p(k) de Riccati

p11(k)  pi2(k)

de Riccati sont présentés sur
p21(k) D22 (k) P

Les coefficients de la matrice p(k) =

la figure (4-3).

o e
: : : : : : | P11
S e e o AR A if —+— P22 I
: : : : ; : | —C— P12 et P21
s S St
T ! ! : : i : ! ! !
L I R T R
i E E E E E E E E E
G e e e e e e
w : : : : : : : : :
] R e LR R L Lt L SRL L R
S
IOt S Ut St SO OOt ISy B .
O
R e e e e e e
- —_— —_ —_ —_— ——: —
D b Sk Sk S Shes Sk S e B
S T U A T A S N N
o 1 2 3 4 & 6 7 8 9 10

k

Figure 4-3 : Coefficients de la matrice de Riccati ; py1(k), p1,(k), po, (k) et p,, (k).

b) Les états optimaux et la commande optimale

Les états optimaux sont tracés sur la figure (4-4) et la commande optimale est
représentée sur la figure (4-5).
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Figure 4-4: Etats optimaux (x; (k)
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Figure 4-5 : Commande optimale (u, (k)

tension du moteur M2 de la roue gauche)

roue droite et u, (k)
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c) Les coefficients de la matrice p(k) de Riccati, pour ([Q1] = [@Q] + [I]) et ([R4] =

10
[R] + [, 00 (11 = [ 7
Les coefficients de la matrice p(k) de Riccati aprés la variation des matrices de

pondération Q et R sont présentés sur la figure (4-6).

4 T
: : : : : : | —— P11
R A R b Rt R R | P22 1
: : : : : : | —o— P12 et P21
3':.:!T.:!‘.:.:!T.:..‘!:.:.‘!T.T.!T.:!‘.:.ﬁ!.‘.:.?!.‘?.:ﬁ__
w : i i i i i i i i
8 2B S N
r : : : : 5 5 5 : :
B ey —"F—“F——*——*——*——h_* """ B
o : : : : : : : S
£ : : : : : : : : *.
L Bl e i el St S S A u
S LN
I AU S S S S SIS SRS SN SN SRR ¥
O
e S S

oo —

S T T SN S NN S S N
0 1 2 3 4 5 B T 8 g 10
k

Figure 4-6 : Coefficients de la matrice de Riccati ; p;,(k), p12(k),
P21 (k) et p,,(k), aprés variation de Q et R

d) Les états optimaux et la commande optimale, pour ([Q4] = [Q] + [I]) et ([R4] =

[R]+ (1), ot (1] =[5 3

Les états optimaux sont tracés sur la figure (4-7) et la commande optimale est
représentée sur la figure (4-8).
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Figure 4-7 : Etats optimaux (x, (k)= vitesse linéaire et x, (k)= vitesse angulaire).
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Figure 4-8 : Commande optimale (u, (k)= tension du moteur M1 de la roue
droite et u, (k)= tension du moteur M2 de la roue gauche)
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e) Les coefficients de la matrice p(k) de Riccati, pour ([Qz] =[Q]+ [B]) et

(IR,] = [R] + [gD), ou [g] = [3-01  0.03

Les coefficients de la matrice p(k) de Riccati apreés la variation des matrices de

pondération Q et R sont présentés sur la figure (4-9).

4 T T 1 1 T T
: : : : : : | —— P11
K Rl Rt AR T ARt et R ] 1
: : . . : : ' —— P12 et P21
3_------T-_----'|-_-_---I-----_-l'------T-_----1-_-_--_:---_-_-:_----_-Ir ----- |
T ! ! ! ! ! ! ! ! :
8 Ay e B
o i i i i i i i i :
% 2_=_=ff____.!—_=_=!___=_=lh_=__f?_T_.!T—____!—_T_rlk_r__l__T__
E 1 1 1 : 1 1 1 1
S B bl .
‘G
S
7 I I U U ULy SUpUp U Pty S SN S -
(]
s S I R A
U{}:.T.‘FF’.T.:%T.-I_:_%T_:_I___:QILT_:E}T__—%_:_ I__:_ﬁ

P AR R T S SN NN T A R
0

Figure 4-9 : Coefficients de la matrice de Riccati ; p;;(k), p12(k),
p21(k) et p,,(k), aprés variation de Q et R

f) Les états optimaux et la commande optimale, pour ([Q,] =[Q]+ [B]) et
([R2] = [R] + [BD

Les états optimaux sont tracés sur la figure (4-10) et la commande optimale est

représentée sur la figure (4-11).
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Figure 4-10 : Etats optimaux (x; (k)= vitesse linéaire et x, (k)= vitesse angulaire).
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Figure 4-11 : Commande optimale (u, (k)= tension du moteur M1 de la
roue droite et u, (k)= tension du moteur M2 de la roue gauche)
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4.4.1.2 Exemple 2 : ks = 20
a) Les coefficients de la matrice p(k) de Riccati

p11(k)  p2(k)

Les coefficients de la matrice p(k) =
p(k) p21(k)  paa(k)

de Riccati sont presentés sur

la figure (4-12).
4 — T T T T T
! ! ! : ! ! | —— P11
] I P e | — P22 I
' ' ' : ' ' | —o— P12 et P21
s A
@ : : : : : : : : :
b s A
i i i i : i ' ' ' '
D Bt e e e e
w : : : : : . . . .
T R e
-E 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S
@ S —— —]
o
e
— 4 — —f
05 i i i i i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

k
Figure 4-12 : Coefficients de la matrice de Riccati ; p;;(k), p12(k), py1(k) et p,, (k).

b) Les états optimaux et la commande optimale

Les états optimaux sont traces sur la figure (4-13) et la commande optimale est
représentée sur la figure (4-14).
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Figure 4-14 : Commande optimale (u, (k)= tension du moteur M1 de la
roue droite et u, (k)= tension du moteur M2 de la roue gauche)

73



Chapitre 4 Algorithmes et travaux de simulation

c) Les coefficients de la matrice p(k) de Riccati, pour ([Q] = [@Q] + [I]) et

(IRy] = [R1+ D, 0a (=g 7]

Les coefficients de la matrice p(k) de Riccati aprés la variation des matrices de

pondération Q et R sont présentés sur la figure (4-15).
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Figure 4-15 : Coefficients de la matrice de Riccati ; p;;(k), p12(k),
P21 (k) et p,,(k), aprés la variation de Q et R

d) Les états optimaux et la commande optimale, pour ([Q4] = [Q] + [I]) et

((Ry] = [R]+ [, ou [ =4 9]

Les états optimaux sont traces sur la figure (4-16) et la commande optimale est
représentée sur la figure (4-17).
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Figure 4-17 : Commande optimale (u, (k)= tension du moteur M1 de la
roue droite et u, (k)= tension du moteur M2 de la roue gauche)
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e) Les coefficients de la matrice p(k) de Riccati, pour ([Q.] =[Q]+ [B]) et

0.01 0.03

([Rz] = [R] + [B]), ou [B] = [0.03 0.02

Les coefficients de la matrice p(k) de Riccati apreés la variation des matrices de

pondération Q et R sont présentés sur la figure (4-18).
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Figure 4-18 : Coefficients de la matrice de Riccati ; p;;(k), pi2(k),
p21(k) et p,,(k), aprés variation de Q et R

f) Les états optimaux et la commande optimale, pour ([Q,] =[Q]+ [B]) et

([R2] = [R] + [BD)

Les états optimaux sont tracés sur la figure (4-19) et la commande optimale est

représentée sur la figure (4-20).
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Figure 4-20 : Commande optimale (u, (k)= tension du moteur M1 de la
roue droite et u, (k)= tension du moteur M2 de la roue gauche)
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Chapitre 4

Horizon infini

4.4.2 Deuxiéme cas :

a) Les états optimaux et la commande optimale

Vitesse linéaire

Vitese angulaire

Les états optimaux sont tracés dans la figure (4-21) et la commande optimale est

représentée sur la figure (4-22).

(sfpel) alie|nbue ja ($/W) alleaul| assa)IA
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Figure 4-21 : Etats optimaux (x; (k)
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Figure 4-22 : Commande optimale (u, (k)

tension du moteur M1 de la

roue droite et u, (k)= tension du moteur M2 de la roue gauche)
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b) Les états optimaux et la commande optimale, pour ([Q4] = [Q] + [I]) et ([R4] =

R+, ou(n=[g J].

Les états optimaux sont traces dans la figure (4-23) et la commande optimale est
représentée sur la figure (4-24).
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Figure 4-23 : Etats optimaux (x; (k)= vitesse linéaire et x, (k)= vitesse angulaire).
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Figure 4-24 : Commande optimale (u, (k)= tension du moteur M1 de la roue
droite et u, (k)= tension du moteur M2 de la roue gauche)
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c) Les états optimaux et la commande optimale, pour ([Q;] =[Q]+ [B]) et

(IR,] = [R] + [gD), ou [g] = [3-01  0.03

Les états optimaux sont tracés dans la figure (4-25) et la commande optimale est
représentée sur la figure (4-26).
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Figure 4-26 : Commande optimale (u, (k)= tension du moteur M1 de la
roue droite et u, (k)= tension du moteur M2 de la roue gauche)
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté trois méthodes pour la solution de 1’équation de
Riccati discrete, une méthode itérative pour la solution de 1’équation différentielle (DRE) et
deux méthodes, la méthode de Schur et la méthode des vecteurs propres, pour la solution de
I’équation algébrique (ARE). Ainsi nous avons ¢élaboré deux algorithmes pour 1’obtention des
états optimaux et la commande optimale, dans les deux cas de structuration du temps, le cas
de I’horizon fini et le cas de 1’horizon infini. Enfin Nous représentons les coefficients de la
matrice de Riccati, ainsi que les états optimaux et la commande optimale, puis a chaque fois
nous changeons les valeurs des matrices de pondération [Q] et [R] par I’addition de la matrice
unité [I] et la matrice [B] a chacune d’elle, qui a conduit a une augmentation du temps de la
commande optimale. De Ia, nous concluons que les valeurs de [Q] et [R] doivent aussi petites
que possible pour obtenir une commande optimale en un minimum de temps.

81



Conclusion Genérale

Conclusion Générale

Dans ce travail de recherche que nous avons accompli, on a essayé d’appliquer une
commande optimale a régulateur linéaire quadratique (LQR), a temps discret, sur un robot
mobile de type unicycle.

Nous avons commencé notre travail par 1’étude de quelques types de capteurs utilisés
en robotique mobile, qui sont nécessaires pour que le robot fasse son travail correctement, ces
capteurs généralement classés en deux catégories selon qu’ils mesurent 1’état du robot lui-
méme ou I’état de son environnement.

Pour appliquer la commande optimale sur le robot mobile, il est nécessaire d’avoir un
modele du robot. Pour cela nous avons étudié dans le deuxiéme chapitre les différents types
de modélisation d’un robot mobile de type unicycle, qui sont le modele cinématique et le
modele dynamique. Dans le modéle cinématique on s’est appuyé sur les contraintes
cinématiques ou les contraintes sur les vitesses du robot, mais pour le modele dynamique on
s’est appuyé sur les lois de la dynamique, ou nous avons utilisé deux méthodes, la méthode
d’Euler-Lagrange et la méthode de Newton-Euler.

Dans le troisieme chapitre nous avons fait une étude détaillée de la commande
optimale LQR, en commencant par mentionner le probléeme de la commande optimale
utilisant les trois méthodes fondamentales, ensuite nous avons traité cette commande LQR,
qui formule que le systéme est linéaire et la commande quadratique et ou la commande
correspond & un retour d’état. Nous avons aussi étudié la commande LQR dans les deux cas
de configuration du temps, commande a temps continu et commande a temps discret.

Pour resoudre les problemes de minimisation sous contraintes classiques nous avons
utilisé 1’écriture Hamiltonienne pour le temps continu et I’écriture Lagrangienne pour le
temps discret. La solution optimale de I’écriture Hamiltonienne est veérifiée par trois
conditions qui sont la condition de 1’état adjoint, la condition de transversalité et la condition
de I’absence de contraintes sur la commande. Avec ces conditions on est arrivé a formuler
I’équation différentielle de Riccati (DRE), de méme pour 1’écriture Lagrangienne la solution
optimale vérifie ces trois équations a partir desquelles on arrive a 1’équation Riccati discrete.

Pour obtenir la commande optimale et les états optimaux, il a fallu résoudre 1’équation
de Riccati, et c’est ce que nous avons réalisé au début du quatrieme chapitre. Nous avons
présenté trois méthodes pour la résolution de 1I’équation de Riccati discrete, la méthode

itérative pour résoudre 1’équation différentielle (DRE) dans 1’horizon fini et deux autres
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méthodes, la méthode de Schur et la méthode des vecteurs propres pour résoudre 1’équation
algébrique de Riccati (ARE), a I’horizon infini.

Deux algorithmes on été élaborés pour I’obtention des états optimaux et la commande
optimale. La commande optimale et les états optimaux sont résolus en utilisant le logiciel
Matlab.

Les résultats des travaux de simulation obtenus sont les coefficients de la matrice de
Riccati, les états optimaux et la commande optimale. Nous remarquons que les coefficients de
la matrices de Riccati sont supérieurs ou égaux a zéro (p;;(k) = 0) et p;,(k) = p,1(k), cela
montre que p(k) = pT (k) et p(k) = 0. Nous avons remarqué aussi que lorsqu’on change les
valeurs des matrices de pondération [Q] et [R] par ’addition de la matrice unité [I] ou d’une
quelconque matrice [B], on constate que la durée d’application du signal de commande
augmente. De Ia, nous concluons que les valeurs de [Q] et [R] doivent étre aussi petites que
possible pour avoir un signal de commande optimal en un minimum d’itérations, ¢’est-a-dire
en un temps relativement court de 1’application de la commande.

Comme le choix des valeurs des matrices Q et R influent beaucoup sur les résultats
trouvés, on pense dans des travaux futurs utiliser une méthode intelligente d’optimisation
basée sur les essaims de particules (Particles Swarm Optimisation) pour améliorer ces

travaux.
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Annexe

Annexe

a) Les paramétres du robot
r=0,051 (m); Rayon de roue
mg=0,03 (kg); Masse de roue
m, = 1,13 (kg) ; lamasse de corps du robot
Iz =0.000039 (kg.m?); inertie de la roue
I, = 0,0041 (kg.m?); inertie de corps du robot
Ir,=0.00003 (kg.m?); inertie de la roue par apport au I’axe y

L =0,15 (m); Longueur au centre de la masse de corps du robot

m = (mr +2(mg + ’f—y)) = 1.213068 kg

2

= (Ir + 21, + 212 (mR + 'f—y)) = 0.006047 kg.m?

2

b) Les parametres des moteurs
k,, =0.06123 (Nm/ A); Constante du moteur
k. =0.06087 (Vs/rad); constant EMF Retour
R =3 (ohms); Résistance Terminal nominale
V,q : Latension appliquée au moteur M1 pour commander la roue droite

Vag - La tension appliquée au moteur M2 pour commander la roue gauche
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