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Introduction

Introduction :

Le contact est le probleme centrale de la mécanique des solides, par ce que la zone de contact est
I"endroit principal ou se concentre les efforts sur un corps déformable et représente le point le plus
critique dans le corps.

Au cours de ces derniéres années, comme exemple I'industrie du transport a connue un essor et un
développement important, sachant qu’un progres énorme a été réalise dans le domaine du transport
ferroviaire ains que dans le domaine de I’ automobile qui peut atteindre et méme dépasser certaines
vitesses considérables ou la fiabilité des freins est impérative afin de diminuer le risque et

d’ augmenter la securité.

Le présent travail Sinscrit dans le cadre de laformulation semi analytique des problémes aux
limites pour les matériaux transversalement isotropes. La motivation principale est de chercher le
meilleur compromis efficacité-cout pour les méthodes de calcul correspondantes. Ce compromis peut
étre pensé au stade de la formulation de fagon a définir les outils mathématiques puissants capables

de tenir compte du maximum d’ informations entourant I’ environnement du probléme posé.

Nous traitons alors dans ce présent travail le probleme de contact de poingon cylindrique annulaire et
une couche éastique transversalement isotrope colée sur un substrat également rigide. Il a é&é
nécessaire, afin de déterminer larépartition des contraintes al’ interface du contact qui est bien le but,

de conduire la démarche selon les étapes suivantes :

Chapitre 1: Ce chapitre présente une éude théorique fondée sur les travaux de recherche
(précédents et récents) dans le domaine du contact qui intéresse notre travail. Plusieurs models de
calcul que les chercheurs ont utilisés ainsi que les hypothéses et les difficultés rencontrées ont été

présentées.

Chapitre 2 : Ici, nous faisant appel alathéorie de I’ élasticité (structure & symétrie axiale) des corps
isotrope et anisotrope présentées dans [1] pour formuler les équations générales des contraintes

élastiques a utilisé dans la résolution aux limites.

Chapitre 3: Nous résolvons dans un premier temps le probléme statique d’ impression de poingon
cylindrique a extrémités plates sur une couche épaisse transversalement isotrope. Nous déterminons
alorslavariation de la contrainte normale a |’ interface poingon-couche éastique. Nous utilisons pour

cela une méthode semi analytique basée sur la transformation de Hankel [2].
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Chapitre 4 : On applique directement les équations fondamentales aux conditions aux limites du
probléme. Nous formulons le systéme d équations intégrales qui gouverne le probléme que nous

résolvons ensuit pour déterminer les contraintes al’ interface.

Chapitre 5: Dans ce chapitre sont regroupés les résultats graphiques relatifs aux formules closes des
contraintes trouvés dans les chapitres précédents. Des interprétations et discussions de ces courbes
sont également données.
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Chapitre 1

Recherche bibliographie

1.1 Historique

L e probleme de contact le plus connu dans la théorie classique de I’ éasticité (probléme de
Boussinesg) est celui de la détermination de I'état de contraintes dans un demi- espace
élastique lorsque le plan limite du corps éastique est déformé par la pression d’ un corps
parfaitement rigide. On suppose alors qu’aux points du corps éastique éloignés du poingon
rigide, chacune des composantes du tenseur de contraintes tend vers zéro. Il a été nécessaire
de formuler I’ hypothése de la disparition de la contrainte de cisaillement en tout point du
bord. On formule également |" hypothése que la perturbation de la configuration d' équilibre
est assez réduite pour que les conditions aux limites sur la surface libre soient remplacées par

des conditions correspondantes sur la limite plane non déformée.
- On dispose principalement de quatre méthodes de résolution de problémes de contact :
1 - les méthodes des variables complexes,
2 - les méthodes de transformations intégral es,
3 —les méthodes variationnelles et des différences finis,
4 - les méthodes numériques, (élémentsfinis).

L’ utilisation de la méthode des variables complexes peut mener a la solution d’ une intégrale
singuliére dont la solution numérique est dérivée par laméthode d’ Erdogan et Gupta[3].

L’ utilisation d’ une transformation intégrale peut amener la solution numérique d’ une intégrale

de Fredholm de la deuxieme espece.

Muskhelishvili [4] est e premier qui a développé les méthodes des variables complexes pour
les solutions des problémes aux limites en élasticité plane. Son ouvrage trace |’ histoire de ses
travaux de pionnier. England [5] fait un exposé clair et élémentaire de I’ utilisation de ces
méthodes en élasticité plane. Brilla [6] étudie de fagon détaillée la théorie plane des corps

anisotropes.
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Harding et Sneddon [7] semblent étre les premiers a utiliser les transformations Intégrales
pour résoudre les problemes mixtes de valeurs aux limites en élasticité. Ils utilisent la théorie
des transformations intégrales de Hankel pour réduire le probleme de Boussinésq pour un
poincon en forme d’un solide de révolution, a celui de la résolution d une paire d’ équations
intégrale doubles. L’ intérét pour les équations de ce type avait été ranimé par E.C.Titchmarsh
dans la publication de son ouvrage (introduction to the theory of Fourier integrals).Beaucoup
d’ autres ouvrages décrivent de fagon détaillée les méthodes des transformations intégrales et

leurs applications aux problémes de contact [8, 9,10].

Kupradze [12] a amélioré une méthode d’ équations intégrales plus appropriée a la solution
des problémes tridimensionnels. La méthode des transformations intégrales prend ses origines

dans e traité classique de Boussinesq [13] qui d’ailleursreste digne d’intérét et d’ étude.

En paraléle avec I’ évolution de ces méthodes mathématiques d’ autres chercheurs effectuent

des travaux numériques qui deviennent au cours du temps surtout avec le dével oppement

remarquable des moyens de calcul des plus sollicités , parlant des méthodes des différences
finis et celle d'ééments finis. Plusieurs monographies ont apportés des éclaircissements aux
problemes de contact, citons I'imminente publication de la monographie de Gladwell [14]
vaste est compléte constituant une mise a jour dans le domaine. 1l faut noter aussi le livre de
Vorovich [15], les synthéses de Lubkin [16] et de Abramyan [17]. Ce dernier compléte

I’ ouvrage de Galin [18] faisant synthése des travaux d’ apres —guerre.

Aprés avoir mis un odl sur les travaux antérieurs servant toujours de bases aux travaux
récents, nous alons essayer d étudier essentiellement les travaux dans le domaine de
I’ utilisation des transformations intégrales, et également ceux couvrant les méthodes des

équations intégrales.

Fl

Aﬂ,

. e

Figure. 1.2 Probléme de contacte de Boussinesq (poingon rigide plan)
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1.1 Probleme du poingon annulairerigide:

Le probléme de la détermination de la répartition des contraintes dans un solide élastique
semi-infini quand un corps rigide de forme prescrite est pressée contre sa surface libre est
associée au nom de Boussinesq depuis qu'il a été examiné en détail dans son traité classique
(Boussinesq 1885) . Depuis lors, de nombreux travaux de recherche ont éé publiés sur ce

probléme. Un compte rendu détaillé peut étre trouvé dans Sneddon [9] andGreen [19].

Harding et Sneddon [8] furent les premiers a étudier le probléme de la symétrie axiale et ont

fait une comparaison entre les contraintes provoquées par le poingon et contraintes induites
par les effets thermiques. En utilisant une technique différente, Keer et Fu [20] ont déterminé
la distribution des contraintes dues a la charge combinée de coups de poincon rigide non
symeétriques circulaires comprimant une plaque éastique épais dont la Face inférieure est

collée a un support plat également rigide.

En Shibuya [21] une nouvelle méthode a été congue pour déterminer la répartition des
contraintes dans un demi-espace élastique en retrait par un poingon annulaire rigide et une
plaque élastique épaisse. La méthode de Shibuya [21] réduit les équations triples intégrales
résultant en raison des trois conditions aux limites sur la surface de contact dans un ensemble

d'éguations linéaires. Ces éguations peuvent étre résolues numériquement.
1.1.2 Troiséquationsintégrales

Soit le systeme d’ équations intégrales triple :

o]

fA(/l)]n(/lx) dA = f(x) 0<x<a)

0

fAZ“A(/l)]n(/lx) di = g(x) (a<x<b)
0

o]

fA(A)]n(/lx) dA = h(x) (x > b)

0

Ou f, g et h sont des fonctions connues. A(1) est généralement la fonction a déterminer, se

type de formulation est celui qu' on rencontre dans des problemes potentiels avec des
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conditions aux limites prises sur un disque annulaire. S ces conditions sont axialement

symétriques, lavaleur de n est égale a zéro.

La premiére tentative de solution semble avoir é&é donnée par Tranter [22], qui réduit le
probléme a une paire de double série de polyndmes de Jacobi, et il était en mesure de

compléter la solution de ce probléme que dans le cas n = % , 0= % L’ application évidente

dansle cas n = 0 est un disque annulaire, ou un poingon annulaire sur une surface plane et la
premiére solution de ce probleme est di & Muskhelishvili [23] méme s'ils n'ont pas utilisé la
formulation de I'équation intégrale triple. Des résultats numériques pour la capacité du disque
annulaire ont été donnés par Smythe [24] qui les a obtenus par des
méthodes approximatives. Collins [25] a également donné la solution de ce probléme obtenu
comme limite d'une bague annulaire sphérique que le rayon tend vers I'infini. Cooke [26] et
Williams [27] ont généralisé de facon indépendante les éguations pour un n général, pour

o= 2—; ils aboutissent au méme résultat. Cooke a appliqué sa méthode pour le disque
annulaire et a éé d accord avec les résultats de Smythe [24]. Cooke a également donné une
solution pour o = % Noble [28] a également résolu le probléme pour o = _71 par une méthode

différente.

Les résultats de Cooke et Williams n’ étaient peut-étre pas dans la forme la plus utile. Car les
équations intégrales constatées n’ admettent pas les itérations pour les petites a/ b et qu'elles

ne se réduisent pas a celles de Gubenko et Mossakowski pour n = 0 . Williams [27] a donné

une autre solution pour a. = _71 cette solution correspond parfaitement aux précédents.
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Chapitrell

Théorie genéraledel’ élasticité
2.1 Théorie généraled’ dasticité
La théorie de I'éasticité repose donc sur la détermination de I'état de contrainte ou
déformation a I’intérieur d’un corps solide soumis a des forces de volume et/ou a des forces
de surface. La détermination de cet éat revenait généralement a la recherche de certaines
fonctions représentants les composantes de déplacements. Ces fonctions doivent satisfaire les
équations différentielles d équilibre en tout point du corps et auss satisfaire les conditions
aux limites de ce corps[19].
Ce probleme qui vient d ére formulé est connu comme le probléme direct de la théorie
d' élasticité. D’apres les forces agissantes sur la surface limite du corps on trouve les
composantes des contraintes (ou de la déformation) en tout point du corps et les déplacements
des points limites,
On rencontre également le probléme inverse (indirect). Ou on se donne les déplacements de
la surface limite et on cherche les forces de surface pour une telle déformation de la surface
limite, ainsi que les contraintes qui apparaissant al’intérieure du corps. On peut avoir le
probléme mixte c'est-a-dire qui on se donne partiellement les déplacements de |a surfaces
limite et les forces de surface.
Il faut donc déterminer les composantes de contraintes satisfaisant les équations différentielles
d’ équilibre, les composantes de déformation satisfaisant les conditions de compatibilité et les

composantes de déplacement satisfaisant les conditions aux limites. Tout cela est évidement

tres complexes du point de vue mathématique.
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2.1.1: Equations dela statique: (équations de Navier)

les équations différentielles d’ équilibre local sont :

00, 0Ty N 0Tyy

E. =0
ox 0y 0z T h
ot do, Ot
yx y yz
+ + E =0 2.1
ox 9oy o9z 7 1)
0 ot 0
L B A Sy

0x dy 0z

o;; - Contraintes locale

E,, E, et F, . Forces de volume

2.1.2: Equations géométriques :(équations de Cauchy)

partant de I’ hypothese de la petite déformation les expressions finales des extensions et des
distorsions:

ou ou 0Jv

T T T
ov ow 0dv

gy = @ yyz = E + & (22)
w Ju Jw

“= %2 Tex =52 " ox

u, v et w : déplacements
&x, &y €L €, [ EXtension Yxy» Vyz €t ¥z - distorsions.

2.1.3: Equations de la physique : (équations de L amé)

Oy = A&y + 2ugy Txy = HVxy
o, = Agy + 2ugy Ty, = HVxy (2.3)
o, =gy + 2ug, Tzx = HVax

A, u : Constantes de Lamé
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g, . Ladilatation cubique
&y =&t & T &
2.1.4 Equationsd’@asticités en coor données polaires

Il est commode d’ utiliser les coordonnées polaires pour le traitement de problemes de
forme curviligne ,(anneauix, disgques, cylindres,.....), ainsi que pour la structures a symétrie
axiale.

En coordonnées polaires la position d’ un point est définie par :

X=rcos0 ;T =./%x%+y?

y =rsin 0 ;0 = arctg§

2.1.4.1 Equationsd’équilibrelocal

Les équations d’ équilibres en coordonnées cylindriques dans le cas tridimensionnel

S écrivent :

do, 1019 01,
Jr r do 0z

1
+;(0-r_ GO)ZO

10 Opg 6T¢9 aTeZ Tro _
r 90 or gz T 2 r 0 (24)

do, O0Jt,., Otg, 1
ozt or T 0 Tr =0

2.1.4.2 lesexpressionsfinales des déformations et desdistorsions:

Ce sont des relations géomeétriques en coordonnées polaires qui S écrivent

_au _6u+av \%

= 5y =50 or 1

_u+16V _0u+0W 2t

®0 = T %0 Yz =5, " or (2:5)
ow ov 1ldw

& =% Y»=5," 7%
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2.1.4.3 lesrelations des contraintes-défor mations:

Ce sont des Equations de la physique en coordonnées polaires qui S écrivent :
or = Aer + €9 + &) + 2ug; Trog = HVro
Og = A(Er +eg t+ EZ) + 2“89 Tz = HUYrz (26)

0, = /1(81‘ + €9 + Ez) + Zlusz Toz = U Vo2

2.1.5: Relations d’Elasticité axisymétrique:

Pour les structures a symétrie axiale, les composantes des contraintes sont indépendantes de

I’angle de symétrie 6. Ainsi pour la méme raison les composantes (v, , ¥z, Trg €t T,9) SONt

nulles et toutes les dérivées par rapport a 8 disparaissent des équations d’ équilibres.
Trg =Tz =0

Yro =Yz = 0

v
x

091

v

y

Figurel : ééments infiniment petit en coordonné cylindrique.

10
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Dans ce cas de la symétrie axiale nous avons deux équations d’ équilibre.

do, 01
ar 0z

1
_ _ =0
+T(Gr 69)

do, O0dt,., 1
0z + or ;=0

2.1.5.1: Relation contraintes-déformations en symétrie axiale :
L es équations de physiques se réduisent a:

o =2ue + A +eg+5,) ;
O0g =21y + Ae, + g9 + £,);
0, =2ug+Ae tegteg,);

Trz = Wz
2.1.5.2: Lesexpressions des défor mations:
Les relations géométriques se réduisent aussi a:

U, U, U, oU, aU,

& = g =— &, =—= VY, = —
T or o~ r 2 0z Vrz 0z or

2.1.5.3: Expressions des contraintes par les déplacements:

2.7)

(2.8)

(2.9)

En substituant les déformations par |es déplacements (2.8) dansil résulte les expressions des

contraintes par les déplacements

aU, U, au,
or + /17 +4 0z

oy =2

aU, au, U, dU, _
ar +A<6r+7+ 62)_(2’u+l)

U, (U, U, U,  aU, U, au,
og_zu—+/1<ar 7+ aZ>_Aar+(2u+/‘1)7+AaZ
ou, (U, U, dU, _oU. U, U,
=2 /1( — >=l A — 2 A
Oz “az+ 0r+r+62 6r+ r+(‘u+ )az
ou ou
TI‘Z = I’l( azr arz)

(2.10)

11
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Sur la base des travaux [35] pour I’ obtention de la solution générale (cas de la symétrie axiale)

on introduit lafonction d' Airy de contraintes ¢ (r, z) définie par lesrelations:

A+2u _,  A+pu %
.= V2 —— . —
I p o 0z?
A+u 0%
=—. 2.11
r U 0roz (211)
Apres substitutions de (2.11) dans (2.10), on obtient les éguations suivantes :
A P WAL
o= AV %y " 9z0r?
— a0y 2l 2.12
0@ A+ %@
0o = AV E_2< r )6raz
P L W WA
TI‘Z - ( I'l) a,r l'l arazz

Remplacons (2.12) dans (2.7) nous obtenons I’équation bi harmonique gouvernant le

présent probleme d’ élasticité en symétrie axiale, soit.
Vip =0 (2.13)
Ou:

, 0%2¢ 10d¢ 0%
Vip=——t——t—
or? ror 0z?
2.2: Solution générale du probléme d’ élasticité axisymétrique (cas de matériau
homogéne isotrope) :
Soit @ (&, z) latransformée de Hankel d’ ordre zéro de lafonction ¢ (r,z) ;
On écrit :

PE2) = f ro(r, Do (& r)dr @2.14)

0

Jo: Etant lafonction de Bessel de premiére espéce d’ ordre zéro

12
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Lafonction @(r,z) S exprime par latransformée inverse de(2.14) de lamaniére suivante. :

o(r,2) = f 56, 2) (&N dg,
0

Soient les dérivées partielles de ¢(r, z)

9 9/,
‘P(T 2 f £5(6,2) 2 (f )df - f £25(8,2)], (&r) de (2.15)
Sachant que

0%(r,z) _ 611(€ ) o f

s = [ ¢ 1260 @06 Dz

0

e j £ (6,2

o2 ¢(r, 92
¢(r,2) JE cp(s‘Z)

dz2

Jo §r)dg

Remplacons ces dérivées dans I’ équation d’ éasticité (2.13):

100 [ 1
79120 [ £ Dle0En) + S T 8160 1t
0

- j £ P, 2).Jo(Er)dE
0

or? rar 0z2

0% 1(3
109 % f (5)[ DD _ ergts, | dg = o

0

On obtient aprés avoir substituer les dérivées partielles de la fonction de contraintes @ (¢, z)

dans (2.4) I’ équation différentielle ordinaire suivante

d*@(¢,2)
dz?

—&%9p(,2) =0 (2.16)
La solution générale correspondante est :

9(,2) = [B1(¥) +By(§)z]e™** + [B3(¥) + B, (§)z]e*”

13



Théorie générale del’ élasticité

Lesfonctions B; (%), B,(§), B3 (&) et B, (&) sont les fonctions d'intégrations a définir par les

conditions aux limites.

Remplacons @ (¢, z)par son expression dans celle de (T, z) , nous obtenons la fonction

générale de contrainte définie par | expression :
@ (r,z)= f ¢{[B1(®) + B2(®)zle ™% + [B3(§) + B, ())z]e**}o(§7)dS (2.17)
0

2.2.1: Les expressions genérale descontraintes et déplacements:

Les formes genérales des expressions des contraintes et déplacements sont obtenues par
substitution de (2.17) dans (2.11) puis dans (2.12).

oo

1
Uy =4 f E{[—€B1(®) + (1 — £2)B,(8)] €757 + [EB3(8) + (1 + £2)B4(§)]e%%}, (§r)dE

0

[oe]

, 1 1 L, 1 1
Uy == [ (£ B0 + @+ -8B €75 + [-88:(5) — (2 = ;- §BA Do)
o 1 1 1 1

0, =0, = 2b3f E{[§B1(®) + (by +52)B2(§)] e74” — [EB3(8) — (b1 — §2)B4()]e** Yo (Br)dE
0

(2.18)

Tpy = 2bs j E{[EB1(8) — (by — E2)B2 ()] €747 + [EB3(®) + (b, + E2)B4(§)]e47};1 (r)dE

0

Ou B;(i=1, 2, 3,4) fonctions inconnues

2 A 7

b; = —, = =
Y7 A4 A+2u

2= 5, b4_

A+u

vE E

A=A va=2y “T 24y

2.3 Solution générale du probléme d’ élasticité (cas de matériau transver se-isotrope) :

Les composantes du tenseur de contraintes s expriment par |’intermédiaire des composantes

du vecteur de déplacement [34,36] :

14



Théorie générale del’ élasticité

9 1 au,
oy = [Ang + (A1 — 2446) ;] Ur+ A3 97 ;
o 1 aU,
0, = Aq3 (a"‘;)Ur + A3z 57
aU U au
og = (A1 — 2A66)a_rr+ A11Tr+ Azs GZZ; (2.19)

U, U,
o =4 (G +57)

Ou les A;; sont les constantes d élasticité du matériau [2,3].

Lafonction de contraintes ¢(r, z) est introduite sous laforme::

Ur=§ ;UZZKE

Ou K est une constante quel conque.

Substituons les relations (2.19) dans les éguations d’ équilibre locales (probléme d élasticité
axisymétrique) et tenant compte de (2.11) et (2.12) nous déduisons les éguations

différentielles suivantes :

%
A1 Vi + [Agy + k(Arz + Agy)] 922

0

aZ
[A13 + (1 + k)Ay]Vie + kA3 67(5 =0

Egalisons ces deux derniéres expressions, on obtient :

02 ]
vz + vlzﬁ(pi =0; (i=12) (2.20)
Avec :
A+ k(A + A k:A
44 l( 13 4-4-) — 14133 =Ul~2 (221)
Apq A3+ (1+K)Ayu,
Et:
Vi= o + 19 2.22
" orz " ror (2.22)

15



Théorie générale del’ élasticité

Les paramétres y? sont les racines de I’équation suivante obtenue a partir des équations

(2.13) par dimination delaconstante k; ,i = 1,2.
A11A44 )’i4 + [A13(A13 + 24,4,) — A11A44])’i2 + Aysds3 =0 (2.23)

k; ,i=12: Vdeurs de la constante (k), définie de I’égalité (2.13) respectivement pour
Yi ,i = 1,2

Pour la solution des équations (2.12), concernant les domaines de grandes d’ éendues, il
convient d'utiliser la transformation de Hankel dordre zéo des fonctions de

contraintes ;(r, z), soit :

(0]

PiE,2) = f roi(r, 2)Jo(Er)dr

0

En intégrant les éguations différentielles (2.12) conformément aux transformations inverses
de Hankel (2.9) desfonctions o;(r, z).

0i(r,2) = j £ (6, 2))0 (Er)dé @224)
0

Jo : éant lafonction de Besse d’ ordre zéro.

On déduit les solutions générales a partir des ces éguations différentielles ordinaires

suivantes.

aZ(T)i(fr Z) 52

022 - (}/-2)2 (T)i(ffz) =0
Soient :
¢z 4
©i(§,2) = Bi1(§)e Vi + Bjp(§)evi (2.25)

B;1 (&) et B;,(&)sont des fonctions inconnues d’intégrations a déterminer par les conditions

aux limites.

16



Théorie générale del’ élasticité

2.3.1: Expressions générales des contraintes et déplacements

Ayant trouvé les fonctions @;(¢,z), remplagons leurs expressions dans ceux des

déplacements (2.11) puis dans ceux des contraintes (2.12), ce qui donne :

d d
U, = 6_r((p1 +@) et U,= a_Z(k1(P1 + ky@3)

U, =— f £2[5,(£2) + Sy(€, 2) Vs (§r)de
0

[ 1k k |
v, = Of £ 530620 + 2256, | oGr)ds

0. = | 53[ S z)+y S(&, z) Jo(Er)dE
0

1+k 1+ k
= —Aes | 8 [25562) +——25,6,2)| LG (226)

- €3l S z>+ 15:6 Z)l]o(ir)ds‘+ o6 j £2[5,(6,2) + S,(&, )] Jy (6r)dE
0
Avec :

=z éz
S1(§,2z) = B11(§2)e 1 + Byp(Ez)en

¢z éz
5,(§,2) = By1(§2)e V2 + By, (82)er2 (2.27)

—§z éz
S3(¢,2) = —By,1(§2)e "1 + Bjy(§z)en

—{z éz
S4(§,2) = —B,1(éz)e V2 + Byy(Ez)er2
d; = k;jAzz — V12A13’ (i=12)
dz = —k;A;3 + V1A

dy = —kyAy3 + V341,

17



Théorie générale del’ élasticité

Nous signalons que dans le cas de I’ espace transverse isotrope les modules d' élaticité A;;

sont liés aux coefficients de déformations a;;[34,38] selon les rapports suivants :

2
a;110a33 — Q13

A =

t (a11 — asx)laszs(as; +agp) — 2“%3]
An = a1+ ag;

7 ags(ag +ag) — 20,
Aow = a3

1 asz(a;; +agp) — 20%3

1 A —Agz

A44 = ;44 ) A66 = T (2.28)
A = E =

%= 2+y) H
Ici:

1 1 -0 -6’

a11:E» a33:E' a13:?'a13:T' a44:E

E,E': Modules de Young correspondants aux contraintes dans le plan d’isotropie et dans le

plan perpendiculaire a celui-ci.

6', 8 . Coefficients de Poisson correspondantes aux contraintes lors de la traction dans e plan

d’isotropie et dans le plan perpendiculaire a celui-ci.

u' : Module de glissement caractérise le glissement des angles entre les directions de plans

d’isotrope et les directions perpendiculaires a ces derniéres.

18



Probléme de contact couche transver se isotrope —poincon cylindrigue

Chapitre 3

Résolution du probléeme de contact couche transver se
Isotrope —poincon cylindrique
3.1 Problématique

On se propose d éudier le probléme d'élasticité de la pénétration d’'un corps rigide

(cylindre), dans un corps élastique transversal isotrope.

La couche d'épaisseur « H » a faces paraléles de matériau isotrope transverse est
statiquement comprimée par un cylindre rigide a extrémités plates sur la face supérieure. La

face inférieure est collée a un support plat également rigide.

Le probléme ainsi posé est axisymétrique et peut étre étudié dans le systéme de coordonnée
cylindrique (r,6,z) coincidant avec la surface supérieur de la couche et I’ axe de symétrie de

lastructure (Fig.1).

Az

Poincon cylindrique

;UP\
A 4

e
y

H o Support rigide
Couche éastique

T 7T 777

fig.1- croquis schématique du probléeme

¢: Représenter la profondeur de pénétration du poingon dans la couche éastique.
H : étant I’ épaisseur de la couche élastique

19



Probléme de contact couche transver se isotrope —poincon cylindrigue

Soient les conditions aux limites suivantes :

U,, = —¢ (=0 0<p=<1 B-1
Ty, =0 (=0 0<p=<£w (3-2)
0,, =0 (=0 1<p<w (3-13)
Ty, =0 (=—-H 0<p<w» (3—4)
U, =0 (=-H 0<p<w (3-75)

3.2 Méthode derésolution du probléme aux limites

Effectuant le changement de variables

3

773 (77) (i=14)

F(m) = 2

J— r . J— R N —_— 4
p - R ) r’ - € ) {_ R
dy = kiAzz — VEAzz; dy = kyAsz — V3Asz; d3 = —ViAjz +viAy ;dy = —kyAj3 + V544,

Les formules des contraintes et déplacements élastique prennent les formes suivantes :

v ng g ng
fn { [ F(me » +Fz(n)e”1] +— —F3(e 2 +F4(n)e”21}]o(np)dn
0

A [ (14K n ng
Trzz_ﬁf{ ” 1[_F1(T’)e v1+F2(T])€vll+

k,
R 1 [ Fs(me s +F4(n)evzl}]1(np)dn
0

2

1 < dl _ﬁ 7)_( dz _ﬁ ﬂ
0z Ef 1712 Fi(me V1 + F,(n)ev: +v—22 —Fs(n)e vz + F,(n)evz |} J,(np)dn (3 —=75)
0

Satisfaisons les conditions aux limites et introduisons une nouvelle fonction ¢(n) Dansla

condition (3-3), nous obtenons | e systeme d’ égquations al gébrique aux inconnues suivantes:
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Probléme de contact couche transver se isotrope —poincon cylindrigue

(ks k
| 1 G R + ) + 2 s + FGd oo = —e (3-6)
0
1 kz
T (R + Ea) + o (<) + B () =0 3-7)
Aﬂ@)+&@»+ ZUHm+me)—mﬂmR (3-8)
S @+ e )+ (<Rwet +RmeE) =0 3-9)
k nL _nL k nL _nL
. ( Fi(me® + Fy(ne ) = ( F(mev + Fy(e ) ~0 (3-10)

Résolvons le systeme d équations algébriques obtenu (3 —-6),(3—-7),(3—-8),(3—9) et
(3 —10) et exprimonslesfonctions F;(n) (i = 1,4) par ¢(n).

Ecrivons le systéme d'équations pour les quatre derniéres équations (3 — 7), (3 — 8),
(3—9) et (3 —10) Sousforme matricielle.

1+ ky 1+ ky 1+k, 1+k, [Fa1 1 O
U1 (41 [ (&
i i d; d; F2l  |mp(mR
v,2 v,2 v,2 v,2
1 1 2 2 3 (3-11)
1+k, L 14k, L 1+k, oL 14k, L
_ 1,7 11y, 2,1 2 -1 F 0
U1 U1 7] U2 3
L L L L
kg Ry ke gy ke g
Uy Uy Uz Uy F, 0

3.3 Résolution de systeme d’équationslinéaire:

Larésolution du systeme d’ équations (3-11) par les méthodes classique est assez complexe,

Nous, nous en passons de cette maniere.
L’ équation (3 — 7) seréécrit sous forme::

1+k,vy
1+kiv,

—F,+F,= (Fs — F,)
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Probléme de contact couche transver se isotrope —poincon cylindrigue

La premiére condition (3.1) s écriraen fonction de F;(n) et F,(n)

—Ta e o o | B~ F)Jo(mp)dn = —¢ (3-12)

nlvy1+k,v, v,
0

Latroisieme condition prend laforme suivante :

[0e)

f nem)Jjo(mp)dn = 0 (3-13)

0

Soustrayons (3.9) de (3.10) apres avoir multiplié respectivement par k, et (1 + k;)

-nL

ky AR ks, k] =2k
|-+ k)24 (14 kz)z] enFy + [(1+ k)= (14 kz)v—z] 2 F,=0

D'ou:

2nL
F4:eU2F3 (3—14)

De la condition (3-9), on tire apreés avoir substitué F;(n) et F, (n) la relation entre les

fonctions F; (n) et F,(n) soit :

—~(1+ky) gL 1+k) o=t (1+k L
“Uthk) e, + Atk g F2+( 2) (1-1)e"2F; =0
Uy V1 V2
2nL
F,=e"F (3—-15)

Substituons a présent dans les équations (3-7) et (3-8) F,(n) et F,(n) exprimant par F; () et
F5(n) . On obtient deux équations algébrique en F; (n) et F5(n)

1+k L 1+k L
1/ u[ez"vl _ 1] g, + L) [ez”vz _ 1] Fy=0 (3 - 16)
U %)
d L d, [ 2L
2/ v_;[e”’vl + 1] F, + v—zz[e vz 4+ 1|F; = Rnop(n) (3-17)
1 2
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Nous réduisons alors le systéme d’ équations (3 — 11) a un systeme (2 X 2) a 2 inconnues

Fi(m) et F3(n) :

(1 + ky) (eznv% 3 1)
U1

(L) (s |rF
%)

2 e

22 (o215 +1)
sz (€™ +1) g,

Par cramer, on déterminer les fonctions F,(n) et F;(n) par lesrapports :

A

Fi(m) = A

A
F3(n) = KZ

0

= (3—18)
¢ (n)R]

(3 -19)

(3 — 20)

A : étant le déterminant de la matrice des coefficients des inconnues F; () et F5(n), soit :

_ L
(1 + kl) (62711,—1 _ 1)
Uy
A= det
d L
()
Uq
41+ k) dy ok oL L L
A= u_zz envl envz sinhn —coshn — —
171 172 vl vZ
11
A= ienL(ﬁJrE)Q(n)
U1V
Avec Q(U) _ (1+kq) dzsinhnicoshni _ (+ky)
%] V1 V2 V1

L -

[

d L

—zz(ez’“fz + 1)

()
41+ ky) dy oL L L
u—lz e'vie'v: sinhn — coshn —

v, v vy 21
(3—-21)

d,sinhn UL—Z coshn vL_1

A, : Est le déterminant de la matrice composée des coefficients de I'inconnue F;(n) et de

termes de la colonne droite en remplacement des coefficients de I’inconnue F; (17)
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L —
VU,
A1= det
d L
Rno(n) —zz(ezn’h + 1)
Uy
(1+k,) L
A= _v—z(ezn”z — DRno(n)

2

21+ k L L
- —( 2) envzsinhn v—Rnd)(n) (3-22)
2

1= vy
A, : Est le déterminant de la matrice composee des coefficients de I'inconnue F;(n) et de

termes de la colonne droite en remplacement des coefficients de I'inconnue F5 (1)

- L
U
AZZ det
d L
v—12<92"”1 + 1) Rne(n)
1 .

(4 ky)

(€% — D)Rnp(n)
v, no\n

A,

21+ k L L
A= 2+ k) e""v1sinhn — Rng (1) (3-23)
U %1
Donc :
Aq
Fi(n) = K
1+k L
~ 0 o2 _ 1y Rng(n)
F1(77) = 1 1 2
ie"’“(ﬁJ“E) Md sinh Lcosh L _(+ky)
V1V, VU, 2 1 %1 1 VU, V1
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1+k
~dtks) > Z)Slnhn ~Rnp (1)
Fi(n) = — (3-24)
2":Q0)
L
2(11]—-:](1) enﬁsinhn L Rnd)(n)
F3(m) = 4 p=—+>) [(1 +ky) L (1+ky)
——e V1 vy |21 dzsmhn coshn -2
U103 U2 Uy
+ k
a v dik) sinhn —- Rn¢(n)
F3(p) = - (3 -25)
2¢"1Q(n)
3.4 Développement du systeme d’ équationsintégrales:
Lafonction F,(n) , éant exprime par lafonction F;(n) (3 —15)
2nL
FZ =ehn F1
-8 nglkZ) n"zsmhn ~ R ()
F, = 3—-26
2 2000 (3-20)
Lafonction F,(n) , étant exprime par lafonction F;(n) (3 — 14)
2nL
F4 =e V2 F3
u + kl) sinhn —- anb(n)
F, = (3-27)

Q(m)

Le systéme d'équations (3 — 6)et (3 — 8) se réduit a deux équations intégrales apres avoir

introduit les fonctions inconnues F;(n)et F,(n) :
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o]

1
fb(n)]o(np)dn S 60f GmDeM) Jomp)dn  :p<1
< 0

fnqb(n)]o(np)dn =0 :p>1

\ 0

Avec

s (41105 + A1z)vad,

R ° Ay (v = vy
shn—lshZ—l

G =1- V2 U1
- hnl hnl 1 bt
2 V1 V2 1

Nous proposons lafonction sous laforme [39].

d(m) = & f fo(t) cosnt dt
0

D’ aprés latable d’intégration [41], I'intégral de Weber serésout en :

0 tp>t
f Jo@p)sinmdn =4_1__

Ladeuxieme équation (3.28) est donc satisfaite identiquement, en effet:

© 1 ( 0 op> 1
f nJo(mp)dn f fo(®)cosntdt ={ fo(1) fo fa(t)dt e
’ 0 - JyE=p

La premiére équation (3.28) seramene aune intégrale d’ Abel

e

f fo(t)dt f Jo mp)cosntdn = %E+ f fo(t)dt f G(mDJo(mp)cosntdn
0 0 0

0

(3 —28)

(3 —29)

(3 — 30)

(3 —31)

(3 -132)
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Posons

f fo(t)dt f Jo (mp)cosntdn = g(p)
0 0

D’ apreslatable d’intégration [40], on écrit ;

0 : o p<l1

j Jomp)cosntdn = {; , o>t
0 Jp?—t?

D’ouI'intégral D’ Abell

jf°(t)dt —g() :  p>t 3-33)

Nromrs

Qui serésout [40]:

2d |
fo(®) ZEEf—d” (3 —34)
0

AVEC:

[00]

—e 1
90) = = j GODSo(pin (3-35)

Substituons (3.35) dans (3.33) et tenons compte de (3.30),

2d [ pd [
folH) === f #<_+ [ fwa f G(nl)]o(np)cosntdn>

t t o) 1
2¢ed pdp pdp
_zed GEnJoCrp)dn | foCudcosundu
Rdtf il dtf [7_i2 f
& pr—tt T 0 pr—t? 0 0
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Effectuant le changement de variable pour le calcul de cette intégrale

Soit ;

~

0

f pdp szz_

2_2__ -
VpE—t ) Z

D’ou:

[=]

dtf f G(nl)]o(np)dnffo(u)cosundu =

00 t 1 ©o

1
d d
ffo(u)duj G(nl)cosundn %jm = jfo(u)duf G (nl)cosuncosntdn
0 0

0 Vp? -t 0 0

D’ apres [40]

f plop)dp _ sinnt
— t2 n

Nous obtenons apres ces transformations |’ expression de f(t)

o)

1
2 2
fo(t) = —% + Ef fo(x)dxf G (nl)cosnxcosntdn 0<t<1 (3—-36)
0 0

Les contraintes ala surface de contact o, (p, 0) , se déterminent par laformule.

(3—-37)

1
p.0) = gy 2L [ 80

/1 — ,02 ] 1t2_p2
La charge totale sur le poincon qui produit la pénétration est donnée par la condition
d équilibre statique:

1

P = —2mR? J- pao,(p)dp (3 —38)
0

28



Probléme de contact couche transver se isotrope —poincon cylindrigue

L’ expression (3.37) s écrit également sous laforme:

.05, 0) = 8y [ fo(t) cosnede [ njotnp)dn (3-39)
0

0

Portons (3.39) dans (3.35) tenons compte de (3.36) et intégrons par rapport a la variable (t),
NOUS aurons :

fo) =5 5 w(t) (3 — 40)
Avec:
2 r r sinn
Y(t) — ;f ‘P(x)dxj G (nL)cosnx [cosnt - —] dn =1 (3.41)
0 0 7
Cette équation s écrit aussi :
2 1
Y(t) — Ef Y(x)dxK(x,t)dx =1 (3.42)
0

AvVec:

oo

sinn
K(x,t) = J G (nL)cosnx [cosnt - T] dn

0

L’ approximation de ¥ (t) par un polynéme, nous facilite le calcul de la contrainte g, (p) au

contact cylindre-couche :

B 27TR260

0,(p,0) = a7 (p) (343)

W) [ Wodt
\/1_’02 , \/tz_pz

o5 (p) = (3.44)
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Résolution du probléme de contact couche transver se isotrope -poincon annulaire rigide

Chapitre4

Résolution du probleme du contact couche transver se
Isotr ope —poincon annulairerigide

4.1 Position et formulation de probléme

On se propose d' étudier la pression a I’ interface du contact poingon annulaire rigide
et la couche éastique.
Le probléme statique ainsi posé est axisymétrique et peut étre étudié dans le systéme de
coordonnée cylindrique (r, z) coincidant avec la surface supérieur de la couche et I’ axe de

symétrie de la structure (Fig.1).

Poingon annulaire

_-_——— r
»
v 7y >

- — -

D¢+
Py,
v

|

| Support rigide
T Couche élastique | H pportrig

|

|

ST

Fig.1 — Croquis schématique du probleme

¢ . Représenterala profondeur de pénétration du poingon dans la couche élastique

(transverse isotrope)
H : étant |’ épai sseur de la couche éastique.

Avec ry; R: les rayons du Poingon annulaire.
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Soient les conditions aux limites suivantes :

U,, = —¢ pr<p<1 (=0 (4-1)
Ty, = 0 0<p<o (=0 (4-2)
0z =0 O0<p<p ¢=0 (4-3)
0,, =0 1<p<o (=0 (4—4)
Ty, = 0 0<p<w {=-H (4-75)
U,=0 0<p<ow {=-H (4—6)

4.2 Méthode de résolution aux limitesdu probléme élastique:

Rappelons |es formules des contraintes et déplacements(2.27) apres avoir introduit le

changement de variables suivant:

3

n m .
Fi(m) =53 Bi (E) (i = 1,2,3,4)

ky 1 s
[—Fs(n)e v2 + FAn)er}h(np)dn

~

1 2

Aua [ (14K 0 n<
Trz = - { " ! [_Fl(n)e V1 + Fz(ﬂ)e"ll +
0

1((d n <) d, P e
o _Ef oz [Fulme "1+ Fy(n)evs| + =51 =Fs(n)e ¥ + Fy(e® | ¢ Jo(mp)dn
1 2
0
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Satisfaisons les conditions aux limites et introduisons une nouvelle fonction ¢(n) Dans

la condition (4-3), nous obtenons le systeme d’ équations intégral es suivantes:

n- { (—Fi(m) + F2(m)) + ( F3(n) + F4(77))}]0(77/))d77 =— 4-7)

A 1+k 1+k
-2 (25 R+ R + 2 (<R + B} hG)dn =0 (4-8)

)T :
1%
7 | o () + ) 4 25 (- + B C0) or)an =0 (4-9)
0
1CX)
2 | S5 (R + Ra) + 25 (B0 + @) oio)dn =Rnpw) (4= 10
0

A 1+k nL nL 14k nL L
_ﬁj { ” 1 (_Fl(T])eV1 + FZ(T])e V1) + o 2 (_Fg(n)evz + F4(77)e vz)}jl(np)dn =0
(4 —11)

kq nL nL nL
1 2 R e + Re ) + SR e + Re ) iyo)dn = 0

O\S

(4-12)

Considérons larésolution du systéme d’ éguations (4-8), (4-10), (4-11), et (4-12)
1+k 1+k

ilkﬂmyuumh-+2%4um+amn=o (4-13)

d
7%&&@)+6@H+;?Fﬂwﬁ+ﬂwﬂ=Rn¢M) (4—14)
nL nL _nL

—( Fi(mevr + F,(n)e "1) +—( Fs(mevz + F,(me v2 =0 (4 —15)
1+k nL _nL nL _nL

R mets + Ry | + e +Eme ™| =0 (¢-16)
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Sous forme matricielle le systeme précédent s écrit:

1+k, 1+ ky 1+k, 1+k, [FA1 1 O
171 vl vZ vz
. . L2 L R |gemR
V2 V2 V,2 V,2
14k, oL 14k L 1+k, oL 14k, t|| |

_ 1,0 1Moy 2 15 2,53 7 0

Uy Uy U, %) 3
L L
! ey Ee_”v_l oz e, Ee_nﬁ
Uy U1 Uy Uy F, 0
4-17)

4.3 Méthodologie derésolution du systéme d’ équation algébrique:

Larésolution directe du présent systéme d’ équations par Gauss est assez compliquée.
Les expressions analytiques sont longues et le risque d’ erreurs est tres probable .Afin de

contourner cerisque, il est préférable de procéder de la maniere suivante.
L’ équation (4-8), S écrit en fonction de F;(n) et F,(n) et prend laforme suivante :

1+kyvy
1+ kv,

—F,(n) + F,(n) = (=Fs(n) + F,()) (4—18)

La premiére condition (4.7) s écrit en fonction de F;(n) et F,(n) de cette fagon ;

kq

_ kz +o0
(1 + ky) f N (=Fs(n) + Bm)o(mp)dn = —& p<1l (4-19)

Soustrayons I’ équation (4-12) de I’ équation (4-11) aprés avoir multiplié respectivement par
(1+k,) et k,,onobtient larelation entre F;(n) et F,(n):

2nL
F4=ev2F3 (4‘_20)

Delacondition (4-11), on tire aprés avoir substituer F;(n) et F,(n) larelation entre les
fonctions F; (n) et F,(n), soit :

2nL
F,=en F, (4—-21)
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La premiére condition (4-1) s écriraen fonction de F5(n) et F,(n)

(1
|- e - rnanin=-  p<p<i (4-22)
0

Latroisiéme condition prend laforme suivante :

o)

f némJo(mp)dn =0 i p < py (4 —23)
0

Laquatriéme condition prend laforme suivante :

o)

f nomJo(mp)dn = 0 tp>1 (4 — 24)
0

Il est donc question de chercher seulement lafonction F;(n) par ¢(n) au lieu des quatre

fonctions F;(n) ; pour celaconsidérons les équations (conditions) (4-8) et (4-10), soient :

r L L 1L _
(A +k1) (eznﬁ _ 1) (1 + k) (eznE _ 1) Fy 0
U1 [
dy ( dy [ 2k
—— v 1 — v 1
2 (e vt ) 2 (e i ) ILE] Iyg@)R]

Par cramer, on déterminer lesfonctions F, (n) et F;(n) par les rapports:

A
Fi(n) = Kl
Ay
Fs(n) = N
4(1+k L L11+k L L 1+k L L
A= u e'vie'v: u d,sinhn — coshn — — u d,sinhn — coshn —
U102 () VU1 [ U1 [ VU1
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Qui s écrit aussi

A= e W1 v22Q(nL) (4 —25)
V1V V1VpA44
Avec:
(L)—l'hL hL 1'hL b
Q(nL) = vlsm nvlscos nvz 1}zsm nvzcos r)vl
Et:
2(1+k L L 2(1+k L L
1= —uen”zsinhn—an’)(n) et A,= (—Oenvlsinhn —Rnop(n)
[ () U1 U1

Introduisons les résultats dans les équations (4 — 22), (4 — 23) et (4 — 24), nous obtenons

un systéme de trois équations intégrales que nous écrivons sous laforme :

o)

| Gy samrmpran = “m m<e<i (4 - 26)
0
f no@mJjo(mp)dn =0 ip<py (4—27)
0
j no@mJo(mp)dn =0 ip>1 (4 —28)

0
ky1+kov, Ky

Ou:éd,=|—
4% v1l+kv, v,

Choisissons comme fonction de contraintes la fonction f(p) continue sur I'intervalle

p1 < p < 1 développable en séries de Fourier :

Soit :
f(p) = a,cosnf (4 —29)
Ou:
flp) #0
f)#0
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a,, . sont les coefficients inconnues de la série.

D’autre part, nous admettons que la contrainte a la surface de contact p; < p < 1 peut étre

exprimée par [32]:

_ —& f(p)
V@ = p)(p? — ps?

tpp<p<=<l (4 —-30)

O,

Lavariable p delafonction f(p) peut étre remplacée par lavariable 0 < 8 < m par

ce changement de variable suivant :

a=3(+D)
b =1(1 - p1)
2
D’ou:
p =+a? + b? — 2abcosb
Et:

2absinf = \/(pz - pH(1-p?) (4 —31)

Donc (4 — 30) peut étre décrite par :

_ € i a,cosnf . 0< < 4— 32
%2 = " 2ab s sind ‘ =v=n ( )
n=

Passons a larésolution des équations intégrales (4 — 27) et (4 — 28) ce qui peut S écrire

oo

[ no@omorn = - i“"“’s"” 0<0< 4-33
néiompldn = ——— " sind <6<m ( )
0 n=

Par latransformation inverse de Hankel, on tire :

cosnf

) 1
&
000 = =55 2, [ 1o 2 o (4= 34)

P1
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Sachant que :
p? = a? + b? — 2abcosh
Alors:
pdp = absin6do

Donc I’ expression (4 — 34) prend laforme:

[00]

s
o) = —3 /), 0n Jo(np)cosn6do 0<6<m
n=0 0

™

Encore |’ expression (4 — 34) s écrit :

o) = —%z f cosn9]0 m/a2 + b2z — 2abcos€) do (4 — 35)

D’ dpres latable des transformations intégrales’’ Erdelyi’’ [29]:

T

1
g’[ cosk8], (n\/az + b2 — Zabcose) dé = J,(ma) J,,(nb)
0

Ce qui écrit (4 — 35) sous cette représentation :

o)

1
B = =57 ) apn(1a) Jn(1b) (4-36)

n=0

Remplacons ¢ (n) danslacondition (4-26) par (4 — 36)

o)

1 [ee]
f G(nD) [—EﬂeZ)anln(na)]n(nb)]]o(np)dn = —R—% (4—-37)
0 n=
Autrement :
1—5:l RS fG(l) (ma) J,(mb)J,(np)d : <p<1 4 — 38
= Ozn 0an nDJn(ma) Jn(nb)Jo(mp)dn p1<p ( )
n= 0

37



Résolution du probléme de contact couche transver se isotrope -poincon annulaire rigide

Utilisons maintenant |’ autre formul e de transformation de la fonction de Bessal d' ordre zéro

[28];

Jo@p) = Jo@a)o(1b) +2 Y J (@Jm(bIcosmd  py <p<1 (4-39)

m=1

Donc I’ expression (4-38) prend saformefinae:

-2,

Nlr—\

TRAar j 6(nD) Yo (na)Jo(nb ) (ra)fu () +2 Z @@ (Pb)

* Jn(ma)Jn(mb) cosmB]dn (4 —40)

Le probleme ce réduit alors a la résolution du présent systéme infini d’ équations algébrique
pour la détermination des coefficients inconnues de la fonction introduite (4 — 29). Cette
équation vérifié pour une valeur quelconque de “6" se réduit a la résolution du systéme

d’' équations algébrique suivant aux inconnues’a,,"
TRy . an | GO (I (WD) (10 b7 = 1 (4-41)
= 0
Qui s écrit sous forme simplifié

R, z anQpm =1
n=0

AVec :

o)

O = [ 6D D I 0 10) Jnr b

0
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4.4 Calcul des coefficients Q,,,,,

4.4.1 Approximation del’intégrale impropre

n

Le calcul des coefficients "Q,,,” a partir des intégrales impropres contenant quatre
fonctions de Bessel pose beaucoup de difficultés. La plus simple des approximations
numériques de ce type d'intégrale est basé sur la représentation des expressions (,,,,, sous la

forme suivante :

Mo 0
Qo = ] G 10) Jn (@) (D) (M@)o ()l + j G (p@) Jn (B (1@ (7B dp
0 Mo

Qui se partage en deux intégrales

Mo

F, = f G1D) J (@) (1B) (70 (7Yl

0

[ee)

Fy = f G (1)) (@) (b (M@)o (bl

No

Lechoix de 7, est pour lapossibilité d utiliser plus tard I’ intégrale symptotique des
fonctions de Bessdl.

() = 2 [ mTm T -
In(m) = mcosn > "l pour n =1

L’ expression symptotique des produits de quatre fonctions de Bessel

1
I ) (0] (10) ~ s | 114 (1P 4 (1) + (-1 =
* (sin2n +sin2pn) + cos(2(1 — B)n) — (—1)"*™cos2(1 + B)n] (4 —44)

AVec :

b
F=a

Ainsi ladeuxiéme partie del’intégrale F, du calcul des coefficients (,,,,, Se calcule par la

formule approximative suivante :
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(o] (o] 1
| 60D 6r) b mb)ay = [ 6D [z 11+~ +
Mo Mo

+((=D)™ + (—=1)™) * (sin2n +sin2pn) + cos(2(1 — B)n) — (—1)™™cos2(1 + B)n]ldn
4.4.2 Autre approximation del’intégraleimpropre

L’ autre possibilité de réduire le calcul del’intégral (,,,,, est comme suite :

Sachent :
Jn(ma)]n(nb) = % Jn Jo (n\/ a% + b2 — 2abcose) cosnfdo
0
Et:
Jm(M@)];m(b) = % f Jo (n\/ a? + b2 — 2abcos<p) cosmpde (4 — 45)
0

L’ expression de ,,,,, (4 — 43)prend laforme

1 s s oo
Qum = —3 f cosnd f cosmgp f G(mD Jo(np(8))]o(np(9))dndode (4 — 46)
0 0 0

Avec:

p(0) = \/a2 + b2 — 2abcosb

p(p) = /a2 + b2 — 2abcose
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4.5 Equation d’équilibre statique

La charge totale sur le poingcon qui produit la pénétration est donnée par la condition
d’ équilibre statique:

R R
F=-[a@ds =21k [ 0,0 pip (4—47)
&1 &1
Sachant :
_ € i a,cosnb
%= T ab sinf
n=0

Et:
pdp = absin6d6

L’ expression (4-47) prend laforme:

1
F=—f27TR2

P1

£ - a,cosnb bsingdo 4— 18
Zabz:0 sin@ absin ( )
n=

Encore |’ expression (4-47) s écrit :

0] T
F = nR?%¢ Z a, | cosn8df = n?R%¢ a, (4 — 49)
0

n=0

L’ expression (4.48) s écrit également sous laforme:

s V(3 Vs
F = nR?za, J- db + mR%*¢ca, J cos0dO + -+ + nRzeanf cosnfdO = m?R%¢ a,
0 0 0

(4 —50)
Lescontraintes o, (p) , se déterminent par laformule :
F&,"
0y = =5 =0 (p) (4 —51)
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Chapitre5

Calcul numériques et résultats graphique

5. 1 Poingon plat :

Le schéma du probléme de contact étudié (fig.1 chapitre 3) ou une couche transversal ement
isotrope homogene est déposée sur un substrat rigide serrée contre celui-ci par un poingon

plat cylindrique rigide sur sa surface limite supérieur.

5.1.1 Distribution des contraintes

Prenons comme exemple de calcul, une couche éastique d’ épaisseur réduite | = H/R = 2,
discrétisons le rayon en 20 parties (N=20), utilisons pour |’ approximation de la fonction
Y(t) le polyndbme de degré k=5 et faisant appel aux formules précédemment trouvées au

chapitre 3.

1
¥, (1) Y, (t)dt
Vi-p® o\t —p?

o, (p) =

o

1
2 sinn
Y, (t) — Ef lIJO(x)dxf G (n, L)cosnx [cosnt — T] dn =1
0 0

o,(p,0) = — a;(p)

F
27TR250
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0.00 — | | | |

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig 5.1— distribution de contraintes dans la zone de contact

Matériau transverse isotrope (v, constant)

3.00 —
az(p,0)

2.00 —

0.00 | | | | |

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig 5.2— distribution de contraintes dans la zone de contact

Matériau transverse isotrope (v, constant)
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Les résultats numeérique obtenue sont représenté sous forme des courbes des contraints au

contact poingon-couche éastique.

De chacune des représentations nous fixons |I’un des coefficients d’ anisotropie et nous

varions et nous varions le second.

Figure 1 Fixons la vaeur v, = 1 et changeons v, =0,1; 0,8; 1,5 ensuite Figure 2

fixonslavaleur v, = 1,5 et changeons v, =0,5; 1,4; 1,8 .

Ce qui ressort a travers I'allure des graphes est premierement les valeurs importantes aux

bords du poincon (r=R), est plus faible au centre du poincon.

La variation de la contrainte a la surface de contact est continue qui progressivement de la

valeur mini versles valeurs plus important selon une loi qui peut étre exponentielle.

Suivant les courbe (fig 5-2) les contraint ¢* deviennent plus forts pour des valeurs plus
grandes de |’ anisotrope dans le plan horizontale (C'est-a-dire pour v, plus grand) ; sur la
zone de contact centrale qui peut aller jusqu'a la valeur p = 0.8 et inversement sur la

zone0.8 < p <1 lescontraints s affaiblissent avec I’augmentation des valeurs de v, .

Par contre en fixant v, = 1 et en changeonsv, = 0,1; 0,8; 1,5 Nous remarquons cette
fois les contraintes diminuant avec |’ augmentation des valeurs de v, selon les courbes sur la

mémezone 0 < p < 0.8 etinversement sur lamémezone 0.8 <p <1
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5.2 Poingon annulairerigide

Le schéma du probléme de contacte étudie (fig.1) (chapitre 4) ou une couche transverse
isotrope est déposée sur un substrat rigide serrée  contre celui -ci par un poingon plat

annulaire rigide sur sa surface limité supérieure.

Lesformules pour la détermination des contraintes obtenues (chapitre 4), rappelons-les :

_ £ i a,cosnb 4— 32
%= " Zab . sinf ( )
n=
TRy Y an | GO (1) (WD) (10 b = 1 (4-41)
n=0 0
Ou:
sinhn Lsinhn L
Uy ()
G(nl) =7 L 1 L L
v sinhn v coshn v, v—zsinhn ™ coshn ™
F&,"
0y = =5 & o, (p) (4-51)
Avec:
8o
5 =—
o T,

Aux quelles correspondent les graphes suivants a différents niveaux de I’ épaisseur de la
couche.
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5.2.1 Distribution des contraintes

Calcul des coefficients de la série par laformule (4-41) page 38.

n r; = 0.25 r, =05
0 4.41835821 3.31350650
1 3.53179407 2.35144319
2 2.26617016 1.07028413
3 1.07839732 0.33373203
4 0.82674867 0.09868091
5 0.50544638 0.01534853
6 0.35348677 0.00328198
7 0.09836026 -0.00011012
8 0.04574867

9 0.008739723

10 0.001137106

11 -0.000704867

Lesvaleurs de coefficients a,,

0.40 0.80

Fig 5.3 Distribution des contraintes pour R = 1

1.20

1.60

et i, =025

p 2.00
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2.50 —

2.00 —

1.50 —

1.00 —

0.50 —

0.00 -4 | | |

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00

Fig 5.4 Distribution de contraintespour R =1 et 1, =0.5

Les courbes représentative de distribution de la contrainte normale o, pour les cas
(R=1,1r, =0.25) et (R =1, = 0.5) refletent exactement la logique de la singularité aux
bords du poingcon (a l'intérieur 1, et a I'extérieur R). En effet la contrainte g,
remarguablement plus importante au voisinage R = 1,r; = 0.25; 0.5 et plus significative a

la surface de contact z = 0.

A I’intérieur de lamatiére, c'est-a-dire pour z = 0.1,0.2 ... le courbes des contraint montrent

une répartition continue, mais plus fort dans la zone de contact et plus marqué sur les bords.

L es courbes des contraints s aplatissent de plus en plus a chague fois que I'on y va vers les
profondeurs importantes, se que justifie et convient |’hypothése qu’aux points du corps

€éloigné les composant de déformation tendent vers zéro.
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Conclusion générale

Le but principal de cette mémoire est d’étudier larépartition des contraintes normales dans
la surface de contact poincon annulaire - couche éastique. Cette éude, met en évidence la
complexité de la résolution du probléme et d’analyse des contraintes par I'influence des
différents paramétres, notamment les caractéristiques physiques des matériaux et représente

une étape essentiale dans la connai ssance dans ce domaine.

Nous avons solutionné le probleme de contact d’une couche transverse isotrope par un
poincon cylindrique plein a extrémités plats en résolvants deux équations intégrales, des

formules closes calculant les contraints de contacts sont obtenues.

Pour la résolution du probleme de contact de la méme couche avec un poingon de méme
forme annulaire, nous aboutissons a un systeme de trois équations intégrales.que nous
résolvons par I'emploie de la transformation intégrale de Hankel en passant par un
changement de variable et I’introduction de la fonction de contraints sous forme d’ une série

de Fourier.

Les résultats numériques obtenus sont présentés pour les matériaux arbitraires, car les
paraméetres employés dans les expressions des solutions sont sans dimensions. La
représentation graphique montre clairement au travers des courbes I’ influence de I” anisotropie
sur larépartition de la pression en dessous du poingon. Les effets des deux bords du poingon
sur la répartition des contraints normales a la surface de la couche sont significatifs. La

répartition des pressions ¢ *(p) correspondant de facon satisfaisante alalogique.
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Annexes

Annexel:
Solution gouvernant notre probléme s écrit V2¢(r,z) = 0

Pour le domaineillimité, la solution de I’ équation (1-1) nécessite I’ utilisation de la transformation de

Hankel d’ ordre zéro de lafonction ¢(r,z) = 0 défini par :

o]

5(62) = f ro(r,2) Jo(€r)dr

0

Ou:

Jo : Fonction de Bessel d’ ordre zéro

Lafonction ¢(r, z) peut étre exprimée par la transformation inverse on obtient :

o(r,2) = j £0(&,2) Jo(Er)dE
0

Lasolution de |’ équation V2¢(r,z) = 0

Ona:
02 109 0%
Vz(p(r’z)z_(p+raf+az
2 j (6028 ag =~ [ g2 . oenas
m— f o, (5) = j 6[—5210(fr>+§11(fr) 9(§,2) dg

0

0z2

[ 92
O _ = [e22 07062 er)az

Avec :



Annexes

0116(57”) — ¢, - ]1(57”)

0
5]0(57') = —¢J1¢r)

$

0°JoGr) _ 011 (§r) _ —&2,(¢r) + ~h(Gn)

or2 == or

On obtient aprés substitution des dérivées partielles dans I’ équation V¢ = 0

0’ 1d¢ <p(€ z)
R js‘]o(fr)l £2jaer) + 2 52 ag
Alors:
Vo= [ enten |52 - %] =0
0
¢ Est dérivée seulement par rapport aZ
Est une éguation ordinaire du quatriéme ordre
S i b2 22 — ki =¢
L’équation caracteristique: k“ — ¢ =0 = k, = —¢
,=—

Donc lasolution générale est :
@(§,2) = [B1(§) + Bo(§)z]e % + B3(§) + By (§)e”
Ou:

B, (&), B, (&), B3(&) est B,(¢) Sont des fonctions & déterminer par les conditions aux limites.
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Annexe2:

Quel gue expressions approchées de fonction remarquable
Fonctions approchées de Bessel de premiére espece (d' ordre zéro et un)

Pour—-3<x<3

2 X4 XA\ 6 XA 8 22 10

Jo(x) = 1 — 2.249997 (g) +1.2656208 (g) —0.31638 (g) +0.04444 (3) —0.00394 (3) +e

le] < 1,6.1078
Pour3 <x <o
_1
Jo(x) = x72 fycosb,
1
Yo(x) = x72 fysin6,
3 3 2 3 3 4
0, = x —0.7853981 — 0.0416639 (;) —0.0000395 (;) + 0.0026257 (;) —0.0005412 (;)
3,6
—0.0002933 (;) +¢&
le] < 7,107°

Pour0<x <3

2 x XN 2 x4 X\ 6
Yo(x) = = InJo(x) + 0.3674669 + 0.6055936 (5) — 07435038 (g) +0.2530011 (g)

X\ 8 10 X\ 12

—0.0426121 (3) +0.0042791 (g) —0.0002484 (5) +e

le] < 1,4.1078
Pour -3 <x<3

x~1,(x) = 0.5 — 0.6524988 (g)2 +0.2109357 (§)4 — 0.0.395428 (g)6 +0.0044331 (g)8

—0.0003176 (g)10 +0.00001109 (g)12 +e

le] < 1,3.1078
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Pour3<x <

Jilx) = x_% ficost,

3 3 2 3 3 4
f1(x) = 0.7978845 + 0.000000156 <§> + 0.0165966 <;) + 0.00017105 (;> —0.0024951 (;>
3\° 3\°
+ 0.0011365 (;) —0.0002003 (;) + ¢
le| < 4,1.1078
0, = x — 0.23561944 + 0.1249961 (;) + 0.0005650 (;) + 0.0063787 (;) + 0.0007434 (;)
3\° 3\°
+ 0.0007982 (;) —0.0002916 (;) + ¢
le] < 9.1078

Formules exactes

(D

Jo(x) = ) ————
0 Lik(k+1)

2 x o2& () k4D
Yo(x) = ZJo()ing = %RZO 2k + 1)

Racines des fonctions de Bessel de premiére espéce d’ ordre un et deux.

Jo(A) =0

Ak =123..... 13) = 2.404825 : 5,25007 : 8,65372 : 11,79153 : 1493019 : 18,07106:
12121163 : 2435247 : 27,49347 : 30,36460 : 33,77582 : 36,91709 : 40,05842.

Ji(ue) =0k =1,23......13)

ur(k =1,2,3 ... ... 13) = 3,83171:7,0.1559 : 10,17347 : 13,32369 : 16,47063 : 19,61586:

:22,76008 : 29,04683 : 32,18968 : 35,33231 : 38,47477 : 41,617009.
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Annexe 3

Calcul numérique.

L'utilisation de la méthode des sommes finies (intégration numérique) pour la résolution de
I’ équation intégrale (3.21) nous améne a résoudre un systéme d’ équations algébriques linéaires
d’'inconnuei ¥(t); (i =1, N+1).

Que nous présentant sous cette forme,

L’ expression de W (t) peut également s écrire:
) 1
Y(t) — Ef Y(x)dxK(x,t)dx =1
0

Avec:

co

14 2n—e 2t
K@@:f 1
0

sh2nL + 2nL

sinn
cosx(cosnt — T)dn x,t €[0,1]

Utilisons pour I’ intégration numérique le pas de valeur « h »:

Cequi conduit I’ éguation (3.28) aun systemede N équations algébriques suivant

Y1) - %g [W(DK(1,1) + 2¥(2)K(2,1) + 2¥(3)K(B1) + -+ PY(m)K(1,n)] =1

Y(2) - ;g [W(1K(1,2) + 2W()K(2,2) + 2¥(3)K(3,2) + -+ Y(mK(n,2)] =1

Y(n) — ;g [W()K(1,n) +2¥()K(2,n) + 2¥()K3,n) + -+ PY(M)K(n,n)] =1

Avec H : pasd intégration

Soit, sous forme matricielle linéaire :
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[A]{X} = [B]
i H H H H ]
1-—k(1,1) -2—kK(,1) -2—K(3,1) - —-——Kmn1)
VA VA VA T
H H H H
——Kk(12) 1-—K@22) 1-—K@B2) - —-——Kmn?2)
T VA T T
[Al =] - " K(13) -2 E1<(2,3) 1— H K(33) - - E1<(n, 3)
T VA T T
2H
-—K(1,n) ——K(@2,n) ?K(B,n) 1-——K(n,n)
(W () 1y
Y(t) 1
Xy}=4 - ¢ [B] =<}
(1)) \1/

La fonction W(t) est définie en N points par la résolution de I'équation matricielle
[Al{X} = [B] dans I'intervallet € [0, 1] divisé en N parties de longueur « h », c'est-a-dire par les

couple {t;, ¥;}
W(t) = {(ty, W), (t2, W2), -+, (tn, W)} t €[0,1]

L’ approximation de W (t)par le polynéme de laforme ;

N
q”(ti) - ao + Z aktik
k=1

Nous facilite le calcul de dérivée et par conséquent le calcul de la contrainte normale g (p) a
I”interface du contact.
L’introduction de W(t;) dans (3.20), nous conduit une fois encore a un nouveau systéme d’ équations

agébriqueslinéaireen (a ;),

l‘p(tl) - ao + a1t11 + a2t12 + a3t13  RRRRERR + ant{l = a,o

W(t,) = ag + asts + ayts + asts + - + a,t¥
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W(t,) = ap + ayty + axtZ + asts + - - + a,t?

Sous forme matricielle:

[t t? t3 £ a7 [P(E) — ag
ty t22 t23 t? a, lp(t3) —a,

trrll- LAy _‘P(tn) — Qg
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Annexe 4

Programme de calcule (Poingon plat )
open(unit=45,file="résult. TXT")
open(unit=46,file="donne.dat’)
n=11

h=0.2

r=0.1

a=0.

b=1.

d=1.

read(46,* )(eata(k),k=1,10,1)
read(46,* )(w(k),k=1,10,1)
read(46,* )(bv(k),k=1,11,1)
|=h/r

ldo k=1,10,1
leata(k)=(d+a)/2+(d-a)* epslon(k)/2
lenddo

t(1)=0.

x(1)=0.

doi=2,11

X(i)=x(i-1)+r

t(i)=t(i-1)+r

enddo
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doi=1,11,1
doj=1,11,1
dok=1,10,1

p(k)=w(k)* ((1+2* eata(k)*|-exp(-
2 eata(K)*1))/(sinh(2* eata(k)* 1)+2* eata(k)* 1))* (cos(eata(k)* x(j))* (cos(eata(Kk)*1(i))-
sin(eata(k))/eata(k)))

enddo

am(i,j)=(100/2)* sum(p(1:10:1))

enddo

enddo

write(45,*)'les valeurs de la matrice avant de les changer’

do5101i=1,11,1
write(45,391)(am(i,j),j=1,11,1)

391 format (11(f10.4))

5101 continue

am(1,1)=1-am(1,1)*r/3.14

am(n,n)=1-am(n,n)*r/3.14

doi=2,n-1

am(i,i)=1-2*am(i,i)*r/3.14

enddo

doi=1,n-1

am(i+1,1)=-am(i+1,1)*r/3.14

am(i,n)=-am(i,n)*r/3.14
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enddo
doi=1,n
doj=2,n-1
if(i.nej)then
am(i,j)=-2*am(i,j)*r/3.14
endif
enddo
enddo
write(45,*)'les valeurs de la matrice apreés de les changer'
do5102i=1,11,1
write(45,392)(am(i j),j=1,11,1)
392 format (11(f10.4))
5102  continue
write(45,*)'les valeurs de la matrice aprés de les diagonaliser'
call triang(am,bv,n,100)
do5103i=1,11,1
write(45,393)(am(i,j),j=1,11,1)
393 format (11(f10.4))
5103  continue
end program Benkarra
subroutine triang(am,bv,n,ndim)

dimension am(ndim,ndim),bv(ndim)
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doi=1,n-1

pivot=i

dok=i+1,n

if (abs(am(pivot,i))<abs(am(k,i)))then
pivot=k

endif

enddo

If (abs(am(pivot,i))<1.0e-5)then
write(* ,*)(‘pivot proche de 0)
goto 7

endif

if(pivot.ne.i)then

temp=bv(i)

bv(i)=bv(pivot)
bv(pivot)=temp

doj=1,n

temp=am(i,)
am(i,j)=am(pivot,))
am(pivot,j))=temp

enddo

endif

doj=i+1,n

if(am(j,i).ne.0)then
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rr=am(j,i)/am(i,i)
bv(j)=bv(j)-rr*bv(i)

do k=i,n
am(j,k)=am(j,k)-rr* am(i,k)
enddo

endif

enddo

enddo

7 return

end

calcule de psy

p=[1111111111];

B=am(-1);

psy=B*p'

doi=1:1:n
doj=1:1:n

F(i.))=t()"0);

enddo;

enddo;

fori=1:1:n
psy1(i)=psy(i);

enddo

psyl
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K=F"-1
A1=K*psyl’
doi=1:1:10
doj=1:1:10
psy3(j)=(A1G)*1(i)");
enddo;
psy2(i)=sum(psy3(L:1:10));
enddo;
T —
Calcule des contraints
x=0:0.2:1
rt=0:0.2:1
doi=2:1:6
doj=2:1:6
y(i-1,j-1)=log(1+sgrt(1-rt(j)*2));
yA(i-1,j-1)=-0.5* (x(i)-(rt(j)"2/x(1)));
y2(i-1,j-1)=-0.25* ((x(i)"2/2)+2* rt(j)"2* log(x(i)*2)-(rt(j ) 4/ 2* x(i)"2));
enddo
enddo
doi=1:1:5
doj=1:1:3
sig(i.j)=psy2(1)*y(i.))+psy2(6)*y1(i.j)+psy2(10)* y (i j)+psy(1)/sart(1-rt(j)"2);

rtd(j)=rt(j+1);
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enddo

enddo



Abstract : A solution is given for a transversely isotropic layer indented by an annular rigid

punch, where the elastic layer isresting on arigid foundation.

We use the Hankel integral transforms method, we reduce the three part mixed boundary
value problem to a system of triple integral equations. With the help of Cooke's solution,
Erdelyi integral transformation and some integral representations of the Bessel function, we
get an infinite system of algebraic equations for determining the unknown function. The

expression of the stress intensity was given anaytically.

Key words. Contact problem, layer transversely isotropic, annular rigid punch.

Résumé : Une solution est donnée pour une couche transversalement isotrope pénétrée par un

poincon annulaire rigide, ou la couche élastique est posée sur un support rigide.
Nous utilisons la transformation intégrale de Hankel pour formuler le probleme aux
conditions aux limites de trois équations intégraes. A l'aide de la solution de Cooke,
I’intégrale de Erdelyi et quelques représentations intégrales de table de Bessel, on obtient un
systeme infini d'équations algébriques définissant les coefficients de série de Fourrier.
L'expresson de lintensité de contrainte et donnée  analytiquement.

M ots clés: probléme de contact, couche transverse isotrope, poingon annulaire rigide.
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