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Introduction

INTRODUCTION

Dans le vaste domaine de la robotique mobile, I’étude du déplacement a une grande
importance. De nombreuses approches concernant ce déplacement existent en utilisant
différents types de capteurs. Les robots mobiles, connaissant leur position, se déplacent
d’un point a un autre sur diverses contraintes. Les modéles utilisés dans ce contexte sont
non linéaires et la propriété de non holonomie qui caractérise un certain nombre de ces
robots mobiles conduit a 1’utilisation de techniques de commande non linéaire, notamment
la commande par mode de glissement. La problématique générale se réduit dans la plupart
des cas a faire déplacer le robot dans un environnement connu ou inconnu. Il en découle
qu'il faut pouvoir définir une stratégie de mouvement, puis exécuter le déplacement
prescrit. L’objectif de ce mémoire trouve son intérét dans l'exécution d'un mouvement
planifié et concerne le développement de lois de commande pour le suivi de trajectoires
des robots mobiles non holonomes. Nous nous intéressons seulement aux robots mobiles
de type unicycle correspondant a notre application. Ils disposent d’une motorisation
¢lectrique et d'un faible encombrement. Par conséquent, un asservissement en vitesse est
suffisant pour les commander. Les mod¢les utilisés pour démontrer les lois de commandes

dans ce mémoire sont basés sur le modele cinématique du robot mobile de type unicycle.

L’idée principale dans le domaine de la robotique mobile est de faire un déplacement
selon une courbe définie. Dans ce cas Il existe différents problémes de commande pour le

robot mobile :

e le suivi de chemin ou I’objectif est qu'un point li¢ au robot suive une courbe
prédéterminée en imposant au robot une vitesse donnée.

e la stabilisation de trajectoires consistant a prendre en compte la dimension
temporelle : la trajectoire de référence dépend du temps et la vitesse du robot n’est
plus fixée a I’avance.

e la stabilisation de configurations fixes : il s’agit de stabiliser

asymptotiquement le systéme dans une position d’équilibre donnée.
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Plusieurs techniques existent pour la stabilisation ou le suivi de trajectoire; le
probléme de la stabilisation est délicat du fait que la condition de Brockett [1] n’est pas
vérifiée et il ne peut pas donc exister de retour d’état stabilisant de type continu et
stationnaire. De nombreux auteurs proposent alors une solution partielle en assurant un
suivi de trajectoire a validité locale et ne prenant pas en compte les éventuels retards sur les

mesurces.

Les approches classiques de type linéaire notamment de type PID, a vite montré ses
limites. En effet, celle-ci sont soumis a la loi de Bode qui veut que les effets d’amplitude et
les effets de phase soient couplés et antagonistes. Les recherches se sont alors orientées
vers des techniques non linéaires, telles que les méthodes adaptatives ou de stabilité

absolue, mais également la technique des modes glissants.

Les techniques non linéaire ont prouvé leur efficacité notamment les techniques des
modes glissants qui sont de par leur nature une commandes a structure variable robustes.
Elles se présentent comme des commandes adaptatives passives sous leur forme la plus
simple. Elles deviennent actives quand les paramétres de 1’algorithme de commande sont
une fonction de 1’état du processus. Cette approche est basée sur la commutation de
fonctions de variables d’état, utilisées pour créer une variété ou hyper surface (dimension
supérieure a trois), dont le but est de forcer la dynamique du systéme a correspondre avec
celle définie par I’équation de la variété. Quant 1’état est maintenu sur cette variété, le
systeme est dit en régime glissant et sa dynamique devient insensible aux variations des
parametres du processus, aux erreurs de modélisation et a certaines perturbations tant que

les conditions du régime glissant sont assurées.

Notre travail consiste au développement d’algorithmes de commande par modes de
glissement appliquée aux systémes non lin€aires et plus précisément la commande par
modes glissants du suivi de trajectoires pour un robot mobile. Ce type de commande a
suscité un grand intérét parmi les chercheurs durant ces derniéres années a cause de la
simplicit¢ de sa mise en ceuvre et de sa robustesse vis-a-vis des incertitudes de
modélisation et des perturbations sur le systéme a commander. Cette technique est basée
sur la détermination d’une loi de commande de fagon que le point de fonctionnement du
systéme s’approche d’une certaine surface de glissement. La loi de commande est congue
en deux étapes, la premicre est une étape d’approche de la surface de commutation et la

deuxiéme, une étape de glissement sur celle-ci vers le point d’équilibre.
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Différentes techniques ont été étudiées pour démontrer ces lois d’approches en
particulier la commande discontinue proposée par Utkin [2], Young et Utkin [3] qui ne
peut prendre que deux valeurs suivant le signe de la surface de glissement S(x). La
caractéristique principale de cette technique est sa structure variable avec la commutation
autour de la surface choisie, engendrant du coup des fréquences de commutation élevées
des organes de commande qui peuvent provoquer une détérioration anticipée de 1’organe
de commande ou exciter des dynamiques hautes fréquences non considérées dans la
modélisation du systeme. Ceci crée un phénomene de broutement (chattering en anglais)
autour de la surface de glissement qui peut endommager les actionneurs de commande
dans la mesure ou la commande va osciller entre deux valeurs suivants le signe de S(x)

d’une part et ne permet généralement pas de glissement sur la surface d’autre part.

Dans le but de résoudre le phénomene de réticence (chattering) et de 1’éliminer
complétement, des méthodes ont été étudi¢es par Slotine [4], Sastry et Slotine [5], Asada
et Slotine [6], Hung et al [7], Habbi et al [8], Harashima et al [9], et Levant [10] en

agissant sur la dynamique d’approche de la surface de glissement.

L’objectif principal de notre travail est la mise en ceuvre d’'une commande robuste

pour le suivi de trajectoires. Pour cela notre mémoire sera structuré en quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré a la modélisation des différents types de robots
mobiles et a leur étude cinématique. De plus, nous proposons une étude détaillée de leur

commandabilité ou contrdlabilité.

Dans le deuxiéme chapitre, de nature théorique, nous exposons les bases
mathématiques de la commande a structure variable et de la commande par modes de
glissement. Nous développons les différentes formalisations mathématiques de cette

commande.

Dans le troisieme chapitre, on s’intéresse a la poursuite de trajectoires d’un robot
mobile non holonome ou plusieurs travaux sont présentés. Ensuite, nous présentons deux
approches de poursuite de trajectoire d’un robot mobile de type unicycle, la premicre
consiste en une commande classique de type PID et la deuxiéme en une approche par
retour d’état d’une loi de commande non linéaire basée sur un contréleur de type

backstepping, avec quelques travaux de simulation.
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Le dernier chapitre consiste a la détermination d’une loi de commande robuste par
mode de glissement de type GFTSM(global fast terminal sliding mode) qui va résoudre le
probléme de suivi de trajectoires pour un robot mobile non holonome et garantir la stabilité
du systeme en utilisant I’approche de Lyapunov. Nous présentons é€galement tous les
résultats obtenus lors de nos différents travaux de simulation et nous mettons en évidence

I’avantage de la méthode utilisée.

On termine notre travail par une conclusion générale.
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CHAPITRE 1

Modélisation cinématique des robots mobiles

L’objectif de ce premier chapitre est de donner une représentation des robots mobiles
selon leur modeles et structures. Nous ne présentons ici que les deux classes de modéles
les plus fréquemment rencontrés, les robots de type unicycle et ceux de type voiture et on
développe leurs modéles cinématiques sous forme d’équations. Ceci va nous servir

notamment dans les parties suivantes pour les tests des commandes a synthétiser.

1.1 Hypothéses
Généralement pour la commande des robots mobiles, un modele de commande en
vitesse est utilisé plutdt quun modéle de commande en couple. Les principales raisons de
ce choix sont les suivantes :
» Le calcul de la commande est plus simple pour un modéle cinématique que pour un
modele dynamique.
» Il n’y a pas de parametres géométriques ou inertiels compliqués a identifier pour un
mod¢le cinématique.
Pour ces raisons, nous ne considérons par la suite que des modeles cinématiques en
prenant en compte les hypothéses simplificatrices suivantes :
» Le robot mobile est considéré comme un véhicule rigide évoluant sur un plan
horizontal.
» Les roues conventionnelles sont supposées indéformables et de rayon r.
» Chaque contact roue/sol est réduit a un point.

» Les roues roulent sans glisser sur le sol.

1.2 Mise en place des repéres

On note R:(O,)?, v, 2) un repere fixe, dont l’axe Z est wvertical et

R'=(0',)?', )7’,2') un repeére mobile 1ié au robot. On choisit généralement pour O’ un
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point remarquable de la plate-forme du robot, typiquement le centre de 1’axe des roues
motrices s’il existe, comme illustré sur la figure (1.1).
Par analogie avec la manipulation, on appelle situation, ou souvent posture [12], du robot,

le vecteur :

(1.1)

EAN
Il
D < =

ou x et y sont respectivement 1’abscisse et I’ordonnée du point O’ dans R et 6 I’angle (3?, fc’)

La situation du robot est donc définie sur un espace M de dimension m = 3.
La configuration d’un robot mobile est connue quand la position de tous ses points
dans un repere donné est connue, on définira la configuration du robot mobile par un

vecteur :

q,
9,
q=| . (1.2)

q,
de n coordonnées appelées coordonnées généralisées. La configuration est ainsi définie sur

un espace N de dimension n, appelé espace des configurations.

Y

A

Figure 1.1 : Repérage d’un robot mobile
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1.3 Roulement sans glissement et contraintes non holonomes

La locomotion se fait grace aux frottements entre la roue du véhicule et le sol et
I’efficacité du mouvement dépend notamment du type de sol. Pour que 1’hypothése du
roulement sans glissement soit validée, il faut théoriquement que le contact roue/sol ne se
fasse qu’en un point, que le sol soit parfaitement plat et que le rayon de la roue soit
parfaitement constant sur toute sa périphérie. C’est-a-dire que la vitesse relative de la roue
par rapport au sol au point de contact est nulle. Théoriquement, pour vérifier cette
condition, il faut réunir les hypothéses suivantes :

» Chaque roue est supposée indéformable et la zone de contact roue/sol est supposée
ponctuelle.
» La vitesse linéaire du point de contact d’une roue avec le sol est nulle.
Mais pratiquement le contact se fait sur une surface, ce qui engendre de 1égers glissements.
De méme, I’hypothése de dire que des roues pleines sont indéformables est largement
fausse, surtout lorsque les roues sont équipées de pneus.
Mathématiquement, on peut traduire la condition de r.s.g. pour une roue. Soit P le centre

de la roue, Q le point de contact de la roue avec le sol, ¢ 1’angle de rotation propre de la

roue et & 1’angle entre le plan de la roue et le plan (O, X, )7) comme indiqué a la figure

(1.2).

<)

/ -
O T T

Figure 1.2 : Roulement sans glissement
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La nullit¢ de la vitesse relative roue/sol v, au point de contact permet d’obtenir une

relation vectorielle entre la vitesse u, du centre P de la roue et le vecteur vitesse de

rotation @ de laroue :

Vo =il, +@APO=0 (1.3)

Les points P et O ont pour coordonnées respectives (x, y,7)" et (x, y,0)". Il vient alors :

—

i+ 95+ (07 + ¢(sin 0 % - cos 0 §))a (- )=0

(o +r@cos@)i +(j + rgsin @)y =0 (1.4)

Ceci nous donne le systéme de contraintes scalaires :
X+rpcosfd=0 (1.5)
y+resind=0 (1.6)

que I’on peut transformer pour faire apparaitre les composantes de vitesse dans le plan de
la roue d’une part et perpendiculairement a la roue d’autre part :
—xsin@+ ycosd=0 (1.7)
xcos@+ ysinf=—rgp (1.8)
Les équations précédentes, caractérisant le roulement sans glissement d’une roue sur le sol,
sont les contraintes non holonomes.

Soit un systéme de configuration g soumis a des contraintes indépendantes sur les

vitesses, regroupées sous la forme AT(q)q =0. S’il n’est pas possible d’intégrer I’une de
ces contraintes, elle est dite non intégrable ou non holonome. De maniére concrete
I’existence de contraintes non holonomes implique que le systéme ne peut pas effectuer
certains mouvements instantanément. Par exemple, dans le cas de la roue, il ne peut y avoir
de translation instantanée parallelement a I’axe de la roue.

Il n’est pas évident de dire a priori si une contrainte est intégrable ou non. Pour cela, on a
recours a I’application du théoréme de Frobenius [13] .Seule la connaissance du crochet de

Lie est nécessaire a notre étude. Pour deux vecteurs b,(g) et b, (¢), cet opérateur est défini

par :

ob, ob.
[bi(Q)’bj(Q)]:a_Jbi' - b; (1.9)
q oq

Hypothése : Soit un systéme de configuration q, de dimension n, soumis a un ensemble de

contraintes indépendantes s’écrivant sous la forme A’ (q) g=0



Chapitre 1 Modélisation cinématique des robots mobiles

Soit  B(q)=(b,(q) b,(q) coveen-.... b, (q))une matrice de rang plein m, orthogonale & A(g)sur
tout I’espace des configurations. Soit enfin 1’algébre de Lie de dimension p , avec
m< p<n engendrée par I’ensemble des colonnes de B(q), auxquelles s’ajoutent les

crochets de Lie successifs formés a partir de ces colonnes, a condition qu’ils augmentent la
dimension de I’algebre. Alors, parmi les contraintes auxquelles est soumis le systéme,

n — p sont intégrables.
Prenons I’exemple de la roue dont on a écrit le modéle précédemment. Sa configuration est

entiecrement définie par sa configuration q:(x, ,0, (/))T. D’apres (1.7) et (1.8) on peut

déterminer :
sind cosé
A( )_ cos@ sind (1.10)
U= o o '
0 0
cosd O
sind 0
et en déduire : B(q): 0 1 (1.11)
1y
r

T
Matrice formée par les colonnes indépendantes b, (q)=[cos«9 sind 0 —lj et
r

b,(q)=(0 01 0)" et qui vérifie bien A" (q)B(¢)=0 pour tout g. On calcule alors les

crochets de Lie successifs a partir de b,(¢) et b,(q) :

[bl(q),bz(q)]=(sin<9 —cos@ 0 0) (1.12)

[6,(4).[0,(9). 5,(¢)]]=0
[bz(q),[b] (q),bz(q)]]=(cost9 sinf 0 O)T (1.13)

On constate que b(q) , b,(q) . [b,(9),5,(q)] et [b,(q).[b,(9).5,(q)]] engendrent une
algebre de Lie de dimension 4, égale a celle de g. On arréte donc le calcul des crochets et
on peut conclure qu’il n’existe pas de contrainte intégrable. Les contraintes (1.7) et (1.8)

sont donc des contraintes non holonomes.
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1.4 Classes et modeles des robots mobiles a roues

1.4.1 Classification des types de roues

La mobilité d’un robot mobile dépend grandement du type de roues utilisées. Dans
[14], Campion présente une classification des différents types de roues et configurations
rencontrées en robotique mobile. Les différents types de roues que 1’on rencontre sont :
» La roue fixe : cette roue n’autorise qu’un déplacement dans la direction de son plan
médian, 1’orientation n’est pas modifiable.
» La roue centrée orientable : elle possede un axe d’orientation en plus de 1’axe de
rotation et cet axe d’orientation passe par le centre de la roue.
» La roue décentrée orientable ou roue folle : son axe d’orientation ne passe pas par
le centre de la roue (c’est le cas par exemple des roues des chaises de bureau).
roue centree roue décentrée
orientable orizntable

axe de axe da

: rotation rotation '
*-\—\_,—F"’:’
1 1
1 1
axe axe
d’orientation d'orientation
(a) Roues fixes (axe d’orientation fixe) (b) Roues décentrées

Figure 1.3 : Roue centrée et roue décentrée

En plus de ces roues classiques, d’autres roues ont été développées pour accroitre la
mobilité du robot. Elles permettent d’augmenter les capacités de déplacement dans toutes
les directions du plan (figure 1.4). Cependant, elles ne sont commandables que dans
certaines de ces directions. Dans cette catégorie nous trouvons notamment :
» Les roues suédoises : elles autorisent les glissements latéraux grace a un systéme de
galets remplacant la bande de roulement classique, montés en inclinaison par
rapport au plan de la roue. La combinaison de la rotation de la roue avec la rotation

libre du galet en contact avec le sol permet le déplacement sans glissement sur le

10
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sol dans toutes les directions. Cependant le couple moteur que 1’on peut transmettre
a ces roues est tres limité, ce qui réduit son utilisation en pratique.

» Les roues troncosphériques: cette structure utilisant deux roues libres en quadrature
présente 1’avantage de pouvoir transmettre un couple intéressant par rapport aux
roues suédoises, mais souffre de petits problémes de sauts au moment de la

transition d’une roue support a I’autre.

roue troncospherique roue suedoise

Figure 1.4 : Roue troncosphérique et roue sué¢doise

1.4.2 Robots mobiles de type unicycle

1.4.2.1 Définitions

Un robot de type unicycle est actionné par deux roues indépendantes, il posséde
éventuellement des roues folles pour assurer sa stabilité. Son centre de rotation est situé sur
I'axe reliant les deux roues motrices. C'est un robot non-holonome, en effet il est
impossible de le déplacer dans une direction perpendiculaire aux roues de locomotion.
Sa commande peut étre treés simple, il est en effet assez facile de le déplacer d'un point a
un autre par une suite de rotations simples et de lignes droites. Le schéma d’un robot de

type unicycle est donné a la figure (1.5).
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Figure 1.5 : Robot mobile de type unicycle

La figure (1.6) présente différents robots de type unicycle:

Pioneer P3-DX, Active Media Robotics, 2004
[ActivMedia 04]

Entrainement : batteries 252Wh, 2 moteurs DC avec
codeurs incrémentaux

Calculateur : microcontroleur Hitachi HS-8, I/O Bus,
2 ports série

Capteurs : odométrie, 8 capteurs US en facade +
options (bumpers, télémetre laser, gyroscope)
Autonomie : 24 - 30 h

Vitesse : maximum 1 .6 m/s

Khepera 1II, K-team, EPFL, Lausanne, 2002
[KTE02],

Entrainement : adaptateur secteur ou accus NiMH, 2
moteurs DC avec codeurs incrémentaux

Calculateur : processeur Motorola 68331 @25 MHz,
512 Ko RAM, 512 Ko mémoire Flash
Programmable par le port série, communication par
port série jusqu’a 115 Kbauds (limitée a 9600 bauds
en liaison radio), 3 entrées analogiques 0 4.3 V, 8
bits

Capteurs : 8 capteurs infrarouges de luminosité et de
proximité (100 mm de portée) et un détecteur de
batteries faibles

Figure 1.6 : Evolution des robots mobiles de type unicycle
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1.4.2.2 Modélisation

On considére le robot mobile de type unicycle schématisé sur la figure (1.7). Ce
robot est équipé de deux roues fixes motrices commandées indépendamment et de roues
folles assurant sa stabilité. Les roues motrices ont le méme axe de rotation et le centre

instantané de rotation (CIR) du robot est un point de cet axe. Soit p le rayon de courbure

de la trajectoire du robot, L I’entraxe et o la vitesse de rotation du robot autour du CIR.

Les vitesses des roues droite et gauche, notées v, et v, et définies a la figure (1.7)

vérifient :

v,=—r¢,=(p+L)o (1.14)

vg=r¢)g:(p—L)a) (1.15)

Ce qui permet de définir p et @ a partir des vitesses des roues :

p=1 7% (1.16)
¢d+¢g
__, %;_L‘/’g (1.17)

L’équation (1.16) permet de situer le CIR sur I’axe des roues.

En ce qui concerne la commande, si I’on se contente de traiter le cas cinématique, on peut
considérer que celle-ci est donnée, au plus bas niveau, par les vitesses de rotation des

roues. Ceci étant, on préfére généralement exprimer cette commande par la vitesse

longitudinale du robot, notée v (en O’) et sa vitesse de rotation & (autour de 0). Il y’a en

effet une équivalence entre les deux représentations. D une part, on a:

poYa Ve _ | Pe P (1.18)

2 2

avec v la vitesse linéaire du robot.

La vitesse de rotation du robot est égale a la vitesse de rotation autour du CIR [15] :

Pt O (1.19)
2L

avec (p la vitesse angulaire.
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( 1l
Figure 1.7 : Centre instantané de rotation d’un robot de type unicycle

Modéle cinématique en posture

Relation de la dérivée de la posture avec la commande U =(v,w)" . Une simple

considération géométrique donne :

Xx=vcosf
y=vsinf (1.20)
O=w
Ce qui permet d’obtenir la forme matricielle :
E=clg)U (1.21)
avec :
cosd 0
c(qg)=|sin@ 0 (1.22)
0 1

Ce modele est appel¢ modele cinématique en posture du robot.

Modéle cinématique en configuration :

Considérons maintenant I’expression des conditions de roulement sans glissement des deux

roues. On transpose les équations (1.5) et (1.6) aux deux roues de 1’unicycle. Il vient alors :

X+ L6Ocosh+rp,cosf =0

y+Lésin9+r¢d sind =0

14
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X—Lécosé’—rgbg cosd =0
y—LOsin@—rp,sinf =0
En choisissant g = (x, ,0,0,,0, )T comme vecteur de configuration, ces contraintes se

regroupent sous la forme matricielle 4" (q).q =0, avec:

1 0 Lcos@ rcosé 0

AT(q): 0 1 Lsin@d rsinf 0 (1.23)
1 0 —Lcosé 0 —rcosé
0 1 —Lsin@ 0 —rsinfd

On constate que A(q) n’est pas de rang plein. On peut donc, sans perte d’information,

supprimer la derniére ligne et réécrire les contraintes avec :

1 0 Lcos@ rcosl 0
A"(¢)=|0 1 Lsind rsin@ 0 (1.24)
1 0 —Lcosé 0 —rcosé
. . , . . A ¢d + ¢g .
Par ailleurs il résulte des relations (1.17) et (1.19) la contrainte : 8 =—r YA qui
_l’_
s’inteégre en : 0= —r% +0, (1.25)

ou 6, est la valeur de @ a I’initialisation (les angles des roues, généralement mesurés par

des codeurs incrémentaux, étant alors choisis nuls). Cette contrainte intégrable est donc en
fait une contrainte holonome. On peut donc ¢liminer une des quatre variables constituant le
vecteur g choisi initialement, qui n’était donc pas constitué de grandeurs indépendantes (et

n’¢était donc pas un vecteur de configuration au sens strict).

En prenant maintenant g = (x, v,0,9, )T on trouve :

cosd O
1 0 Lcos@ rcosé sind 0
A = et Blg)=
(@) {0 1 Lsin@ rsin Gj () 01 lL
—

En remarquant, d’apres ce qui précede, que :

X =v.cost
y=v.sinf
0=aw
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. 1% (4]
¢, =———L—
r r

On constate que, sous forme vectorielle, la dérivée du vecteur de configuration s’écrit :

g =B(q)\U (1.26)
avec pour vecteur de commande cinématique U = (v,®)" . La matrice B(q) représente

donc le modele cinématique (en configuration) du robot mobile, ce résultat pouvant se
généraliser [16]. On notera que la connaissance de ce mod¢ele n’est pas toujours utile du
point de vue pratique. Dans le cas de l’unicycle, étant donné que I’on cherche

essentiellement a contrdler la posture du robot et que la variable ¢, n’apparait pas dans

les équations régissant la dérivée de la posture, on se contentera généralement du modele

simplifié :
X =v.cosf
y=v.sind (1.27)
0=w

On remarque que dans ce cas précis, le modele simplifié est le modéle cinématique en

posture. Ce n’est cependant pas le cas pour tous les robots mobiles.

1.4.3 Robots mobiles de type tricycle et de type voiture
1.4.3.1 Définitions
Considérons tout d’abord le cas du tricycle, représenté a la figure (1.8). Ce robot est
constitué¢ de deux roues fixes de méme axe et d’une roue centrée orientable placée sur 1I’axe
longitudinal du robot. Le mouvement est conféré au robot par deux actions : la vitesse
longitudinale et I’orientation de la roue orientable. De ce point de vue, il est donc trés
proche d’une voiture. C’est d’ailleurs pour cela que 1’on étudie le tricycle, I’intérét pratique

de ce type de robot (peu stable) restant limité.
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O
]
'

Figure 1.8 : Robot mobile de type tricycle

1.4.3.2 Modélisation

Considérons tout d’abord le tricycle. Le CIR du robot se situe a la rencontre des axes
des roues fixes et de la roue orientable, comme cela est représenté a la figure (1.9). On peut
déterminer p de maniere géométrique a partir de I’angle d’orientation de la roue avant et w
a partir de la vitesse linéaire v du véhicule (vitesse en O’) etde p :

pP= D (1.28)
tan ¢

v
®=—tan 1.29
o e (1.29)

o)
8l
Y

Figure 1.9 : Robot mobile de type tricycle
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Ce type de robot peut se diriger en ligne droite pour ¢ =0 et théoriquement tourner autour
du point O’ pour ¢ :E . Néanmoins, le rayon de braquage de la roue orientable,
généralement limité, impose le plus souvent des valeurs de ¢ telles que :

T T : : L
Y <p= 3 interdisant cette rotation du robot sur lui méme.

L’écriture des contraintes sur chacune des roues et un raisonnement similaire a celui suivi
dans le cas de 'unicycle permettent de déterminer les modeles cinématiques des robots de

type tricycle. Toutefois, par un simple raisonnement géométrique, on établit les équations :

X =v.cosd
y=v.sind
Y (1.30)
0 = —tan
-D ¢
Q=1

\ T .y . , .

out U=(v,7)" est le vecteur de commande cinématique, 7 représentant la vitesse
d’orientation imposée a la roue orientable. Ces équations sont celles du modele
cinématique en configuration simplifiée, la configuration associée q=(x, y,@,gp) ne

décrivant pas les rotations propres des différentes roues.
Comme on I’a vu précédemment, 1’existence d’'un CIR unique impose que les axes des
roues du robot soient concourants. Dans le cas du robot de type voiture, cela impose aux
roues du train avant de n’avoir pas la méme orientation, comme illustré a la figure (2.10).
Ainsi, les roues avant d’un robot de type voiture (et a fortiori d’une voiture) ne sont pas
paralléles. Le roulement idéal, assurant que le CIR est bien unique, est réalisé sur une
voiture par un systéme de braquage différentiel (dit d’Ackerman). Par ailleurs, les
trajectoires des roues n’ayant pas le méme rayon de courbure, leurs vitesses sont également
différentes (et liées évidemment).

L’équivalence entre tricycle et voiture est facile a montrer. Il suffit pour cela de
figurer une roue virtuelle qui transformerait un robot de type voiture en tricycle en plagant
la roue orientable du tricycle au centre de 1’axe des roues avant de la voiture, orientée de

sorte que le CIR reste inchangé, conformément a la figure (1.10).
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roues avant avec
braquage différentiel

roue avant du
tricycle équivalent

Figure 1.10 : Robot mobile de type voiture et son CIR

1.4.4 Robots mobiles omnidirectionnels
1.4.4.1 Description
Un robot omnidirectionnel est un robot qui peut se déplacer librement dans toutes les
directions. Il est en général constitué¢ de trois roues décentrées orientables placées en
triangle équilatéral. L'énorme avantage du robot omnidirectionnel est qu'il est holonome
puisqu'il peut se déplacer dans toutes les directions. Mais ceci se fait au dépend d'une

complexité mécanique bien plus grande.

7]
A
-~
-
-
-
-
-
\9
y _ _
roues suédoises
ou roues décentrées orientables
I
| T
L -
O -

Figure 1.11 : Représentation d’un robot mobile omnidirectionnel

Un robot mobile est dit omnidirectionnel si 1’on peut agir indépendamment sur les

vitesses : vitesse de translation selon les axes x et y et vitesse de rotation autour de Z .
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D’un point de vue cinématique on montre que cela n’est pas possible avec des roues fixes
ou des roues centrées orientables. On peut en revanche réaliser un robot omnidirectionnel
en ayant recours a un ensemble de trois roues décentrées orientables ou de trois roues
suédoises disposées aux sommets d’un triangle équilatéral (figure 1.11). Du point de vue

de la transmission du mouvement, ceci ne va pas sans poser de probléme.

1.4.4.2 Modélisation
Dans ce cas on peut considérer qu’il est possible de commander directement la
posture et le modele cinématique est donc :
X=v,
y=v, (1.31)
=,
ou u=(v, v, v,) représente le vecteur de commande. On choisit ainsi généralement ce
type de robot pour se dispenser des problémes de planification et de commande liés a la
non-holonomie. L’avantage d’une cinématique extrémement simple est cependant a mettre
en balance avec les inconvénients li€s a une localisation odométrique déficiente et a une

plus grande complexité mécanique, généralement responsable d’un surcott. On citera pour

mémoire le cas du XR4000 Nomadic représenté a la figure (1.12).

Figure 1.12 : Robot mobile omnidirectionnel Nomadic XR4000

1.5 Propriétés du modéle cinématique d’un robot

1.5.1 Représentation d’état
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De la modélisation que nous avons exposée tout au cours de ce chapitre il résulte,
dans tous les cas, un modele dynamique (au sens de 1’automatique) sous la forme (1.26). Si

I’on considere que la configuration (réduite) ¢ fait office de variable d’état du systéme on a

% = B(x)u (1.32)
Avec B(x) de dimension nxm. Il s’agit d’une représentation non linéaire sans terme de

dérivé, en comparaison avec la représentation d’état classique d’un systéme linéaire
invariant x = Ax+ Bu.
C’est le cas des robots mobiles de type unicycle ou voiture, qui par ailleurs font

partie d’une classe de systéme non linéaires particuliers dits systémes chainés.

1.5.2 Commandabilité des robots mobiles a roues
Pour qu’un robot mobile soit utile (ou utilisable) il faut en premier lieu s’assurer de
sa commandabilité. Cette propriété signifie qu’il existe toujours une loi de commande u(t)
amenant le robot d’un état initial a un état final quelconque.
Pour caractériser la commandabilité d’un systeme non linéaire, on peut tout d’abord
se demander si son linéarisé autour de tout point d’’equilibre est commandable. En x,
quelconque, le modéle linéarisé issu de (1.32) s’écrit : x = B(x, Ju avec B(x,)e R™™ .
Pour les robots de type unicycle et voiture, la non holonomie va de pair avec une forme de
sous-actionnement qui se traduit par le fait que m < n. Appliquée a un tel systeme, la
condition de rang (critére de commandabilit¢ de Kalman) : Rang(B, AB,......... ,A”’IB): n
se résume a : Rang B(xo): n . Cette condition n’est jamais remplie puisque m <n. Le
modele linéarisé du systéme n’est donc pas commandable autour d’un point d’équilibre
quelconque.
Théoréme : Commandabilité d’un robot mobile non holénome
On note B(x)= (b, (x)b, (x)........... b,(x)) la matrice du modéle cinématique (1.32), de
dimension nxm .
Un robot mobile est commandable si les colonnes de B(x) et leurs crochets de Lie

successifs forment un ensemble de n colonnes indépendantes.
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CHAPITRE 2

Systemes a structure variable et commande par modes glissants

2.1 Introduction

Dans les années soixante, de nombreux travaux ont été publiés par 1’équipe du
professeur S.V.Emelyanov [17] sur une classe particuliére de systémes de commande dits a
structure variable; cette commande consiste a amener la trajectoire d’état du systéme
bouclé vers une surface de glissement et a la faire commuter a 1’aide d’une logique de
commutation autour de la surface jusqu’au point d’équilibre. Ce sont les travaux effectués
par Philippov [18] sur les équations a second membre discontinu qui amenent a 1’idée de
systémes a structure variable.

Dans ce deuxiéme chapitre, nous donnons une définition du concept de systeémes de
commande a structure variable et nous exprimons les caractéristiques essentielles de cette
loi de commande a partir de différents outils théoriques de 1’automatique linéaire et non
linéaire. Les systémes dits a structure variable peuvent étre définis comme des systémes ou
les parametres du régulateur peuvent prendre deux valeurs, la commutation d’une valeur a
une autre s’effectue a la traversée d’une hyper surface de 1’espace de phase du systéme de
facon a contraindre le point représentatif du mouvement du systéme a rester sur cette hyper
surface, d’ou le nom de régime glissant.

Dans une premicre étape nous présentons les concepts classiques utilisés pour la
commande en régime glissant idéal du systéme lin¢aire et non linéaire, dans un
environnement déterministe. Nous rappelons tout d’abord les propriétés mathématiques des
équations différentielles a second membre discontinu ainsi que la théorie classique du

régime glissant.

2.2 Formalisation classique du régime glissant

Soit le systéme d’équations différentielles suivant :
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dx; .
— = (5%, X e x,) i=L2,......... n (2.1
dt

ou les seconds membres  f(£,X;,X,,ccceceeenennens x,) sont des fonctions continues par

morceaux présentant des discontinuités sur une hyper surface S, d’équation :

S(x)=0,aVer=(xl,x2,x3, ................... .xn)r

Les fonctions f, sont supposées définies dans un domaine G de ’espace des variables

(X5 X 5 Xy yerreenans ); ONPose £ =(f;, fos forerrmermennnnncfi) .

La surface S sépare 1’espace d’état en deux parties G* (S > 0) et G (S <0), ce qui nous

+ -
donne au voisinage de la surface S deux valeurs de f'soit f et f sur la normale a la surface

- +
S, la normale étant orientée de G vers G comme représenté sur la figure (2.1).
Le théoréme suivant, dii a Philippov, permet de préciser les conditions d’existence et

d’unicité d’une solution x(?) de (2.1).

NA

G-

Figure 2.1 : Espace d’¢état de dimension 3 et surface de glissement de dimension 2

Théoréme : Soit le systeme différentiel écrit sous la forme (2.1) satisfaisant la condition :

Yl g (1 =12 n)
ox .

J

K étant une constante arbitraire indépendante de ¢ et de x, ces inégalités étant vérifiées pour

tout 7 dans le domaine G = (G’ U G*) . Soit la surface S deux fois différentiable, chacune
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des fonctions f," et f,” étant continue sur (t, Xy 5 Xy pererrenneneerennenens x”)appartenant as
et le vecteur h= f" — f~ étant continument différentiable. Si en chaque point de la

surface S une inégalité de type f,” >0ou f," >0 est vérifiée (pas obligatoirement la

méme en tout point de S), il existe alors, dans le domaine G, une solution x(¢) pour (2.1) et
les propriétés d’unicité et de dépendance continue de cette solution par rapport aux

conditions initiales sont vérifiées. Ce théoréme nous amene naturellement a penser que si
’on vérifie a la fois les conditions f,” >0 et f,” >0 , la surface S sera attractive au

moins dans un petit voisinage de S, pour toute solution x(z) de (2.1), puisque de chaque
coté de S, le vecteur vitesse est dirigé vers S. Il y a donc un régime glissant limite sur la

surface S.

Supposons que le second membre de ce systéme possede une discontinuité qui se produise

sur la surface S définie par :

S5 Xy e x,)=0 (2.2)

En dérivant (2.2) par rapport a t, on aura :

S = ZaS di—z7 Ji(EX X, e x,) (2.3)

xi i=1

Le second membre de cette expression n’est autre que le produit scalaire de la normale

orientée a la surface S et du vecteur f.

Si les conditions du théoréme précédent sont vérifiées, on déduit :

£, >0=>8>0 et S<0
£ <0=>85<0 et $>0

D’ou
fiui>0et f,  <0=>S5-5<0 (2.4)

L’implication inverse est évidente et nous pouvons donc dire que les conditions ( f,” > 0

et fy >0)et (S-S) sont équivalentes.
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La condition (2.4) qui assure que la surface S est attractive pour la trajectoire de phase est
I’inégalité fondamentale utilisée pour résoudre le probléme de la synthese (calcul des
commandes) d’un systéme a structure variable commandé en régime glissant; sous
certaines conditions le point représentatif de I’évolution du systéme dans 1’espace de phase
peut étre maintenu sur une surface qui est choisie a priori. L’état du systéme bouclé est
alors plongé dans 1’état du systéme réduit de dimension inférieure et libre. Dans ce cas, les
propriétés dynamiques du systéme bouclé ne dépendent plus des coefficients de la surface
de glissement S, ce qui explique I’invariance de la structure variable par rapport aux

perturbations ainsi que son applicabilité aux systémes linéaires et non linéaires.

2.3 Etude de la commande par structure variable en régime glissant

Les résultats sur les équations différentielles a second membre discontinu ont été
exploités par Emelyanov et Utkin pour la mise en ceuvre d’'une commande a structure
variable de systéme non linéaire. Nous donnons ci-dessous deux expressions équivalentes
pour I’équation d’évolution de la solution x(), trajectoire d’état du systeme en mode de

glissement.

2.3.1 Equation d’état exprimée a partir du gradient et du produit scalaire

Cette méthode est basée sur les résultats de Philippov qui est I’une des premiéres
méthodes qui a montré I’existence et 1’unicité de la solution des systémes dynamiques a
second membre discontinu en régime glissant. Philippov a défini un champ de vecteurs
moyen décrivant la trajectoire d’état en mode de glissement idéal. Ce champ de vecteurs
moyen est obtenu par la moyenne géométrique ou par une combinaison convexe des
champs de vecteurs définis de chaque coté de S (figure 2.2). Ce champ de vecteurs moyen
est tangentiel a la surface de glissement ou le mode de glissement existe. Soit le systeme
non linéaire dont le fonctionnement est régi par un systéme différentiel de type (2.1), dans

lequel la variable indépendante U désigne la commande :
dx
— = f(U,x,t 2.5
7 JWU,x,1) (2.5)

Considérons une commande non linéaire de type discontinu :

U {U*(x,z) ...... Sieore S(x,0) > 0 26

U™ (x.,b).....580....... S(x, 1) <0
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Supposons que la partie droite de I’équation (2.5) présente une discontinuité a la traversée

de la surface S(x,7) (figure 2.2).

'\
f+

Région du mode

4,/’ glissant

Figure 2.2 : Région du mode de glissement et champ de vecteurs associé selon une coupe

de I’espace d’état.

Considérons le cas général d’une surface de glissement S(x,z) =0; la trajectoire d’état du

systeme (2.5) piloté avec la loi de commande (2.6) est solution de 1’équation suivante :
dx + - 0
Eﬂf +(A-p.f =S 2.7)

Avec 0<u<l et f*=(f e 7'

f° est appelée vitesse d’état moyenne (c’est un champ de vecteurs moyen) sur la

trajectoire d’état en mode de glissement idéal. Ce champ de vecteurs moyen est tangentiel
a la surface de glissement, il est obtenu par la moyenne géométrique ou par une

combinaison convexe des champs de vecteurs définis de chaque c6té de S (figure 2.3).
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n A

Soit S le gradient de S(x,?) et <..,..> le produit scalaire de deux vecteurs. En dérivant

S(x,t) = 0 par rapport a ¢, on aura :

dS(x,ty (os\ ., oS . 8
-~ 7 — . +—:<VS’ >+—:O 2.8
dt (az) 4 ot 4 ot 29

En tenant compte de (2.7) et (2.8) on aura :

<VS,f‘>+(ZS
p= — 29)
<VS,f —f">

En portant ’expression de p dans (2.7), I’équation d’état décrivant le systéme bouclé en

régime glissant est :

<VS,f‘>+a—S <VS,f‘>+a—S
e — +8l 'er_ - +8t .f—=f0 (210)
<VS,f —f"> <VS, fT-f">

Cette équation donne lieu a une détermination de la trajectoire d’état x(z) en mode de

glissement. Nous ferons deux remarques : si ¢ n’est pas explicite alors on a x(z) fournie par
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I’équation (2.10) dans laquelle % =0 ; en plus, la commande U qui n’est pas explicite

- +
dans I’équation (2.10) intervient dans la solution puisque / et f sont fonction de U.

2.3.2 Commande équivalente et équation d’état du régime glissant idéal

Soit le systéme dynamique monovariable décrit par I’équation d’état suivante :

dx

E:f(x,t)Jrg(x,t).U (2.11)

Un vecteur de commande équivalente U, est défini pour obtenir les équations du régime
glissant idéal (sans retard, sans seuil et sans hystérésis). Ce régime ayant lieu sur la surface

S(x,t) = 0, on exprime que :

dS(xt) _,
dt

Cette équation est utilisée pour déterminer U,

dS(x,t) (0S\ dx oS (GS)T as
=l—| . —+—=|—1| . W +gx,)U,, |+—=0
dt (az) ar o Lot e+ g@nu,] or

d’ou

U, (x0= —H(’;—f}g(x, t)} {(2—5} S () + 2—?} (2.12)

avec la condition d’existence

H‘z—fj g(x, t)} #0 (2.13)

En portant I’expression de U, (x,r) dans I’équation (2.12), la trajectoire de I’état x(?)

décrivant le systéme en régime glissant est solution de :
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dx as “rasy
= = {I —g(x, ”K&j g(x,t)} (5) }
f(x,t)—g(x,t){(g—ij .g(x,z>} @—fj

L’équation (2.14) est équivalente a (2.10). Le vecteur U, a un sens physique que I’on

(2.14)

peut déduire des équations (2.11):
Uy = MIN{U* (0),U"~ ()} < U, (x) < MAX{U" (x),U" (x)}= U,

On peut interpréter U,, comme la valeur moyenne de U(%) lors de la commutation rapide

entre U etU = comme représenté sur la figure (2.4).
m mi.

ax n

La commande
équivalente

min

Figure 2.4 : Grandeur de commande équivalente U,

2.4 Formalisation par la géométrie différentielle pour P’analyse et la

synthése des régimes glissants

Dans cette seconde formalisation nous utilisons des outils de base de la géométrie

différentielle pour la synthése des régimes glissants.

2.4.1 Mode de glissement
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Soit le systéeme dynamique non linéaire décrit par 1’équation (2.15) dans lequel le temps ne

figure pas explicitement :

% = f(x,t)+ g(x,t).U (2.15)

ou x X un ouvert de R, f(x) et g(x) des champs de vecteurs définis sur R avec
g(X) £ 0:Vx € X, f(x) =[f1s fasmmre oo o £l gx) =[g, gy e,

n
La fonction de commande U définie dans R, U : R — R. Supposons que la fonction
commande subisse une discontinuité¢ de premier ordre sur une surface définie par une
fonction continue S : X — R, dont le gradient est non nul sur X. L’ensemble suivant noté S

sera défini ainsi :

S={reR":S(x)=0} (2.16)

Nous avons vu au paragraphe (2.3.1) que dans un systéme a structure variable, la condition
de régime glissant entralnait I’introduction dans le régulateur d’une commutation de la

commande entre deux valeurs différentes suivant le signe de S(x) :

U'(x,t) si S(x,t)>0

U:{ (2.17)
U (x,t) si S(x,t)<0

La commande U prend ainsi la valeur de deux fonctions continues en x et posseéde une
discontinuité (avec (U " (x) > U (x)) sur la variété formée par la surface de glissement dans
I’espace d’état.

Nous désignons par L, comme spécifi¢ par [19], la dérivée directionnelle de la fonction

ho
scalaire ¢ suivant le champ de vecteurs 4. A 1’aide de la commande U définie en (2.17), la
commutation d’une valeur a 1’autre s’effectue a la traversée d’une hyper surface de
I’espace des phases du systéme de fagon a contraindre le point représentatif du mouvement
du systéme a rester sur cette hyper surface. On dit alors que le systéme est en régime

glissant sur S chaque fois que :

Hm(L ,.S<0) et im(L _.S>0) (2.18)

SreU” f+reU”

Puisque S désigne le gradient de S(x) et .,. désigne le produit scalaire de deux vecteurs

la condition précédente (2.18) s’écrit sous la forme :
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lim ((VS, f +gU")<0) et lim ((VS, f + gU ) > 0) (2.19)

Cette condition est équivalente a la condition classique (1.4) et traduit le résultat suivant :

La surface S sépare G (domaine de 1’espace des variables ( XX s , X ) en deux
n

+ - +
parties G (S > 0) et G (S < 0); si dans un petit voisinage les projections f+g. U et f+g

.U sur le vecteur gradient de S sont de signes contraires, alors la surface S sera attractive
et les champs commandés se dirigent vers cette surface de commutation.

La figure (2.5) suivante est a rapprocher de la figure (2.2).

f+gU”
§$>0(G*)

5<0(G)

Figure 2.5 : Commutation de champs de vecteurs sur la variété S

2.4.2 Commande équivalente et condition de glissement
Le vecteur des commandes équivalentes U, est défini pour obtenir les équations du

régime glissant idéal, dans ce cas la commutation se traduit par une oscillation de
fréquence infinie et d’amplitude nulle. Le point représentatif du mouvement du systeme
glisse alors parfaitement sur la surface de commutation. Ceci est expliqué par le fait que la
surface de glissement porte dans ce cas la trajectoire du systéme dans I’espace des phases.
Le mouvement glissant idéal est décrit en utilisant les conditions d’invariances suivantes :

S(e,t) = 0 et

Lyeu,S=(VS,f+gU,)=0 (2.20)

31



Chapitre 2 Systémes a structure variable et commande par modes glissants

ou U, estune loi de commande pour laquelle S est une variété locale invariante.

De I’équation (2.20), on déduit la commande équivalente :

(vs.f) LS
“ (vS,g) LS (221

Cette expression pour la commande €quivalente est en effet égale a I’expression de

I’équation (2.12)

Notons par 7 X D’espace tangent a X en x et soit A¢(x)un sous espace de 7" X tel que

(VS,Ag(x)) =0, c’est-a-dire Ag(x) =kerVsS

ou A (x) est appelée distribution glissante associée a S et ker représente le noyau de S.

Les conditions d’invariance (2.20) conduisent a :

f+gU, |, ekerVS =A(x) (2.22)

L’équation (2.22) est équivalente a 1’équation (2.12) dans le formalisme classique.
La dynamique du systtme commandé¢ en mode de glissement idéal est alors décrite par :

dx
2o froU
& f+gU,

Cette dynamique ne dépend que des coefficients de S = 0, hyper surface sur laquelle se

trouve la trajectoire x(z) de solution (2.15).

2.4.3 Condition d’existence et d’unicité de la commande équivalente

Lemme 1 : Une condition nécessaire et suffisante pour définir une commande équivalente

est que la condition de transversalité :

(VS,g #0) (2 .23)

soit localement satisfaite sur S.

Lemme 2 : Si le régime glissant existe localement sur S alors :

L,S=(VS,g)<0 (2.24)
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Théoréme 1 : Une condition nécessaire et suffisante d’existence locale des régimes

glissants sur S est que localement dans X :

U (x)<U,(x)<U"(x) (2.25)

2.4.4 Dépendance et indépendance du régime glissant idéal vis-a-vis des champs
de vecteurs f(x) et g(x).

A partir de I’expression de la commande équivalente, donnée par (2.12) et (2.21) le

mouvement du systéme sur S, dii a la commande équivalente est donné par :

F= f(x)+g(0)U, (x) = |1 - g(x)((VS, g(x)) " (VS)]f (x) (2.26)

Cette dernicre équation caractérise le systéme en mode de glissement idéal.

La condition d’invariance de la variété donnée en (2.22) sera de la forme :

x=f(x)+g(x)U, (x)=F.f(x)eker V§(x) = A (x) (2.27)

ou:
F=1-g@)(vS.gx) " (vs)]
Représente I’opérateur de projection sur I’espace T’ XX.
Le long de la distribution AS (x), seules les composantes du champ de vecteurs f définissent

la nature du mode de glissement idéal. Montrons en effet que le champ de vecteurs g n’a
aucune influence dans le mode de glissement idéal.

Pour cela, considérons la distribution G : x — span {g(x)} , avec span {g(x)} I’espace
engendré par la base g(x). Soit une distribution de champ de vecteurs AG € span (g(x)

c’est-a-dire des vecteurs de la forme g(x). U(x).

Considérons I’expression donnée par F. g(x).U(x), on aura :

|1 = g()(VS, g(x)) " (V) g (x).U (x) =

(2.28)
1= gV, g(x)) (VS g (DU (x) = 0U =0

Ainsi, le champ de vecteurs g(x) n’intervient pas dans le mode de glissement idéal défini

par (2.27).

2.4.5 Invariance des régimes glissants par rapport aux perturbations

Considérons le systeme dynamique perturbé suivant :
dx
7 =f(,0)+gx,)U(x)+¢ (2.29)
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Avec: { =0f(x),

¢ Représente les perturbations paramétriques du champ de vecteurs nominal /. On dit que
le régime glissant possede une propriété d’invariance forte vis-a-vis du vecteur
perturbateur ¢, chaque fois que ¢ satisfait la définition suivante :

Définition : Le régime glissant idéal jouit de propriété d’invariance forte par rapport au
signal de perturbation ¢ chaque fois que la dynamique du systéme en mode de glissement
idéal est indépendante du signal de perturbation ¢ .

Théoréme 2 : Le régime glissant sur la variété¢ S du systéme perturbé (2.29) satisfait les
propriétés d’invariance vis-a-vis de ¢ si et seulement si le vecteur de perturbations satisfait
la condition suivante : { € span { g (x)} , ou span représente 1’espace engendré par la base
8(x).

Preuve : Pour le systétme dynamique perturbé (2.29), le régime glissant idéal est gouverné

par :

& p(rvon

dt

Avec F I’opérateur de projection et of =& .
La condition nécessaire vient du fait que si :

F.¢ =[1-g()(vS,e(x) " (V)¢ =0
Alors on déduit :

¢ =g (VS.g@) (VS = g(x).u(x)
Clest-a-dire ¢ € span { g (x)} pour toute fonction scalaire continue y(x).
La condition suffisante vient du fait que si ¢ € span { g(x)} , soit ¢ = g(x).9(x) pour
toute fonction scalaire continue $(x) , alors tenant compte de (2.28) ’opérateur de
projection F annule I’influence de ¢ € span { g (x)} sur la dynamique équivalente.

Théoréme 3 : Soit € span { g (x)} et U, (x)la commande équivalente correspondante

au régime sur S du systéme non perturbé (2.15). Soient U *(x) et U ~(x) les bornes fixes

de la loi de commande a structure variable, avec U “(x) > U ~ (x) localement dans X. Si le
régime glissant existe pour le systéme perturbé (1.34) alors, nécessairement, le vecteur
perturbateur s’écrit ¢ = g(x).9(x)

Avec $(x) une fonction scalaire continue bornée.
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U, (x)=-U"(x)>8(x)>U, (x)-U"(x) (2.30)

2.5 Etude de la commande par mode de glissement

La commande par mode de glissement est une commande a structure variable (VSS
variable structure system) qui est basée essentiellement sur la résolution des équations
différentielles a seconds membres discontinus, initiée par le mathématicien soviétique
Philippov. Le véritable essor de I’utilisation de cette technique date de la parution de livres
d’Itkis .Cette technique de commande a recu un intérét sans cesse croissant en raison de sa
simplicité d’¢élaboration et de son application dans divers domaines de 1’automatique et de
1’¢lectronique de puissance.

Le principe de la commande est de contraindre le systéme a atteindre une surface
prédéfinie et d’y rester par la suite malgré d’éventuelles perturbations. La surface choisie
(représentant un ensemble de relations, statique et entre les variables d’état) est alors
désignée comme ¢Etant la surface de glissement ou de commutation. Le comportant
dynamique résultant appelé régime glissant est complétement déterminé par les parametres
de cette surface. Un des avantages de la commande par modes de glissements est
notamment la robustesse par rapport aux perturbations intervenant de facon colinéaire avec
I’entrée (conditions de recouvrement).

Dans la pratique, 1’utilisation de la commande a été longtemps limitée par des
oscillations liées aux commutations de la commande : des oscillations hautes fréquences
apparaissant dans un voisinage de la surface, connues sous le nom de réticence ou
broutement. Ce phénomene peut en outre exciter des dynamiques non modélisées
conduisant a des situations d’instabilité. Ceci a conduit certains chercheurs a donner des
solutions pour supprimer ou du moins réduire ce phénoméne indésirable.

La commande a structure variable (par modes de glissement) est une commande non
linéaire, elle est caractérisée par la discontinuité de la commande aux passages d’une
surface de commutation appelée surface de glissement. Dans cette étude, nous donnons une
définition du concept de systéme a structure variable et nous exprimons les caractéristiques
essentielles de cette loi de commande a partir de différents outils théoriques de
I’automatique linéaire et non linéaire.

2.5.1 Principe de la commande par modes de glissement

Le principe de la commande par modes de glissement et de contraindre le systéme a

atteindre la surface donnée appelée surface de glissement, en fonction des objectifs de la

commande fixant la dynamique en boucle fermée : c’est le mode de convergence. Puis par
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la synthése d’une commande discontinue qui permet aux trajectoires du systéme a atteindre
et rester sur cette surface : c’est la surface de glissement et le mouvement qui se produit le
long de celle-ci est appelé mouvement de glissement.

La trajectoire dans le plan de phase est constituée de trois parties distinctes [20] :

1- Le mode de convergence « MC » : C’est le mode durant lequel I’état du systéme se
déplace a partir de n’importe quel point initial dans le plan de phase et tend vers la
surface de commutation s(x)=0. Ce mode est caractérisé¢ par la loi de commande et
le critére de convergence.

2- Le mode de glissement « MG » : C’est le mode durant lequel la variable d’état a
atteint la surface de glissement et tend vers 1’origine du plan de phase. La
dynamique de ce mode est caractérisée par le choix de la surface de glissement
s(x)=0.

3- Le mode du régime permanent « MRP » : Ce mode est ajouté pour I’étude de la
réponse du systeme autour de son point d’équilibre (origine du plan de phase), il est

caractérisé par la qualité et les performances de la commande.

Figure 2.6 : Différents modes de convergence pour la trajectoire d’état

2.5.2 Conception de la commande par mode glissant

Les avantages de la commande par mode glissant sont importants et multiples,
entre autres, la haute précision, la bonne stabilité, la simplicité, l'invariance, la
robustesse...etc. Ceci lui permet d'étre particulierement adaptée pour les systémes ayant des

modeles imprécis [21].
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La conception de la commande peut étre effectuée en trois étapes principales tres
dépendantes 1'une de 1'autre :

e Choix de la surface.

e Etablissement des conditions d'existence.

e Détermination de la loi de commande.
2.5. 3 Choix de la surface de glissement

La surface de glissement peut étre lin€aire ou non linéaire, elle est construite de telle sorte
que le systéme ait toujours une dynamique désirée et est généralement choisie avec un
degré relatif égal a un (i.e. la dérivée de la surface S(x) par rapport au temps fait apparaitre
explicitement la commande U). Pour les systémes d’ordre entier, plusieurs formes

d’écriture sont proposées dans [22].

Considérons une classe de systémes non linéaires (2.32), le vecteur de surface a la méme

dimension que le vecteur de commande u.

x=f(x,t)+g(x,t)u (2.31)
OU 2 X = (X, X5, Xgprimmnns covrr x,)" appartient a X est le vecteur d’état de systéme
U= (U Uy Uy peeriens v u, )" : Vecteur de commande.

f,g Sont des champs du vecteur suffisamment différenciables définis sur X

La surface est donnée par :

S, (x)= zn:cﬁ s (2.32)

ou: s,(x)=0 est la fonction de commutation, elle sépare 1’espace d’état en deux parties

disjointes s(x,7) <0 et s(x,7)>0.
S(x)=[S8,(x), 8,5 (X)yeeereee v S, (x)] : Vecteur de la surface de glissements.

Xer =X s X sevenennen v e X rof 1" : Vecteur de référence (1’état désiré).

2

e, =X, — X, ! L’erreur entre la variable a commander et sa référence.
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e, =[e,e, s . e,]" : Vecteur de I’écart.
¢, : Parametres de la surface de glissement.

C : Matrice d’¢éléments de m x n parametres de la surface (matrice de pente de la droite de

surface).

Le choix des paramétres de la surface se fait de facon satisfaisant les performances
désirées. Slotine propose une forme d’équation générale pour déterminer la surface de

glissement qui assure la convergence d’une variable vers sa valeur désirée.

S(x)= (%+ A) " e(x) (2.33)
Avec: e, =x, - x,

of i

A: Une constante positive
r . degré relatif, égal au nombre de fois qu’il faut dériver la sortie pour faire apparaitre la

commande.

s(x) =0 est une équation différentielle lin¢aire dont 1’unique solution est : e(x) =0, ceci

implique que 1’état du systeme est égal a 1’état désiré.

2.5.4 Principe d’invariance

Cette propriété nécessite toutefois que certaines hypotheses appelées (matching

conditions) soient vérifiées par les perturbations[23].
X()=(A+AA)x(t)+ Bu(t)+ f(2) (2.34)

Ou : A4 et f(¢) sont respectivement le terme d’erreurs de modélisation et une perturbation

externe.

Définition.: matching conditions
AAet f(t)vérifient I’hypothése des matching conditions s’il existe A4 € R™™ et
Af e R™ telles que :

Ad=BAA et Af = B.AT
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La signification physique de cette hypothese est que I’on considére des incertitudes de

modélisation ou une perturbation attaquant le systéme par la matrice d’entrée.

2.5.5 Conditions de convergence et d’existence

Les conditions d’existence et de convergence sont les critéres qui permettent aux
différentes dynamiques du systéme de converger vers la surface de glissement et d’y rester,
indépendamment de la perturbation. Il existe deux considérations pour assurer le mode de

convergence.

2.5.5.1 La fonction discréte de commutation

Cette approche est la plus ancienne. Elle est proposée par Emelyanov et Utkin. Il

s’agit de donner a la surface une dynamique convergente vers zéro. Elle est donnée par:

S(x)>0......s0......S(x,) < 0

Uz{. (2.35)
S(x) < 0. Sice S(x,2) > 0

Cette condition peut étre formulée comme suit:

S(x).8(x) <0 (2.36)

Elle est globale mais ne garantit pas en revanche un temps d’acces fini. Cette condition est

toutefois difficile a utiliser pour faire la synthése de la loi de commande.

2.5.5.2 La fonction de Lyapunov

La fonction de Lyapunov est une fonction scalaire positive V' (x) >0 pour les
variables d’état du systeéme. La loi de commande doit faire décroitre cette fonction
V(x) < 0. L’idée est de choisir une fonction scalaire S(x) pour garantir 1’attraction de la

variable a contrdler vers sa valeur de référence et de concevoir une commande u telle que
le carré de la surface correspond a une fonction de Lyapunov.

Nous définissons la fonction de Lyapunov comme suit:

V(x)= %ST (x)S(x) (2.37)

La dérivée de cette fonction est:
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V(x)=S (x)S(x) (2.38)

Pour que la fonction puisse décroitre V'(x) >0, il suffit d’assurer que sa dérivée soit

négative. Ceci n’est vérifiée que si la condition (2.37) est vérifiée.

2.5.6 Synthése de 1a commande

Une fois la surface de glissement choisie, ainsi que le critére de convergence, il reste
a déterminer la condition nécessaire pour ramener la variable a contrdler vers la surface et

ensuite vers son point d’équilibre en maintenant le mode de glissement.

2 .5.6.1 Méthode de Philippov

L’une des premicres approches est la méthode de Philippov. Cette approche est basée
sur les résultats des travaux effectués par ce dernier sur les équations différentielles a
second membre discontinu. Il propose une loi de commande qui prend deux valeurs suivant

le signe de la surface de glissement :

. {M(x) ...... St S(x,0) >0 (2.39)

U (X)eere Sk S(x,t)<0

u~ , u" sont des fonctions continues, avecu” #u .

Cette commande u de nature discontinue va contraindre la trajectoire du systéme a
atteindre la surface de glissement et de rester au voisinage de celle-ci malgré la présence de

perturbations.

2.5.6.2 Méthode de 1a commande équivalente d’Utkin

Cette méthode décrit la dynamique du systéme sur la surface de glissement. Elle
permet de garder la variable contrélée sur cette surface en imposant la valeur désirée en
régime permanent de la grandeur d’entrée. Pour un systéme contr6lé donné, la premicre
étape pour la réalisation d’une structure de régulation par ajout de la commande

équivalente consiste a trouver un vecteur d’entrée équivalent u,, de sorte que la trajectoire

d’état du systéme a controler reste sur la surface de glissement prédéfinie.
Lorsque le systeme est en régime glissant, la trajectoire restera sur la surface de

commutation. Cela peut étre exprimé par
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S(x,t)=0 et S(x,/)=0 (2.40)

La commande équivalente est une fonction continue qui sert a maintenir la variable a controler
sur la surface de glissement.
La condition (2.40) est appelée la condition de I’invariance de la surface de glissement.

Nous prenons S(x,¢) = S(x(¢)) = S(x)
§=0= 2 (f(x)+ g(x)a,) =0
ox

u,, appelée commande €quivalente est associ¢e au systeme nominale. Elle est déterminée

d’une facon unique par la condition de I’invariance (2.40). En supposant que Z—S g(x).#0
X

la commande équivalente est donnée par le scalaire :

oS " as
U, = —(gg(x)) af(x) (2.41)

Physiquement, la commande équivalente représente la valeur moyenne de # qui maintient
I’état du systéme sur la surface de glissement S(x) =0 . L’équation du régime glissant

idéal est obtenue en portant I’expression de u,, dans (2.31):

x:f(x)—g(x)(g—igu)j g—if(X) (242)

. étant non nul sur X, ceci implique m états en fonction de (m-n) autres. Ainsi, en régime
X

glissant, la dynamique du systéme évoluant sur ’espace d’état est réduite de dimensions

(m-n). On aura alors m valeurs propres nulles est (m-n) valeurs propres non nulles.

2.5.7 Les nouveaux concepts de la commande par mode de glissement
Il y’a plusieurs nouveaux concepts de la commande par le glissement des VSS, telle
que I’approche développée par Gao et Hung et les approches basées sur la géométrie
différentielle ainsi que ’algebre différentielle [24]. Nous allons présenter les différentes
approches définies.

2.5.7.1 Commande basée sur ’approche de la loi d’arrivée
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Dans cet approche la loi d’arrivée est directement une équation différentielle spécifiant la
dynamique de la fonction de commutation, cette équation asymptotiquement stable est la
méme que la condition de glissement,

La forme générale de la loi d’arrivée est :

S(x) = —0.sign(s(x)) - K.S(x) (2.43)

ou
Q:diag[ql,qz, ........................ ,qm],qi>0
sign(S) = [sign (S,),sign(S,),....sign (S, ]T
K :diag [k, ky,eene oo k,]".k >0

Trois cas spéciaux pratiques de (2.43) sont donnés ci-dessous et développés dans [24]

A. Loi d’arrivée avec une vitesse constante

La loi d’arrivée dans ce cas est donnée par :

S(x) = —Q.sign(s(x)) (2.44)

Cette loi force la trajectoire d’état a atteindre la surface de glissement a vitesse
constante qui dépend de la valeur de Q. Cette loi force la fonction de commutation S(x)a
atteindre ’hyperplan de commutation S a une vitesse de commutation. Le choix (0 dans

ce cas doit éviter a la fois un temps d’attractivité¢ long et la production de grandes

oscillations connues sous le nom de réticence, figure (2.7)

s=0

o reticence
trajectoire

Figure 2.7 : Phénoméne de broutement
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B. Loi d’arrivée avec une vitesse constante et a action proportionnelle

L’addition du terme proportionnel (—K.S(x)) fait que la trajectoire d’état est
forcée de s’approcher de la surface de glissement plus vite lorsque S(x) est grande. Plus K

est grand, plus le temps d’attractivité est rapide; tandis que une petite valeur de Q réduit les

oscillations. La loi d’arrivée dans ce cas est :

S(x) = —Q.sign(s(x)) — K.S(x) (2.45)

Le temps d’arrivée pour que x se déplace de 1’état initial x, vers I’hyperplan est fini et il

donné par :
1. k|S;|+q,
g=_mJJ_i (2.46)
ki q;
C. Loi d’arrivée avec une puissante vitesse
La loi dans ce cas est :
S =—k,[S,|" sign(S,), avec0 < @ <1,i =1 v m (2.47)

Cette loi d’arrivée augmente la vitesse quand 1’état du systéme est loin de I"’hyperplan de

commutation, et la réduit lorsque 1’état est prés.

Le temps d’arrivée sera :

1
I=—3S5,(l-« I DR 2.48
i (l_a)kl 10( ) l m ( )

2.5.7.2 Commande continue par Bande de surface
Deux solutions analytiques sont proposées.

A. Premiére Forme continue de saturation (quasi- sliding mode)

Elle consiste a approximer la commande discontinue par la loi continue au voisinage
de la surface. Le probléme principal des régimes glissants est que la commande est
discontinue sur la surface de glissement et par conséquent, elle va commuter réguliérement
(chattering). Pour résoudre ce probléme, la fonction discontinue est remplacée par une

fonction continue ceci au voisinage de la surface de glissement et 1'on procédera a un
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lissage de la commande. Ainsi, on définira une “condition d’équilibre®, qui doit remplacer
toutes les fonctions discontinues apparaissant au voisinage de cette surface de glissement.

n

Le " chattering " étant indésirable, on peut remédier a cette situation en lissant la

discontinuit¢ de la commande dans une étroite bande limite avoisinant la surface de
glissement (de commutation), ainsi cette bande limite sera définie par :
B(t)={X;S(x,H) < @} et $>0 (2.49)

Avec

¢ est I’épaisseur de la bande, variant en fonction de t.

E =

est la largeur de la bande

n—1

Ce lissage sera réalisé, en choisissant en dehors de la bande B(?) une loi de commande
comme auparavant satisfaisant la condition de glissement qui garantira l'attraction vers la
bande et donc l'invariance positive : c'est-a-dire que toutes les trajectoires commengant
dans B(t = 0) restent a l'intérieur de B(z).

Cette nouvelle loi de commande est établie en remplacant dans l'expression de la
commande u(t), le terme sign(S) par la fonction S/®, ceci a l'intérieur de la bande B(?),
comme illustré sur la figure (2.8).

L'épaisseur de la bande ¢ sera variable dans le temps et variera de fagon a exploiter

toujours la largeur de la bande maximale de la commande.

Sy
v

Figure 2.8 : Plan de phase et fonction de commutation de la commande par

régime glissant a bande limite
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Dans cette approche Slotine a proposé de remplacer la fonction signe u =—K.sign(S)

(dans le voisinage de la surface de commutation) de la loi de commande par la fonction «

sat(S)», figure (2.19).
Donc la commande discontinue devient alors :

u=-K.sat(S) ou

— eeeereeSLan, S
sat(S) = < ¢ i 1 | <4
sign(s)...Si...... 1S| > @
%'
...... + k

\ 4

(2.50)

Figure 2.9 : Loi de commande par bande continue au voisinage de la surface de glissement

B. Deuxiéme forme continue (quasi-sliding mode)

Une autre solution pour lisser la commande au voisinage des surfaces de

commutation S = (0 est proposée dans [25], elle consiste a remplacer dans la bande
1

|Si| < @, les fonctions discontinues sign(S,)par des fonctions continues de la forme 8(S)

et la commande discontinue sera alors : Au =—-K.6(S) ou

Ceci est illustré sur la figure (2.10).
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p

\

Figure 2.10 : Loi de commutation au voisinage de la surface de glissement

Cette loi de commutation a par conséquent un grand avantage dans la réduction du
phénomeéne de broutement, mais les chercheurs n’ont pas cess¢ de proposer des approches
pour éviter d’'une maniére compléte ce phénomeéne. Dans la suite nous exprimons une
nouvelle approche qui a été proposée par Park et al et qui a un réle trés important pour

I’évitement de ce phénomene.
2.5.7.3 Commande robuste (Fast Terminal Sliding Mode Control)

Cette nouvelle approche peut converger 1’état du systéme vers zéro dans un temps

fini, elle ne posséde pas de fonction discontinue sign et permet d’éviter d’une fagon

compléte le phénomene de broutement. La surface de glissement proposée par Park et al
est non linéaire, construite de telle sorte que le systéme converge dans un temps fini et sa

forme peut étre donnée comme suit :

q

Avecxe R, >0,p,q,(p > q) des paramétres positifs.

A partir de cette derniére équation on peut écrire :

q -4

(%: ﬂ.x;) D’oul (dt:—ﬂ,xjdx) etona:
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P o) 2.53
" ﬂ-(p—q)|x( ) (233

[
La vitesse de convergence est augmentée par le terme non linéaire f.x? , cependant le

temps d’arrivée a la surface de glissement est trés court. Par conséquent, cette loi augmente
la vitesse d’approche a la surface de glissement lorsque 1'état est loin et le résultat obtenu

est plus rapide et il y’a absence du phénomene de broutement.

2.6 Conclusion

La commande par mode de glissement est par nature une commande non linéaire. La
caractéristique principale de cette commande est que sa loi de commande change d’une
manicre discontinue selon une logique déterminée. Les commutations de la commande
s’effectuent en fonction des variables d’état utilisées pour créer une variété ou hyper
surface dite de glissement dont le but est de forcer la dynamique du systetme a
correspondre avec celle définie par I’équation de I’hyper surface. Au niveau de ce
deuxiéme chapitre nous nous sommes efforcés de montrer les différentes formes de lois de
commande et nous remarquons que cette loi est constituée de deux composantes : la
commande équivalente qui maintient la trajectoire d’état du systéme a contrdler sur la
surface de glissement et la commande attractive qui représente la transition de la trajectoire

d’état a partir d’un point initial jusqu’au début de la phase du mode de glissement.

Dans le chapitre suivant, nous exposons d’autres commandes du suivi de trajectoires

qui sont adaptées a la commande des systémes non linéaires.
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CHAPITRE 3

Suivi de trajectoires pour un robot mobile

3.1 Introduction

Le suivi de trajectoires est une tdche primordiale pour les robots autonomes, simple
et facile a implémenter. Les modeles cinématiques sont les plus utilisés dans la littérature;
cette solution est satisfaisante pour les robots ayant des caractéristiques mécaniques
simples et des vitesses d'évolution relativement réduites. On peut citer ici I'exemple du

robot unicycle, son modele cinématique garde une grande performance et robustesse.

Les performances de ce type de solution se dégradent remarquablement quand la
dynamique du véhicule et les glissements deviennent importants notamment pour les
robots rapides. Pour faire face a l'incertitude du modé¢le ainsi que les perturbations venant
du sol, une approche utilisant la commande par mode glissant est avancée dans [26]. Cette
commande est souvent citée pour sa robustesse vis-a-vis des perturbations non modélisées.
Mais malgré sa robustesse d'un point de vue théorique, elle présente un inconvénient lors

de son implémentation.

Cette loi de commande relie deux configurations (plan de glissement et point
d'équilibre) [27] et elle est oscillante autour de la position d'équilibre, ce qui montre les
limites de cette approche dans le plan pratique. Afin de profiter de la boite a outils de
l'automatique linéaire, plusieurs travaux proposent une linéarisation exacte du modele
cinématique du suivi de trajectoires et une conversion sous une forme dite chainée pour la

partie qui n'est pas linéarisable du modele [28].

Ces modeles développés pour des robots type unicycle ou type voiture restent les
plus utilisés dans le cas ou les glissements et la dynamique latérale sont négligeables. Dans
le cas contraire, le glissement est supposé comme une perturbation externe sous
I'hypothese de roulement sans glissement [29], [30] et [31]. Dans ce cas la robustesse de la

commande et sa capacité du rejet des perturbations font toute la différence.
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Notre approche s’inspire de la technique de la commande par modes glissants; ce
choix est guidé par le fait que cette méthode a déja fait ses preuves dans le cadre de la
commande des robots mobiles notamment dans [32] et qu’elle ouvre des pistes de
recherches intéressantes pour la synthése de commandes robustes, facilement

implémentables et présentant un bon compromis entre robustesse et performance.

Dans ce chapitre nous allons présenter deux approches de suivi d’une trajectoire; la
premicre est une commande classique de type PID et la seconde consiste en une approche
par retour d’état d’une loi de commande non linéaire basée sur un controleur de type

backstepping avec des travaux de simulation.
3.2 Poursuite de trajectoires

Dans les deux derniéres décennies, il y a eu beaucoup d'attention accordée a la
commande de mouvement, en particulier dans le domaine de la robotique mobile. Le
probléme de la commande de mouvement peut étre classé en trois principaux groupes : (i)

le point de stabilisation (ii) le suivi de chemins (iii) le suivi de trajectoires (figure 3.1).

I est important de comprendre la différence entre le suivi de chemins et le suivi de
trajectoires. Dans [33], les auteurs mettent en évidence la différence fondamentale entre le
suivi d’un chemin et le suivi d’une trajectoire. Dans le cas du suivi d’un chemin, I'objectif
de controle est de suivre un chemin géométrique sans une loi de distribution qui lui est
attribuée; le suivi peut étre méme utilis€ quand le systétme a une dynamique de zéro
instable. Mais dans le cas de suivi d’une trajectoire, ¢’est qu’une fois que la trajectoire du
robot est déterminée, dans le contexte de 1’évitement d’obstacles ou non, qu’il faut pouvoir

la suivre.

Le probleme de suivi d’une trajectoire de référence pour un robot mobile non-
holonome est apparu comme un probléme de premier ordre pour la communauté
roboticienne durant ces derniéres années. En effet, la forte utilisation des robots mobiles
dans les domaines ou I’étre humain ne peut pas s’aventurer, notamment dans les sites
nucléaires a haut risque ou dans le cas de 1’exploration spatiale, nécessite la mise en ceuvre
de lois de commande autonomes et performantes pour assurer les taches assignées aux
robots. Plusieurs travaux concernant la poursuite de trajectoires ont été présentés dans ce
contexte. Apres une rapide formalisation de ce probléme, une liste non exhaustive des

différentes commandes disponibles dans la littérature est présentée.
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Controle de

mouvement
(motion control)

A A

Point de stabilisation Suivi d’un Suivi d’une trajectoire
(Stabilization point) chemin (Path (Trajectory tracking)
following)
[
v v
Suivi de cible virtuelle Stabilisation en
(Virtual Target ensemble (set
Tracking) stabilization)
Controle basé sur la Linéarisation par
fonction de Lyapunov » retour d’état (Feedback
(Control Lyapunov ) linearization)
function)

Approche basé sur la
passivité (Passivity

] based approach)
Backstepping

intégrante (Integral

Mode de glissement
(Sliding mode)

Y

A 4

Backstepping)

Figure 3.1 : Organigramme du controle de mouvement d’un robot mobile
3.3 Formulation du probléme

Considérons un robot mobile représenté par un modele non linéaire de la forme :

G =f(q,u) (3.1
ou geR" est’état du systéme et ueR” la commande du systéme et

J=RXR' R gt une application infiniment différentiable.

50



Chapitre 3 Suivi de trajectoires pour un robot mobile

Etant donnée une trajectoire de référence admissible g, , I’objectif de la poursuite de
trajectoire est de trouver la commande u du systeme (3.1) en fonction de ¢ , ¢, et du
temps telle que D’erreur de poursuite g, = g —¢g, converge asymptotiquement vers z€ro.

Dans le cadre d’un robot mobile non holonome de type unicycle, le principe de la poursuite

de trajectoire est illustré sur la figure (3.2).

X

Figure 3.2 : Poursuite de trajectoires admissibles[34].

Une propriété des modeles de robots mobiles non-holonomes (de type voiture ou
unicycle) est qu’ils ne sont pas stabilisables par un retour d’état continu et stationnaire, ce

corollaire est le résultat des travaux de Brockett.

Théoréme : Considérons le systétme non linéaire (3.1) ou f est suffisamment
différentiable et £(0,0) =0, une condition nécessaire pour qu’il existe un retour d’état
u(g) continu qui rende 1’origine du systéme bouclé localement stable est que 1’image par
f de tout voisinage de I’origine de R™ soit un voisinage de 0 dans R" . La condition

nécessaire énoncée dans ce théoréeme n’est pas satisfaite dans le cas des robots mobiles de

type unicycle ou voiture.
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Dans la littérature, plusieurs travaux ont été¢ développés pour résoudre ce probléme
en proposant des commandes avec un retour d’état non stationnaire continu [35-37] ou

discontinu [38-42].
3.4 Stabilisation par un retour d’état non stationnaire continu

Pour contourner le probléme évoqué précédemment, des commandes non

stationnaires continues ont été développées et font I’objet de cette section.
3.4.1 Commande en boucles ouverte et fermée

Une premicere famille de stratégies de commande permettant de réaliser le suivi de

trajectoires est basée sur 'application directe de commandes issues de la platitude [43].

Définition : Le systéme (3.1) est dit plat s’il existe une fonction s dépendant de I’état
g, de ’entrée u et d’un nombre fini de ses dérivées successives tel que, inversement, 1’état
q et sa commande u s’expriment en fonction de s et d’un nombre fini de ses dérivées

successives. Dans ce cas, s est appelée une sortie plate.

Le modéle cinématique d’un robot mobile non holonome de type unicycle (3.1) est
un systéme plat en considérant la sortie plate S =[x,y]" . Les vitesses linéaires v et

angulaire w ainsi que la direction angulaire & du robot mobile sont données par les

formules suivantes :

V=g4X7 + 97

55— i
X +y
0 =atan2(x,y)

Avec ¢ ==1 selon le sens de la marche (avant ou arrieére), on remarque 1’existence
d’une singularit¢ env =0 . Cette commande appliquée en l'état avec le principe de la
platitude est une commande en boucle ouverte mais elle peut étre ramenée a une
commande en boucle fermée en faisant un changement de variables sur le modéle

classique.

3.4.2 Commande du robot de type unicycle sous forme chainée
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Dans le plan, on considére une courbe C et trois repéres : I, = {o, i j}un repere
fixe, I'm = {pm,im, jm} un repére attaché au robot et I', = {ps,is, js} un repere attaché a

I’abscisse curviligne 's ' de la courbe C (figure 3. 3), on définit :

e ‘s’ I’abscisse curviligne au point Ps obtenu par la projection du point Pm
(barycentre du robot) orthogonalement sur la courbe C.

o‘d’ I’ordonnée du point Pm dans le repere I'; et elle est aussi la distance

entre le point Pm et la courbe C.

e 0, =6-0_ I’orientation du robot, selon le repere I

00, .
Sachant que c(s) :a—é est la courbure de C au point Ps et en prenant en compte les
S

définitions ci-dessus, le modele du robot mobile de type unicycle dans le repére de [44] est

donné par la formule suivante :

Y
§ = —1 ) cos(6,)

d =vcos(e,) (3.3)

0, =w—sc(s)
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A

Figure 3.3 : Représentation du robot de type unicycle dans le repére de Frénet[34].

Pour I’existence et 1’unicit¢ du ‘Ps’, il faut que le point Pm soit toujours a une

distance de C, inférieure a son rayon de courbure p(s) en ‘Ps’, C'est-a-dire que

] <|ps)

,Vselo 1] oulde(s)|<1,Vselo 1].

En faisant un changement de variables (s,d ,0,,v, w)—) (21,22,23,u1,u2) le modele

(3.3) peut étre représenté sous forme d’un systéme chainé comme suit :

Z, =u,
2 = u,z, (3.4)
Zy=1U,
Avec :
u, :s:%cos(ﬁe) et z, =(1-dc(s))tan(d,) (3.5)
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En utilisant le retour d’état proportionnel :
u, =z=-uk,z, - |u1|k3z3

ou k, et k, sont deux constantes strictement positives, alors le syst¢éme chainé (3.3) est

stableen k;, =k, =0 doncend =6, =0.

3.4.3 Approche par fonction transverse

La commande par fonction transverse assure une poursuite de trajectoires
quelconques, y compris des trajectoires non admissibles, c'est-a-dire des trajectoires ne
respectant pas la contrainte de non holonomie du robot. C’est une technique qui garantit la
stabilisation pratique des erreurs de suivi (i.e. stabilisation d’un voisinage du point
d’équilibre [45]). L approche proposée se fait en deux étapes, la premiére consiste en la
détermination de la fonction transverse qui caractérise la dynamique souhaitée, cette
fonction dépend de parametres qui fixent la taille du voisinage, alors que dans la seconde
étape, la loi de commande est calculée afin de garantir que le systéme suive la dynamique
issue de la fonction transverse. L’intérét de cette loi de commande est sa continuité et sa
robustesse par rapport aux erreurs de modélisation. D’autres améliorations pour cette
méthode ont été introduites dans [46], notamment [’ajout de parametres supplémentaires

dans la fonction transverse.
3.4.4 Stabilisation par un retour d’état discontinu

Une autre maniere de s’affranchir du fait que le modéle de robot mobile ne puisse
pas étre stabilisé par un retour d’état continu et stationnaire est d’utiliser des lois de
commande discontinues. A ce titre, dans cette partie, nous abordons la commande a mode
glissant pour le suivi de trajectoires. Ce type de commande est approprié€ pour les systémes
qui ont des incertitudes fortement non linéaires, ainsi que des perturbations bornées [47] et
[48]. Plusieurs travaux ont été réalisés pour la stabilisation du modele du robot mobile non
holonome [49-50] mais la plupart d’entre eux ne considére pas de perturbations. Plus
récemment, ’utilisation du principe de la commande par modes glissants avec action
intégrale [51] a été introduite par [52], pour la poursuite de trajectoires d’un robot mobile
non holonome en présence de perturbations. Dans la suite, nous détaillons le principe de

ces derniers travaux.
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Considérons le modéle du robot mobile non holonome donné sous la forme suivante :

i(0)] [cos(8(t)) 0

() | = | sin(0(0) O[W”}+pwn> (3.6)
0 o 1Y

Tel que p(q,t)est une perturbation due aux erreurs de modélisation, de mesure ou

encore, a des variations paramétriques et ¢ = [x(1) (1) 0(1)] .

Hypothéses : La perturbation p(qg,t) vérifie la condition de recouvrement, c-a-d

p(g,t) peut s’écrire sous la forme suivante :

p(g,1) = o,(g,0[cos(t) sin(r) 0] +o,(g,0[0 0 1]
AVCCO‘V((],I) ,0,(q,t)€e y.

Les fonctions o (q,t) ,o,(q,t) sont supposées bornées par des fonctions positives

connues, respectivement a,(¢q) et a,,(q).

Les vitesses linéaire et angulaire de la trajectoire de référence v etw. sont bornées

et différentes de zéro pour tout # >0.

En considérant 1’erreur de position du robot [ex,ey,eg |=[x=x,.y-y..0-061]etle

changement de coordonnées:

€y cos@ sing 0 Xr—X
ley| =|-sind cos6 |y — V| (3.7)
€g 0 0 1 6—-0

Alors, la dynamique de I’erreur de poursuite peut s’écrire sous la forme suivante :

e=g(et)+g,(e0)(u+o(g.1) 3.8)

Avec :
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€= [61,62,63]
g, (et) = [vr cos(ey), v, sin(e; ), w, ]T
-1 0 o7
g,(e0) = { } (3.9)
e, —e¢ —1
o(q,0)=[0,(q.0.0,(q.0]
u= [v, w]T

Théoréme : Supposons que les hypothéses citées ci-dessus sont vérifiées, alors la

solution nulle du systeme (3.9) est globalement asymptotiquement stable par la commande

discontinue suivante :

u= unom (6) + Z/ldisc (e’ eaux) (3 . 10)
Tel que :
” v, cos(e;) + ptanhe
Uy = {w } =\, VG SN | . tanhe, (3.11)
nom l+e +e,” &
et

(3.12)

U jise (e’ eaux) = |: . Gl (e)Sign(Gl ) :|

-G, (e)sign(—e,0, +0,)
avec la variable de glissement ¢ = [o,,0,]" définie par :

oc=o0,(e)+e,,

o,(e) = [_ €1,7€; ]
N 1 0 O
eaux - O 0 _ 1 (gl (8, t) + g2 (e)unom (e)) (3 13)
€0 (0) = [e,(0),&;(O)]

Les coefficients (i =1,2,3) sont des constantes réelles positives choisies de maniere

a assurer une certaine robustesse vis-a-vis des perturbations. Les fonctions g, etg,, quant

a elles, vérifient les relations suivantes :
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g(e)za,(g)+n

(3.14)
g,(e)za,(q)+n

Avecu>0.
3.4.5 Commande non linéaire et non stationnaire

3.4.5.1 Application de la commande sur un robot mobile

Le controleur backstepping est d'abord proposé en 1991 par Kanayama et
appliqué sur le modéle cinématique d’un robot mobile non holonome; il a été utilisé par de
nombreux autres chercheurs dans ce domaine. Une régle de controle de suivi d’une
trajectoire stable pour un robot mobile non holonome figure (3.4) qui néglige la dynamique
du véhicule et qui est basée sur le systéme de pilotage . Dans ce systéme de commande,

deux postures pour le robot vont é&tre utilisées : la posture de référence

pr =[x Gr]Tet une posture actuellep =[xy H]T. La posture de référence est la
posture de but et la posture actuelle est la posture réelle. Le schéma de principe de ce

dispositif de contrdle est représenté sur la Figure (3.4).

1%
W,
Trajectoire
de
référence
X X
n=y | RN )
Q_ Qe_ v v -
Y Contrdleur w I\{Io,dele' :
() o L » backstepping » cinématique || p|_
X - de robot

[#

Figure 3.4 : Architecture de la commande non linéaire et non stationnaire
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On définit une position d'erreur ou l'erreur de suivi d’une trajectoire p, dans la base

du cadre li¢ a la plate-forme mobile de la fagon suivante:

X,
Pe = |ye| = Te(pr - p) (3.15)
e
Xe cos@ sinf 0 X —X
|Ye| = |—sin6 coso Of|¥r— | (3.16)
Be 0 0 1 6,—6

Le probléme de controle dans ce cas sera de calculer une régle de contrdle du
véhicule, pour calculer les vitesses cibles v = f(p,, vy, K) , qui rend le systéme

asymptotiquement stable. La régle de controle proposée est la suivante:

v.cos0, + K, x,

Y= |-w7‘ + Kyvrye + Kyv,siney | (317)
V= f(Pe vr K) (3.18)
K = (Ky, Ky, Kp) (3.19)

ou Ky, Ky, Ko sont des constantes positives. La stabilit¢ de la regle de contrdle ci-dessus

sera démontrée en utilisant la méthode de stabilité de Lyapunov dans la section suivante.

A
Y
0;/
V4
0,
Vr _____________________________
Y Lo NEC_ L .
Ci :
! 1
! 1
1
I ! .
0 X X, X

Figure 3.4 : Erreur de posture du robot unicycle
3.4.5.2 L’analyse de stabilité par la méthode de Lyapunov
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La méthode de Lyapunov analyse la stabilité¢ de la régle de contrdle dans 1'équation

(3.15) est décrit comme suit:

Lemme 1: D'aprées I'équation (3.16), nous avons:

.x:'e - .w(:pea pr))’e - v(pe: pr) + vrcosb,
|y_e | = Pe = f(.t.a Pe) = | _w(pe’pr)xg + vpsing, | (3.20)
Be Wy = W(Pe:s Pr)

L’utilisation des équations cinématiques (1.7) et (1.8) du robot et I'équation d'erreur

de suivi d’une trajectoire (3.16) on a:

cos@ sing 0 Xr—X Xe
pe =|—sind cos® O||y —¥|=|Ye]| (3.21)
0 0 1 .er -0 Ue

Si on dérive la posture d’erreur, on obtient la forme matricielle suivante:

Xe  Yow — v+ vpc0s6,
| Ye | =| —xew + vypsiney | (3.22)
0, Wy — W

Xe = (Xy — %)C0SO + (¥ — ¥)sind — (X, — x)0sind + (y, — y)6cosd

= YW — v + X COS(0, — 0) + ¥, sin(6, — 0)
=y,w — v+ v,.co50,

Ye = —(%r — X)SinG + (¥ — y)cos® — (x, — x)6cos6 — (y, — y)bsinf
= —Xow — X SiN(O, — 6) + ¥, cOS(6, — 0)
= —X,w + v,siney

8, =6, —0=w,—w
En remplacant v et ® par v(pe, pr) et w(pe, pr), on obtient le lemme.

Proposition 1 : Si nous utilisons la régle de controle dans 1'équation (3.17), p, = 0

est un point d'équilibre stable si la vitesse de référence v, > 0.
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Lemme 2 : Nous proposons une fonction scalaire V' en tant que candidate de la

fonction de Lyapunov pour le systéme ci-dessus:

1 (1 — cos(¥e))
V_E(xe2+ye2) Ky

(3.23)

Il est clair que V>0 et V=0 si p, = 0 , donc la fonction V ci-dessus est une fonction

définie positive.
En outre, en utilisant le lemme 2 on a:

. g,sin (6.
V= J'Cexe + Yeye +e—(6)
Ky

= [(wr + vr (KyYe + Kgsin(6e) ) ) ye — KxXe | xe

+ | = wr + v (Kyye + Kgsin(8,) ) ) xe + vy sin(8e)| e

[—vr (Kyye + KHSin(ee) )]Sin (6e) ” v,.Kpsin?0,
+ e = —K,x.* — —K <
y y

Par conséquent, la dérivée de la fonction de Lyapunov V proposée est une fonction

définie négative qui démontre que le point p, = 0, le systeme est asymptotiquement stable.

Nous avons démontré que le systéme est stable pendant toute combinaison de

Kx: Ky,Kg mais la réponse du robot n'est pas trop lente, nous devons trouver des parametres

optimaux pour ce controleur .
3.4.5.3 Résultats de simulation

Les simulations sont a présent faites pour évaluer I’effectivité de la méthode d’étude
proposée; le robot de type unicycle est illustré a la figure (3.3). Le robot est utilisé pour

suivre une trajectoire circulaire et sinusoidale.
Simulations sur une trajectoire circulaire

Nous choisissons :

m rad v,
L] Ur:].?,wr:].T r=-—-
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e La configuration de référence:
Xy = T.COS(wyt) = COS(t)
Pr = (%, ¥r 0)={ ¥ = r.sin(w,t) = sin (t)
O =wt=t

e[ es gains du controleur :

ky =5k, =2,ks =5

15 1 T 1 1 1
1h .
0.54 ..
réference !
N oL [ poursuite B ._
-0.51 ..
s — -
—
-1.5 I I I I I
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
x1

Figure 3.5 : Poursuite d’une trajectoire circulaire
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0.8, T T T T T T T T T
Xe
ye
065 theta(e) []
. 04 -
g
o
S 0.2 -
c
©
S
g o
o
2
-0.2 -
0.4k i
-0.6 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

time(s)

Figure 3.6 : Erreurs de poursuite d’une trajectoire circulaire

45f wh

3.5} -

25} -

control input v et w

1.5 -

0.5 -

I
10 12 14 16 18 20
time(s)

o
N
oo

Figure 3.7 : Vitesses de controle v et w

Simulation sur une trajectoire sinusoidale :

Nous choisissons :
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el a configuration de référence

X, =t
Pr = (%r Yr 0:) =] ¥r = sin(w; t)
L =wt=t

eles parametres du controleur :
ky =5k, =2,kg=5
e’erreur de poursuite :

Pe = (xeayea ee)T = (0-21 —0.5,%

15 1 1 T T 1 1 1 ] ]
réference

poursuite

x2

-1.5 r r I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figure 3.8 : Poursuite d’une trajectoire sinusoidale

64



Chapitre 3 Suivi de trajectoires pour un robot mobile

0.6 T T T T T T T T T
Xe
ye
045 theta(e) []
_ 02f i
g
5
S 0
c
©
S
2 -0.2f i
o
2
-0.4 -
-0.6 - .
-0.8 I I I I I I I I I
2 3 4 5 6 7 8 9 10

4.5

2.5 |

control input v et w

1.5

ol |
I I I I

I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
time(s)

Figure 3.10 : Vitesses de contrdle v et w

On peut voir qu’un suivi parfait est atteint, le robot est capable de suivre la trajectoire

désirée. La figure (3.10) montre la vitesse du robot qui atteint la valeur désirée de 1 m/s au
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temps t = 2 secondes. La figure (3.9) montre 1’erreur de poursuite d’une trajectoire; toutes

convergent vers z&ros apres un temps t=7 secondes.

Cette approche est proposée pour désigner une commande de traction de trajectoire
pour un robot mobile a deux roues, elle combine la méthode d’étude de la commande

backstepping non-linéaire et celle de la méthode de Newton-Raphson.
3.5 Commande par un contréleur classique (PID)
3.5.1 Définition

Les contréleurs P, PD, PI et PID sont des contrdleurs classiques utilisés pour la
commande d’un robot. Ces contrdleurs sont composés des contributions proportionnelle,

dérivative et intégrale de 1’erreur sur la position [53].
Voici les expressions des différentes contributions :
Contribution proportionnelle : u, = k,.e
Contribution dérivative : uy = kd.%

Contribution intégrale : u; = k;. J'e(t)dt

Le controleur P : inclus uniquement une contribution proportionnelle,

Le controleur PD : inclus les contributions proportionnelle et dérivative et s’écrit comme

suit :
Upp = Up +Ug = k. e+ kd.% (3.24)

Autre écriture :

de

Upp = kp.(e+TD.dt

(3.25)

Le contréleur PI : inclus les contributions proportionnelle et intégrale et s’écrit comme

suit :

Upp = Uy +u; = ky.e+ ki.J'e(t)dt (3.26)
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Autre écriture :

1 de
Upr = kp-(e'"ﬁ-a

Le contréleur PID : inclus toutes les contributions proportionnelle, dérivative et intégrale

et s’écrit comme suit :
Upip = Up +UgFU; = kp. e+ kd.% + ki.Ie(t)dt (3.27)
Autre écriture :
upp = ky. (e + TD.% + Tii.J'e(t)dt)
3.5.2 Application de la commande PID sur un robot unicycle

Le schéma de principe de ce dispositif de controle est représenté sur la figure (3.9).

Trajectoire
de référence

X, )(é_
D= V. 2=
v - wl | Modele
<>—* 22 > PID » cinématique
A- de robot
X
prP=Y
o

Figure 3.9 : Architecture de la commande PID

Le modele cinématique d’un robot mobile non holonome unicycle dans le plan X-Y (figure

3.4) est présenté par la formule suivante :
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x cosf 0
p=|y]|=|sin 0|q (3.28)
0 0o 1
Avec
p=(xy0)" : Vecteur représentant la posture du robot.
q= (v : Vecteur représentant les commandes du robot mobile,

respectivement la vitesse linéaire et angulaire.

On définit une position d'erreur ou l'erreur de suivi d’une trajectoire p, de la manicre

suivante:
X,
Pe = |ye| = Te(pr - p) (3.29)
e
Xe cos@ sing 0 X —X
|Ye| = |-sin6 coso 0|y — ]| (3.30)
b 0 0 1 6,—6

Le probléme de controle dans ce cas sera de calculer une régle de contréle du
véhicule, pour calculer les vitesses cibles v et w rend le systéme asymptotiquement stable.

La regle de controle proposée est la suivante:

dpe .
kp. Pe + ka. 7 + ki fpe(tydt

dp, N (3.31)
ky.pe + kd-? + ki-_fpe(t)dt

v
|yl =1

3.5.3 Résultats de simulation

Les simulations sont a présent faites sur le robot de type unicycle (figure 3.3), le

robot est utilisé pour suivre une trajectoire circulaire.
Simulations sur une trajectoire circulaire :

Nous choisissons :

rad Uy

ve(k) =15 w(k) =1= , r=2=
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e La configuration de référence:

xr(k) = r.cos(w, (k). ts. pi)
Pr = (% ¥ 0:)T =1 yr(k) = r.sin(w, (k). ts. pi)
Oy (k) = wr. (k). ts.pi + pi/2

e es gains du contrdleur :

ot :|100 100 100| i :|O 0 Ol k~=|1 1 1|
p~ 1100 100 100"’"¢ 7 lo 2 ot l1 1 1
»Position initiale : p = (x,y,0)" (0.5, —0.5,%
e le temps d’échantillonnage ts=0.001 ;
1.5 T T T ] 1
référence
-y —— - poursuite
11 .
0.5} i
= 0L -
-0.5] i
4} .
-1.5 r ] r r r
1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figure 3.11 : Poursuite d’une trajectoire circulaire
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12 T T T T T T T 1 1
xe
1 ye
K theta(e) ||
0.8} -
T
T 06| i
©
£
o
> 0.4k _
(0]
x
0.2 _
0 ////Ft::::=_—==:::t::=_‘=:::f~=*ff:i:::=.‘=
iiﬂz///r
I I I I

I
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
time(s)

Figure 3.12 : Erreurs de poursuite d’une trajectoire circulaire

3.5} -

251 -

1.54 |

0.5} -

Figure 3.13 : Vitesses de contrdle v et w

Si nous choisissons une autre position initiale au robot avec d’autres valeurs des

parametres de contrdleur:

p = (x,y,0) " =(1,0.5, pi/4)
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e[ es gains du controleur

ke = |100 100 100| ko = |O 0 Ol ki = |0.5 1 1|
p 1100 100 100""¢ " lg 1 o™ 1 11
1.5 T T T T I
//" référence
e —— - poursuite
il .
0.5L J
x O |
05k J
1] J
-1.5 I I I I I
1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15
X2
Figure 3.14 : Poursuite d’une trajectoire circulaire
12 1 1 T T 1 1 1 ] ]
xe
1L ve L
sl theta(e)
0.6 A
T 0.4 A
It
(0]
£ 0.2} A
g
¢ ol —_——
oz, / ,
0.4} A
0.6} 4
-0.8 I I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 45 5

time(s)

Figure 3.15 : Erreurs de poursuite d’une trajectoire circulaire
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Figure 3.16 : Vitesses de controle v et w

Si nous choisissons une autre position initiale au robot avec les mémes valeurs des

paramétres du contrdleur: p = (x,, H)T = (1,1.5,%

2 T T T T L

référence
— ~| —— - poursuite

1.5

0.5

x1

-1.5 r r r r r
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figure 3.17 : Poursuite d’une trajectoire circulaire
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2 T T T T T T T T T
xe
ye

15k theta(e) []

o
o
T
1

xe-ye-theta(e)
o
/?

-1.5 I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

time(s)

Figure 3.18 : Erreurs de poursuite d’une trajectoire circulaire

10 T T T T ] ] ] T 11

Figure 3.19 : Vitesses de controle v et w

Les résultats obtenus montrent que le suivi n’est pas parfait a cause de la non prise en

compte de plusieurs facteurs dans le calcul de la commande.
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L’erreur de posture du robot ne converge pas complétement vers zéro et les vitesses réelles
du robot ne convergent pas non plus vers les vitesses de références choisies. D’apres les
simulations réalisées, nous retenons les remarques suivantes :
I.  Plus &, est élevé, plus la poursuite de la trajectoire de référence devient trés lente;
I’opération de dérivation amplifie le bruit, une attention particuliere doit étre

donnée au comportement statique.

II.  Un £k, élevé risque de provoquer un broutement du comportement a cause de la

quantification des vitesses de controle v et w.

II.  Plus k, est élevé, plus le systéme en boucle fermé risque d’osciller a cause du risque
de la saturation des grandeurs de commande v et w qui implique que le systéme
fonctionne en boucle ouverte durant la saturation; inversement, plus k, est faible,

plus le systéme est mou.

IV.  un compromis doit étre trouvé afin d’assurer le meilleur comportement pour les

trois parametres de controleur (k,, ki, kq).

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, différentes approches de suivi d’une trajectoire ont été présentées
afin de prendre en considération deux approches, une commande par un controleur
classique PID et une commande par un retour d’état basé sur le contréleur de backstepping
avec des travaux de simulation. Nous avons montré que les deux approches n’assurent pas
de bons résultats de suivi, quelque soit la forme de trajectoire a suivre ainsi que les deux
approches n’assurent pas d’une maniére générale, une bonne stabilité du robot mobile.

Dans le prochain chapitre nous proposons une nouvelle approche basée sur les
théories des modes de glissement modernes (GFTSM); cette approche fait preuve de
robustesse et de performance lors de son implémentation pour les suivis des trajectoires
des robots mobiles, notamment de types unicycle et assure une meilleure stabilité et nous
avons illustré D’avantage de la technique de la commande robuste avec travaux de

simulations qui font ressortir la robustesse de la commande proposée.
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CHAPITRE 4

APPLICATION D’UNE COMMANDE ROBUSTE DE TYPE
FTSM

4.1 Introduction

La commande de mouvement des robots mobiles a trouvé une attention considérable
durant ces derniéres années. La plupart des travaux entrepris sont concentrés sur les
problémes de génération de trajectoires du point de vue de la cinématique, c’est-a-dire
considérer le systeme des vitesses comme grandeurs de commande et ignorer la dynamique
du systeme mécanique. Il existe peu de travaux qui ont été publiés sur la commande avec

la présence d’incertitudes dans le modele dynamique.

En effet, Il y a trois taches possibles pour un robot mobile qui sont : la stabilisation
point a point, le suivi d'un chemin et le suivi d'une trajectoire. La stabilisation point a point
nécessite que le robot se déplace d’un point A a un point B sans conditions sur son
déplacement entre ces deux points. Le suivi d’un chemin nécessite que le robot doive se
déplacer le long d'un chemin géométrique. Le suivi d’une trajectoire est le méme que le

suivi d’un chemin sauf que le robot évolue avec une vitesse donnée.

Dans ce chapitre, on va présenter une étude théorique de la commande robuste par
mode de glissement et puis son application sur un robot non holonome afin que ce dernier
puisse suivre une trajectoire de référence. Différentes trajectoires de références sont prises
en considération, premi¢rement une droite, puis une trajectoire circulaire et enfin une

trajectoire sinusoidale.
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4.2 La commande robuste par mode de glissement (FTSM)

Cette commande robuste (Fast Terminal Sliding Mode) a pour objectif d’ajouter des
fonctions non linéaires dans la conception de la surface de glissement ainsi que d’accélérer
I’état du systeme afin de rejoindre la surface dans un temps fini tout en éliminant le

phénomene de broutement.

L'objectif de notre commande est la minimisation de l'erreur de suivi de la trajectoire
dans le but de renforcer davantage la stabilité du robot tout en se basant sur la théorie de

Lyapunov.
4.2.1 Conception de la surface de glissement par la méthode de FTSM

4.2.1.1 1a méthode traditionnelle de FTSM :

Un type d’une surface de glissement a été proposé pour la conception de la surface

de glissement et sa forme peut étre donnée comme suit :
s=x+px¥P =0 4.1
Avecx R™, B>0,p,q(p > q) des paramétres positifs.

L’équation (4.1) peut s’écrire :

ax _ _p.al/p
B
D’ou dt = —%x"m’dx et on aura :
P p-q
ts = |x(0)] 4.2)

B(r-a)
Le point d’équilibre x = 0 s’appelle aussi attracteur terminal.

La vitesse de convergence s’améliore par le terme de non linéarité fx9/P, cependant
le temps de convergence du FTSM n’est pas optimal a cause de la vitesse de convergence

de I’équation (4.2) lorsque (p = q) et quand 1’état du systéme s’approche de 1’équilibre.
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En effet une nouvelle approche de la méme méthode a été présentée par Park et al. et

qui s’appelé GFTSM (global fast terminal sliding mode).
4.2.1.2 1a méthode globale (GFTSM)

Cette nouvelle conception de la surface de glissement, proposée par Park est donnée

comme suit :
s=x+ax+ px?P =0 (4.3)
oux R"™etap=>0,p, q(p > q) des paramétres positifs.

D’aprés 1’équation (4.3), Nous avons:
a
X = —ax — fxp (4.4)
Si nous divisons I’équation (4.4) par x9/P nous obtenons:

q
xr’%+ax p=—p (4.5)

-4
En posant y = X , on obtient:

d fa 4
=P, = (4.6)
En se basant sur I’équation différentielle du premier ordre:

ﬂ_p A —
1 TPy = @(x)

Nous avons:

y =exp (, p(x)dx)(l @ (x)exp (l p(x)dx)dx + c)
Lorsque ¢ =0 et ¢ = »(0) nous obtenons la solution de 1’équation (4.5) comme suit:
y:'a—ﬁ+§exp(?at)+y(0)exp(?at) (4.7)

Lorsque ¢ =0,y =0 et t =t, ’équation (4.7) devient:
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M‘? 0 — exp(?ats) (4.8)

D’aprés 1’équation (4.8), nous déterminons le temps d’arrivée (reaching time) :

b—q
__0p ax(0) P +f
te = oo = (4.9)

Par un choix des valeurs des paramétres a,f,p,q le systeme peut atteindre la

surface dans un temps d’arrivée ¢,. D’apres 1’équation (4.4).nous avons :

[
X = —ax — fxp

Lorsque I’état du systeme est loin de 1’origine, alors le temps de convergence est décidé

[
par ’attracteur terminal (X = Sx?) et quand 1’état du systéme est proche de 1’origine x=0,
le temps de convergence est décidé par 1’équation (¥ = —ax) . Exponentiellement x
converge vers zéro, cependant ’attracteur terminal est implémenté dans la surface de

glissement et fait converger I’état du systéme dans un temps fini.

4.3 Application de l1a commande sur le robot mobile

L’application de la loi de commande par modes glissants sur le robot peut étre

schématisée par la figure (4.1).

A
Y] w
Trajectoire
de
référence
X, X,
P=|Y, Pe=|V. ¥ )
’ gr 6, Commande L}} Mool
' par mode
T > de » cinématique > p
glissement du robot

[p

Figure 4.1 : Architecture de la commande par mode glissant

78



Chapitre 4 Application d’une commande robuste de type FTSM

4.3.1 Conception de la loi de commande
Le processus de commande par mode de glissement peut étre divisé en deux étapes:

» Choix d'une surface de glissement ou d’une fonction de commutation appropriée.

» Détermination d'une loi de commande discontinue sur la surface de glissement.
4.3.1.1 Choix de la fonction de commutation

Le mode¢le cinématique du robot représente deux entrées non linéaires, cependant la
fonction de commutation est difficile a choisir, alors pour simplifier le probléme tout en se
basant sur 1’équation (4.4), nous prenons 8, comme la premiere surface de glissement

alors :

6, =—ab, — ﬁee% (4.10)
Lorsque 6,converge vers zéro le modele (3.21) devient :
Xo = WY, —V+ 1, (4.11)
Ve = —WyXe (4.12)
La fonction de commutation peut étre représentée comme suit :
S=Xe— Ve (4.13)

Dans le but de faire converger s vers zéro, x, converge vers Y, et tous les deux convergent

vers zEro.

Les surfaces de glissements peuvent étre mises sous la forme suivante :

_ . [
. |;;| = |G + ade + B6,?| (4.14)

Xe — Ye

4.3.1.2 Loi de commande

D’apres 1’équation (4.4), nous avons :

. a
6, = —ab, — fO,? (4.15)
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Alors la loi de controle appliquée sur la vitesse angulaire du robot est comme suit :

a
p

w=w,+ab, +p6, (4.16)

La loi de commande par mode de glissement basée sur I’approche de la loi d’arrivée avec

une puissante vitesse d’arrivée est appliquée sur la vitesse linéaire du robot.
Cette loi d’arrivée avec une puissante vitesse d’arrivée est donnée comme suit :
s = —K|s|6sgn(s) 4.17)
avec K>0et 0<é<l1

Cette loi d’arrivée augmente la vitesse de convergence lorsque 1’état du systéme est
loin de ’origine et la diminue lorsque 1’état est proche de I’équilibre, le résultat est plus

rapide et le phénomene de broutement est négligeable.

En utilisant I’équation (4.17) et en dérivant 1’équation (4.13), nous obtenons:

Sp = —k|sz|‘5sgn(sz)
= wyY, —V+ 1+ wx, (4.18)
La loi de contrdle est donnée par :
V=wpYe + U+ wpx, + k|sz|6sgn(sz) (4.19)

La loi de commande appliquée sur le robot est donnée comme suit:

Wy Yo + Uy + WX, + k|sz|6sgn(sz)

v
q=|,l=1 a | (4.20)
o wy + abe + fO,7
4.3.1.3 Choix de la fonction de Lyapunov
Le choix de fonction de Lyapunov est donné comme suit :
1.2
v==-0 4.21)
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La dérivée de cette fonction est donnée par:

. q
VU =6,0, = 0,(—ab, — p6.P)

419

= —aeez - .Beep

ou p, q sont des parameétres positives et p > q alors

q
—a6,%— po,r <0

L’utilisation de la loi commande (4.20) peut mettre le systéme asymptotiquement
stable et ’erreur de posture du robot p, = (xe, Ve, He)T converge vers zéros dans un

temps fini.

Un autre choix de la fonction de Lyapunov peut également rendre le systéme

asymptotiquement stable.
vs = 15,7 (4.22)
La dérivée de cette fonction est donnée par:
Us = $,8; = S, (—k|s;|°sgn(sy))
= —k|s;|°** <0 (4.23)

4.4 Travaux de simulation et résultats

Nous disposons pour cela d’un chemin de référence, sous une forme d'une séquence

de configuration d'état du robot c'est-a-dire a chaque instant, on a :

o La configuration de référence  p, = (Xy, ¥, 6,)"

e Vitesse de référence: g, = (Ur, Wr)T

En complément a ce chemin, nous disposons d'informations courantes, correspondant

aux caractéristiques réelles du véhicule, comme :

e La configuration Courante : p = (x,y, 8)"

eLa vitesse courante : q = (v, w)T
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A-Simulations pour une trajectoire rectiligne

Nous choisissons :

m rad
L4 Ur=1?,a)r:17

e La configuration de référence:

, X = a.t
Pr = (%r Y 0r)" = {x;r :at ,avec a=8/15.

e les paramétres de la commande :
k=5 =6, 6§ =05,
p=11,q=9a =12

e [’erreur de poursuite :

Pe = (¥e: Ve 0c)" = (1,055

15 1 1 T T 1 1 1 ] (]
référence
—— - poursuite
10k i
N
x
5L i
0 I
-1 8 9

Figure 4.4 : Poursuite d’une trajectoire rectiligne
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Xe

ye
theta(e)

0.5

xe-ye-angele er

1.5 L L
0

time(s)

Figure 4.5 : Erreurs de Poursuite

12 . T

10| -

controle v & controle w
»
[]
1

o

temps(s)

Figure 4.6 : Vitesses de commande v et w
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Nous choisissons un second cas avec pe = (Xe, e, He)T = (0.5,0.5,%

16 T T T T T T T T T
référence
14 L —— - poursuite H
12L -
10} -
8| i
N
X
6 -
44 -
2 _
oL -
-2 I I I I I I I I I
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
x1
Figure 4.7 : Poursuite d’une trajectoire rectiligne
0.8 : :
xe
0.7} ye a
theta(e)
]
o
S i
(o))
c
(]
o -
>
@
x
-0.1 V L r
0 5 10 15

time(s)

Figure 4.8 : Erreurs de poursuite
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16 . T

141 —— Wi

12 -

104 -

controle v & controle w
oo
[
1

temps(s)

Figure 4.9 : Vitesses de commande v et w

Les figures (4.5) et (4.8) montrent une convergence de 1’erreur de position du robot mobile
vers z€ro; dans la figure (4.5), le temps de convergence est presque de 5 secondes et de 4
secondes dans la figure (4.8).

Les figures (4.6) et (4.9) montrent le suivi des vitesses linéaire et angulaire par rapport aux

vitesses de références.
B-Simulations pour une trajectoire circulaire

Nous choisissons :

m rad v,
L] Ur:].?,Wr:lT T:w—r
B

e La configuration de référence:

Xy = T.COS(wrt) = COS(t)

Pr = (Xr ¥ 6:)'={ ¥ = r.sin(w,t) = sin (t)
O, =wt=t

e les paramétres de la commande :
k=5 =6 =05,
p=11,q=9a =12

85



Chapitre 4 Application d’une commande robuste de type FTSM

e [’erreur de poursuite :

Pe = (¥e:Yer0c)" = (0.5,-05,%

15 T T T T L

reférence

N S —— - poursuite

1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

08 T T T T T T T T T

Xe

ye
te [|

0.6

0.4 . |

0.24 -

xe-ye-angel er

o
o

Figure 4.11 : Erreurs de poursuite
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16 T T T T T T T

14 L .

12 -

10} -

controle v & controle w
oo
Ll
1

I

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
temps(s)

o

Figure 4.12: Vitesses de commande v et w

Nous choisissons dans ce deuxiéme cas les valeurs suivantes:

m rad v,
L] Ur:]-?wr:lT T:w—r
e

e La configuration de référence
Xy = T.COS(wyt) = COS(t)
Pr = (X ¥r 0:)={ ¥ = r.sin(w,ty = sin (t)

O =w t=t

e les paramétres de la commande :
k=5 =6, =05 p=7q9g=5a=12

e [’erreur de poursuite

Pe = (¥e:Ye: 6c)" (05,05, %
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0.6

reférence
—— - poursuite

X2

08 T T ] ] T T T

Xe

ye
teta(e)

0.6 -

0.5} -

0.4 f -

xe-ye-angele er

0.3 -

0.2 -

0.1p -

0 r I T L r
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

time(s)

Figure 4.14 : Erreurs de poursuite
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16 T T T T T T T T T

141 —— Wi

12 -

10} -

controle v & controle w
oo
1

0 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

temps(s)

Figure 4.15 : Vitesses de commande v et w

Les figures (4.11) et (4.14) illustrent la convergence de I’erreur de position du robot
vers zéro; sur la figure (4.11) on remarque que le temps de convergence est de presque 5
secondes et il est de 3 secondes sur la figure (4.14).

Les vitesses linéaire et angulaire réelles du robot convergent bien vers les vitesses de

références comme on peut le constater sur les figures (4.12) et (4.15).
C- Simulation pour une trajectoire sinusoidale

Nous choisissons :

m rad
b Ur=1?,wr:17

e La configuration de référence

X, =t
br = (xr:yrl er)T:{ r= Sin(.wrt.)
= wpt =t

e les paramétres de la commande :
k=5 =6,6=05 p=11g=9,a=12.
e [’erreur de poursuite

pe = (xe: }’el ee)T(O-5, _05, %
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15 T T T T L
réference
J\ —— - poursuite
1k -
i
0.5 ] ceofs -
gt
_0 5 ‘ ‘ . I .......
1k -
-1.5 r ] r r r
-10 0 10 20 30 40 50
x1
Figure 4.16 : Poursuite d’une trajectoire sinusoidale
08 T T T T T T T T T
xe
0.6 ye L
teta(e)
0.4 -
5 0.2 i
o
[
g ol
o
>
2 02 i
-0.4 -
-0.6 i
-0.8 r r ] ] r r r ] ]
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

time(s)

Figure 4.17 : Erreurs de poursuite
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16 T T T T T T T T T

141 —— Wi

12 -

104 -

controle v & controle w
oo
]
1

I I I I I I I I

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
temps(s)

o

Figure 4.18 : Vitesses de commande v et w

Et si Nous choisissons :

m rad
b Ur=1?,wr:17

La configuration de référence:

X, =t
Pr = (%r ¥r: 0)" = |y = sin(w, t)
O, =w, t=t

e les paramétres de la commande :

k=58=68=05p=7qg=5a=12

e [’erreur de poursuite

Pe = (¥e:Yer 0c)" (05,05,
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15 T T T T L

réference
—— - poursuite

-1.5
-10 0 10 20 30 40 50

x1

Figure 4.19 : Poursuite d’une trajectoire sinusoidale
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Figure 4.20 : Erreurs de Poursuite
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16 T T T T T T T T T
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oo
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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Figure 4.21: Vitesses de commande v et w

La commande proposée assure bien la convergence de I’erreur de position du robot
vers z€ro; sur les figures (4.17) et (4.20) on constate que le temps de convergence est de
presque 3 secondes pour les deux cas de figures de I’erreur de posture initiale.

Les figures (4.18) et (4.21) montrent la convergence des vitesses linéaire et angulaire
du robot vers les vitesses de références dans un temps trés court, de I’ordre d’une seconde.

La commande proposée montre sa robustesse dans les trois formes de trajectoires de
références considérées, que ce soit une trajectoire rectiligne, circulaire ou sinusoidale.
L’erreur de posture du robot converge vers zéro dans de courtes durées quelque soient les
valeurs initiales de I’erreur de posture considérées, la commande proposée fait converger

I’état courant du robot mobile vers sa référence.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle approche pour le suivi de trajectoires pour un robot
mobile non-holonome a été développée. Cette méthode est basée sur la théorie de la
commande par mode de glissement, I’avantage principal de cette technique par rapport a la
plupart des approches existantes dans la littérature est de permettre au robot de pouvoir

suivre des trajectoires de références, tout en considérant la fonction de Lyapunov dans le
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domaine de 1’espace d’état dans le but de permettre au systeme d’étre asymptotiquement

stable .

L’approche proposée du mode glissant est composée d’une loi de commande basée
sur la fonction de commutation pour la deuxiéme surface de glissement choisie qui est en
fonction de x, et y, ainsi que la premicre surface de glissement qui en fonction de 6,. Cette
derniére est choisie par une fonction non linéaire proposée par Park dans le but de faire

accélérer 1’état du systéme pour rejoindre la surface dans un temps fini.

Cette commande proposée démontre une bonne performance de suivi en dépit de la
grande erreur initiale. La posture du robot converge vers la trajectoire souhaitée en des
temps trés courts et cette commande permet d'obtenir de bons résultats en termes de

poursuite de trajectoires.

Les résultats des simulations entreprises ont démontré la robustesse de 1’approche
proposée et permettent non seulement de garantir la précision élevée des suivis, mais aussi

de garder une grande stabilité du robot mobile.
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CONCLUSION GENERALE

Les travaux présentés dans ce mémoire portent sur le suivi de trajectoires d’un robot

mobile non holonome de type unicycle.

Notre travail est essentiellement ax¢é sur les lois de commande classiques et
améliorées étudiées par Utkin, Gao et al, Park et al, Liu et Wang et enfin Hung. On a pensé
qu’il est intéressant de retrouver ces lois de commande sous le contexte de la géométrie
différentielle ou dans les approches de la commande par modes glissants, basée sur la loi

d’arrivée, avec une vitesse d’arrivée constante ou avec une puissante vitesse d’arrivée.

Ce travail se base sur les systémes de commande a structure variable qui sont des
systemes de commande dans lesquels les paramétres du régulateur peuvent varier par a
coups et prendre ainsi deux valeurs possibles suivant le signe d'une fonction dépendante

des coordonnées du systeme dans l'espace de phase.

On a commencé notre travail de recherche par une modélisation des différents types
de robots mobiles et a leur étude cinématique. Ensuite, nous avons développé les différents
formalismes mathématiques des systémes a structure variables et nous avons fait une étude
sur les différentes lois de commandes par mode de glissement qui sont convenablement
exploitées. Nous avons proposé une commande robuste par mode de glissement adéquate
de type GFTSM qui contient des fonctions non lin€aires dans la conception de la surface
de glissement et qui accélere 1’état du systeéme pour la rejoindre dans un temps fini tout en

¢liminant le phénomene de broutement (chattering).

Différentes méthodes de poursuite de trajectoires ont été présentées tout en se basant,
dans notre travail, a la comparaison entre les résultats de simulation des deux approches de
commande classique proposées. La premicre est une commande classique de type PID et
la seconde consiste en une approche par retour d’état d’une loi de commande non linéaire,

basée sur le contrdle par backstepping avec des travaux de simulation.
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Dans la phase finale, on a développé et implémenté un algorithme permettant la
stabilisation asymptotique des erreurs de suivi de trajectoires. Il est intéressant de
synthétiser une loi de commande robuste garantissant la stabilisation en temps fini des
erreurs de suivi. Les résultats de la simulation développée ont montré clairement
I’efficacité de la commande par mode glissant de type GFTSM et que les erreurs de
poursuite convergent vers z€ro en un temps fini, tout en garantissant la stabilité du systéme
a 1’aide d’une fonction de Lyapunov. Les résultats des diverses applications entreprises
pour une poursuite de trajectoires et présentées dans ce travail montrent la fidélité de la

réponse de ce type de commande.

En ce qui concerne les perspectives, nous envisageons, dans nos prochains travaux,

de nous focaliser sur les directives suivantes:

= recourir vers les outils de I’intelligence artificielle dans le but d’Optimisations
des parametres de systéeme de commande.

=  Application de la commande sur un modele dynamique en tenant compte des
perturbations et des retards sur les mesures.

= réaliser le suivi de trajectoire par I’utilisation d’'une commande avec un
observateur mode glissant.

= Appliquer I’approche proposée sur des robots manipulateurs mobiles.
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