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Introduction générale

En 1933, Dirac a considéré que la formulation lagrangienne est plus fondamentale que la formulation

hamiltonienne. Il est arrivé à la conclusion que le propagateur de la mécanique quantique est analogue

à exp
�
i
~S
�
où S est l�action classique évaluée le long du chemin classique [1]. En 1948, Feynman à déve-

loppé la suggestion de Dirac et a réussi à dériver une troisième formulation de la mécanique quantique

appelée formulation des intégrales de chemins [2]. Le coeur de cette formulation est le propagateur qui

contient toutes les informations du système physique.

Depuis l�introduction des transformations spatio-temporelles dans ce formalisme [3� 42], et surtout

les corrections purment quantiques [43], une classe de potentiels sans spin a été soulitionnée [44], ce-

pendant malgré le succés apparent de cette formulation théorique, du point de vue pratique il subsiste

certaines di¢ cultés comme l�obtention de solutions de certains problèmes solubles par l�équation de

Schrödinger.

Par ailleurs en mécanique quantique, il existe d�autres phénomènes physiques qui ne peuvent être

expliquées de manière acceptable qu�aprés introduction de l�entité fondamentale qui est représentée par

le spin.

Cette catégorie de phénomènes peut être cependant décrite correctement par l�intermédiaire de

l�équation de Pauli qui n�est qu�un prolongement de l�équation de Schrödinger par un terme additif dû

au couplage du spin avec le champ. Il est ainsi utile pour la physique appliquée d�avoir une classe de

problèmes solubles de cette équation de Pauli. Par exemple, la classe connue de champs en rotation,

dépendante du temps et interagissant avec un atome avec deux niveaux où les probabilités de transition

[45] ont des expressions analytiques sont d�un intêret particulier.

Le problème du spin dont la di¢ culté principale réside dans le fait que cette grandeur physique

n�a pas d�analogue classique. Sa nature exclusivement discrète rend sa description di¢ cile au moyen de

chemins qui par essence sont continue.

Des modèles à cet e¤et, ont été élaborés, comme le modèle bosonique ou fermionique de Schwinger

3



[46� 48], et surtout l�introduction de variables anticommutantes dites de Grassmann et les variables

angulaires [49� 52] ont permis de contourner cette di¢ culté. Du point de vue pédagogique, des solu-

tions pour des interactions combinant le spin et d�autre variables par l�équation de Schrödinger peuvent

être trouvées dans des livres de mécanique quantique usuels. Par le formalisme des intégrales de che-

mins, il n�y a que quelques interactions de ce type qui ont été traités [53� 60] en utilisant le modèle

fermionique ou bosonique de Schwinger. Mais il est rare de trouve un calcule explicite en utlisant la

représentation géométrique du spin [61� 65] : Pour ce faire, l�espace des états cohérents angulaires

peut être adéquat à cette étude (chapitre 2). Comme on va le voir à travers cette thèse, l�utilisation des

états cohérents est parfois nécessaire pour le calcul du propagateur si l�on doit formuler suivant l�idée

de Feynman à savoir une somme sur les chemins possibles, ces chemins étant a¤ectés d�un poids c�est

à dire
R
D(path) exp i

~S(path); avec S =
R
Ldt c�est l�action du système.

Le présent these illustre le formalisme des intégrales de chemins dans la représentation des états co-

hérents angulaire en résolvant certains problèmes importants de la mécanique quantique non-relativiste.

Tout d�abord, par leur variété, ils permettent d�acquérir une grande maîtrise des techniques mathéma-

tiques indispensable à l�étude de la théorie quantique, dans le cadre des notions familières de la physique

classique. D�autre part, ils interviennent largement dans la solution des sujets modernes ; il arrive sou-

vent que les représentations intégrales des problèmes complexes se réduisent à celles de ces problèmes

élémentaires [66].

Dans le premier chapitre, nous présentons en premier lieu l�intégrale de chemin en representation

des états cohérents bosonique et angulaires.

Le problème de la particule spinorielle et neutre à un moment magnétique en mouvement sous

l�action d�une onde éléctromagnétique de polarisation circulaire [67] est traités dans le chapitre 2. Celui

de la particule en interaction avec la combinaison de l�oscillateur harmonique et d�un champ magnétique

en rotation est traité dans le chapitre 3. Signalons que les calculs de ce chapitre et coincide avec ceux

obtenue par Merdaci et all [56] en utilisant le model fermionique de schwinger.

L�interaction d�un atome très lourd de spin 1
2
ou systéme à deux états en interaction avec un champs
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magnétiques dépendants du temps, fait l�objet du chapitre 4:

Signalons que les calculs de ce chapitre ont été realises par T. Boudjedaa et all [54] et ceux de

l�article de M.J.Tahmasebi and Y.Sobouti [68] en utilisant la méthode de la classi�cation.

L�extenstion de ce formalisme au systeme d�ont l�hamiltonian et pseudo-hermitique [69] fait l�objet

du chapitre 5: Signalons aussi que les calculs de ce chapitre coincide avec l�article de Y. Ben-Aryeh et

all [70] en utilisant la méthode algébrique.
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Chapitre 1

Etats Cohérents de l�oscillateur

harmonique et de moment angulaire

1.1 Introduction

Les états cohérents jzi de l�oscillateur harmonique ont été introduit pour la première fois par Schrö-

dinger en 1926 en cherchant le minimum de la relation d�Heisenberg [71] : Ces états cohérents ont été

généralisés par perelomov [72] et leurs introductions dans le formalisme des intégrales de chemins au

moyen des états cohérents de type bosoniques ou fermioniques, et en fonctions des angles ont été faits

par divers auteurs comme Klauder [46], Ohniki et Kashiwa, [47] et Klauder respectevemet [49� 52] :

Les états cohérents sont utilisés dans les di¤erents domaines de la physique particuliéremet en optique

quantique [73] : Par exemple le champ produit par un laser et décrit par un états cohérent bosonique.

Ils ont un nombre de propriétés intéressantes, et sont dé�nis alternativement par :

i)états propres de l�opérateur d�annihilation a qui véri�ent la relation de commutation
�
ay; a

�
= 1

ii)sont crées à partir de l�état de vide j0i par l�opérateur unitaire dit de déplacement D

iii)états pour lesquels l�incertitude de Heisenberg est minimale.
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1.2 Propriétés des états cohérents d�un oscillateur harmo-

nique

Considérons donc le problème aux valeurs propres de l�opérateur de destruction a

a jzi = z jzi ; (1.1)

où z est un nomber complexe. L�adjoint de cette relation est

hzj ay = z� hzj : (1.2)

Nous allons montrer l�existence des états jzi en les construisant explicitement. Pour cela, nous multi-

plions (1:1) par hnj état nombre :

hn jaj zi = zhn jzi : (1.3)

Par ailleurs, l�adjoint de la relation ay jni =
p
n+ 1 jn+ 1i et hnj a =

p
n+ 1 hn+ 1j : Multipliant cette

égalité par jzi conduit à

hn jaj zi =
p
n+ 1hn+ 1 jzi : (1.4)

En égalant les membres de droite des deux dernière égalités, nous obtenons

hn jzi = zp
n
hn� 1 jzi = znp

n!
h0 jzi : (1.5)

En utilisant la décomposition de l�unité 1 =
P

n jni hnj ;on trouve

jzi =
1X
n=0

jni hnj zi =
1X
n=0

znp
n!
jni h0 jzi ; (1.6)
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ce qui conduit à

hz jzi = h0 jzi
1X
n=0

znp
n!
hz jni = h0 jzi

1X
n=0

znp
n!

(z�)np
n!
hz j0i ;

= jh0 jzij2
1X
n=0

jzj2n

n!
= jh0 jzij2 ejzj

2

: (1.7)

Puisque la norme est �nie, sa valeur est arbitraire. Donc, nous faisons le chois

h0 jzi = hz j0i = e�jzj
2=2; (1.8)

ce qui conduit à hz jzi = 1: De cette manière, les états propres de l�opérateur de destruction a sont

univoquemet de�nis comme

jzi = e�jzj
2=2

1X
n=0

znp
n!
jni : (1.9)

On appelle états cohérents les états propre (1:9) : L�expression (1:9) pour les l�état cohérent jzi résulte

de l�action d�un opérateur agissant sur le vide. Pour ce travail,nous partons de la propriété

eza
y j0i =

1X
n=0

znp
n!

�
ay
�n j0i (1.10)

Puisque a j0i = 0 j0i, on peut remplacer j0i par e�z�a j0i sans rien modi�er .Donc

e�jzj
2=2eza

y
e�z

�a j0i = e�jzj
2=2

1X
n=0

znp
n!
jni = jzi : (1.11)

Pour terminer cette dérivation, nous utilisons le théorème :

eAeB = eA+B+
1
2
[A;B]; (1.12)

pour tout couple d�operateurs A et B qui commutent avec leur commutateur. Ce théorème conduit au

résultat

jzi = eza
y�z�a j0i = D (z) j0i ; (1.13)
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qui exprime d�une manière compacte la relation entre le vide et un état cohérent en terme d�un opérateur

unitaire de déplacement D (z) : L�opérateur D (z) véri�e les propreiétés suivantes

D (z)Dy (z) = Dy (z)D (z) = 1; Dy (z) = D (�z) ; (1.14)

D (z)D (z0) = exp

�
zz0� � z�z0

2

�
D(z + z0); (1.15)

d�ou

D (z)D (z0) = exp (zz0� � z�z0)D (z0)D (z) (1.16)

Il est facile de montrer que

[a;D (z)] = zD (z) ;
�
ay; D (z)

�
= z�D (z) ; (1.17)

Dy (z) aD (z) = a+ z; Dy (z) ayD (z) = ay + z�; (1.18)

pour cette raison, l�operateur D (z) est appelé opérateur de Déplacemet. Il reste une di¢ culté à sur

monter,c�est celle de véri�er que les états cohérents forment une base orthonormée. Nous allons démon-

trer dans cette section que les états cohérents forment une base, mais d�une nature assez particulière

car elle n�est pas orthogonale. Nous allons aussi voir qu�il est parfaitement possible de travailler avec

une base qui ne béné�cie pas de cette propriété qui semble essentielle en mecanique quantique. Nous

savons déjà que la de�nition (1:9) impliquent que les états cohérents sont normalisables, et nous avons

fait le choix hz jzi = 1: Considérons maintenant le produit scalaire de deux états cohérents

hz jz0i = e�(jzj
2+jz0j2)=2

1X
n;m

z�np
n!

(z0)mp
m!
hn jmi

= e�(jzj
2+jz0j2)=2

1X
n;m

(z�z0)n

n!
= e�(jzj

2+jz0j2)=2ez
�z0 ; (1.19)
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et donc

jhz jz0ij2 = exp
�
� jz � z0j2

�
: (1.20)

Les états cohérents ne sont pas orthogonaux et ne peuvent donc pas former un ensemble de vecteurs

linéairement idépendants. Par contre, il a une propriété essenstielle qui reste véri�é, à savoir l�existence

d�une relation de fermuture ou décomposition de l�unité. Pour démontrer cela, nous avons

1

�

Z
jzi hzj d2z = 1

�

Z
e�jzj

2
1X
n;m

(z)np
n!

(z�)mp
m!

jni hmj d2z

=
1

�

1X
n;m

jni hmjp
n!m!

Z +1

0

e�jzj
2

jzjn+m jzj d jzj
Z 2�

0

d�ei(m�n)�

on integre sur � on trouve

=
1

�

1X
n;m

jni hmjp
n!m!

2��n;m

Z +1

0

jzjn+m+1 e�jzj
2

d jzj ; (1.21)

on pose x = jzj2 d�ou
1

�

Z
jzi hzj d2z = 1

�

1X
n;m

jni hmjp
n!m!

��n;m

Z +1

0

xne�xdx

=
1

�

1X
n;m

jni hmjp
n!m!

��n;mn! =
1X
n

jni hnj = 1; (1.22)

cette relation représente la relation de ferméture et tout état peut s�écrire dans la base des états

cohérents

j i =
1X
n

cn jni =
1X
n

cn
1p
n!

�
ay
�n j0i =  

�
ay
�
j0i

=
1

�

Z
jzi hzj 

�
ay
�
j0i d2z

=
1

�

Z
jzi hz j0i (z�) d2z; (1.23)
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en utilisant la relation (1:8) ; ceci conduit à l�égalité

j i = 1

�

Z
d2z (z�) e�jzj

2=2 jzi : (1.24)

En particulier, si j i est l�état cohérent jz0i, on a

cn = e�jz
0j2=2 z

0n
p
n!
; (1.25)

 (z�) =
1X
n

e�jz
0j2=2 (z

0z�)n

n!
; (1.26)

et donc

jz0i = 1

�

Z
d2ze�(jzj

2+jz0j2�2z�z0)=2 jzi : (1.27)

Ainsi la base des états cohérents est surcomplète puisque tout vecteur de la base peut être exprimé

comme une combinaison linéaire de tous les vecteurs de la base.

Etudions maintenant les propriétés physiques de ces états cohérents.

� La valeur moyenne du nombre de photons dans un états cohérent jzi

hni = hz
���aya��� zi = jzj2 : (1.28)

� La valeur moyenne de n2 dans ce même états

hn2i = hz
���ayaaya��� zi = hz ���ayayaa+ a

y
a
��� zi = jzj4 + jzj2 = hni2 + hni: (1.29)

� La variance d�un état cohérent

�n = hn2i � hni2 = hni: (1.30)
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� La �uctuation du nombre de photons

f (n) =
hn2i � hni2
hni2 =

1

hni : (1.31)

Cette propriété est fondamentale : plus l�intensité associe à un état cohérent est élevée, plus les

�uctuations outour de cette intensité sont petites. C�est de cette propriété que les états cohérents tirent

leur nom. C�est aussi par le biais de cette propriété qu�une relation peut être établie entre les états

cohérents et le champ produit par un laser qui est en bonne première approximation dans un état

cohérent. La probabilité de trouver n photons dans l�état cohérent jzi est donnée par la distribution de

poison

Pn = jhn jzij2 =
jzj2n

n!
e�jzj

2

=
hnin
n!

e�hni: (1.32)

Pour terminer cette section, nous allons évaluer les valeurs moyennes de la position et de l�impulstion

dans l�état cohérent. Ces valeurs peuvent être obtenus en exprimant X et P en fonction de a et a
y

X =

r
~
2m!

�
a
y
+ a
�
; P = i

r
~m!
2

�
a
y � a

�
; (1.33)

par un calcul simple en trouve

hXiz = hz jXj zi =
r
2~
m!

(z + z�) ; hP iz = hz jP j zi = i
p
2~m! (z � z�) ; (1.34)

hX2iz =
~
2m!

�
(z + z�)2 + 1

�
; hP 2iz =

~m!
2

�
1� (z � z�)2

�
; (1.35)

et donc

�Xz =

r
2~
m!

; �Xz =

r
m!

2~
: (1.36)

On note que �X:�P prend sa valeur minimale :

�Xz:�Pz =
~
2
; (1.37)
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qui ce traduit par la relation

hz
��aya�� zi = hz ��ay�� zihz jaj zi; (1.38)

pour les états j i 6= jzi qui di¤èrent des états cohérents l�incertitude de Heiesberg s�écrit

h 
��aya�� i � h ��ay�� ih jaj i: (1.39)

1.3 Propagateur dans la base des états cohérents bosonique

L�amplitude de transition de l�états initial jzii à l�instant t = ti = 0 vers l�états �nal jzfi à t = tf = T ,

est dé�nie par les éléments de matrice de l�operateur d�évolution du temps

K (zf ; zi;T ) = hzf j U (T; 0) j zii; (1.40)

où

U (T; 0) = TD exp(�
i

~

Z T

0

Hdt);

avec TD est l�opérateur chronologique de Dyson. Pour passer à la représentation path-intégral sub-

divisons l�intervalle de temps [0; T ] en N + 1 intervalles de longueur " pour lesquels les N instants

intermédiaires se répartissant régulièrement entre 0 et T . C�est-à-dire T = (N +1)" et à la �n on prend

la limite N !1: En peut écrire l�operateur d�évolution sous cette forme :

U (T; 0) =
n=N+1

�
n=1

U(tn; tn�1): (1.41)

Nous introduisons les relations de fermétures entre chaque paire de U(") aux instant t1; t2; ::::tN

1

�

Z
jzni hznj d2zn = 1: (1.42)
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Le propagateur prend la forme

K (zf ; zi;T ) = lim
N!1

Z
::

Z
n=N

�
n=1

d2zn
�

n=N+1

�
n=1

hznj e�i
"
~H jzn�1i : (1.43)

En evaluant l�élément de matrice �gurant dans (1:43) on premier ordre en "

hznj e�i
"
~H jzn�1i ' hznj 1� i

"

~
H jzn�1i

= hznj zn�1i
�
1� i

"

~
hznjH jzn�1i
hznj zn�1i

�
' hznj zn�1ie�i

"
~H(zn�1;z

�
n); (1.44)

avec

H (zn�1; z�n) =
hznjH jzn�1i
hznj zn�1i

; (1.45)

et le produit de deux états cohérents est donné par la relation (1.19) � Dans ce cas le propagateur s�écrit

sous la forme discrète suivante :

K (zf ; zi;T ) = lim
N!1

Z
::

Z
n=N

�
n=1

d2zn
�
exp

(
i
"

~

N+1X
n=1

�
i

2

�
z�n
�zn
"
� zn

�z�n
"

�
�H (zn�1; z�n)

�)
: (1.46)

A la limite continue on obtient l�expression du propagateur dans la représentation des états cohérénts

bosonique

K (zf ; zi;T ) =

Z
Dz exp exp

�
i

~

Z �
i

2

�
z�
�
z � z

�
z�
�
�H (z; z�)

��
; (1.47)

avec

Dz = lim
N!1

n=N

�
n=1

d2zn
�

: (1.48)
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1.4 Les états cohérents du moment angulaire

Les états cohérents du moment angulaire peuvent être considérés comme les états quantiques associés

au système classique dont le moment cinétique possède une direction déterminée. Dans la représentation

associée aux états cohérents, tout élément diagonal d�un observable tend vers l�observable classique

associée, lorsque le moment cinétique devient grand (limite classique). Par exemple, la valeur moyenne

du moment dipolaire éléctrique dans un état cohérent possède les mêmes caractéristiques que le dipôle

optique classique.

Ces états cohérents de moment angulaire minimsent les inégalités appropriée de même que les états

cohérents bosonique faire pour les inégalités de Heisenberg. Ceux-ci concernent les inégalités du triplet

d�opérateurs Sx ; Sy; Sz; à partir de [Sx; Sy] = iSz on obtient les inégalités pour le produit des variances

calculées dans un état arbitraire j i :

h(�Sx)2i
1
2 h(�Sy)2i

1
2 � 1

2
jhSzij ; (1.49)

avec

�Sx = Sx � hSxi; �Sy = Sy � hSyi et hSzi = h jSzj i: (1.50)

Lorsque j i = js;mi , avec Sz js;mi = m js;mi on peut voir que :

jmj � s(s+ 1)�m2: (1.51)

L�égalité est atteinte lorsque la projection de Sz suivant le vecteur k : m = �s c�est-a-dire pour les

états jki = js;�si .

L�état js; si sera considéré comme l�état quantique associé au système classique dont le moment

angulaire pointe dans la direction Oz. Par la suite, l�état quantique associé à un moment angulaire

classique pointant dans la direction n repérée par les angles (�; ') sera obtenu à l�aide de la rotation

amenant Oz sur n: On dé�nira donc l�état cohérent du moment angulaire j
i = j�; 'i, associé au
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vecteur unitaire n par :

j
i = j�; 'i = e�i'Sze�i�Sy js; si (1.52)

cet état est le résultat du produit de 2 rotations d�angles � et ' autour des axes z et y de l�état

jki = js; si :

Les états cohérents ne forment pas un ensemble orthonormé. Le produit scalaire de deux états

cohérents angulaires

h
j
0i =
�
cos

�

2
cos

�0

2
e
i
2
('�'0) + sin

�

2
sin

�0

2
e�

i
2
('�'0)

�2s
(1.53)

Les états j
i forment un ensemble complétif. On peut en e¤et montrer la relation de ferméture

2s+ 1

4�

Z
d'd cos(�) j
i h
j = I: (1.54)

Nous considérons maintenant un spin s = 1=2 décrit par les opérateurs de spin Si; i = (x; y; z) avec

l�espace de Hilbert à deux dimensions engendré par exemple par les vecteur propre j"i et j#i de Sz:

Pour chaque orientation dans l�espace réel caractérisé par un angle polaire � et un angle azimutal ' on

peut introduire un état cohérent de spin:

j
i = j�; 'i = e�i'Sze�i�Sy j"i (1.55)

Ces états ne sont pas orthogonales, mais constituent une base surcomplèt dans l�espace de Hilbert. Le

produit scalaire de deux états cohérents de spin et le projection sont respectivement

h
j
0i = cos �
2
cos

�0

2
e
i
2
('�'0) + sin

�

2
sin

�0

2
e�

i
2
('�'0) (1.56)

1

2�

Z
d'd cos(�) j
i h
j = I: (1.57)
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En outre, les éléments de matrice des opérateurs de spin prennent la forme suivante :

h
jSz j
0i =
1

2

�
cos

�

2
cos

�0

2
e+

i
2
('�'0) � sin �

2
sin

�0

2
e�

i
2
('�'0)

�
; (1.58)

h
jSx j
0i =
1

2

�
cos

�

2
sin

�0

2
e+

i
2
('+'0) + sin

�

2
cos

�0

2
e�

i
2
('+'0)

�
; (1.59)

h
jSy j
0i =
1

2i

�
cos

�

2
sin

�0

2
e+

i
2
('+'0) � sin �

2
cos

�0

2
e�

i
2
('+'0)

�
: (1.60)

1.5 Propagateur dans la base des états cohérents angulaires

L�amplitude de tansition de l�état initial j
ii à l�instant t = ti = 0 vers l�état �nal j
fi à t = tf = T ,

est dé�nie par les éléments de matrice de l�opérateur d�évolution du temps

K (
f ;
i;T ) = h
f jU (T; 0)j
ii; (1.61)

où

U (T; 0) = TD exp(�
i

~

Z T

0

Hdt);

avec TD est l�opérateur chronologique de Dyson. Pour passer à la représentation path-intégral sub-

divisons l�intervalle de temps [0; T ] en N + 1 intervalles de longueur " pour lesquels les N instants

intermédiaires se répartissant régulièrement entre 0 et T . C�est-à-dire T = (N +1)" et à la �n on prend

la limite N !1: En peut écrire l�opérateur d�évolution sous cette forme :

U (T; 0) =
n=N+1

�
n=1

U(tn; tn�1): (1.62)

Introduisons les relations de fermétures entre chaque paire de U(") aux instant t1; t2; ::::tN

1

2�

Z
d'nd cos(�n) j
ni h
nj = I: (1.63)
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Le propagateur prend la forme

K (
f ;
i;T ) = lim
N!1

Z
::::

Z
n=N

�
n=1

1

2�
d'nd cos(�n)

n=N+1

�
n=1

h
nj e�i
"
~H(tn) j
n�1i : (1.64)

Evaluant l�élément de matrice �gurant dans (1:64) on premier ordre en "

h
nj e�i
"
~H j
n�1i = h
nj 1� i

"

~
H j
n�1i+O

�
"2
�

= h
nj
n�1i
�
1� i

"

~
h
njH j
n�1i
h
nj
n�1i

�
+O

�
"2
�

' h
nj
n�1ie�i
"
~H(
n�1;
n); (1.65)

avec

H (
n�1;
n) =
h
njH j
n�1i
h
nj
n�1i

: (1.66)

le propagateur s�écrit sous la forme discrète suivante

K (
f ;
i;T ) = lim
"!0

Z
::::

Z
n=N

�
n=1

1

2�
d'nd cos(�n) exp

(
N+1X
n=1

h
log h
nj
n�1i � i

"

~
H (
n�1;
n)

i)
(1.67)
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Chapitre 2

Traitement de l�interaction d�une particule

neutre à un moment magnétique avec une

onde éléctromagnétique de polarisation

circulaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons illustrer la téchinque des intégrales de chemins dans le calcul du

propagateur d�une paticule neutre de spin 1=2 en intéraction avec une onde éléctromagnétique polarisée

circulairement, se propagant le long de l�axe z positif et dont le vecteur d�onde est k et la fréquence

angulaire est !. Cette onde éléctromagnétique est dé�nie par :

B = (B0 cos(!t� kz); �B0 sin(!t� kz); B); (2.1)

B0 repésentant l�amplitude du champ magnetique B;et � = �1 avec +1 (�1) correspond aux positive

(negative) helicité. Cette particule, de spin 1=2, a un moment magnétique � . La dynamique de la
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particule en intéraction avec cette onde en générale est décrite par l�hamiltonien [67] :

H =
p2

2m
+ V (x; y) +V (2.2)

avec V est l�interaction entre le moment magnetique de la particule et le champs magnétique de l�onde

qui s�ecrit sous la forme suivante

V =� ��B =� �~B�z � �~B0e�i�(!t�kz)�+ � �~B0ei�(!t�kz)��: (2.3)

V (x; y) c�est un potentiel dans le cas générale [67] :

L�hamiltonien relatif au probléme de ce chapitre (2:2) a la forme suivante

H = H0 +Hint; (2.4)

avec

H0 =
p2

2m
+ V (x; y) ; (2.5)

et

Hint = ��~B�z � �~B0e�i�(!t�kz)�+ � �~B0ei�(!t�kz)��; ; (2.6)

avec

�z =

0B@ 1 0

0 �1

1CA ; �+ =

0B@ 0 1

0 0

1CA ; �� =

0B@ 0 0

1 0

1CA : (2.7)

2.2 Formalisme intégrale de chemin en représentation des

états cohérents angulaire

Parmis plusieurs façons pour représenter le spin dans le formalisme des intégrales du chemins:Nous

utilisons la façon la plus simple qui consiste à :
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�remplacer � par un vecteur unitaire n orienté suivant (�; ')

�associer un état cohérent j�; 'i ;

j�; 'i = e�i'Sze�i�Sy j"i (2.8)

résultat du produit de 2 rotations d�angles � et ' autour des axes z et y de l�état j"i et dont le

produit scalaire et le projecteur sont respectivement :

h�; 'j �0; '0i = cos �
2
cos

�0

2
e
i
2
('�'0) + sin

�

2
sin

�0

2
e�

i
2
('�'0) (2.9)

1

2�

Z
d'd cos(�) j�; 'i h�; 'j = I: (2.10)

� (x; y; z) les variables reél pour décrire la position de la particule.

� le projecteur est le suivant :

Z
jxn; yn; zni hxn; yn; znj dxndyndzn = I: (2.11)

Pour la déscription du système, nous allons considérer l�état quantique jx; y; z; �; 'i, reliant le mou-

vement extérieur et de spin de la particule qu�on peut séparer en produit direct. Le mouvement extérieur

est décrit par les variables réelle x; y; z tandis que les variables angulaire (�; ') décrivent la dynamique du

spin. L�amplitude de transition de l�état initiale jxi; yi; zi; �i; 'ii à ti = 0 à l�état �nal
��xf ; yf ; zf ; �f ; 'f�

à tf = T est dé�nie par les élément de la matrice de l�opérateur d�évolution du temps :

K (f; i;T ) = hxf ; yf ; zf ; �f ; 'f j U(T ) j xi; yi; zi; �i; 'ii (2.12)

où
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U(T ) = TD exp

�
� i
~

Z T

0

H(t)dt

�
(2.13)

oùTD est l�opérateur chronologique de Dyson. Pour passer à la représentation des intégrales du chemins,

subdivisons l�intervalle du temps [0; T ] en N + 1 intervalles de longueur " pour lesquels les N instants

intermédiaires se répartissant régulièrement entre 0 et T: Utilisons d�abord la formule de Trotter.

U(T ) = lim
N!1

�
e�i

"
~H0e�i

"
~Hint

�N+1
= lim

N!1

n=N+1

�
n=1

U(tn; tn�1) . (2.14)

Introduisons les relations de fermeture entre chaque paire de U(") :

K(f; i;T ) = lim
N!1

Z
n=N

�
n=1

dxndyndzn
1

2�

Z
N

�
n=1

d'nd cos(�n)

�
n=N+1

�
n=1

hxn; yn;zn; �n; 'nj e�i
"
~H0e�i

"
~Hint

��xn�1; yn�1;zn�1; �n�1; 'n�1� ; (2.15)

Aprés l�action de Hint sur les états jzni ; on note que

hxn; yn;zn; �n; 'nj e�i
"
~H0e�i

"
~Hint

��xn�1; yn�1;zn�1; �n�1; 'n�1� =
= hxn; yn;znj e�i

"
~H0 jxn�1; yn�1;zn�1i h�n; 'nj e�i

"
~Hint

���n�1; 'n�1� ; (2.16)

et le propagateur devient séparable

K(f; i;T ) = lim
N!1

Z
n=N

�
n=1

dxndyndzn
n=N+1

�
n=1

hxn; yn;znj e�i
"
~H0 jxn�1; yn�1;zn�1i

lim
N�!1

1

2�

Z
N

�
n=1

d'nd cos(�n)
n=N+1

�
n=1

h�n; 'nj e�i
"
~Hint

���n�1; 'n�1� ; (2.17)

avec

zN+1 = zf ; z0 = zi et 
N+1 = 
f ; , 
0 = 
i: (2.18)

xN+1 = xf ; x0 = xi , et yN+1 = yf ; y0 = yi (2.19)
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En tenant compte du fait que :

hzn
���e� i"

2~mp
2
z

��� zn�1i =pm=2�i~" exp(
im

2~"
(zn � zn�1)

2); (2.20)

hxn
���e� i"

2~mp
2
x

��� xn�1i =pm=2�i~" exp(
im

2~"
(xn � xn�1)

2) (2.21)

hyn
���e� i"

2~mp
2
y

��� yn�1i =pm=2�i~" exp(
im

2~"
(yn � yn�1)

2) (2.22)

h
j�z j
0i = cos
�

2
cos

�0

2
e+

i
2
('�'0) � sin �

2
sin

�0

2
e�

i
2
('�'0); (2.23)

h
j�+ j
0i = cos
�

2
sin

�0

2
e+

i
2
('+'0); (2.24)

h
j�� j
0i = sin
�

2
cos

�0

2
e�

i
2
('+'0): (2.25)

Le propagateur prend la forme discréte suivante

K(f; i;T ) = lim
N�!1

(m=2�i~�)N
Z n=NY

n=1

dxndyn exp
im

2~�
�
(xn � xn�1)

2 + (yn � yn�1)
2 + V (x; y)

�
� lim
N�!1

Z
n=N

�
n=1

1

2�
d'nd cos(�n) lim

N�!1

� m

2�i~

�N
2

Z
n=N

�
n=1

dzn
n=N+1

�
n=1

exp
im

2"~
(�zn)

2�
cos

�n
2
cos

�n�1
2

e
i
2
('n�'n�1) + sin

�n
2
sin

�n�1
2

e�
i
2
('n�'n�1)

� i"�B

�
cos

�n
2
cos

�n�1
2

e
i
2
('n�'n�1) � sin �n

2
sin

�n�1
2

e�
i
2
('n�'n�1)

�
+ i"�B0 exp�i�(!tn � kzn) cos

�n
2
sin

�n�1
2

e
i
2
('n+'n�1)

+i"�B0 exp [+i�(!tn�1 � kzn�1)] sin
�n
2
cos

�n�1
2

e�
i
2
('n+'n�1)

�
: (2.26)

Ayant obtenu la forme conventionnelle, il nous reste à l�intégrer en vue d�extraire les propriétés

physiques qui nous intéressons. Procédons alors au calcul de K (f; i; ;T ) :
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2.3 Calcul du propagateur

Pour intégrer il faut d�abord diagonaliser l�Hamiltonien. Pour cela Nous éliminons les termes

exp [�i�(!tn � kzn)] et exp [i�(!tn � kzn)] à l�aide du changement des variables polaires suivants

'n = '0n � �kzn + �!tn: (2.27)

Il est clair que la mesure reste inchangé

d'nd cos(�n) = d'0nd cos(�n); (2.28)

et le propagateur prend la forme suivante

K(f; i;T ) = lim
N�!1

(m=2�i~")N
Z n=NY

n=1

dxndyn exp
im

2~"
�
(xn � xn�1)

2 + (yn � yn�1)
2 + V (x; y)

�
� lim
N�!1

Z
n=N

�
n=1

1

2�
d'0nd cos(�n) lim

N�!1
(
m

2�i"~
)
N
2

Z
n=N

�
n=1

dzn
n=N+1

�
n=1

�
�
(1� i"�!) cos

�n
2
cos

�n�1
2

e
i
2
('0n�'0n�1) exp

i

2

�m
"~
(�zn)

2 � k�zn

�
+ (1 + i"�!) sin

�n
2
sin

�n�1
2

e�
i
2
('0n�'0n�1) exp

i

2

�m
"~
(�zn)

2 + k�zn

�
+ i"�B0 exp

im

2~"
(�zn)

2 cos
�n
2
sin

�n�1
2

e
i
2
('0n+'

0
n�1)

+ i"�B0 exp
im

2~"
(�zn)

2 sin
�n
2
cos

�n�1
2

e�
i
2
('0n+'

0
n�1)

�
; (2.29)

avec

�! = �B � �!; (2.30)

on tenant compte du faite

im

2~"
(�zn)

2 � ik

2
�zn =

im

2~"

�
(�zn �

~k"
2m

)2 � ~
2"2k2

4m2

�
; (2.31)
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Alors le propagateur devient

K(f; i;T ) = lim
N�!1

(m=2�i~�)N
Z n=NY

n=1

dxndyn exp
im

2~�
�
(xn � xn�1)

2 + (yn � yn�1)
2 + V (x; y)

�

� lim
N�!1

Z
n=N

�
n=1

1

2�
d'nd cos(�n) lim

N�!1
(
m

2�i"~
)
N
2

Z
n=N

�
n=1

dzn
n=N+1

�
n=1

e�
i~"k2
8m�

cos
�n
2
cos

�n�1
2
exp+

i

2
('0n � '0n�1)(1� i"�!) exp

im

2~"

�
(�zn �

~k"
2m

)2
�

+ sin
�n
2
sin

�n�1
2

e�
i
2
('0n�'0n�1)(1 + i"�!) exp

im

2~"

�
(�zn +

~k"
2m

)2
�

+ i"�B0 exp
im

2~"
(�zn)

2 cos
�n
2
sin

�n�1
2

e
i
2
('0n+'

0
n�1)

+ i"�B0 exp
im

2~"
(�zn)

2 sin
�n
2
cos

�n�1
2

e�
i
2
('0n+'

0
n�1)

�
; (2.32)

qui l�on peut écrire sous forme matricielle

K(f; i;T ) = lim
N�!1

(m=2�i~�)N
Z n=NY

n=1

dxndyn exp
im

2~�
�
(xn � xn�1)

2 + (yn � yn�1)
2 + V (x; y)

�

� lim
N�!1

Z
n=N

�
n=1

1

2�
d'nd cos(�n) lim

N�!1
(
m

2�i"~
)
N
2

Z
n=N

�
n=1

dzn
n=N+1

�
n=1

e�
i~"k2
8m

�
�
cos �n

2
e
i'0n
2 sin �n

2
e�

i'0n
2

�
R(zn; tn)

0B@ cos �n�1
2
e�

i'0n�1
2

sin �n�1
2
e
i'0n�1

2

1CA ; (2.33)

avec

R(zn; tn) =

0B@ (1� i"�!) exp im
2~"(�zn �

~k"
2m
)2 i"�B0 exp

im
2~"(�zn)

2

i"�B0 exp
im
2~"(�zn)

2 (1 + i"�!) exp im
2~"(�zn +

~k"
2m
)2

1CA : (2.34)

On intègre sur tous les angles ('0n; �n) utilisant.

Z �

0

d cos � cos2
�

2
=

Z �

0

d cos � sin2
�

2
= �1 et

Z 2�

0

d'e+im' = 2��m;0:
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On trouve

K(f; i;T ) = lim
N�!1

(m=2�i~")N
Z n=NY

n=1

dxndyn exp
im

2~�
�
(xn � xn�1)

2 + (yn � yn�1)
2 + V (x; y)

�

� lim
N�!1

(
m

2�i"~
)
N
2

Z
n=N

�
n=1

dzn
n=N+1

�
n=1

e�
i~"k2
8m

�
�
cos

�f
2
e
i'0f
2 sin

�f
2
e�

i'0f
2

�
(�1)N

n=N+1

�
n=1 ��

R(zn; tn)

0B@ cos �i
2
e�

i'0i
2

sin �i
2
e
i'0i
2

1CA ; (2.35)

Introduisons maintenant l�identité suivante :

Z +1

�1

dpn
2�~

exp

�
� i"

2m~
p2n +

i

~
pn�zn �

i"k

2m
pn

�
=

r
m

2�i~
exp

im

2~"
(�zn �

~k"
2m

)2; (2.36)

d�ou le porpagateur devient

K(f; i;T ) = lim
N�!1

(m=2�i~�)N
Z n=NY

n=1

dxndyn exp
im

2~�
�
(xn � xn�1)

2 + (yn � yn�1)
2 + V (x; y)

�
� lim
N�!1

(
m

2�i"~
)
N
2

Z
n=N

�
n=1

dzn

Z +1

�1

dpn
2�~

exp

�
� i"

2m~
p2n +

i

~
pn�zn

�
e�

i~Tk2
8m (2.37)

�
�
cos

�f
2
e
i'0f
2 sin

�f
2
e�

i'0f
2

�
n=N+1

�
n=1 ��

(�1)NR(pn; tn)

0B@ cos �i
2
e�

i'0i
2

sin �i
2
e
i'0i
2

1CA ; (2.38)

la matrice Rn devient

R(pn; tn) =

0B@ (1� i"
2
�!)e�

i"k
2m
pn i"�B0

i"�B0 (1 + i"
2
�!)e+

i"k
2m
pn

1CA ; (2.39)

Intégrons sur les N varibles zn . Le propagateur devient

K(f; i;T ) = lim
N�!1

(m=2�i~�)N
Z n=NY

n=1

dxndyn exp
im

2~�
�
(xn � xn�1)

2 + (yn � yn�1)
2 + V (x; y)

�
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� lim
N�!1

n=N+1

�
n=1

Z +1

�1

dpn
2�~

n=N

�
n=1
(2�~�(pn � pn�1))

�e
� i"
2m~

n=N+1P
n=1

p2n
exp

�
i

~
(pn+1zn+1 � p1z0)�

i~Tk2

8m

�

�
�
cos

�f
2
e
i'0f
2 sin

�f
2
e�

i'0f
2

�
n=N+1

�
n=1 ��

(�1)NR(pn; tn)

0B@ cos �i
2
e�

i'0i
2

sin �i
2
e
i'0i
2

1CA : (2.40)

La présence de la distribution de Dirac dans (2:40) re�ète la conservation de l�impulsion de l�atome

durant le mouvement i. e :

p1 = p2 = � � � = pN+1 = p: (2.41)

Alors le propagateur (2:40) prend la forme suivante :

K(f; i;T ) = lim
N�!1

(m=2�i~")N
Z n=NY

n=1

dxndyn exp
im

2~�
�
(xn � xn�1)

2 + (yn � yn�1)
2 + V (x; y)

�

�
Z +1

�1

dp

2�
exp

"
n=N+1X
n=1

(� i"

2m~
p2) +

i

~
p(zf � z0)

#
exp

�
�i~Tk

2

8m

�

�
�
cos

�f
2
e
i'0f
2 sin

�f
2
e�

i'0f
2

�
R (p; T )

0B@ cos �i
2
e�

i'0i
2

sin �i
2
e
i'0i
2

1CA ; (2.42)

avec

R (p; T ) = lim
N�!1

(�1)N
n=N+1

�
n=1 ��

R(p; tn); (2.43)

tel que

R(p; tn) =

0B@ 1� i"(�!
2
+ kp

2m
) i"�B0

i"�B0 1 + i"(�!
2
+ kp

2m
)

1CA = e�i"!(j)�z + i"K(n); (2.44)
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avec

K(p; tn) =

0B@ 0 u(p; tn)

u(p; tn) 0

1CA ; (2.45)

avec

!(p; tn) =
�!

2
+
kp

2m
et u(p; tn) = �B0 (2.46)

Maintenant passons au calcul du produit des matrices suivantes:

N

�
n=1
(e�i"!(n)�z + i"K(n)) = e

�i
N
�
j=1

"!(j)�z
+

N

�
l=1
(i")e

�i
N
�
l+1
"!(k)�z

K(l)e
�i

l�1
�
1
"!(k)�z

+
N

�
l1=1

l1�1
�
l2=1
(i")2e

�i
N
�

l1+1
"!(k)�z

K(l1)e
�i

l1�1
�

l2+1
"!(k)�z

K(l2)e
�i

l1�1
�
1
"!(k)�z

+ :::

+
N

�
l1=1

l1�1
�
l2=1

l2�1
�
l3=1

:::
lN�2�1
�

lN�1=1

lN�1�1
�
lN=1

(i")Ne
�i

N
�

l1+1
"!(k)�z

K(l1)e
�i

l1�1
�

l2+1
"!(k)�z

K(l2)e
�i

l2�1
�

l3+1
"!(k)�z

K(l3):::e
�i

lN�2�1
�

lN�1+1
"!(k)�z

K(lN�1)e
�i

lN�1�1
�

lN+1
"!(k)�z

K(lN)e
�i

lN�1
�
1
"!(k)�z

: (2.47)

A la limite N �! +1 :le produit devient

R(p; T ) = e�i
R T
0 ds!(p;s)�z + i

Z T

0

ds1e
�i
R T
s1
ds!(p;s)�zK(s1)e

�i
R s1
0 ds!(p;s)�z

+ (i)2
Z T

0

ds1

Z s1

0

ds2e
�i
R T
s1
ds!(p;s)�zK(s1)e

�i
R s1
s2
ds!(p;s)�zK(s2)e

�i
R s2
0 ds!(p;s)�z

+ :::(i)N
Z T

0

ds1

Z s1

0

ds2

Z s2

0

ds3:::

Z sN�1

0

dsNe
�i
R T
s1
ds!(p;s)�zK(s1)e

�i
R s1
s2
ds!(p;s)�z

K(s2)e
�i
R s2
s3
ds!(p;s)�zK(s3):::K(sN�1)e

�i
R sN�1
sN

ds!(p;s)�zK(sN)e
�i
R sN
0 ds!(p;s)�z + ::: (2.48)

Un calcul simple nous montrons que les termes impaires respectivemet paires sont les éléments diagonaux

respectevement antidiagonaux de R

R11(p; T ) = e�i
R T
0 ds!(p;s) +

1
�
n=1

i2n
Z T

0

ds1

Z s1

0

ds2

Z s2

0

ds3:::

Z s2n�1

0

ds2n�

e
�i
R T
s1
ds!(p;s)

u(p(s1); s1)e
+i
R s1
s2
ds!(p;s)

u(p(s2); s2):::e
+i
R s2n�1
s2n

ds!(p;s)
u(p(s2n); s2n)e

�i
R s2n
0 ds!(p;s); (2.49)
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et

R12(p; T ) = i

Z T

0

ds1e
�i
R T
s1
ds!(p;s)

u(p(s1); s1)R22(p(s1); s1); (2.50)

R22(p; T ) = R�11(p; T ); (2.51)

R21(p; T ) = �R�12(p; T );

R11(p; T ) =

�
1 +

1
�
n=1
(i�B0)

2n

Z T

0

ei�s1ds1

Z s1

0

e�i�s2ds2:::

Z s2n�1

0

e�i�s2nds2n

�
e�i

T�
2 (2.52)

avec

� = 2!(p; s): (2.53)

2.4 Sommation des séries de perturabtion

Nous Evaluons R11(p; T ) en utilisant la transformation de Laplace par rapport à T . Soit

R11(q; T ) =

Z +1

0

dTe�qTR11(p; T ); (2.54)

où R11(p; T ) s�écrit sous la forme

R11(q; T ) =

�
1 +

1
�
n=1
(i�B0)

2nF (0; T )

�
e�i

T�
2 : (2.55)

Avec

F (0; T ) =

Z T

0

ds1e
i�s1F1(0; s1); (2.56)

F1(0; s1) =

Z s1

0

e�i�s2ds2F2(0; s2); (2.57)
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et on obtient par itération

F2n�1(0; s2n�1) =

Z s2n�1

0

e�i�s2nds2n: (2.58)

La tronsformation de Laplace de F (0; T ) est :

s
F (0; q) =

Z +1

0

e�qTF (0; T )dT =

Z +1

0

dTe�qT
Z T

0

ei�s1F1(0; s1)ds1; (2.59)

qui peut être réécrite comme

s
F (0; q) =

Z +1

0

dTe�(q�i�)T
Z T

0

e�i�(T�s1)F1(0; s1)ds1: (2.60)

En utilisant le théorème de convolution, on obtient

s
F (0; q) =

1

q

s
F1(0; q � i�); (2.61)

où

s
F1(0; q � i�) =

Z +1

0

e�(q�i�)TF1(0; T )dT

=

Z +1

0

e�(q�i�)TdT

Z s1

0

e�i�s2ds2F2(0; s2) =
1

q � i�

s
F 2(0; q): (2.62)

E¤ectuant le même calcul pour tous les autres termes , on obtient

s
F (0; q) =

1

q

�
1

q(q � i�)

�n
; (2.63)

s
F (0; T )=

Z +1

0

e+qTF (0; q)dq: (2.64)
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Insérant ce résultat dans R11(p; T ) et e¤ectuant la somme, on obtient

R11(p; T ) =

�
1 +

Z +1

0

�
q � i�

q(q � i�) + (�B0)
2 �

1

q

�
e+qTdq

�
e�i

T�
2 : (2.65)

Ce résultat est valable pour j (�B0)
2

q(q�i�) j< 1. On note qu�il est toujours possible de trouver un contour ou

cette condition est véri�ée [56].

On integre sur q on trouve l�expression de

R11(p; T ) = cos(

0T )� i�

2
0
sin(
0T ); avec 
0 =

1

2

q
�2 + (2�B0)

2: (2.66)

Par un calcul identique, on touve les autre éléments de la matrice les resultats suivants.

R12(p; T ) =
i�B0

0

sin
0T; (2.67)

R21(p; T ) =
i�B0

0

sin
0T; (2.68)

R22(p; T ) = cos
0T +
i�

2
0
sin
0T: (2.69)

Substituant ce résultat dans l�équation (2:42) le propagateur prend �nalement la forme

K(f; i;T ) = lim
N�!1

(m=2�i~�)N
Z n=NY

n=1

dxndyn exp
im

2~�
�
(xn � xn�1)

2 + (yn � yn�1)
2 + V (x; y)

�

�
Z +1

�1

dp

2�~
exp

�
�iTp

2

2m~
� i~k2T

8m
+
i

~
p(zf � zi)

�

�
�
cos

�f
2
e
i'0f
2 sin

�f
2
e�

i'0f
2

�
R(p; T )

0B@ cos �i
2
e�

i'0i
2

sin �i
2
e
i'0i
2

1CA ; (2.70)
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avec

R(p; T ) =

0B@ cos(
0T )� i�
2
0 sin(


0T ) � i�B0
2
0 sin(


0T )

� i�B0
2
0 sin(


0T ) cos(
0T ) + i�
2
0 sin(


0T )

1CA : (2.71)

Retournons aux anciennes variables angulaires (�; ') , nous obtenons

K(f; i;T ) = lim
N�!1

(m=2�i~�)N
Z n=NY

n=1

dxndyn exp
im

2~�
�
(xn � xn�1)

2 + (yn � yn�1)
2 + V (x; y)

�

�
Z +1

�1

dp

2�~
exp

�
�iTp

2

2m~
� i~k2T

8m
+
i

~
p(zf � zi)

�

�
�
cos

�f
2
e
i'f
2 sin

�f
2
e�

i'f
2

�
S(p; T )

0B@ cos �i
2
e�

i'i
2

sin �i
2
e
i'i
2

1CA ; (2.72)

ou les éléments de la matrice S est donné par

S11(p; T ) =

�
cos(
0T )� i�

2
0
sin(
0T )

�
exp

i

2
(�kzf � �!T � �kzi); (2.73)

S22(p; T ) =

�
cos(
0T ) +

i�

2
0
sin(
0T )

�
exp� i

2
(�kzf � �!T � �kzi); (2.74)

S12(p; T ) = �i�B0

0

sin(
0T ) exp
i

2
(�kzf � �!T + �kzi); (2.75)

S21(p; T ) = �i�B0

0

sin(
0T ) exp� i
2
(�kzf � �!T + �kzi): (2.76)

Les angles � et ' sont autorisés à ne varient que dans les domaines limités [0; 2�] et [0; 4�] respec-

tivement. Donc le propagateur devient (somme sur tous les chemins possibles) :

K (rf ;
f ; ri;
i;T ) =

+1X
n=�1

K
�
rf ; �f + 2n�; ri; 'f + 4n�; �i; 'i;T

�
= K(f; i;T );
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Qui est une expression pour le propagateur dans l�espace des états cohérents angulaire.

2.5 Fonctions d�onde

Calculons d�abord l�amplutide de transition entre les états propres de spin, en prenant a titre

d�exmple le calcul de l�élement de la matrice K11 (zf ; zi; T ) où

K11 (zf ; zi; T ) = h"jK(f; i;T ) j"i : (2.77)

Introduisant ici les relations de fermetures suivantes

Z
1

2�
d'fd cos(�f ) j
fi h
f j = 1;

Z
1

2�
d'id cos(�i) j
ii
i j= 1; (2.78)

K11 (zf ; zi; T ) =

Z
1

2�
d'fd cos(�f )

1

2�
d'id cos(�i) <" j
fi h
f jK(f; i;T ) j
ii h
i j"i ; (2.79)

avec

<" j
fi = cos
�f
2
e�

i
2
'f ; et h
ij ">= cos

�i
2
e+

i
2
'i : (2.80)

On intégre sur (�; ') :

K11(f; i; T ) =

Z +1

�1

dp

2�~
exp

�
�iTp

2

2m~
� i~k2T

8m
+
i

~
p(zf � zi)

�
S11(p; T ); (2.81)

De même on trouve pour les autres éléments des formules analogues :

K12(f; i; T ) =

Z +1

�1

dp

2�~
exp

�
�iTp

2

2m~
� i~k2T

8m
+
i

~
p(zf � zi)

�
S12(p; T ); (2.82)

K21(f; i; T ) =

Z +1

�1

dp

2�~
exp

�
�iTp

2

2m~
� i~k2T

8m
+
i

~
p(zf � zi)

�
S21(p; T ); (2.83)

K22(f; i; T ) =

Z +1

�1

dp

2�~
exp

�
�iTp

2

2m~
� i~k2T

8m
+
i

~
p(zf � zi)

�
S22(p; T ): (2.84)
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Le résultat se met sous la forme matricielle suivante :

K(f; i;T ) = lim
N�!1

(m=2�i~�)N
Z n=NY

n=1

dxndyn exp
im

2~�
�
(xn � xn�1)

2 + (yn � yn�1)
2 + V (x; y)

�

�
Z +1

�1

dp

2�~
exp

�
�iTp

2

2m~
� i~k2T

8m
+
i

~
p(zf � zi)

�
S(p;T ): (2.85)

qui prend la forme suivante

K(f; i; T ) =

1X
n=0

e�i
E
xy
n
~ T'n (xf ; yf )'

�
n (xi; yi)�

�
Z +1

�1

dp

2�~
exp

�
�iTp

2

2m~
� i~k2T

8m
+
i

~
p(zf � zi)

�
S(p;T )

Déduisant la fonction d�onde à l�instant T à partir de l�état initial par l�intermédiaire de l�équation

d�évolution :

	(rf ; T ) =

Z +1

�1
K(rf ; ri;T )	(ri; 0)dri: (2.86)

Ce résultat sont en accord avec ceux obtenus dans la référence [67] :

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié dans le formalisme intégrale de chemins en represetation des

états cohérents de spin le problème d�une particule neutre à un moment magnétique avec une onde

éléctromagnétique de polarisation circulaire. L�amplitude de transition a été exprimeé dans l�espace

élargi relatif au mouvement extérieur et interieur: Par conséquent, le calcul a nécessité l�introduction

des états cohérents relatifs aux spin. Par le biais d�une première rotation sur l�angle azimutal nous avons

pus intégrer sur les varaibles extériure (y; p). De ce fait, l�expression explicite et exacte de l�amplitude de

transition a été obtenue suivant la méthode des perturbations sous forme de série, qui dans ce cas, ont

put être sommées exactement. De ce fait ,l�expression explicite et exacte de l�amplitude de transition
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a été obtenue. Les fonctions d�ondes et le spectre correspondants ont été déduits en appliquant les

principes de la mécanique quantique. Les résultats concordent exactement avec ceux de la litterature

[67] :
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Chapitre 3

Etude de l�interaction d�une particule

neutre par un champ magnétique statique

et d�un potentiel scalaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on se propose d�étudier le mouvement d�une particule neutre de spin 1=2 soumise

à l�action d�un champ magnétique variable B (y) statique et un potentiel scalaire sont mouvement est

régie par l�hamiltonien, de la forme suivante [56� 74]

H =
p2

2m
+
1

2
m!2y2 � �0�y(�z sin 2�y + �x cos 2�y) (3.1)

où �0 est le rapport gyromagnétique, B0 et � sont deux constantes arbitraires où ! = �0�=�.

Notons que ce problème a été étudié en utilisant les intégrales du chemin en representation des états

cohérents fermionic [56]. La di¤érence entre les deux approches est simplement liee aux di¤érence entre

les deux états cohérents utiliser.
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3.2 Calcul du propagateur

Nous designe par y la variable réelle qui décrite la position de la paticule, avec le projecteur corres-

pondant Z
jyi hyj dy = 1; (3.2)

� Pour la déscription du système, nous allons considérer l�état quantique jy; �; 'i, reliant le mou-

vement extérieur et de spin de la particule qu�on peut séparer en produit direct. Le mouvement

extérieur est décrit par le variable réelle y tandis que les variables angulaire (�; ') décrivent la

dynamique du spin. L�amplitude de transition de l�état initial jyi; �i; 'ii à ti = 0 vers l�état �nal��yf ; �f ; 'f� à tf = T est dé�nie par les éléments de la matrice de l�opérateur d�évolution comme

suit :

K (f; i; ;T ) = hyf ; �f ; 'f j U (T; 0) j yi; �i; 'ii; (3.3)

avec

U (T; 0) = TD exp(�
i

~

Z T

0

Hdt); (3.4)

et TD est l�opérateur chronologique de Dyson . Pour passer à la représentation path-intégral

subdivisons l�intervalle de temps [0; T ] en N + 1 intervalles de longueur " pour lesquels les N

instants intermédiaires se répartissant régulièrement entre 0 et T . C�est-à-dire T = (N + 1)":

Utilisons d�abord la formule de Trotter.

U(T; 0) = lim
N!1

�
e�i

"
~H0e�i

"
~Hint

�N+1
= lim

N!1

n=N+1

�
n=1

U(tn; tn�1) (3.5)

Introduisons les relations de fermeture entre chaque paire de U(") :

K(f; i;T ) = lim
N!1

Z
n=N

�
n=1

dyn
1

2�

Z
N

�
n=1

d'nd cos(�n)

�
n=N+1

�
n=1

hyn; �n; 'nj e�i
"
~H0e�i

"
~Hint

��yn�1; �n�1; 'n�1� ; (3.6)
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Aprés l�action de Hint sur les états jyni ; on note que

hyn; �n; 'nj e�i
"
~H0e�i

"
~Hint

��yn�1; �n�1; 'n�1�
= hynj e�i

"
~H0 jyn�1i h�n; 'nj e�i

"
~Hint

���n�1; 'n�1� ; (3.7)

et le propagateur devient séparable

K(f; i;T ) = lim
N!1

Z
n=N

�
n=1

dyn
n=N+1

�
n=1

hynj e�i
"
~H0 jyn�1i

lim
N�!1

1

2�

Z
N

�
n=1

d'nd cos(�n)

�
n=N+1

�
n=1

h�n; 'nj e�i
"
~Hint

���n�1; 'n�1� ; (3.8)

avec

yN+1 = yf ; y0 = yi et 
N+1 = 
f , 
0 = 
i: (3.9)

En tenant compte du fait que :

hyn
���e� i"

2~mp
2
��� yn�1i =pm=2�i~" exp(

im

2~"
(yn � yn�1)

2); (3.10)

avec

h
j�y j
0i = cos
�

2
cos

�0

2
e+

i
2
('�'0) � sin �

2
sin

�0

2
e�

i
2
('�'0); (3.11)

h
j�+ j
0i = cos
�

2
sin

�0

2
e+

i
2
('+'0); (3.12)

h
j�� j
0i = sin
�

2
cos

�0

2
e�

i
2
('+'0): (3.13)

Le propagateur prend la forme discréte suivante

K(f; i;T ) = lim
N�!1

Z
n=N

�
n=1

1

2�
d'nd cos(�n) lim

N�!1

� m

2�i~

�N
2

Z
n=N

�
n=1

dyn
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�
n=N+1

�
n=1

exp
i

~

�
m

2"
(yn � yn�1)

2 � 1
2
"m!2y2n

�

�
�
cos

�n
2
cos

�n�1
2

e
i
2
('n�'n�1) + sin

�n
2
sin

�n�1
2

e�
i
2
('n�'n�1)

�i"�0�y cos 2�y
�
cos

�n
2
cos

�n�1
2

e
i
2
('n�'n�1) � sin �n

2
sin

�n�1
2

e�
i
2
('n�'n�1)

�

+i"�0�y sin 2�y

�
cos

�n
2
sin

�n�1
2

e
i
2
('n+'n�1) + sin

�n
2
cos

�n�1
2

e�
i
2
('n+'n�1)

��
: (3.14)

Ayant obtenu la forme conventionnelle, il nous reste à l�intégrer en vue d�extraire les propriétés

physiques qui nous intéressons. Procédons alors au calcul de K (f; i; ;T ) :

K(f; i;T ) = lim
N�!1

� m

2�i~"

�N
2

Z
n=N

�
n=1

dyn
N+1

�
n=1

exp
i

~

�
m

2"
(yn � yn�1)

2 � 1
2
"m!2y2n

�
lim

N�!1

Z
N

�
n=1

d'nd cos(�n)

2�

N+1

�
n=1

[h
n j
n�1i � i" h
njH1 j
n�1i] (3.15)

avec

H1 = ��0�y(�z sin 2�y + �x cos 2�y) (3.16)

et

yn+1 = yf ; 
n+1 = 
f ; et y0 = yi;
0 = 
i
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Notons que (3:14) s�écrit sous forme suivante

K (yf ;
f ; yi;
i;T ) = lim
N�!1

� m

2�i"

�N
2

Z NY
n=1

dyn

�
N+1Y
n=1

exp
i

~

�
m

2"
(yn � yn�1)

2 � 1
2
"m!2y2n

�

� lim
N�!1

Z NY
n=1

d cos(�n)d'n
2�

N+1Y
n=1�

cos �n
2
e+

i
2
'n ; sin �n

2
e�

i
2
'n

�
R

0B@ cos �n�1
2
e�

i
2
'n�1

sin �n�1
2
e+

i
2
'n�1

1CA (3.17)

avec

R = 1� i"H1

= 1 + i
"

~
�0�yn(�z sin 2�yn + �x cos 2�yn) (3.18)

Faisons d�abord une transformation unitaire sur les variables angulaires, a�n d�éliminer le terme

2�yn du champs magnétique dans le propagareur (3:17)

0B@ cos �n
2
e�

i
2
'n

sin �n
2
e+

i
2
'n

1CA = e�i�yn�y

0B@ cos �
0
n

2
e�

i
2
'
0
n

sin �
0
n

2
e+

i
2
'
0
n

1CA (3.19)

�
cos �n

2
e+

i
2
'n ; sin �n

2
e�

i
2
'n

�
=

�
cos �

0
n

2
e+

i
2
'
0
n ; sin �

0
n

2
e�

i
2
'
0
n

�
e+i�yn�y (3.20)
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Le propagateur (3:17) devient

K
�
yf ;


0

f ; yi;

0

i;T
�
= lim

N�!1

� m

2�i~"

�N
2

Z NY
n=1

dyn

N+1Y
n=1

exp
i

~

hm
2"
(yn � yn�1)

2�

1

2
"m!2y2n

�
� lim
N�!1

Z NY
n=1

d cos(�
0

n)d'
0
n

2�

N+1Y
n=1�

cos �
0
n

2
e+

i
2
'
0
n ; sin �

0
n

2
e�

i
2
'
0
n

�
R1(yn; tn)

0B@ cos
�
0
n�1
2
e�

i
2
'
0
n�1

sin
�
0
n�1
2
e+

i
2
'
0
n�1

1CA (3.21)

où

R1 =

0B@ e�i
"~
2m
k2 �k�yn + i "~�0�yn

k�yn + i "~�0�yn e�i
"~
2m
k2

1CA (3.22)

On intéger sur tous les angels on trouve

K(f; i; T ) =

�
cos

�f
2
e+

i
2
'f ; sin

�f
2
e�

i
2
'f

�
S(T )

0B@ cos �i
2
e�

i
2
'i

sin �i
2
e+

i
2
'i

1CA (3.23)

ou

S(T ) = e�i
k2

2m
T ei�ykyf

0B@ eK11
eK12eK21
eK22

1CA e�i�ykyf (3.24)

Avec eKij(yb;ya;T ) et donner par [56]

eK11(yb;ya;T ) = e�
i!T
2

+1X
n=0

e�i!(n+1=2)T	n
�p

m!yb
�
	�n
�p

m!ya
��
cos
T +

i!

2

sin
T

�
: (3.25)

eK12(yb;ya;T ) = e�
i!T
2

+1X
n=0

e�i!(n+1=2)T	n
�p

m!yb
�
	�n+1

�p
m!ya

��2i!�2 (n+ 1)
m


sin
T

�
; (3.26)

eK21(yb;ya;T ) = e
i!T
2

+1X
n=0

e�i!(n+3=2)T	n+1
�p

m!yb
�
	�n
�p

m!ya
��2i!�2 (n+ 1)

m

sin
T

�
; (3.27)

eK22(yb;ya;T ) = e�
i!T
2 	0

�p
m!yb

�
	�0
�p

m!ya
�
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+e
i!T
2

+1X
n=0

e�i!(n+3=2)T	n+1
�p

m!yb
�
	�n+1

�p
m!ya

��
cos
T � i!

2

sin
T

�
: (3.28)

Les angles � et ' sont autorisés à ne varient que dans les domaines limités [0; 2�] et [0; 4�] respec-

tivement. Donc le propagateur devient (somme sur tous les chemins possibles) :

K (f; i;T ) =

+1X
n=�1

K (yf ; �f + 2n�; yi; 'i + 4n�; �i; 'i;T )

= K(f; i;T ); (3.29)

qui est une expression pour le propagateur dans l�espace des états cohérents angulaire.

3.3 Les fonctions d�onde

Calculons d�abord l�amplutide de transition entre les états propres de spin, en prenant a titre

d�exmple le calcul de l�élement de la matrice K11 (zf ; zi; T ) où

K11 (zf ; zi; T ) = h"jK(f; i;T ) j"i : (3.30)

Introduisant ici les relations de fermetures suivantes

Z
1

2�
d'fd cos(�f ) j
fi h
f j = 1;

Z
1

2�
d'id cos(�i) j
ii
i j= 1; (3.31)

K11 (zf ; zi; T ) =

Z
1

2�
d'fd cos(�f )

1

2�
d'id cos(�i) <" j
fi h
f jK(f; i;T ) j
ii h
i j"i ; (3.32)

avec

<" j
fi = cos
�f
2
e�

i
2
'f ; et h
ij ">= cos

�i
2
e+

i
2
'i : (3.33)

on a donc :

K11(f; i; T ) = S11(p; T ); (3.34)
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De même on trouve pour les autres éléments des formules analogues :

K12(f; i; T ) = S12(p; T ); (3.35)

K21(f; i; T ) = S21(p; T ); (3.36)

K22(f; i; T ) = S22(p; T ): (3.37)

Le résultat se met sous la forme matricielle suivante : K(f; i;T ) = S(p;T ):

Ayant déterminé le propagateur, nous pouvons extraire le spectre d�énergie ainsi que les fonctions

d�onde pour le système que nous avons considéré.

Le propagateur peut être d�abord écrit sous la forme suivante

K(yf ; yi;T ) = e�iE0T�0(yf )�
y
0(yi) +

1X
n=1

h
e�iE

+
n T�(+)n (yf )�

(+)y
n (yi) + e�iE

�
n T�(�)n (yf )�

(�)y
n (yi)

i
(3.38)

Nous pouvons alors tirer le spectre d�énergie :

E0 =
�2

2m
+
!

2
et E�n = ! (n+ 1) +

�2

2m
�
r�!

2

�2
+
2!�2 (n+ 1)

m
(3.39)

Ainsi que les fonctions d�onde correspondantes à ces énergies.

�0 (y) =
�m!
�

�1=4
e�

1
2
m!y2e�i�2(�y)�� (3.40)

et

�(�)n (y) =
h�
cos��n	n (y)

�2
+
�
sin��n	n+1 (y)

�2i1=2
�e�i�2(�y)e�i�2�

�
n (y)�� (3.41)

43



avec

tan��n (y) = tan

�
��n
	n+1 (y)

	n (y)

�
=

tan��np
2 (n+ 1)

Hn+1 (
p
m!y)

Hn (
p
m!y)

(3.42)

où

tan�+n =

q
2!�2(n+1)

mq�
!
2

�2
+ 2!�2(n+1)

m
� !

2

= � cot��n (3.43)

et

�+ =

0B@ 1

0

1CA ; et �� =

0B@ 0

1

1CA ; (3.44)

qui sont convenablement normalisées.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié l�action d�un champs magéntique statique plus un potentiel

scalaire sur une particule neutre de spin 1=2. L�utilisation de l�espace des phases a simpli�é énormément

le calcul et grace a certaines rotations dans l�espace des états cohérents angulaires. En passant à la

base naturelle jsmsi du spin, le spectre et les fonctions d�onde relatives sont déduits à partir de la

décomposition spectrale du propagateur. Les résultats obtenus sont par comparaison avec ceux obtenus

par résolution directe de l�équation de Schrödinger tout à fait conformes [74] et par les intégrales de

chemins dans la representations des états cohérents fermionique [56] :
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Chapitre 4

Atome à deux niveaux en interaction avec

un champs magnétique variable dans le

temps

4.1 Introduction

Considérons une particule de spin 1=2 en interaction avec un champ magnétique dépendant du temps

B(t), et proposons nous dans ce chapitre de calculer la probabilité de transition dans le formalisme

intégrale de chemins en representation des états cohérents angulaire. Physiquement cela correspond à

un atome assez lourd (l�énergie cinétique étant absente sa masse m �) de spin 1=2 soumis à l�action

d�un champ variable B(t). L�équation de Schrödinger décrivant l�évolution du système est :

i~
@ (t)

@t
= Hint(t) (t) (4.1)

avec

Hint(t) = �
1

2
g�B(t) = �1

2
g(�xBx(t) + �yBy(t) + �zBz(t)) (4.2)
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qui l�on peut l�ècrire sous la forme

H = �u (t)�+ � u� (t)�� � 
 (t)�z (4.3)

avec

u (t) =


2
(Bx(t)� iBy(t)) ; 
 (t) =



2
Bz(t); (4.4)

les matrices de pauli sont dé�ni par :

�z =

0B@ 1 0

0 �1

1CA ; �+ =

0B@ 0 1

0 0

1CA ; �� =

0B@ 0 0

1 0

1CA ; (4.5)

g le rapport gyromagnétique et Bi(t) , (i = x; y; z ) les composantes du champ magnétique. L�equation

(4:1) admet une solution analytique qui s�obtient naturellement dans le formalisme intégrale de chemins

dans la représentation des états cohérents angulaire. Le but de ce chapitre est de résoudre l�équation

(4:1) dans le formalisme intégrale de chemins en représentation des états cohérents angulaire, et de

déterminer la probabilité de transition dans chaque cas.

Passons d�abord à la construction du formalisme intégrale de chemins.

4.2 Formalisme intégrale de chemins en représentation des

états cohérents angularie

Il existe plusieurs façons pour représenter le spin dans le formalisme des intégrales du chemins. Nous

utilisons la plus simple qui consiste à .

� remplacer � par un vecteur unitaire n orienté suivant (�; ') :

� associer un état coherent j�; 'i ;

j�; 'i = e�i'Sze�i�Sy j"i (4.6)
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résultat du produit de 2 rotations d�angles � et � autour des axes z et y de l�état j"i et dont le

produit scalaire et le projecteur sont respectivement (Apendice A) :

h�; 'j �0; '0i = cos �
2
cos

�0

2
e
i
2
('�'0) + sin

�

2
sin

�0

2
e�

i
2
('�'0) (4.7)

1

2�

Z
d'd cos(�) j�; 'i h�; 'j = I: (4.8)

� Pour décrire le mouvement de la particule nous considérons l�état quantique j�; 'i où (�; ') sont

les variables angulaire générant la dynamique du spin. L�amplitude de transition de l�état j�i; 'ii

à t = 0 à l�état �nal
���f ; 'f� à t = T est dé�nie par les élément de la matrice de l�opérateur

d�évolution du temps :

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) = h�f ; 'f j U(T ) j �i; 'ii (4.9)

où

U(T ) = TD exp

�
� i
~

Z T

0

Hint(t)dt

�
(4.10)

Pour passer à la représentation path-intégral subdivisons l�intervalle de temps [0; T ] en N+1 intervalles

de longueur � pour lesquels les N instants intermédiaires se répartissant régulièrement entre 0 et T:

Utilisons d�abord la formule de Trotter.

U(T ) = lim
N!1

�
e�i

�
~Hint(t)

�N+1
avec T = (N + 1)� (4.11)

U(T ) = U(tN+1 � tN)U(tN � tN�1):::U(tn+1 � tn):::U(t1 � t0) (4.12)

où tN+1 = tf = T; et t0 = ti = 0; tn = t0 + n�; n = 0; :::; N + 1:
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Introduisons les relations de fermetures (4:8) entre chaque paire de U(�). Alors l�expression (4:4)

prend la forme suivante :

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) =


�N+1; 'N+1

��U(tN+1 � tN)
1

2�

Z
d'Nd cos(�N) j�N ; 'Ni h�N ; 'N jU(tN � tN�1)

� 1

2�

Z
d'N�1d cos(�N�1)

���N�1; 'N�1� 
�N�1; 'N�1�� :::
:::� 1

2�

Z
d'nd cos(�n) j�n; 'ni h�n; 'njU(tn+1 � tn)

1

2�

Z
d'n�1d cos(�n�1)

���n�1; 'n�1� 
�n�1; 'n�1�� :::
:::� 1

2�

Z
d'1d cos(�1) j�1; '1i h�1; '1jU(t1 � t0) j�i; 'ii : (4.13)

avec

h�n; 'njU(tn+1 � tn)
���n�1; 'n�1� = h�n; 'nj e�i �~Hint(t) ���n�1; 'n�1� ; (4.14)

et �
�N+1; 'N+1

�
=
�
�f ; 'f

�
; , (�0; '0) = (�i; 'i) ; (4.15)

qui s�écrit sous forme compacte

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) = lim
�!0

1

2�

Z
:::

Z
N

�
n=1

d'nd cos(�n)
n=N+1

�
n=1

h�n; 'nj e�i
�
~Hint

���n�1; 'n�1� (4.16)

Evaluent l�élément de matrice �gurant dans (4:16) on premier order en " :

h�n; 'nj
�i �~Hint

���n�1; 'n�1� = h�n; 'nj 1� i
"

~
Hint

���n�1; 'n�1�+O
�
"2
�

= h�n; 'nj �n�1; 'n�1i
"
1� i

"

~
h�n; 'njHint

���n�1; 'n�1�
h�n; 'nj �n�1; 'n�1i

#
+O

�
"2
�

' h�n; 'nj �n�1; 'n�1ie�i
"
~Hint(�n�1;'n�1;�n;'n) (4.17)
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avec

Hint

�
�n�1; 'n�1; �n; 'n

�
=
h�n; 'njHint

���n�1; 'n�1�
h�n; 'nj �n�1; 'n�1i

(4.18)

le propagateur s�écrit sous la forme discrete suivante

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) = lim
"!0

Z
:::

Z
n=N

�
n=1

1

2�
d'nd cos(�n)

� exp
(
N+1X
n=1

h
log h�n; 'nj �n�1; 'n�1i � i

"

~
Hint

�
�n�1; 'n�1; �n; 'n

�i)
(4.19)

Ayant obtenu la forme conventionnelle de Feynamn

K =

Z
Dpath exp (iAction (path)) ; (4.20)

En tenant compte du fait que :

h�; 'j�z j�n; '0i = cos
�

2
cos

�0

2
e+

i
2
('�'0) � sin �

2
sin

�0

2
e�

i
2
('�'0); (4.21)

h�; 'j�+ j�n; '0i = cos
�

2
sin

�0

2
e+

i
2
('+'0); (4.22)

h�; 'j�� j�; '0i = sin
�

2
cos

�0

2
e�

i
2
('+'0): (4.23)

Le propagateur prend la forme discrete suivante

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) = lim
N�!1

Z
:::

Z
n=N

�
n=1

1

2�
d'nd cos(�n)

n=N+1

�
n=1

�
cos(

�n
2
) cos(

�n�1
2
) exp

i

2
('n � 'n�1) + sin(

�n
2
) sin(

�n�1
2
) exp� i

2
('n � 'n�1)

+ i"
 (t)

�
cos(

�n
2
) cos(

�n�1
2
) exp

i

2
('n � 'n�1)� sin(

�n
2
) sin(

�n�1
2
) exp� i

2
('n � 'n�1)

�
+i"u (t) cos(

�n
2
) sin(

�n�1
2
) exp

i

2
('n + 'n�1) + i"u� (t) sin(

�n
2
) cos(

�n�1
2
) exp� i

2
('n + 'n�1)

�
(4.24)
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Ayant obtenu la forme conventionnelle, il nous reste à l�intégrer en vue d�extraire les propriétés

physiques qui nous intéresessent. Procédons alors au calcul de K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ):

4.3 Calcul du propagateur pour le champ de Rabi

Les formes du champ magnétique étudiées dans ce chapitre appartiennent à une classe de champs

solubles exactement, dite classe de Rabi. On va calculer le propagateur dans chaque cas, suivant le

formalisme intégrale de chemins dans la représentation états cohérents de spin est en va déduire la

probabilité de transition dans chaque cas.

4.4 Premier cas :

B(t) = (B1 cos!t; B1 sin!t; B0) (4.25)

Dans ce cas

u (t) =


2
(Bx(t)� iBy(t)) = !1e

�i!t; avec !1 =


2
B1 et 
 (t) =



2
B0 = !0 (4.26)

Le propagateur (4:24) prend la forme suivante

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) = lim
N�!1

Z
:::

Z
n=N

�
n=1

1

2�
d'nd cos(�n)

n=N+1

�
n=1

�
cos(

�n
2
) cos(

�n�1
2
) exp

i

2
('n � 'n�1) + sin(

�n
2
) sin(

�n�1
2
) exp� i

2
('n � 'n�1)

+ i"!0

�
cos(

�n
2
) cos(

�n�1
2
) exp

i

2
('n � 'n�1)� sin(

�n
2
) sin(

�n�1
2
) exp� i

2
('n � 'n�1)

�
+ i"!1e

�i!t cos(
�n
2
) sin(

�n�1
2
) exp

i

2
('n + 'n�1)+

+i"!1e
+i!t sin(

�n
2
) cos(

�n�1
2
) exp� i

2
('n + 'n�1)

�
(4.27)
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Notons que (4:27) s�écrit sous la forme adéquate suivante

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) = lim
N�!1

Z
:::

Z NY
n=1

d cos(�n)d'n
2�

�
N+1Y
n=1

�
cos �n

2
e+

i
2
'n ; sin �n

2
e�

i
2
'n

�
R(tn)

0B@ cos �n�1
2
e�

i
2
'n�1

sin �n�1
2
e+

i
2
'n�1

1CA ; (4.28)

avec

R(tn) = ei"!0�z + i"

0B@ 0 !1e
�i!t

!1e
+i!t 0

1CA ; (4.29)

On intègre sur tous les angles ('0n; �n) utilisant.

Z �

0

d cos � cos2
�

2
=

Z �

0

d cos � sin2
�

2
= �1 et

Z 2�

0

d'e+im' = 2��m;0: (4.30)

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) =

�
cos

�f
2
e
i
2
'f ; sin

�f
2
e�

i
2
'f

�
lim

N�!1
(�1)N

N+1Y
n=1
 

R(tn)

0B@ cos �i
2
e�

i
2
'i

sin �i
2
e
i
2
'i

1CA (4.31)

Maintenant passons au calcule du produis des matrice suivant [56] :

N

�
n=1
(e�i"!0(n)�z + i"K(n)) = e

�i
N
�
j=1

"!0(j)�z
+

N

�
l=1
(i")e

�i
N
�
l+1
"!0(k)�z

K(l)e
�i

l�1
�
1
"!0(k)�z

+
N

�
l1=1

l1�1
�
l2=1
(i")2e

�i
N
�

l1+1
"!0(k)�z

K(l1)e
�i

l1�1
�

l2+1
"!0(k)�z

K(l2)e
�i

l1�1
�
1
"!0(k)�z

+ :::

+
N

�
l1=1

l1�1
�
l2=1

l2�1
�
l3=1

:::
lN�2�1
�

lN�1=1

lN�1�1
�
lN=1

(i")Ne
�i

N
�

l1+1
"!0(k)�z

K(l1)e
�i

l1�1
�

l2+1
"!0(k)�z

K(l2)e
�i

l2�1
�

l3+1
"!0(k)�z

K(l3):::e
�i

lN�2�1
�

lN�1+1
"!0(k)�z

K(lN�1)e
�i

lN�1�1
�

lN+1
"!0(k)�z

K(lN)e
�i

lN�1
�
1
"!0(k)�z

: (4.32)
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A la limite N �! +1 :le produit devient

R(p; T ) = e�i
R T
0 ds!0(q;s)�z + i

Z T

0

ds1e
�i
R T
s1
ds!0�zK(s1)e

�i
R s1
0 ds!0�z

+ (i)2
Z T

0

ds1

Z s1

0

ds2e
�i
R T
s1
ds!0�zK(s1)e

�i
R s1
s2
ds!0�zK(s2)e

�i
R s2
0 ds!0�z

+ :::(i)N
Z T

0

ds1

Z s1

0

ds2

Z s2

0

ds3:::

Z sN�1

0

dsNe
�i
R T
s1
ds!0�zK(s1)e

�i
R s1
s2
ds!0�z

K(s2)e
�i
R s2
s3
ds!0�zK(s3):::K(sN�1)e

�i
R sN�1
sN

ds!0�zK(sN)e
�i
R sN
0 ds!0�z + ::: (4.33)

Un calcul simple nous montre que les termes impaires respectivemet paires sont les élément diagonaux

respectevement antidiagonaux de de R

R11(T ) = e�i
R T
0 ds!0 +

1
�
n=1

i2n
Z T

0

ds1

Z s1

0

ds2

Z s2

0

ds3:::

Z s2n�1

0

ds2n�

e
�i
R T
s1
ds!0u(s1)e

+i
R s1
s2
ds!0u(s2):::e

+i
R s2n�1
s2n

ds!0u(s2n)e
�i
R s2n
0 ds!0 (4.34)

et

R12(T ) = i

Z T

0

ds1e
�i
R T
s1
ds!0u(s1)R22(s1) (4.35)

R22(T ) = R�11(T ) (4.36)

R21(T ) = �R�12(T )

le propagateur prend la forme suivante

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) =

�
cos

�f
2
e
i
2
'f ; sin

�f
2
e�

i
2
'f

�0B@ R11 (T ) R12 (T )

R21 (T ) R22 (T )

1CA
0B@ cos �i

2
e�

i
2
'i

sin �i
2
e
i
2
'i

1CA ; (4.37)

Les angles � et ' sont autorisés à ne varient que dans les domaines limités [0; 2�] et [0; 4�] respec-
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tivement. Donc le propagateur devient (somme sur tous les chemins possibles) :

K(f; i;T ) =

+1X
n=�1

K
�
�f + 2n�; 'f + 4n�; �i; 'i;T

�
(4.38)

= K(�f ; 'f ; �i; 'i;T )

qui est une expression pour le propagateur dans l�espace des états cohérents angulaire.

4.5 La probabilité de transition

Calculons la probabilité de transition entre les deux états propre de �z

P#" = jh# jU(T ) j"ij2 (4.39)

En introduit les relations de fermetures

Z
d cos(�f )d'f

2�

���f ; 'f� 
�f ; 'f �� = 1; Z
d cos(�i)d'i

2�
j�i; 'ii h�i; 'ij = 1 (4.40)

on trouve

P#" =

����Z d cos(�f )d'f
2�

d cos(�i)d'i
2�

h#
���f ; 'f�K (f; i;T ) h�i; 'ij "i����2

avec

h"
���f ; 'f� = cos��f2

�
e�

i
2
'f ; et h�i; 'ij #i = sin

�
�i
2

�
e�

i
2
'i

On intègre sur les variables angulaires la probabilité de transition prend la forme suivante

P#" = jR12(T )j2

Evaluons maintenant R11(T ) en utilisant la transformation de Laplace par rapport à T . Soit
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R12(p; T ) =

Z +1

0

dTe�pTR12(T ) (4.41)

où R12(p; T ) s�écrit sous la forme

R12(p; T ) =
1
�
n=0
(i!1)

2n+1F (0; T )e�i
T�
2 (4.42)

Avec

F (0; T ) =

Z T

0

ds1e
�i�s1F1(0; s1) (4.43)

F1(0; s1) =

Z s1

0

ei�s2ds2F2(0; s2) (4.44)

et on obtient par itération

F2n(0; s2n) =

Z s2n

0

e�i�s2n+1ds2n+1 (4.45)

La tronsformée de Laplace de F (0; T ) est :

s
F (0; p) =

Z +1

0

e�pTF (0; T )dT =

Z +1

0

dTe�pT
Z T

0

e�i�s1F1(0; s1)ds1 (4.46)

qui peut être réécrite comme

s
F (0; p) =

Z +1

0

dTe�(p+i�)T
Z T

0

ei�(T�s1)F1(0; s1)ds1 (4.47)

En utilisant le théorème de convolution, on obtient

s
F (0; p) =

1

p

s
F1(0; p+ i�) (4.48)
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où

s
F1(0; p+ i�) =

Z +1

0

e�(p�i�)TF1(0; T )dT

=

Z +1

0

e�(p�i�)TdT

Z s1

0

e�i�s2ds2F2(0; s2) =
1

p+ i�

s
F 2(0; p) (4.49)

E¤ectuons le même calcul pour tous les autres termes , on obtient

s
F (0; p) =

1

p

�
1

p(p+ i�)

�n+1
(4.50)

Insérons ce résultat dans R12(p; T ) et e¤ectuons la somme, on obtient

R12(p; T ) =
i!1

p(p+ i�)� !21
(4.51)

Ce résultat est valabable pour j (i

2
)2

p(p�i�) j< 1. On note qu�il est toujours possible de trouver un contour

ou cette condition est véri�ée.

Prenons l�inverse de la transformatée de Laplace

K ("; #;T ) =
Z
C

dTe�pT
i!1

p(p+ i�)� !21
(4.52)

Avec � = ! � !0:

En utilisant la continuation analytique, le resultat de l�inversion est

K ("; #;T ) = i!1e
i(!��=2)T

�
sin�T; (4.53)

avec � = 1
2

q
(! � !0)

2 + 4!21:

La probabilité de transition est alors donnée par

P�1=2;1=2 = jK ("; #;T )j2 =
4!21

(! � !0)
2 + 4!21

sin2
T

2

q
(! � !0)

2 + 4!21 (4.54)
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Cette formule est exactement la formule bien connue de Rabi donnée dans la littérature [14].

4.6 Deuxième cas

B(t) =

�
B1e

��t sin!t;

�
!

g
�B0

�
e��t � !

g
;B1e

��t cos!t

�
(4.55)

Avec : B1 = 2!1g et B0 =
!0
g
; dans ce cas

u(t) = !1e
��t sin!t� i

2
[(! � !0) e

��t � !]; 
(t) = !1e
��tn cos!t (4.56)

Le propagateur sera donné comme :

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) = lim
N�!1

Z
:::

Z
n=N

�
n=1

1

2�
d'nd cos(�n)

n=N+1

�
n=1

�
cos

�n
2
cos

�n�1
2
exp

i

2
('n � 'n�1) + sin

�n
2
sin

�n�1
2
exp� i

2
('n � 'n�1)

+ i"!1e
��tn cos!t

�
cos

�n
2
cos

�n�1
2
exp

i

2
('n � 'n�1)� sin

�n
2
sin

�n�1
2
exp� i

2
('n � 'n�1)

�
+ i"

�
!1e

��t sin!t� i

2
[(! � !0) e

��t � !]

�
cos

�n
2
sin

�n�1
2
exp

i

2
('n + 'n�1)+

+i"

�
!1e

��t sin!t� i

2
[(! � !0) e

��t � !]

�
sin

�n
2
cos

�n�1
2
exp� i

2
('n + 'n�1)

�
(4.57)

qui l�on peut l�écrire sous la forme matricielle

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) = lim
N�!1

Z
:::

Z NY
n=1

d cos(�n)d'n
2�

�
N+1Y
n=1

�
cos �n

2
e+

i
2
'n ; sin �n

2
e�

i
2
'n

�
R1(tn)

0B@ cos �n�1
2
e�

i
2
'n�1

sin �n�1
2
e+

i
2
'n�1

1CA (4.58)

avec la matrice R1(tn) est donné par :
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R1(tn) = 1 + i"!1e
��tn sin!tn�x + i"

1

2

�
(! � !0) e

��tn � !
�
�y + i"!1e

��tn cos!tn�z (4.59)

Faisons d�abord une transformation unitaire sur les variables angulaires, a�n d�éliminer le terme !t

du champs magnétique dans le propagareur (4:58).

0B@ cos �n�1
2
e�

i
2
'n�1

sin �n�1
2
e+

i
2
'n�1

1CA = e�i
!tn�1

2
�y

0B@ cos
�
0
n�1
2
e�

i
2
'
0
n�1

sin
�
0
n�1
2
e+

i
2
'
0
n�1

1CA ; (4.60)

�
cos �n

2
e+

i
2
'n ; sin �n

2
e�

i
2
'n

�
=

�
cos �

0
n

2
e
i
2
'
0
n ; sin �

0
n

2
e�

i
2
'
0
n

�
e+i

!tn
2
�y (4.61)

Le propagateur en fonction des nouvelles variables angulaires �0 et '0; s�écrit :

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) = lim
N�!1

Z
:::

Z NY
n=1

d cos(�0n)d'
0
n

2�

�
N+1Y
n=1

�
cos �

0
n

2
e
i
2
'
0
n ; sin �

0
n

2
e�

i
2
'
0
n

�
R1(tn)

0B@ cos
�
0
n�1
2
e�

i
2
'
0
n�1

sin
�
0
n�1
2
e+

i
2
'
0
n�1

1CA ; (4.62)

avec

R2(tn) = e+i
!tn
2
�yR1(tn)e

�i!tn�1
2

�y

= e+i
!"
2
�y + i"!1e

��tn sin!tne
+i!tn

2
�y�xe

�i!tn�1
2

�y+

+
1

2
i"
�
(! � !0) e

��t � !
�
�y + i"!1e

��tn cos!tne
+i!tn

2
�y�ze

�i!tn�1
2

�y : (4.63)

Le deusième terme se transforme comme suit
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e+i
!tn
2
�y�xe

�i!tn
2
�y =

�
cos

!tn
2
+ i�y sin

!tn
2

�
�x

�
cos

!tn
2
� i�y sin

!tn
2

�

=

0B@ sin!tn cos!tn

cos!tn � sin!tn

1CA (4.64)

et le quatrième se tansforme comme suit

e+i
!tn
2
�y�ze

�i!tn
2
�y =

�
cos

!tn
2
+ i�y sin

!tn
2

�
�z

�
cos

!tn
2
� i�y sin

!tn
2

�

=

0B@ cos!tn � sin!tn

� sin!tn � cos!tn

1CA (4.65)

En conséquence l�expression de R0(tn) est simpli�ée à la forme suivante :

R2(tn) = 1 + i"e
��tn

�
!1�z +

1

2
(! � !0)�y

�
(4.66)

Insérant ce résultat dans l�équation (4:62) le propagateur K (f; i;T ) devient :

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) = lim
N�!1

Z
:::

Z NY
n=1

d cos(�
0

n)d'
0
n

2�

�
N+1Y
n=1

�
cos �

0
n

2
e+

i
2
'
0
n ; sin �

0
n

2
e�

i
2
'
0
n

�
R2(tn)

0B@ cos
�
0
n�1
2
e�

i
2
'
0
n�1

sin
�
0
n�1
2
e+

i
2
'
0
n�1

1CA (4.67)

avec

R0(tn) = 1 + i"e
��tn

�
!1�z +

1

2
(! � !0)�y

�
(4.68)
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Utilisant la transformation temporelle suivante :

� = "e��tn ; � = sn � sn�1; sn =
1� e��tn

�
(4.69)

Le propagateur K (f; i;T ) devient

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) = lim
N�!1

Z
:::

Z NY
n=1

d cos(�
0

n)d'
0
n

2�

N+1Y
n=1

�
cos �

0
n

2
e+

i
2
'
0
n ; sin �

0
n

2
e�

i
2
'
0
n

�
R3(tn)

0B@ cos
�
0
n�1
2
e�

i
2
'
0
n�1

sin
�
0
n�1
2
e+

i
2
'
0
n�1

1CA (4.70)

R3(tn) = 1 + i�

�
!1�z +

1

2
(! � !0)�y

�
(4.71)

qui l�on peut l�écrire sous la forme suivante

R3(tn) = 1 + i�
1

2

q
(! � !0)

2 + 4!21 [ �y sin  + �z cos ] (4.72)

avec

cos  =
2!1q

(! � !0)
2 + 4!21

; sin  =
(! � !0)q

(! � !0)
2 + 4!21

(4.73)

A ce stade il est préférable d�introduire une deuxième rotation d�un angle  dans l�espace de spin

a�n de pouvoir intégrer sur les variables angulaires

0B@ cos
�0n�1
2
e�

i
2
'n�1

sin
�
0
n�1
2
e+

i
2
'
0
n�1

1CA = ei

2
�x

0B@ cos
�
00
n�1
2
e�

i
2
'
00
n�1

sin
�
00
n�1
2
e+

i
2
'
00
n�1

1CA (4.74)

�
cos �

0
n

2
e+

i
2
'
0
n ; sin �

0
n

2
e�

i
2
'
0
n

�
=

�
cos �

00
n

2
e+

i
2
'
00
n ; sin �

00
n

2
e�

i
2
'
00
n

�
e�i


2
�x (4.75)

En insérant cette transformation dans l�expression (4:70), le propagateur K (f; i;T ) devient :
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K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) = lim
N�!1

Z
:::

Z NY
n=1

d cos(�
00

n)d'
00
n

2�

�
N+1Y
n=1

�
cos �

00
n

2
e+

i
2
'
00
n ; sin �

00
n

2
e�

i
2
'00n

�
R4(tn)

0B@ cos
�
00
n�1
2
e�

i
2
'
00
n�1

sin
�
00
n�1
2
e+

i
2
'
00
n�1

1CA (4.76)

l�expression du matrice R4(tn) est simpli�ée comme suit :

R4(tn) = e�i

2
�x

"
1 + i�

r
1

4
(! � !0)

2 + !21 ( sin �y + cos �z)

#
ei


2
�x

= 1 + i�

r
1

4
(! � !0)

2 + !21e
�i 

2
�x (sin �y + cos �z) e

i 
2
�x (4.77)

telque :

e�i

2
�x �ze

i 
2
�x =

�
cos



2
� i�x sin



2

�
�z

�
cos



2
+ i�x sin



2

�

=

0B@ cos  i sin 

�i sin  � cos 

1CA (4.78)

et

e�i

2
�x �ye

i 
2
�x =

�
cos



2
� i�x sin



2

�
�y

�
cos



2
+ i�x sin



2

�

=

0B@ sin  �i cos 

i cos  � sin 

1CA (4.79)
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donc :

e�i

2
�x [sin �y + cos �z] e

i 
2
�x =

0B@ 1 0

0 �1

1CA = �z (4.80)

d�où

R4(tn) = 1 +
i�

2

q
(! � !0)

2 + 4!21�z = e
i�
2

p
(!�!0)2+4!21�z

Alors le propagateur K (f; i;T ) prend la forme diagonale suivante :

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) = lim
N�!1

Z
:::

Z NY
n=1

d cos(�00n)d'
00
n

2�

�
N+1Y
n=1

�
cos �

00
n

2
e+

i
2
'00n ; sin �

00
n

2
e�

i
2
'00n

�
R4(tn)

0B@ cos
�00n�1
2
e�

i
2
'00n�1

sin
�00n�1
2
e+

i
2
'00n�1

1CA (4.81)

On intègre sur tous les angles ('n; �n) utilisant.

Z �

0

d cos � cos2
�

2
=

Z �

0

d cos � sin2
�

2
= �1 et

Z 2�

0

d'e+im' = 2��m;0: (4.82)

On trouve

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) =

�
cos

�f
2
e
i
2
'f ; sin

�f
2
e�

i
2
'f

�
lim

N�!1
(�1)N

N+1Y
n=1
 

R4(tn)

0B@ cos �i
2
e�

i
2
'i

sin �i
2
e
i
2
'i

1CA : (4.83)

Maintenant passons au calcul du produit des matrices �gurant dans (4:83) on obtient

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) =

�
cos

�00f
2
e+

i
2
'00f ; sin

�00f
2
e�

i
2
'00f

�
ei

S
2

p
(!�!0)2+4!21�z

0B@ cos
�00i
2
e�

i
2
'00i

sin
�00i
2
e+

i
2
'00i

1CA : (4.84)
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Retournons aux anciennes variables angulaire,

0B@ cos
�00i
2
e�

i
2
'00i

sin
�00i
2
e+

i
2
'00i

1CA = e�i

2
�xe+i

!T
2
�y

0B@ cos �i
2
e�

i
2
'i

sin �i
2
e+

i
2
'i

1CA (4.85)

�
cos

�00f
2
e+

i
2
'00f ; sin

�00f
2
e�

i
2
'00f

�
= e�i

!T
2
�ye+i


2
�x

�
cos

�f
2
e+

i
2
'f ; sin

�f
2
e�

i
2
'f

�
; (4.86)

nous obtenons que le propagateur prend la forme suivante :

K(�f ; 'f ; �i; 'i;T ) =

�
cos

�f
2
e+

i
2
'f ; sin

�f
2
e�

i
2
'f

�
M(T )

0B@ cos �i
2
e�

i
2
'i

sin �i
2
e+

i
2
'i

1CA (4.87)

la matrice M(T ) et donnée par l�expression

M(T ) = e�i
!T
2
�ye+i


2
�xei

S
2

p
(!�!0)2+4!21�ze�i


2
�xe+i

!T
2
�y (4.88)

Les angles � et ' sont autorisés à ne varient que dans les domaines limités [0; 2�] et [0; 4�] respective-

ment. Donc le propagateur devient (somme sur tous les chemins possibles) :

K(f; i;T ) =
+1X
n=�1

K
�
�f + 2n�; 'f + 4n�; �i; 'i;T

�
(4.89)

= K(�f ; 'f ; �i; 'i;T );

qui est une expression pour le propagateur dans l�espace des états cohérents angulaire.

4.7 La probabilité de transition

L�amplitude de transition de l�état initiale jmii = j"iy = 1p
2
(j"i+ i j#i) à l�état �nale jmfi = j#iy =

1p
2
(j"i � i j#i) est liée à K(f; i;T ) par
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P#" = jK (mf ;mi;T )j2 (4.90)

avec

K (mf ;mi;T ) =y h# jU(T ) j"iy (4.91)

En introduit les relations de fermutures

Z
d cos(�f )d'f

2�

���f ; 'f� 
�f ; 'f �� = 1; Z
d cos(�i)d'i

2�
j�i; 'ii h�i; 'ij = 1 (4.92)

on trouve

K (mf ;mi;T ) =

Z
d cos(�f )d'f

2�

d cos(�i)d'i
2�

hmf

���f ; 'f�K (f; i;T ) h�i; 'ij mii

=

Z
d cos(�f )d'f

2�

d cos(�i)d'i
2�

1

2
h[h" + i j#i]

���f ; 'f�K (f; i;T ) h�i; 'ij [j"i+ i j#i]i (4.93)

qui s�écrit sous la forme

K (mf ;mi;T ) =
1

2

Z
d cos(�f )d'f

2�

d cos(�i)d'i
2�

�
�
h"
���f ; 'f�K (f; i;T ) h�i; 'ij "i+ i h"

���f ; 'f�K (f; i;T ) h�i; 'ij #i +
i h#

���f ; 'f�K (f; i;T ) h�i; 'ij "i � h# ���f ; 'f�K (f; i;T ) h�i; 'ij #i	 (4.94)

Avec
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h"
���f ; 'f� = cos

�
�f
2

�
e�

i
2
'f ; et h�i; 'ij #i = sin

�
�i
2

�
e�

i
2
'i : (4.95)

h#
���f ; 'f� = sin

�
�f
2

�
e
i
2
'f et h�i; 'ij "i = cos

�
�i
2

�
e
i
2
'i (4.96)

(4:94) devient :

K (mf ;mi;T ) = K11(T ) +K12(T ) +K21(T ) +K22(T ) (4.97)

Avec

K11(T ) =

Z
d cos(�f )d'f

2�

d cos(�i)d'i
2�

1

2
h"
���f ; 'f�K (f; i;T ) h�i; 'ij "i = 1

2
M11(T ) (4.98)

K12(T ) =

Z
d cos(�f )d'f

2�

d cos(�i)d'i
2�

1

2
h"
���f ; 'f�K (f; i;T ) h�i; 'ij #i = 1

2
M12(T ) (4.99)

K21(T ) =

Z
d cos(�f )d'f

2�

d cos(�i)d'i
2�

1

2
h#
���f ; 'f�K (f; i;T ) h�i; 'ij "i = 1

2
M21(T ) (4.100)

K22(T ) =

Z
d cos(�f )d'f

2�

d cos(�i)d'i
2�

1

2
h#
���f ; 'f�K (f; i;T ) h�i; 'ij #i = 1

2
M22(T ) (4.101)

d�où
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K (mf ;mi;T ) = K (#; ";T ) = 1

2
[M11(T )�M22 (T ) + i (M12 (T ) +M21 (T ))] (4.102)

En substituant les éléments de la matriceM(T ) dans l�expression (4:102) la probabilité de transition

dans ce cas s�ecrit :

P#" =
1

4
j(M11(T )�M22(T )) + i (M12(T ) +M21(T ))j2

=
1

4

����2i cos  sin 
S2 e
i
2
!T

����2

=
1

4
� 4 cos2  sin2 
S

2
(4.103)

P#" =
4!21

4!21 + (! � !0)
2 sin

2

�
S(T )

2

q
4!21 + (! � !0)

2

�

=
4!21

4!21 + (! � !0)
2 sin

2

�
1� e��T

2�

q
4!21 + (! � !0)

2

�
(4.104)

Cette formule est exactement la formule bien connue de Rabi donnée dans la littérature [68].

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité via le formalisme des intégrales de chemins le problème d�un

atome très lourd de spin 1
2
interagissant avec un champ magnétique dépendant du temps. La forme

du champ magnétique étudié appartienent à une classe du champ soluble exactement, dite classe de

Rabi. Au cours du traitement, en utiliasnt le model angulaire du spin : Par conséquent, nous avons

introduit des états cohérents angulaires relatif à ce modèle. Le calcul explicite du propagateur a nécessité

l�introduction des rotations dans l�espace du spin suivi de quelques transformations temporelles. Ainsi,
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la probabilité de transition est donnée explicitement dans ce cas. Les résultats concordent exactement

avec ceux de la littérature [68] :
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Chapitre 5

Les oscillations de Rabi pour un système

atomique à deux niveaux avec un

hamiltonien pseudo-hermitique

5.1 Introduction

Dans la formulation de Schrôdinger pour les systemens quantique ayant un hamiltoinan non-

hermitique un operatreur metrique dé�nie positive � doit être introduit a�n d�assurer l�interprétation

probabiliste [75� 79] : De plus cet opérateur donne une théorie hermitienne équivalent au moyen d�une

transformation similarie . Toutefois, si la mécanique quantique est formulé en termes des intégrles du

chemins, l�opérateur métrique ne fait qu�une apparition implicite et les fonctions de Green sont calculé

comme intégrales fonctionnelles d�une manière habituel. Cette approche a été principalement initié par

[80] : Dans cet chapitre, nous utilisons les intégrales du chemins habituel en representation des états

cohérent angulaire pour résoudre explicitement le problème d�un atome a deux niveaux soumise a un

champ éléctromgnétique.

Dans l�image d�interaction, et dans l�approximation d�onde tournante, l�évolution du système est
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décrit par l�équation [71].

i
@

@t

�
Ca(t)

Cb(t)

�
= H

�
Ca(t)

Cb(t)

�
; (5.1)

où

H =

0B@ �ia V

V � �ib

1CA ; (5.2)

Et V est l�élément de matrice d�interaction entre l�atome et le rayonnement. L�amortissement des deux

niveaux d�atomes est décrit par les constantes de désintégration phénoménologique a et b.

Dans ce chapitre, nous allons examiner la solution de ce problème par le formalisme des intégrales du

chemins dans la représentation des états cohérents de spin . A cet e¤et, une autre forme de l�hamiltonien

approprié pour nos calculs est :

H =

0B@ �i V

V � i

1CA = �i�z + V �+ + V ��� (5.3)

avec  = 1
2
(a � b) :et �z; �+; �� sont les matrices de Pauli et le propagateur lié à notre problème

prend la forme de Feynman

K =

Z
Dpath exp(iAction); (5.4)

ce qui signi�e dans notre cas :

K (f; i;T ) =

Z NY
n=1

d cos(�n)d'n
2�

exp

(
n=N+1X
n=1

�
log < 
n j
n�1i � i"

h
njH j
n�1i
< 
n j
n�1i

�)
: (5.5)
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5.2 Calcul le propagateur

Nous notons que (5:5) est écrit sous la forme suivante

K (f; i;T ) = lim
N�!1

Z NY
n=1

d cos(�n)d'n
2�

�
N+1Y
n=1

�
cos �n

2
e+

i
2
'n ; sin �n

2
e�

i
2
'n

�
R(tn)

0B@ cos �n�1
2
e�

i
2
'n�1

sin �n�1
2
e+

i
2
'n�1

1CA ; (5.6)

avec

R(tn) =
�
e�"�z + i"K(tn)

�
; (5.7)

où

K(tn) =

0B@ 0 �V )

�V � 0

1CA : (5.8)

Nous intégrons sur toutes les variables angulaires �n et 'n

Alors (5:6) devient

K (f; i;T ) =

�
cos

�f
2
e
i
2
'f ; sin

�f
2
e�

i
2
'f

�
lim

N�!1
(�1)N

N+1Y
n=1
 

R(tn)

0B@ cos �i
2
e�

i
2
'i

sin �i
2
e
i
2
'i

1CA (5.9)

Nous développons le produit (de matrice 2 � 2) selon lesquels apparaître dans l�expression (5:9),

nous obtenons la série suivante :

R(T ) = lim
N�!1

N+1Y
n=1
 

[(�1)nR(tn)]

= lim
N�!1

(�1)N+1
�
e�

R T
0 ds�V + i

Z T

0

ds1e
�
R T
s1
ds�VK(s1)e

�
R s1
0 ds�V

+(i)2
Z T

0

ds1

Z s1

0

ds2e
�i
R T
s1
ds!�VK(s1)e

�i
R s1
s2
ds!�VK(s2)e

�i
R s2
0 ds!�V + � � �+
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+iN+1
Z T

0

ds1

Z s1

0

ds2 � � �
Z sN

0

dsN+1e
�
R T
s1
ds�VK(s1)e

�
R s1
s2
ds�V

�K(s2)e�
R s3
s2
ds�VK(s3)� � � � �K(sN)e

�
R sN
sN+1

ds�VK(sN+1) + � � �
i

(5.10)

Ces éléments de matrice sont respectivement les suivants :

R11(T ) = e�
R T
0 ds +

1X
n=1

��
� jV j2

�n Z T

0

ds1

Z s1

0

ds2 � � �
Z s2n�1

0

ds2n

�e�
R T
s1
ds
e
R s1
s2
ds � � � � � e

+
R s2n�1
s2n

ds
e�

R s2n
0 ds2s = R�22(T ) (5.11)

R12 (T ) = �i
Z T

0

ds1e
� 1
2

R T
s1
dt
VR�11 (s1) = �R�21 (T ) (5.12)

Par conséquent l�équation ( 5.9 ) peut être réécrite comme une série

K (
f ;
i;T ) =

cos
�f
2
cos

�i
2
e+

i
2
('f�'i)

"
e�

R T
0 ds +

1X
n=1

�
� jV j2

�n Z T

0

ds1

Z s1

0

ds2 � � �
Z s2n�1

0

ds2n

� e
�
R T
s1
ds
e
R s1
s2
ds � � � � � e

+
R s2n�1
s2n

ds
e�

R s2n
0 ds2s

i
+sin

�f
2
sin

�i
2
e�

i
2
('f�'i)

"
e+

R T
0 ds +

1X
n=1

(� jV j)2n
Z T

0

ds1

Z s1

0

ds2 � � �
Z s2n�1

0

ds2n

�e
R T
s1
ds
e
�
R s1
s2
ds � � � � � e

�
R s2n�1
s2n

ds
e+

R s2n
0 ds2s

i
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� cos �f
2
sin

�i
2
e+

i
2
('f+'i)

" 1X
n=0

(�i jV j)2n+1
Z T

0

ds1

Z s1

0

ds2 � � �
Z s2n

0

ds2n+1

�e�
R T
s1
ds
e
+
R s1
s2
ds � � � � � e+

R s2n+1
0 ds

i
� sin �f

2
cos

�i
2
e�

i
2
('f+'i)

" 1X
n=0

(�i jV j)2n+1
Z T

0

ds1

Z s1

0

ds2 � � �
Z s2n

0

ds2n+1

�e
R T
s1
ds
e
�
R s1
s2
ds � � � � � e�

R s2n+1
0 ds

i
(5.13)

qui peut être réarrangé pour être exprimé sous la forme d�une somme de quatre termes

K (
f ;
i;T ) = K11 (f; i;T ) +K22 (f; i;T ) +K12 (f; i;T ) +K21 (f; i;T ) (5.14)

Le premier terme s�écrite comme :

K11 (f; i;T ) = cos
�f
2
cos

�i
2
e
i
2('f�'i)

� exp (�T )
"
1 +

1X
n=1

�
� jV j2

�n Z T

0

ds1e
2s1

Z s1

0

ds2e
�2s2 � � �

Z s2n�1

0

e�2s2ndsn

#
(5.15)

Cette dernière expression peut être écrite sous une forme plus commode. En e¤et nous mettons d�abord

F (0; T ) = exp (�T )
" 1X
n=1

�
� jV j2

�n Z T

0

ds1e
2s1

Z s1

0

ds2e
�2s2 � � �

Z s2n�1

0

e�2s2ndsn

#
(5.16)

et nous passons à sa transformation de Laplace et d�appliquer le théorème de convolution on trouve

s
F (0; p) =

Z +1

0

e�pTF (0; T )dT =
p� 2

(p) (p� 2) + jV j2
� 1
p
: (5.17)

Prenant la transformée de Laplace inverse de ( 5.17) , nous trouvons que sous la condition
�
jV j2 > 2

�
.

K11 (f; i;T ) = cos
�f
2
cos

�i
2
e
i
2('f�'i)

�
cosET � 

E
sinET

�
: (5.18)
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avec

E =

q
jV j2 � 2: (5.19)

Par la meme mèthode on trouve que sous la condition jV j2 < 2 la transformation de l�inverse de

Laplace (5:18) donné

K11 (f; i;T ) = cos
�f
2
cos

�i
2
e
i
2('f�'i)

0@coshq2 � jV j2T � q
2 � jV j2

sinh

q
2 � jV j2T

1A (5.20)

et pour le cas jV j2 = 2 la transformation de l�inverse de Laplace (5:18) est donné par :

K11 (f; i;T ) = cos
�f
2
cos

�i
2
e
i
2('f�'i) (1� T ) (5.21)

Nous traitont notre système sous la condition jV j2 > 2:

Un calcul semblable nous permet d�obtenir les autres éléments

K12 (f; i;T ) = �i
V sinET

E
cos

�f
2
sin

�i
2
e
i
2
('f+'i) (5.22)

K21 (f; i;T ) = �i
V � sinET

E
sin

�f
2
cos

�i
2
e�

i
2
('f+'i) (5.23)

K22 (f; i;T ) = sin
�f
2
sin

�i
2
e�

i
2
('f�'i)

�
cosET � i



E
sinET

�
(5.24)

Le propagateur relativement à notre cas particulier est �nalement :

K (
f ;
i;T ) =

��
cos

�f
2
cos

�i
2
e
i
2('f�'i)

�
cosET � 

E
sinET

�

72



+sin
�f
2
sin

�i
2
e�

i
2
('f�'i)

�
cosET +



E
sinET

�
�i cos �f

2
sin

�i
2
e
i
2
('f+'i)

V sinET

E

�i sin �f
2
cos

�i
2
e�

i
2
('f+'i)

V � sinET

E

��
: (5.25)

Les angles (�; ') sont autorisés à varier que dans les domaines limités [0; 2�] et [0; 4�]. Notre propa-

gateur est la suivant :

K (f; i;T ) =

+1X
n=�1

K
�
�f + 2n�; 'f + 4n�; �i; 'i;T

�
= K

�
�f ; 'f ; �i; 'i;T

�
: (5.26)

Notre problème est alors résolu. Nous pouvons calculer la fonction d�onde et l�énergie.

5.3 Les fonctions d�onde et les énergies

Pour cela, passons à la représentation habituelle pour le spin avec les projections sur l�axe oz étant

mf et mi.

Ks (mf ;mi;T ) =
1

2�

Z
d cos(�f )d'f

1

2�

Z
d cos(�i)d'i

< mf j
fiK (
f ; 
i;T ) h
ijmi > : (5.27)

où

< mf

���f ; 'f� =
s

(2s)!

(s+mf )! (s�mf )!

�
� sin �f

2

�s�mf
�
cos

�f
2

�s+mf

e�(imf'f ); (5.28)

et

h�i; 'ijmi >=

s
(2s)!

(s+mi)! (s�mi)!

�
� sin �f

2

�s+mi
�
cos

�f
2

�s�mi

e+i(mi)'i ; (5.29)
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Si nous �xons l�état initial de l�atome comme jmii = j#i ; et l�état �nal jmfi = j"i ; nous obtenons :

<" j
fi = cos
�
�f
2

�
e�

i
2
'f ; et h
ij ">= cos

�
�i
2

�
e+

i
2
'i ; (5.30)

En substituant et intégrer sur les coordonnées polaires
�
�f ; 'f

�
et (�i; 'i) . Ainsi

K"" = cosET �


E
sinET (5.31)

Les éléments restants du propagateur obtenus avec les calculs analogues

K"# = �i
V sinET

E
; (5.32)

K#" = �i
V � sinET

E
; (5.33)

K## = cosET +


E
sinET (5.34)

L�opérateur d�évolution s�écrire sous la forme suivante :

U (T ) = e�iHT =

0B@ cosET � 
E
sinET �iV sinET

E

�iV � sinET
E

cosET + 
E
sinET

1CA (5.35)

donc on a :

U = e�iTE

0B@ 1
2

�
1� i

E

�
1
2
V
E

1
2
V �

E
1
2

�
1 + i

E

�
1CA+ e+iTE

0B@ 1
2

�
1 + i

E

�
�1
2
V
E

�1
2
V �

E
1
2

�
1� i

E

�
1CA (5.36)
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qui l�on peut l�écrire sous la forme

U = e�iTE
1

E

0B@ E � i

V �

1CA� 1
2

1
2
i
V � +

E
2V �

�

+e+iTE
1

E

0B@ �E � i

V �

1CA� �1
2
�1
2
i
V � +

E
2V �

�
; (5.37)

Par une comparaison avec la décomposition spectrale habituelle (CPT )

U = e�iHT = e�iTE j 1i h�1j+ e+iTE j 2i h�2j (5.38)

la base bi-orthonormale des états peut être déduite. Ils deviennent égaux à

j 1i =
1

E

0B@ E � i

V �

1CA : j�1i =

0B@ 1
2

� i
2V
+ E

2V

1CA (5.39)

j 2i =
1

E

0B@ �E � i

V �

1CA : j�2i =

0B@ �1
2

i
2V
+ E

2V

1CA (5.40)

et la metrique est donné par la dé�nition

j�1i = �+ j 1i ;

0B@ 1
2

� i
2V
+ E

2V

1CA =

0B@ a c

c� b

1CA 1

E

0B@ E � i

V �

1CA (5.41)

j�2i = �+ j 2i ;

0B@ �1
2

i
2V
+ E

2V

1CA =

0B@ a c

c� b

1CA 1

E

0B@ �E � i

V �

1CA (5.42)
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Par conséquent 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

a (E � i) + cV � = E
2

c� (E � i) + bV � = � iE
2V
+ E2

2V

a (�E � i) + cV � = �E
2

c� (�E � i) + bV � = iE
2V
+ E2

2V

(5.43)

D�ou

c� = � i

2V
: a =

1

2
= b (5.44)

et la metriquee est donné par :

�+ =
1

2

0B@ 1 + i
V �

� i
V

1

1CA : (5.45)

Ceci est la même métrique du hamiltonien pseudo- hermitique et sa base bi- orthonormale d�états

obtenu par la solution de l�équation de Schrodinger [71]. Les relations entre le présent pseudo- hermi-

tienne hamiltonien et certaines symétries ( connu sous le nom P , PT et CPT - symétries ) peuvent

ainsi être obtenus comme a été fait par [71] .

5.4 Conclusion

En utilisant le formalisme des intégrales du chemins dans la representation des états cohérents de

spin, le propagateur a été donné sous forme des séries, que nous avons pu sommer en utilisant la

transformée de Laplace. La métrique du hamiltonien et sa base bi-orthonormale d�états sont déduites,

le calcule coincide avec [71].
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous nous sommes interessé à l�étude de l�interaction du spin ou en général au

systèmes à deux niveaux avec un champ extérieur. Les matrices de Pauli � représentants les deux niveaux

de l�atome ont été remplacées par un vecteur unitaire n orienté suivant les angels polaires (�; ') via

la représentation géometrique du spin et le calcul a nécessité l�introduction des états cohérents relatifs

aux spin, nous avont pu élaboré un formalisme intégrale de chemins en représentation états cohérents

du spin.

Dans le chapitre2 nous avons étudié dans le formalisme intégrale du chemins en represetation des

états cohérents de spin le problème d�une particule neutre à un moment magnétique avec une onde

éléctromagnétique de polarisation circulaire. L�utilisation des rotations dans l�espace des états cohérents

angulaires ont été nécessaires pour simpli�er l�étude.

Dans le chapitre3 nous avons étudié l�action d�un champs magéntique statique sur une parti-

cule neutre de spin 1/2. L�utilisation de l�espace des phases a simpli�é énormément le calcul et grace

a certaines rotations dans l�espace des états cohérents angulaires. Le spectre et les fonctions d�onde

correspondentes on été trouvées exactement.

Dans le chapitre4 nous avons étudié le spin en interaction avec une classe de champs magéntiques

dependant du temps, dite classe de Rabi pour l�obtention, des probabilités de transition. L�utilisation

des rotations dans l�espace des états cohérents angulaires et des transformtions temporelles ont été

nécessaires pour simpli�er l�étude, dans chacun des cas. L�amplitude de transition a été déduite pour

chacun des cas.

L�extension du formalisme au systeme d�ont l�hamiltonian et pseudo-hermitique fait l�objet du cha-

pitre5 .

L�étude de ces quatre cas simples a demontré encore une fois la puissance et l�élégance par lesquelles

la technique de l�intégrale de chemins traite un systéme tel un systéme à deux niveaux. Les fonctions

d�onde, les spectre des énergies ainsi que la metrique du systeme ont pu être alors extraits des propa-
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gateurs. Il a été trouvé qu�ils sont exactement les mêmes que ceux trouvés en résolvant l�équation de

Schrödinger.

En conclusion nous pouvons a¢ rmer qu�à travèrs cette étude, malgré quelques di¢ cultés, que l�in-

tégrale de chemins put être un outil de travail trés puissant et élégant une fois maitrisé et par lequel on

pourrait franchir les domaines de la physique les plus ardus.
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The time development of a two-level system with a pseudo-Hermitian Hamiltonian is
studied using the spin coherent state path integral. The propagator is first written in the
standard form by replacing the spin by a unit vector aligned along the polar and azimuthal
directions (θ, ϕ). Then it is determined exactly using perturbation methods. The metric of
the pseudo-Hermitian Hamiltonian and its bi-orthonormal basis of system states are deduced.

DOI: PACS numbers: 31.15.xk, 03.65.Ca, 03.65.Ta

I. INTRODUCTION

In conventional quantum mechanics observables are represented by Hermitian oper-
ators acting on a Hilbert space, and their time evolutions are given by unitary operators.
However, non-Hermitian operators and Hamiltonian are very efficient for treating scattering
phenomena in atomic and molecular physics [1].

A linear operator A that acts in a Hilbert space is called pseudo-Hermitian if one can
find an invertible Hermitian operator η satisfying [2, 3]

A† = ηAη−1. (1)

This notion of pseudo-Hermiticity arises naturally in the study of non-Hermitian Hamilto-
nian operators, which leads sometimes to real eigenvalues of the non-Hermitian Hamilto-
nian. It also has interesting applications in many different areas.

In this paper we use the spin coherent state path integral to calculate the metric of the
pseudo-Hermitian Hamiltonian and its bi-orthonormal basis of states for a two-level atom
interacting with an electromagnetic field. In the interaction picture, and in the rotating
wave approximation, the evolution of the system is described by the equation [4]

i
∂

∂t

(
Ca (t)
Cb (t)

)
= H

(
Ca (t)
Cb (t)

)
, (2)

where

H =

(
−iγa V
V ∗ −iγb

)
,
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and V is the radiation–atom interaction matrix element between the two levels. The damp-
ing of the atoms from the upper and lower level is described by the phenomenological decay
constants γa and γb, respectively. This problem was solved recently by [4] using the metric
of the pseudo-Hermitian Hamiltonian and its bi-orthonormal basis of states. In this paper
we shall examine the solution of this problem via the path integral formalism in the spin
coherent state representation [5–11]. For this purpose another form of the Hamiltonian
suitable for our calculations is

Ĥ = −iγσz + V σ+ + V ∗σ− −
i

2
(γa + γb)1, (3)

with γ = 1
2 (γa − γb), and σz, σ+, σ− are the Pauli matrices.

Considering this problem by the path integral approach, our motivation is the follow-
ing. We show that for interactions with the coupling of spin-field type, the propagator is
first, by construction, written in the standard form

∑
path exp (iS (path) /h̄), where S is the

action that describes the system. The discrete variable relative to spin being inserted as
the (continuous) path using coherent states. With this approach, the formulation that uses
the concept of trajectory is more suitable for a discussion of the semiclassical case which is
based on the determination of classical paths [11].

The paper is organized as follows. In Section II we give some notation and the
spin coherent state path integral for a spin 1

2 system for our further computations. In
Section III, after setting up a path integral formalism for the propagator, we perform the
direct calculations. The integration over the spin variables is easy to carry out, and the
result is given as a perturbation series. These are summed up exactly, the explicit result of
the propagator is directly computed, and the metric of the pseudo-Hermitian Hamiltonian
and its bi-orthonormal basis of states are deduced. Finally, in Section IV, we present our
conclusions.

II. PATH-INTEGRAL FORMULATION

There are several ways to represent the spin in the path integral formalism ([12–15]).
We use the simplest way ([11, 16]), which consists of: replacing σ by a unit vector n directed
according to (θ, ϕ); associating a coherent state |Ω〉,

|Ω〉 = |θ, ϕ〉 = e−iϕSze−iθSy |↑〉 , (4)

obtained from two rotations of the angles θ and ϕ around the z and y axes over the state
|↑〉, and whose scalar product and projector are, respectively,

〈Ω|Ω′〉 = cos
θ

2
cos

θ′

2
e

i
2
(ϕ−ϕ′) + sin

θ

2
sin

θ′

2
e−

i
2
(ϕ−ϕ′), (5)

1

2π

∫
dϕd cos(θ) |Ω〉 〈Ω| = I. (6)
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Now we move to the description of the system via the path integral. For this we con-
sider the quantum state |θ, ϕ〉, where the polar angles (θ, ϕ) are the spin-related variables.
The transition amplitude from the initial state |θi, ϕi〉 at ti = 0 to the final state |θf , ϕf 〉
at tf = T is defined with the matrix elements of the evolution operator:

K (f, i;T ) = 〈θf , ϕf | TD exp(−i
∫ T

0
Hdt) | θi, ϕi〉. (7)

Thus the propagator takes the discrete form:

K (f, i;T ) = lim
N−→∞

∫ N∏
n=1

d cos(θn)dϕn
2π

N+1∏
n=1

[〈Ωn | Ωn−1〉 − iε 〈Ωn|H |Ωn−1〉] , (8)

where ΩN+1 = Ωf and Ω0 = Ωi.
It is easy to find that the following matrix elements can be calculated:

〈Ω|σz
∣∣Ω′〉 = cos

θ

2
cos

θ′

2
e+

i
2
(ϕ−ϕ′) − sin

θ

2
sin

θ′

2
e−

i
2
(ϕ−ϕ′), (9)

〈Ω|σ+
∣∣Ω′〉 = cos

θ

2
sin

θ′

2
e+

i
2
(ϕ+ϕ′), (10)

〈Ω|σ−
∣∣Ω′〉 = sin

θ

2
cos

θ′

2
e−

i
2
(ϕ+ϕ′), (11)

and the propagator related to our problem (10) takes the form of a Feynman path integral

K =

∫
Dpath exp(iAction), (12)

which means in our case:

K (f, i;T ) =

∫ N∏
n=1

d cos(θn)dϕn
2π

exp

{
n=N+1∑
n=1

log〈Ωn |Ωn−1〉 − iε
〈Ωn|H |Ωn−1〉
〈Ωn |Ωn−1〉

}
. (13)

After having obtained the conventional form, it remains to integrate it, in order to
extract the interesting physical properties. We thus proceed to the calculation of K (f, i;T ).

III. THE PROPAGATOR CALCULATION

We note that (8) is written in the following form:

K (f, i;T ) = e−
1
2
(γa+γb)T lim

N−→∞

∫ N∏
n=1

d cos(θn)dϕn
2π

×
N+1∏
n=1

(
cos θn2 e

+ i
2
ϕn , sin θn

2 e
− i

2
ϕn

)
R(tn)

(
cos θn−1

2 e−
i
2
ϕn−1

sin θn−1

2 e+
i
2
ϕn−1

)
(14)
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with

R(tn) =
[
e−εγσz + iεK(tn)

]
, (15)

where

K(tn) =

(
0 −V )
−V ∗ 0

)
. (16)

We integrate over all angular variables θn and ϕn using∫ π

0
d cos θ cos2

θ

2
=

∫ π

0
d cos θ sin2 θ

2
= −1, (17)

∫ 2π

0
dϕe+imϕ = 2πδm,0 . (18)

Then (14) becomes

K (f, i;T ) = e−
1
2
(γa+γb)T

(
cos

θf
2 e

i
2
ϕf , sin

θf
2 e
− i

2
ϕf

)
R(T )

(
cos θi2 e

− i
2
ϕi

sin θi
2 e

+ i
2
ϕi

)
, (19)

with

R(T ) = lim
N−→∞

(−1)N
N+1∏
n=1
←

R(tn). (20)

The arrow under the product symbol indicates the time ordering operation.
We develop the product (of matrix 2×2) according to [8, 15], we obtain the following

series:

R(T ) = lim
N−→∞

(−1)N+1

[
e−

∫ T
0 dsγσV + i

∫ T

0
ds1e

−
∫ T
s1
dsγσV K(s1)e

−
∫ s1
0 dsγσV

+ (i)2
∫ T

0
ds1

∫ s1

0
ds2e

−i
∫ T
s1
dsωσV K(s1)e

−i
∫ s1
s2

dsωσV K(s2)e
−i

∫ s2
0 dsωσV +

+ · · ·+ iN+1

∫ T

0
ds1

∫ s1

0
ds2 · · ·

∫ sN

0
dsN+1e

−
∫ T
s1
dsγσV K(s1)e

−
∫ s1
s2

dsγσV

K(s2)e
−

∫ s3
s2

dsγσV × · · · ×K(sN )e
−

∫ sN
sN+1

dsγσV
K(sN+1) + · · ·

]
. (21)

A simple calculation shows that the even and odd terms in the above expression are, respec-
tively, the diagonal and antidiagonal elements Rij. These matrix elements are respectively
the following:

R11(T ) =

[
e−

∫ T
0 γds + +

∞∑
n=1

(
− |V |2

)n ∫ T

0
ds1

∫ s1

0
ds2 · · ·

∫ s2n−1

0
ds2n ,

×e−
∫ T
s1
dsγ
e
∫ s1
s2

γds × · · · × e+
∫ s2n−1
s2n

γds
e−

∫ s2n
0 γds2s

]
= R∗22(T ) (22)



VOL. 53 RIMA REKIK, FARIDA HALIMI, AND MEKKI AOUACHRIA 060001-5

R12 (T ) = −i
∫ T

0
ds1e

− 1
2

∫ T
s1
γdt
VR∗11 (s1) = −R∗21 (T ) . (23)

Therefore Equation (19) can be rewritten as a series:

K (f, i;T ) = e−
1
2
(γa+γb)T cos

θf
2

cos
θi
2
e+

i
2
(ϕf−ϕi)

[
e−

∫ T
0 dsγ

+
∞∑
n=1

(
− |V |2

)n ∫ T

0
ds1

∫ s1

0
ds2 · · ·

∫ s2n−1

0
ds2n

× e−
∫ T
s1
dsγ
e
∫ s1
s2

γds × · · · × e+
∫ s2n−1
s2n

γds
e−

∫ s2n
0 γds2s

]
+e−

1
2
(γa+γb)T sin

θf
2

sin
θi
2
e−

i
2
(ϕf−ϕi)

[
e+

∫ T
0 dsγ+

+
∞∑
n=1

(− |V |)2n
∫ T

0
ds1

∫ s1

0
ds2 · · ·

∫ s2n−1

0
ds2n

×e
∫ T
s1
dsγ
e
−

∫ s1
s2

γds × · · · × e−
∫ s2n−1
s2n

γds
e+

∫ s2n
0 γds2s

]
−e−

1
2
(γa+γb)T cos

θf
2

sin
θi
2
e+

i
2
(ϕf+ϕi) ×

×

[ ∞∑
n=0

(−i |V |)2n+1
∫ T

0
ds1

∫ s1

0
ds2 · · ·

∫ s2n

0
ds2n+1

×e−
∫ T
s1
γds
e
+

∫ s1
s2

γds × · · · × e+
∫ s2n+1
0 γds

]
−e−

1
2
(γa+γb)T sin

θf
2

cos
θi
2
e−

i
2
(ϕf+ϕi) ×

×

[ ∞∑
n=0

(−i |V |)2n+1
∫ T

0
ds1

∫ s1

0
ds2 · · ·

∫ s2n

0
ds2n+1

×e
∫ T
s1
γds
e
−

∫ s1
s2

γds × · · · × e−
∫ s2n+1
0 γds

]
, (24)

which can be rearranged to be expressed in the form of a sum of four terms:

K (f, i;T ) = K11 +K22 +K12 +K21. (25)

The first term for example will be written as:

K11 = e−
1
2
(γa+γb)T cos

θf
2

cos
θi
2
e

i
2(ϕf−ϕi) ×

× exp (−γT )

[
1 +

∞∑
n=1

[
− |V |2

]n ∫ T

0
ds1e

2γs1

∫ s1

0
ds2

e−2γs2 · · ·
∫ s2n−1

0
e−2γs2ndsn

]
. (26)
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This last expression can be written in a more convenient form. In effect we put first

F (0, T ) =

[
exp (−γT )

∞∑
n=1

[
− |V |2

]n ∫ T

0
ds1e

2γs1

∫ s1

0
ds2

× e−2γs2 · · ·
∫ s2n−1

0
e−2γs2ndsn

]
, (27)

and we pass to its Laplace transformation and apply the convolution theorem

F̃ (0, p) =

∫ ∞
0

dTe−γT e−pTF (0, T ) =
1

(p+ γ)

∞∑
n=1

[
− |V |2

(p+ γ) (p− γ)

]n
. (28)

The result is again a series which is here simply equal to

F̃ (p) =
p− γ

(p+ γ) (p− γ) + |V |2
− 1

p+ γ
. (29)

This result is valid for
∣∣∣(iV )2 / (p+ γ) (p− γ)

∣∣∣ < 1. We notice that it is possible to get a

contour of the inverse Laplace integration where this condition is always verified. Taking
the inverse Laplace transform of (29 we find that under the condition |V |2 > γ2,

K11 = e−
1
2
(γa+γb)T cos

θf
2

cos
θi
2
e

i
2(ϕf−ϕi)

(
cosET − γ

E
sinET

)
, (30)

where E =
√
|V |2 − γ2. With the same methods we find that under the condition |V |2 < γ2

and |V |2 = γ2 the results are the same as [4]. For the condition |V |2 < γ2 the inverse
Laplace transform of (29) gives

K11 (f, i;T ) = e−
1
2
(γa+γb)T cos

θf
2

cos
θi
2
e

i
2(ϕf−ϕi) ×cosh

√
γ2 − |V |2T − γ√

γ2 − |V |2
sinh

√
γ2 − |V |2T

 , (31)

and for the case |V |2 = γ2 the inverse Laplace transform of (29) gives

K11 (f, i;T ) = e−
1
2
(γa+γb)T cos

θf
2

cos
θi
2
e

i
2(ϕf−ϕi) (1− γT ) . (32)

We analyze our system under the condition |V |2 > γ2.
Similar calculations permit us to obtain the other elements. There are the following:

K12 = −iV sinET

E
e−

1
2
(γa+γb)T cos

θf
2

sin
θi
2
e

i
2
(ϕf+ϕi), (33)

K21 = −iV
∗ sinET

E
e−

1
2
(γa+γb)T sin

θf
2

cos
θi
2
e−

i
2
(ϕf+ϕi), (34)

K22 = e−
1
2
(γa+γb)T sin

θf
2

sin
θi
2
e−

i
2
(ϕf−ϕi)

(
cosET +

γ

E
sinET

)
. (35)
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The propagator relative to our particular case is, finally,

K (Ωf ,Ωi;T ) = e−
1
2
(γa+γb)T ×{[

cos
θf
2

cos
θi
2
e

i
2(ϕf−ϕi)

(
cosET − γ

E
sinET

)
+ sin

θf
2

sin
θi
2
e−

i
2
(ϕf−ϕi)

(
cosET +

γ

E
sinET

)
−i cos

θf
2

sin
θi
2
e

i
2
(ϕf+ϕi)

V sinET

E

−i sin
θf
2

cos
θi
2
e−

i
2
(ϕf+ϕi)

V ∗ sinET

E

]}
. (36)

The angles θ, ϕ are allowed to vary only in the limited domains [0, 2π] and [0, 4π]. Our
propagator is the following:

K (f, i;T ) =
+∞∑

n=−∞
K (θf + 2nπ, ϕf + 4nπ; θi, ϕi;T )

= K (θf , ϕf ; θi, ϕi;T ) . (37)

Our problem is then resolved. We can calculate the metric of the pseudo-Hermitian
Hamiltonian and its bi-orthonormal basis of states.

IV. THE METRIC OF THE PSEUDO-HERMITIAN HAMILTONIAN AND
ITS BI-ORTHONORMAL BASIS OF STATES

For this, we pass to the usually representation for the spin with the projections along
the axis oz being mf and mi.

Ks (mf ,mi;T ) =
1

2π

∫
d cos(θf )dϕf

1

2π

∫
d cos(θi)dϕi〈mf |Ωf 〉K (Ωf ; Ωi;T ) 〈Ωi|mi〉 (38)

where

〈mf |θf , ϕf 〉 =

√
(2s)!

(s+mf )! (s−mf )!

(
− sin

θf
2

)s+mf

×
(

cos
θf
2

)s−mf

e−
i
2(s+mf)ϕf (39)

and

〈θi, ϕi|mi〉 =

√
(2s)!

(s+mi)! (s−mi)!

(
− sin

θi
2

)s+mi

×
(

cos
θi
2

)s−mi

e+
i
2
(s+mi)ϕi . (40)

If we fix it that the initial state of the atom is |mi〉 = |↑〉, and the final state is |mf 〉 = |↑〉,
thus we obtain

〈↑ |Ωf 〉 = cos

(
θf
2

)
e−

i
2
ϕf , (41)

〈Ωi| ↑〉 = cos

(
θi
2

)
e+

i
2
ϕi . (42)
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Substitute (41) and (42) in (38) and integrate over polar coordinates. Thus

K↑↑ = cosET − γ

E
sinET. (43)

The remaining elements of the propagator are obtained with analogous calculations:

K↑↓ = −iV sinET

E
, (44)

K↓↑ = −iV
∗ sinET

E
, (45)

K↓↓ = cosET +
γ

E
sinET. (46)

Then the evolution operator takes the form

U (T ) = e−iĤT =

(
cosET − γ

E sinET −iV sinET
E

−iV ∗ sinETE cosET + γ
E sinET

)
, (47)

which can be rewritten as

U = e−iTE
1

E

(
E − iγ
V ∗

)(
1
2

1
2
iγ
V ∗ + E

2V ∗

)
+e+iTE

1

E

(
−E − iγ
V ∗

)(
−1

2 −
1
2
iγ
V ∗ + E

2V ∗

)
, (48)

by comparison with the spectral decomposition CPT ,

U = e−iHT = e−iTE |ψ1〉 〈Γ1|+ e+iTE |ψ2〉 〈Γ2| , (49)

then the bi-orthonormal basis of states can be deduced. They become equal to

|ψ1〉 =
1

E

(
E − iγ
V ∗

)
, |Γ1〉 =

(
−1

2

− iγ
2V + E

2V

)
, (50)

|ψ2〉 =
1

E

(
−E − iγ
V ∗

)
, |Γ2〉 =

( 1
2

iγ
2V + E

2V

)
. (51)

And the metric is given by the definition

|Γ1〉 = η |ψ1〉 , |Γ2〉 = η |ψ2〉 , (52)

hence

η =
1

2

(
1 + iγ

V ∗

− iγ
V 1

)
. (53)

This is the same metric of the pseudo-Hermitian Hamiltonian and its bi-orthonormal
basis of states as obtained by solution of the Schrodinger equation [4]. The relations between
the present pseudo-Hermitian Hamiltonian and certain symmetries (known as P , PT , and
CPT -symmetries) can thus be obtained as has been done by [4].
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V. CONCLUSION

By using the formalism of the path integral and the spin coherent states approach,
the propagator relative to a system has been given in a series form, which for this case,
these series are summed up exactly. The metric of the pseudo-Hermitian Hamiltonian and
its bi-orthonormal basis of states are deduced.
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Interaction of Two-Level System with Time
Dependent Non-Uniform Magnetic Field

Abstract—We study the movement of a two-level atom in
interaction with time dependent nonuniform magnetic filed using the
path integral formalism. The propagator is first written in the standard
form by replacing the spin by a unit vector aligned along the polar and
azimuthal directions. Then it is determined exactly using perturbation
methods. Thus the Rabi formula of the system are deduced.

Keywords—Path integral, Formalism, Propagator, Transition
probability.

I. INTRODUCTION

UP to now, a whole class of potentials have been treated
successfully within the path-integral formalism, thanks to

the use of certain transformations [1]. However, it is known
that the most relativistic interactions are those where the
spin is taken into account which is a very useful and very
important notion in physics. From a practical point of view,
the explicit calculus of propagators for such interactions by
the path-integral formalism, are very scarce( [2], [3], [4]).

For this reason we are devoted to this type of interaction;
by considering a problem treats according to usual quantum
mechanics [5]. It acts of an atom which has two levels and
which interacts with a time dependent nonuniform magnetic
filed.

B (t) = (B1 cosωt, B1 sinωt, B0) , (1)

Its dynamics is described by the Hamiltonian

H = −γSB (2)

where γ is the gyromagnetic ratio. In the above Hamiltonian
we have neglected the exterior motion.

Another form of the Hamiltonian suitable for our
calculations is

H = −u (t)σ+ − u∗ (t)σ− − Ω(t)σz (3)

where

u (t) =
γ

2
(Bx(t)− iBy(t)) = ω1e

−iωt, (4)

with
ω1 =

γ

2
B1 and Ω(t) =

γ

2
B0 = ω0 (5)

The Pauli matrices are the following:

σz =

(
1 0
0 −1

)
, σ+ =

(
0 1
0 0

)
, σ− =

(
0 0
1 0

)
.

(6)

Laboratoire de Physique Energétique Appliquée (LPEA), Département des
Sciences de la Matière, Faculté des Sciences, Université Hadj Lakhdar, Batna,

Considering this problem by the path integral approach,
our motivation is the following. We show that for interaction
with the coupling of spin-field type, the propagator
is first, by construction, written in the standard form∑

path exp (iS (path) /h̄), where S is the action that describes
the system. The discrete variable relative to spin being inserted
as the (continuous) path using coherent states. With this
approach, the formulation that uses the concept of trajectory is
more suitable for a discussion of the semiclassical case which
is based on the determination of classical paths [6].

notation and the spin coherent state path integral for spin 1
2

up a path integral formalism for the propagator, we perform
the direct calculations. The integration over the spin variables
is easy to carry out and the result is given as a perturbation
series. These are summed up exactly and the explicit result of
the propagator is directly computed and the Rabi formula is

II. PATH-INTEGRAL FORMULATION

There are several ways to represent the spin in the path
integral formalism ( [2], [7], [8], [9]). We use the simplest
way ( [4], [10], [6]), which consists of:

• replacing σ by a unit vector n directed according to
(θ, ϕ) ;

• associating a coherent state |Ω〉
|Ω〉 = |θ, ϕ〉 = e−iϕSze−iθSy |↑〉 , (7)

obtained from two rotations of the angles θ and φ around
z and y axes over the state |↑〉 , and whose scalar product
and projector are respectively:

〈Ω|Ω′〉 = cos
θ

2
cos

θ′

2
e

i
2 (ϕ−ϕ′)+sin

θ

2
sin

θ′

2
e−

i
2 (ϕ−ϕ′),

(8)
1

2π

∫
dϕd cos(θ) |Ω〉 〈Ω| = I. (9)

Now we move to the description of the system via path
integral. For this we consider the quantum state |θ, ϕ〉, where
the polar angles (θ, ϕ) are the spin-related variables.

The transition amplitude from the initial state |θi, ϕi〉 at
ti = 0 to the final state |θf , ϕf 〉 at tf = T is defined with
the matrix elements of the evolution operator:

K (f, i;T ) = 〈θf , ϕf | TD exp(−i

∫ T

0

Hdt) | θi, ϕi〉, (10)

Spin Coherent State Path Integral for the

Rekik Rima, Aouachria Mekki
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The paper is organized as follows. In Section II we give some

system for our further computations. In Section III, after setting

then deduced. Finally, in Section IV, we present our conclusions.
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where TDis the Dyson chronological operator.
To move to path integral representation, we first subdivide

the time interval [0, T ] into N + 1 intervals of length ε,
intermediate moments, by using the Trotter’s formula and we
then introduce the projectors according to these intermediate
instants N regularly divided distributes between 0 and T in
(9) .

Thus the propagator takes the following form:

K (f, i;T ) = lim
N−→∞

∫ N∏
n=1

d cos(θn)dϕn

2π
(11)

×
N+1∏
n=1

[〈Ωn | Ωn−1〉 − iε 〈Ωn|H |Ωn−1〉] .

where
ΩN+1 = Ωf and Ω0 = Ωi. (12)

It is easy to find that the following matrix elements can be
calculated:

〈Ω|σz |Ω′〉 =

cos
θ

2
cos

θ′

2
e+

i
2 (ϕ−ϕ′) − sin

θ

2
sin

θ′

2
e−

i
2 (ϕ−ϕ′), (13)

〈Ω|σ+ |Ω′〉 = cos
θ

2
sin

θ′

2
e+

i
2 (ϕ+ϕ′), (14)

〈Ω|σ− |Ω′〉 = sin
θ

2
cos

θ′

2
e−

i
2 (ϕ+ϕ′). (15)

and the propagator related to our problem (10) takes the form
of Feynman path integral

K =

∫
Dpath exp(iAction), (16)

which means in our case:

K (f, i;T ) =

∫ N∏
n=1

d cos(θn)dϕn

2π

exp

{
n=N+1∑
n=1

[
log < Ωn |Ωn−1〉 − iε

〈Ωn|H |Ωn−1〉
< Ωn |Ωn−1〉

]}
(17)

After having obtained the conventional form, it remains
to integrate it, in order to extract the interesting physical
properties. We thus proceed to the calculation of K (f, i;T ) .

III. THE PROPAGATOR CALCULATION

We note that (16) is written in the following form

K (f, i;T ) = lim
N−→∞

∫ N∏
n=1

d cos(θn)dϕn

2π

×
N+1∏
n=1

(
cos θn

2 e+
i
2ϕn , sin θn

2 e−
i
2ϕn

)

×R(tn)

(
cos θn−1

2 e−
i
2ϕn−1

sin θn−1

2 e+
i
2ϕn−1

)
, (18)

with

R(tn) =

[
eiεΩσz + iε

(
0 u (tn)

u∗(tn) 0

)]
. (19)

Let us integrate over all angular variables θn and ϕn

according to [4] then (17) becomes

K (f, i;T ) =
(

cos
θf
2 e

i
2ϕf , sin

θf
2 e−

i
2ϕf

)

× lim
N−→∞

(−1)
N

N+1∏
n=1←

R(tn)

(
cos θi

2 e
− i

2ϕi

sin θi
2 e

i
2ϕi

)
. (20)

We develop the product (of 2 × 2 matrix) which appear
in the expression (19) according to [9] we can see that the

propagator takes the following form

K (f, i;T ) =
(

cos
θf
2 e

i
2ϕf , sin

θf
2 e−

i
2ϕf

)

×
(

R11 (T ) −R12 (T )
−R21 (T ) R22 (T )

)(
cos θi

2 e
− i

2ϕi

sin θi
2 e

i
2ϕi

)
, (21)

where Rij are the elements of the matrix R. These are
numbers which are represent the possible propagators between
two given spin states.

The angles θ, ϕ are allowed to vary only in the limited
domains [0, 2π] and [0, 4π]. Our propagator is the following:

K (f, i;T ) =

+∞∑
n=−∞

K (θf + 2nπ, ϕf + 4nπ; θi, ϕi;T )

= K (θf , ϕf ; θi, ϕi;T ) . (22)

A simple calculation shows that the expression of the
elements Rij are the following [9]:

R11 (T ) = ei
∫ T
0

Ω(s)ds +
∞∑

n=1

[
i2n
∫ T

0

ds1

∫ s1

0

ds2 · ··∫ s2n−1

0

ds2ne
i
∫ T
s1

Ω(s)ds
u (s1) e

−i
∫ s1
s2

Ω(s)ds

....e−i
∫ s2n−1
s2n

Ω(s)dsu∗ (s2n) ei
∫ s2n
0 Ω(s)ds

]
,(23)

and

R12 (T ) = i

∫ T

0

ds1e
i
∫ T
s1

Ω(s)ds
u (s1)R22 (s1) (24)

From the above expressions we can see that the elements Rij

verify

R22 (T ) = R∗
11 (T ) , R21 (T ) = − R∗

12 (T ) (25)

Thus the transition amplitude of the system between an initial
state of spin mi and a final state of spin mf is related to

K (f, i;T ) by

K (mf , ,mi;T ) =

∫
d cos(θf )dϕf

2π

d cos(θi)dϕi

2π

×〈mf |Ωf 〉K (f, i;T ) 〈Ωi| mi〉 , (26)

where

〈m |θ, ϕ〉 =
√

(2s)!

(s+m)! (s−m)!

(
sin

θ

2

)s−m

×
(
cos

θ

2

)s+m

e−imϕ. (27)
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IV. THE TRANSITION PROBABILITY

If we fix the initial state of the atom to be |mi〉 = |↓〉 , and
the finale state to be |mf 〉 = |↑〉 , thus from (26) we obtain

〈↑ |Ωf 〉 = cos

(
θf
2

)
e−

i
2ϕf and 〈Ωi| ↓〉 = sin

(
θi
2

)
e+

i
2ϕi .

(28)
After integration over polar coordinates we obtain for instance
the propagator K (↑, , ↓;T ) between an up-state and a
down-state of spin which coincides with element R12 (T )

K (↑, , ↓;T ) = R12 (T )

=

∞∑
n=0

[
(iω1)

2n+1
∫ T

0

ds1e
−iΔs1

∫ s1

0

ds2e
+iΔs2 · ·· (29)

∫ s2n−1

0

ds2n+1e
−iΔs2n+1

]
eiωT

where Δ = ω − ω0.
Now we pass to its Laplace’s transformation and apply the

convolution theorem we obtain the result

K (↑, , ↓; p) =
∫ ∞

0

dTe−pTK (↑, , ↓;T ) = iω1

p (p+ iΔ)− ω2
1

(30)
Taking the inverse Laplace transform we have

K (↑, , ↓;T ) = iω1e
i(ω−Δ/2)T

λ
sinλT, (31)

with λ = 1
2

√
(ω − ω0)

2
+ 4ω2

1 . The transition probability is
then given by

P−1/2,1/2 = |K (↑, , ↓;T )|2

=
4ω2

1

(ω − ω0)
2
+ 4ω2

1

sin2
T

2

√
(ω − ω0)

2
+ 4ω2

1 (32)

This formula is exactly the well-known Rabi formula given in
the literature [5].

V. CONCLUSION

By using the formalism of the path integral and the spin
coherent states approach, we showed how to determine the
Rabi formula. The propagator relative to a system have been
given in the series form, which for this case, these series are
summed up exactly. The Rabi formula, relative to our model
in this case were exactly deduced.
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Exact Spin Coherent State Path Integral for a
Neutral Spinning Particle Interacting with a

Rotating Magnetic Field and a Scalar Potential
Mekki Aouachria and Rima Rekik

Département des Sciences de la matière, Faculté des Sciences, Université Hadj Lakhdar – Batna,
Algeria.

Abstract. Exact solutions of the neutral spinning particle in interaction with rotating magnetic
field and a scalar potential using path integral formalism have been found. The propagator is first
written in the standard Feynman form by replacing the spin by a unit vector aligned along the polar
and azimuthal directions (θ ,ϕ). Then we use the phase-space and rotations in the space of spin
coherent states to simplify the calculations. Thus the exact energy spectrum with a corresponding
wave functions are deduced.

Keywords: Formalism, Functional analytical methods, Relativistic wave equations, Solutions of
wave equations, Bound states
PACS: 03.65.Ca, 03.65.Db, 03.6.5Pm, 03.65.Ge

INTRODUCTION

In this paper, which is a continuation of previous works [1−4]our aim is to give an
explicit spin coherent state path integral for the problem of the neutral spinning particle
in interaction with rotating magnetic field and a scalar potential which has been treated
according to the usual quantum mechanics[5]. The Hamiltonian related to our problem
has the following form:

H =
p2

2m
+

1
2

mω2y2−μ0αy(σz sin2κy+σx cos2κy), (1)

where μ0 is the gyromagnetic ratio, κ is an arbitrary constant and ω = μ0α/ κ, and σx,
σy, σz are the usual Pauli matrices.

With this approach, the formulation that uses the concept of trajectory is more suitable
for a discussion of the semiclassical case which is based on the determination of classical
paths. We show that for this interaction, the propagator is exactly calculable and the wave
functions and the energy spectrum can be extracted.

We note that this problem has been recently studied using fermionic coherent state
path integral [6]. The difference between the two approaches stems simply from the
difference between the two distinct coherent states.
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PATH-INTEGRAL FORMULATION

There are several ways to represent the spin in the path integral formalism [7−9]. We
use the simplest way [10,11] which consists of:

• replacing σ by a unit vector n directed along (θ ,ϕ),
• associating a coherent state |Ω〉 |Ω〉 = |θ ,ϕ〉 = e−iϕSze−iθSy |↑〉 , and whose scalar

product and projector are respectively:

〈Ω|Ω′〉= cos
θ
2

cos
θ ′

2
e

i
2 (ϕ−ϕ ′) + sin

θ
2

sin
θ ′

2
e−

i
2 (ϕ−ϕ ′), (2)

1
2π

∫
d cos(θ)dϕ |Ω〉〈Ω|= I. (3)

We label by y the real variable that describes the atom position, with the correspond-
ing projector ∫

|yn〉〈yn|dyn = 1, (4)

and (θ ,ϕ) the polar variables generating the dynamics of the spin.
The transition amplitude from the initial state |yi,θi,ϕi〉 at ti = 0 to the final state∣∣y f ,θ f ,ϕ f

〉
at t f = T is given by the matrix elements of the time evolution operator

K ( f , i;T ) = 〈y f ,θ f ,ϕ f | TD exp(− i

h̄

∫ T

0
Hdt) | yi,θi,ϕi〉, (5)

where TD is the Dyson chronological operator. To move to path integral representation,
we first subdivide the time interval [0,T ] into N + 1 intermediate moments of a length
ε = T/N + 1, using the Trotter formula. We introduce the projectors according to
the intermediate instants N in eq. (5) to obtain the discret path integral form of the
propagator

K ( f , i;T ) = lim
N−→∞

(m/2πih̄ε)
N
2

∫ n=N

∏
n=1

dyn

N+1

∏
n=1

exp
i

h̄

[
m

2ε
(yn− yn−1)

2− 1
2

εmω2y2
n

]

× lim
N−→∞

∫ N

∏
n=1

d cos(θn)dϕn

2π

N+1

∏
n=1

[〈Ωn |Ωn−1〉− iε 〈Ωn|H1 |Ωn−1〉] , (6)

where
H1 =−μ0αy(σz sin2κy+σx cos2κy),

and
yN+1 = y f , ΩN+1 = Ω f and y0 = yi, Ω0 = Ωi. (7)
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THE CALCULATION OF THE PROPAGATOR

We note that (6) can be rewritten in the form

K ( f , i;T ) = lim
N−→∞

(m/2πih̄ε)
N
2

∫ n=N

∏
n=1

dyn

N+1

∏
n=1

exp
i

h̄

[
m

2ε
(yn− yn−1)

2− 1
2

εmω2y2
n

]
×

lim
N−→∞

∫ N

∏
n=1

d cos(θn)dϕn

2π

N+1

∏
n=1

(
cos θn

2 e+
i
2 ϕn, sin θn

2 e−
i
2 ϕn

)
R

(
cos θn−1

2 e−
i
2 ϕn−1

sin θn−1
2 e+

i
2 ϕn−1

)
,

(8)

with
R = 1+ i

ε
h̄

μ0αyn(σz sin2κyn +σx cos2κyn). (9)

With the help of the following change of variables:(
cos θn

2 e−
i
2 ϕn

sin θn
2 e+

i
2 ϕn

)
= e−iκynσy

(
cos θ ′n

2 e−
i
2 ϕ ′n

sin θ ′n
2 e+

i
2 ϕ ′n

)
(10)

(
cos θn

2 e+
i
2 ϕn, sin θn

2 e−
i
2 ϕn

)
=
(

cos θ ′n
2 e+

i
2 ϕ ′n, sin θ ′n

2 e−
i
2 ϕ ′n

)
eiκynσy . (11)

And as usually done in path integral techniques, we estimate the term (Δyn)
2 present

in the action by ih̄ε/m following the standard technique. This shall contribute to an
effective potential. Thus, the propagator (8) becomes

K ( f , i;T ) = lim
N−→∞

(m/2πih̄ε)
N
2

∫ n=N

∏
n=1

dyn

N+1

∏
n=1

exp
i

h̄

[
m

2ε
(yn− yn−1)

2− 1
2

εmω2y2
n

]
×

lim
N−→∞

∫ N

∏
n=1

d cos(θ ′n)dϕ ′n
2π

N+1

∏
n=1

(
cos θ ′n

2 e+
i
2 ϕ ′n, sin θ ′n

2 e−
i
2 ϕ ′n

)
R1

(
cos θ ′n−1

2 e−
i
2 ϕ ′n−1

sin θ ′n−1
2 e+

i
2 ϕ ′n−1

)
,

(12)

where

R1 =

(
e−i ε h̄

2m κ2 −κΔyn + i ε
h̄ μ0αyn

κΔyn + i ε
h̄ μ0αyn e−i ε h̄

2m κ2

)
(13)

At this stage, let us not that the computation of the propagator (12) is readly done by
[6] but now we integrate over all agulare variables wich is simple to carry it rather then
grassmmans one, and the results is given by

K ( f , i;T ) =
(

cos θ f

2 e
i
2 ϕ f , sin θ f

2 e−
i
2 ϕ f

)
S(T)

(
cos θi

2 e−
i
2 ϕi

sin θi
2 e

i
2 ϕi

)
, (14)

where

S(T) =e−i κ2
2m T eiσyκy f K̃

(
y f ,yi;T

)
e−iσyκyi and K̃ =

(
K̃11 K̃12
K̃21 K̃22

)
(15)

267

Downloaded 30 Jun 2012 to 193.194.76.5. Redistribution subject to AIP license or copyright; see http://proceedings.aip.org/about/rights_permissions



with the exprtessions of K̃11
(
y f ,yi;T

)
, K̃12

(
y f ,yi;T

)
, K̃21

(
y f ,yi;T

)
, K̃22

(
y f ,yi;T

)
are given in [6].

The angles θ , ϕ are allowed to vary only in the limited domains [0,2π] and [0,4π].
Our propagator is the following:

K ( f , i;T ) =
+∞

∑
n=−∞

K
(
y f ,θ f +2nπ,yi,ϕ f +4nπ, θi,ϕi;T

)
= K

(
y f ,Ω f ,yi,Ωi;T

)
. (16)

It is an expression for the propagator in the spin coherent state representation.

THE WAVE FUNCTIONS

Let us now eliminate the coherent states by computing the transition amplitude
between the proper states of the spin. We take an example of the matrix element

K↑↑(y f ,yi;T ) = 〈↑ ∣∣K(y f ,yi;T )
∣∣ ↑〉. (17)

With the help of the completeness relations, this amplitude becomes

K↑↑(y f ,yi;T ) =
1

2π

∫
d cos(θ f )dϕ f

1
2π

∫
d cos(θi)dϕi

〈↑ ∣∣Ω f

〉
K ( f , i;T )〈Ωi| ↑

〉
.

(18)
If we fix the initial state of the atom as |mi〉= |↑〉 , and the final state as

∣∣m f

〉
= |↑〉 , we

obtain
〈↑ ∣∣Ω f

〉
= cos

θ f

2
e−

i
2 ϕ f , and 〈Ωi| ↑〉= cos

θi

2
e+

i
2 ϕi. (19)

Substituting (19) in (18) and integrating over polar coordinates, (18) takes the fol-
lowing form

K↑↑(y f ,yi;T ) = S11. (20)

In the same manner, we proceed for the remaining elements. The result takes the
following matrix form

K
(
y f ,yi;T

)
= S(T ) , (21)

which coincide with those obtained in [6] using fermionic coherent states path integral.
We deduce the spectrum and the corresponding wave function from this expression

rewriting it in the following form:

K(y f ,yi;T ) = e−iE0T Φ0
(
y f

)
Φ†

0 (yi)+
∞

∑
n=0

[
e−iE+

n T Φ(+)
n

(
y f

)
Φ(+)†

n (yi)+

+e−iE−n T Φ(−)
n

(
y f

)
Φ(−)†

n (yi)
]

(22)

where

E0 =
κ2

2m
+

ω
2

and E±n = ω (n+1)+
κ2

2m
±
√(ω

2

)2
+

2ωκ2

m
(n+1) (23)
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and

Φ0 (y) =
(mω

π

) 1
4

exp
(
−1

2
mωy2

)
exp(−iσyκy)η− (24)

Φ(±)
n (y) =

{[
cosα±Ψn (y)

]2
+
[
sinα±Ψn+1 (y)

]2} 1
2

×exp(−iσyκy)exp
(−iσyΘ± (y)

)
η±, (25)

with

tanΘ± (y) = tanα±
Ψn+1 (y)

Ψn (y)
=

tanα±√
2(n+1)

Hn+1
(√

mωy
)

Hn

(√
mωy

) (26)

tanα+ =

√
2ωκ2

m (n+1)√(ω
2

)2
+ 2ωκ2

m (n+1)− ω
2

− tanα− , η+ =

(
1
0

)
, η− =

(
0
1

)
. (27)

These results agree exactly with those given in [5, 6]

CONCLUSION

We have been able to calculate the explicit expression of the propagator relative
to a neutral spinning particle interacting with a rotating magnetic field and a scalar
potential with an exact and a simple treatment by using a spin coherent state path integral
formalism. Thanks to two variables (θ ,ϕ) replacing the spin, the propagator has been,
first of all, written in a conventional form, then determined exactly. Our results are in
perfect agreement with that obtained using algebraic method by [5] and that obtained
using fermionic coherent state path integral formalism by [6].
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  :الملخص

  

  : Feynman نظریة تكامل مسالك  إطارحقل تم علاجھ في  -مسائل تخص التفاعلات سبین أربع ھذه الرسالةفي 

  :الطاقة في حالة حركة والخاضعة لـیین من مستو ة ذاترذب الأمریتعلق 

  .كلاسیكیة مستقطبة دائریا موجھة كھرومغناطیسیةفعل . 1

  .وحقل سلمي ستاتیكيدراسة تفاعل جسیم محاید مع حقل مغناطیسي . 2

  .ذرة ذات مستویین في تفاعل مع حقل مغناطیسي مرتبط بالزمن. 3

  وفي الأخیر دراسة نظام ذو مستویین في ھاملتوني شبھ ھرمیتي 

(푝푎푡ℎ)∫امي الحساب یعتمد أساسا على سعة الانتقال التي قمنا بكتابة عبارتھا أولا على الشكل النظ exp
ℏ
푠(푝푎푡ℎ) 

푆  حیث = ∫퐿푑푡   والداخلیة للذرة) مركز الثقل(الفعل الذي یصف الحركة الخارجیة.  

  ).휃,휑(اتجاھھ معرف بالزوایا   푛⃗الموافق للف الذاتي بشعاع وحدة  σ⃗لدراسة ھذه الحالات قمنا بتعریض الشعاع 

التكامل على المسالك قمنا بحساب المنتشرات على شكل سلاسل من الحدود ھذه باستعمال طریقة نظریة الاضطرابات في تقریب 

  .السلاسل في ھذه الحالات تمكننا من جمعھا بدقة

  .الخصائص الفیزیائیة مثل الدوال الموجیة ومستویات الطاقة وكذلك احتمال الانتقال حسبت بدقة في جمیع المسائل المعتبرة

  . Schrödingerع تلك التي تعطي من قبل مؤلفین آخرین من خلال حل المعادلة نتائجنا ھي أیضا في اتفاق جید م

  

الدوال الموجیة  –الحالات المتلاحمة  -التكاملات على المسالك : الكلمات المفتاحیة
   

  

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Résumé
Dans cette thése, quatres problémes d�interaction de type spin-champ ont été

considérés dans le cadre du formalisme des intégrales de chemins de Feynman.
Il s�agit d�un atome �a 2 niveaux en mouvement soumis
1-Traitement d�une particule neutre soumis à un champ de polarisation cir-

culaire d�une onde electromagnetique plane par l�approche des intégrales de
parcours.
2- Etude de l�interaction d�une particule neutre par un champ magnetique

statique et un potentiel scalaire.
3-Atome à deux niveaux en interaction avec un champ magnétique variable

dans le temps.
Finalement un cas pour Traitement d�un systéme à deux niveaux dont l�hamiltonien

est Pseudo-hermitique par l�approche des intégrales de Chemins.Le calcul est
basé sur l�amplitude de transition qui a été exprimée

d�abord sous la forme standard
Z
D(path) exp i

�hS(path);ou S =
Z
Ldt est

l�action décrivant les mouvements extérieurs intérieur de l�atome.
Pour le traitement, le vecteur �!� relative au spin a été remplacé par un

vecteur unitaire �!n dont l�orientation est de�nie par les angles (�; ') .
A l�aide du formalisme des intégrales de chemins, le propagateur relatif aux

quatres problémes on été déterminé suivant la méthode des perturbations sous
forme de série, qui dans ces cas, ont put etre sommées exactement. Les pro-
priétés physiques telles que les fonctions d�ondes, les niveaux d�énergies ainsi
que la probabilité de transition, ont été alors déterminés exactement pour tous
les problémes considérés. Les résultats trouvés sont aussi en bon accord avec
ceux donnés par d�autres auteurs en résollvant l�équation de Schr0dinger.
Mots clés: Intégral de chemins, les états cohérents, les fonctions d�onde.
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Abstract 

In this thesis, four problems of spin - field type interaction have been considered in the context of 

the formalism of the path integral of  Fynman. 

It is about a two-level atom in movement  

1-Exact spin coherent stat path integral for neutral particles in the .field of circularly polarized plane 

electromagnetic wave. 

2- Exact spin coherent state path integral for a neutral spinning particle interacting with a rotating 

magnetic .field and a scalar potential. 

3-Spin Coherent State Path Integral for the Interaction of Two-Level System with Time Dependent 

Non-Uniform Magnetic Field. 

Finally Treatment of a Two-level System With a Pseudo-hermitian Hamiltonian by The Spin 

Coherent State Path Integral Approach. 

The calculation is based on the amplitude of transition that has first been expressed in a standard 

where form∫퐷(푝푎푡ℎ) exp
ℏ
푠(푝푎푡ℎ); where 푆 = ∫ 퐿푑푡 is the action describing the exterior 

movement’s (centre of masse ) and interior of the atom. 

For the treatment, the relative vector to the spin σ⃗  has been replaced by a unit vector 푛⃗ whose 

orientation is defined by the angles  휃,휑  . 

Following the technique of path integral, the propagators for three problems has been determined 

according to the perturbation methods in the form of a series, that in these cases can be added 

precisely. 

The physical properties as the wave functions, energy levels as well as the probabilty transition 

have been determined for all considered problems. Our results are also in good agreement with 

those given by other authors by solving the equation Schrodinger. 

Key words: Path-integral, the coherents states, the wave functions 
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