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INTRODUCTION GENERALE

’ .
L “stude dun plasma en présence d’un champ magnétique a été largement décrite dans

la littérature depuis les années 50. L’existence d’un champ magnétique externe dans un milieu
pareil, induit de nombreuses modifications sur la dynamique des particules. Lorsque la
trajectoire d’une particule s’enroule autour des lignes du champ magnétique, elle peut subir une
modification de sa trajectoire, on parlera ici d’un plasma magnétisé.

On appelle un plasma magnétisé, un plasma dans lequel un champ magnétique ambiant
est suffisamment fort pour modifier de manicre significative les trajectoires des particules. Ce
type de plasma est un bon environnement pour divers phénomeénes physiques qui sont
intensivement étudiés dans la littérature. A savoir, I'onde d'Alfveén [1,2], les instabilités du
cyclotron [3] et la reconnexion du champ magnétique [4,5]. Le plasma magnétis¢ présente une
anisotropie en température qui peut étre interprétée de maniere microscopique par une fonction
de distribution anisotrope. Habituellement, dans la littérature, cette fonction de distribution est
supposée d’étre une fonction de distribution bi-maxwellienne :

2 2
fou (W, v1) = —“5exp (_ Tr;e_?j;”) €Xp (_ ";erjl) @

TJ_T”Z

Dans ce travail, on s’intéresse a 1’étude de I’anisotropie en température [6] dans les plasmas

magnétisés, pour cela :

e Nous allons calculer explicitement la fonction de distribution en vitesses pour un plasma
chaud magnétisé en tenant compte du champ magnétique et des collisions (é-1), I’équation
appropriée pour décrire ce genre de plasma (chaud et trés ionis€) est celle de Fokker-

Planck|7].

e Utiliser quelques approximations des expériences de fusion magnétique [8] et des plasmas

d’astrophysique magnétisés. En considérant deux échelles de temps : une échelle
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de temps rapide relative au mouvement cyclotronique des électrons autour des lignes du
champ magnétique et une deuxieme échelle hydrodynamique lente relative au mouvement

thermique des ¢€lectrons.

e Nous allons aussi exprimer les températures électroniques dans les directions paralleles et
perpendiculaires au champ magnétique pour les calculer et démontrer ensuite cette

anisotropie.
» Problématique :

Notre étude de I’anisotropie en température dans les plasmas magnétisés peut trouver plusieurs
applications pour différents phénoménes comme : les ondes d’Alfven et Iinstabilité de Weibel et
aussi dans plusieurs axes de recherche, comme dans les expériences de fusion magnétique, dans
les plasmas de fusion thermonucléaire ainsi que dans les plasmas stellaires et en particulier dans

le schéma de fusion par inertie magnétisée (MIF).
» Objectif de I’étude :

L’objectif essentiel de ce travail est I’investigation 1’anisotropie en température parallele et
perpendiculaire dans les plasmas magnétisés, aprés que nous avons démontré analytiquement et
méme graphiquement (par une simulation numérique) ; que la fonction de distribution est
anisotrope et elle dépend explicitement de 1’amplitude du champ magnétique et de la fréquence
des collisions électrons-ions. Pour cela, en utilisant quelques approximations des expériences de
fusion magnétique et des plasmas d’astrophysique magnétisés et ce en séparant 1’échelle du temps

dans 1’équation de Fokker-Planck pour avoir un systéme de deux équations couplées.
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> Structure de thése :

Le contenu de cette thése se compose de quatre chapitres, présentés comme suit :

Le premier chapitre contient deux parties importantes dont la premicre est consacrée au
traitement des ondes électromagnétiques a hautes fréquences dans laquelle, nous étudions
uniquement des ondes qui se propagent d’une maniere perpendiculaire et parall¢le a Bo, ainsi
nous développons le formalisme des angles arbitraires de propagation, qui peuvent créer des
possibilités de la résonnance de I’onde ainsi que de seuil. Nous profiterons donc 1I’occasion dans
cette partie de comparer entre les seuils et les résonnances. Ensuite, dans la deuxiéme partie,
qui est consacré au traitement des ondes €lectromagnétiques a basses fréquences, nous étudions
les classes des ondes qui deviennent disponibles a des fréquences basses. Ces ondes ont un
intérét théorique et pratique considérable, pour cela, nous considérons le plasma a soit un
tenseur de conductivité¢ électrique complexe dispersif ou plus classiquement, une réponse
diélectrique de tenseur complexe dispersif. Ca nous permet d'unifier toutes les ondes étudiées ;
les ondes ¢lectrostatiques X et O dans la direction perpendiculaire, les ondes R et L dans la
direction parallele, en utilisant un formalisme unique valable pour tous les angles de

propagation.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons une description cinétique du plasma ainsi
que ses équations ; commengant par l'équation de Liouville qui nous aidons a 1’étude du
comportement dynamique d'un systéme de N particules en interaction, puis nous appliquons
cette équation au plasma. Ensuite, nous décrivons le comportement de ce systéme des particules
chargées utilisant les équations de Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon (BBGKY). Les
approximations utilisées sur la hiérarchie « BBGKY » représentent 1’origine des équations
cinétiques qui sont : L’équation de Boltzmann, I’équation de Landau et 1’équation de Fokker-

Planck qui est la base de notre travail définie dans le chapitre suivant.
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Ensuite dans le troisiéme chapitre ; nous faisons un calcul analytique puis numérique
pour montrer 1’anisotropie en température des électrons pour un plasma magnétisé, dans le
cadre de la théorie cinétique. L'équation de Fokker-Planck est I'équation appropriée pour décrire
ce genre de plasma décrite en premier paragraphe. Afin de calculer la fonction de distribution
¢lectronique dans le deuxieéme paragraphe, nous considérons la théorie cinétique d'une particule
avec 6D d’espace de phases:(7, v). Puis, dans le quatriéme et le cinquiéme paragraphe, nous
calculons la fonction distribution a haute fréquence f* et statique f*, respectivement. Ensuite le
sixieme paragraphe est consacré au calcul de la température des électrons dans la direction
paralléle et perpendiculaire du champ magnétique ou nous montrons l'anisotropie en
température et ce sous forme théorique puis graphique. Enfin, dans le dernier paragraphe nous

donnons une interprétation pour les résultats obtenus.

Finalement, le quatriéme chapitre est consacré a une application de la dispersion des ondes
d’Alfven, dans lequel, nous voulons appliquer nos résultats obtenus a ceux obtenus par M. F.
Bashir et al., présenté dans la référence [1] de ce chapitre.

Dans ce travail, le systetme linéaire de Vlasov-Maxwell est présenté dans le premier
paragraphe ensuite un tenseur diélectrique généralisé est dérivé pour un plasma d’électrons —
ions, bi-maxwellien, non relativiste et magnétis¢ dans le méme paragraphe. Dans le deuxiéme
paragraphe, une nouvelle relation de dispersion décrivant la propagation oblique des modes
d’Alfven a été déterminée en incorporant les anisotropies de température des ¢électrons et des
ions a la fois. De la relation dispersion résultante pour les ondes d'Alfvén cinétiques (KAWs),
les expressions analytiques sont déterminées pour les régimes cinétiques et inertiels
respectivement.

Le dernier paragraphe de ce chapitre consacré aux applications de nos résultats a ce qui est

déterminé précédemment par M. F. Bashir et al., c’est a dire la détermination de la relation de
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dispersion de I’onde d’Alfven inertielle modifié¢e due a 1’effet acoustique ionique résultant de
l'anisotropie de la température dans les modes longitudinaux (k; = 0), donc nous limiterons
cette étude seulement pour les ions et nous négligeons 1’effet des électrons.

Pour cela, nous allons montrer analytiquement puis graphiquement aprés un calcul
numérique, qu’il existe une relation entre la fréquence angulaire @ (I’onde d’Alfvén inertielle
modifiée due a I’effet acoustique ionique) et le nombre d’onde k&, qui correspond aux modes

longitudinaux et nous allons conclure la vitesse du groupe.
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Chapitre I
Etude des ondes électromagnétiques dans un plasma magnétisé

I.1. Introduction :

Une onde électromagnétique comporte a la fois un champ électrique E et un champ
magnétique B oscillant a la méme fréquence, ils sont classées selon leurs fréquences en deux

catégories : Les ondes €électromagnétiques a hautes fréquences et celles a basses fréquences.

Nous allons traiter dans une premiere partie, le cas des ondes €électromagnétiques a hautes
fréquences dans la présence d’un champ magnétique Bo, en introduisant le champ magnétique dans
un milieu plasma a I’équilibre. Dans cette méme partie, nous examinerons uniquement les ondes
qui se propagent parfaitement d’une manieére perpendiculaire et parall¢le a Bo, nous supposeront
ici que la fréquence de I’onde est suffisamment élevée, pour que les ions peuvent étre considérés
comme stationnaires, ou nous allons développer le formalisme des angles arbitraires de
propagation. Le nouvel effet dynamique (c.a.d. la giration Larmor) [9] qui est introduit par le
champ magnétique, crée des possibilités de la résonnance de 1’onde ainsi que des seuils. Nous

profiterons 1’occasion pour comparer entre les seuils et les résonnances.

Ensuite, dans la deuxiéme partie, nous allons traiter le cas des ondes €lectromagnétiques
a basses fréquences dans laquelle, nous étudions les classes des ondes qui deviennent
disponibles a des fréquences inférieures dues au mouvement d'ions. Ces ondes ont un intérét
théorique et pratique considérable, dans lequel, nous considérons que le plasma d'avoir soit un
tenseur de conductivité électrique complexe dispersif ou, plus classiquement, une réponse
di¢lectrique de tenseur complexe dispersif. Cela nous permet d'unifier toutes les ondes que nous
allons étudier ; les ondes électrostatiques X et O dans la direction perpendiculaire, les ondes R
et L dans la direction parall¢le, en utilisant un formalisme unique valable pour tous les angles

de propagation.
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1.2 Etude des ondes électromagnétiques a haute fréquence dans un plasma

magnétisé :

I.2.1 Traitement des ondes électromagnétiques a haute fréquence se

propageant perpendiculairement au champ magnétique :

Nous traitons maintenant le cas des ondes électromagnétiques qui se propagent
perpendiculairement a B,, c’est-a-dire k L Bo (I’orientation du vecteur d’onde k ou du champ
électrique E par rapport au champ magnétique B,), pour cette propagation perpendiculaire, nous

trouvons d’autres types d'ondes.

1.2.1.1 Types des ondes électromagnétiques :

Nous avons dans ce cas deux types d’ondes: les ondes ordinaires et les ondes
extraordinaires. Pour les ondes ordinaires ou parfois abrégées en O se trouvent ou nous avons
une onde qui se propage perpendiculairement a B,, mais le champ électrique de 1'onde est
orienté selon B,. Cela signifie que le champ magnétique ne joue aucun role dans la dynamique
d’onde donc la force de Lorentz u; x By [10] est nulle, c’est-a-dire que le mode ordinaire ne
remarque jamais Bo. Ainsi, ’onde ordinaire dans un plasma magnétisé avec k L B, (ondes
perpendiculaires), c'est juste E; L k et E; / B,.

L'autre orientation possible de Ei, c’est-a-dire E; L B, a quelques propriétés
extraordinaires ou parfois abrégées en X. Dans ce cas, il y a deux composantes transversale et
longitudinale dépendantes de la fréquence w. Lorsque w est trés proche de la résonance hybride
supérieure (que nous allons définir prochainement), il est purement longitudinal (E1 / k), mais

ailleurs il y a une composante transversale (E1 L k). D'une maniére générale, le champ

10
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¢lectrique de cette onde présente une composante le long de (k L Bo) et une composante
perpendiculaire a k et a Bo. Si nous choisissons B, se trouve dans la direction z, et k se situe

dans la direction x, alors E; peut avoir des composantes dans les deux directions x et y.

1.2.1.2 Détermination de la relation de dispersion pour un plasma froid dans
le cas de la propagation perpendiculaire (k L By) :

Nous supposons que les ions sont stationnaires, car leur inertie est trop grande pour eux
pour répondre a une onde de haute fréquence, et nous négligeons la pression électronique qui
peut réellement étre importante ici car cette onde n'est pas incompressible. Cette approximation
est parfois appelée théorie du « plasma froid» [11], il est équivalent en supposant T. = T;= 0.
Avec ces hypothéses, I'équation fluide du mouvement linéaire pour 1'électron est :

—lomu,, = —e(Ey, + u,, By)

—ilomu,, = —e(E,, — uy By) (L.1)

Qui peut étre simplement résolue pour u,, et u,, quireprésentent les vitesses de fluide

d'¢lectrons dans les directions x et y respectivement. Nous pouvons utiliser la méthode des

déterminants pour résoudre ce systéme d'équations linéaires, exprimé sous la forme :
eEy /m = iwuy, - wl,,
ek, /m = w.u,, + iou,, (L.2)

\ e . .
Ou: w, = — représente la fréquence de coupure.
mBO

11



Chapitre I
Etude des ondes électromagnétiques dans un plasma magnétisé

Le facteur déterminant est w2 — w? et les solutions sont :

_ (e/m)(inxl + (‘)cEyl)

a1 = w2 — w?
lwE. E
uyl — (e/m)(lwz y1 + WcEx1) (13)

wéi- w?
Nous substituons ces vitesses de fluide d'électrons dans I'équation des ondes, soit
1'équation :
k*Ey -k (k.Ey) = (0?/c)[E; + iy / (2ow)] (14)
Avec: j; = —ngeu ; qui représente la densité volumique du plasma.

D'abord, nous séparons cette équation vectorielle en deux composantes dans les
directions x et y. Le vecteur E; n’a aucune composante dans la direction z, puisque cela
correspond au mode ordinaire. Nous avons choisi k pour la direction x, de sorte que le coté
gauche de I'équation (I.4) n'a pas de composante x. Contrairement pour le coté droit de

I'équation (I.4), nous obtenons alors :

i(nge?/eom)(iwEy; + wcEy1)

Eg = o0l w?) (L.5)
Et a partir de la composante y, multipliant par c* / @, on obtient :
a- Czkz/wz)Eyl _ i(nge?/eom)(iwEy1 + wcEx1) (L6)

w(w?- w?)

2
r J ’ Nee , .
Notant la présence de la fréquence de plasma au carrée ; wg = —:m dans ces équations,
0

et en observant aussi que nous avons ici deux équations linéaires a deux inconnues, nous

multiplions par (wZ — w?) et réécrire les équations comme :
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2 2 2 i 2 —
(wc —w* + a)p)Ex1 - L(a)pa)c/a))Eyl =0

i(wiwe/w)Exy + [(1 = c?k? /w?)(wE — 0?) + w2 |E,; = 0 (1.7)

Encore une fois, nous pouvons résoudre ces équations par la méthode des déterminants,
mais nous n'avons pas pu obtenir 1'amplitude de E; a partir de ces équations : lorsque le coté
droit de cette équation matricielle disparait alors la solution est dégénérée, et plutét nous

obtenons un critere sur les coefficients, leur déterminant devrait disparaitre. Cela nous donne :

(w2 — 0? + w2)[(1 = c?k?/w?) (¢ — 0?)] — (WEw./w)? =0 (L.8)

La relation de dispersion peut maintenant étre écrite :

(1-25) (07 = 0?) + 0} = (0F 0c/0)2/ (@ - %) @9)

C’est effectivement la relation de dispersion [w = w(k)] que nous cherchons. Nous

définissons la fréquence hybride supérieure [12] comme :

wh = w5 + w?

(1.10)
Si nous substituons I’expression (1.9) dans (I.10), nous obtenons :
(1 B Cz,;z) (0% — w?) = —w%(w%+w%—zw2)2+(w%wc/w>2 _ —w%(w?—wz)z(w;%/wz)(w%—wz)
w (WE-w?) (@2-w?)
(I.11)

Puis, en divisant par (w? — w?) et les conditions de réarrangement, on obtient :

_ wé(w?-w})

o o) (1.12)

Ici, nous voyons que lors de la résonance hybride supérieure, k — oo, c'est a dire la

longueur d'onde tend vers zéro. C'est ce que I'on entend par résonance. Aussi lorsque £ — o, la

vitesse de phase tend vers zéro.
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La relation de dispersion a également deux seuils, définis comme k& — 0, c'est a dire la

longueur d'onde tend vers l'infini. Ceux-ci peuvent étre trouvés en définissant :

w?(w? — 0} — wi)=wi(w? - wl) (1.13)

Il s'agit d'une équation quadratique pour w? , divisant les deux cotés par w? (w? - a)g ),
on obtient :
1- 0?/(0? — 0}) =} /w? (1.14)
Et en poursuivant ces calculs, nous avons :
(1- w2/w?)=(w?/w?)1- w2/ w?) (L.15)
A partir de laquelle, nous prenons la racine carrée, pour obtenir :
(1- w2/ w?)=F(w/w) (L.16)
Ce qui nous donne deux équations du second degré, avec (probablement) quatre
solutions. Les équations du second degré peuvent étre réécrites comme suit :
(0?F ww,— w2)=0 (L.17)
Et les quatre solutions contiennent deux + symboles indépendants :
0 =3|Fo F (0 + 40})"2] (L18)

Cependant, un w négatif n'a pas de sens, par convention w > 0 et k est un vecteur signé
pour nous donner la direction de propagation, de sorte que deux des solutions ne sont pas utiles,

et nous obtenons seulement deux fréquences de coupure distinctes physiquement comme :

WR (1.19)

W= [$w0+ (w2 + 4w§)1/2]/2 = {CUL

Le signe + donne la fréquence du seuil « droite » et le signe — donne la fréquence du

seuil «gauche», notés wy et w; respectivement. La raison de cette nomenclature est que ces
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mémes fréquences apparaitront comme des seuils pour les ondes polarisées circulairement
gauche et droite se propageant paralléelement a B,. Les fréquences de coupure ne varient pas
avec l'angle de propagation. En revanche, la fréquence de résonance hybride supérieure décroit
a mesure que 1’onde s’¢loigne de la perpendiculaire. Il est également intéressant de noter ici
que la résonance hybride supérieure et le seuil de droite (la coupure a droite) sont clairement
dans le domaine des hautes fréquences. Toutefois, si w, << w, puis le seuil de gauche peut
apparaitre a basses fréquences, ou la dynamique d'ions peut étre importante dans le calcul de

wy, et dans la dynamique d'ondes. C'est le cas que nous allons 1’étudier dans la partie suivante.

] L’onde X L

ck/w,

Figure I.1. Relation de dispersion pour I'onde extraordinaire se propageant

perpendiculairement a B dans un plasma magnétisé, avec mc’choisie égale a 20>
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La figure (I.1) montre que les seuils et les résonances sont importantes en partie parce
qu'ils définissent les bandes passe et stop ou les ondes peuvent se propager dans un plasma.
Ceci est clairement illustré dans la relation de dispersion pour l'onde extraordinaire dans la
figure (I.1), nous avons choisi les paramétres du plasma tels que w¢ = 2 w} . Cela montre que

les ondes peuvent se propager dans les zones de bande de passage de w; < w < wy et

w > wg, mais une bande d'arrét existe dans I’intervalle w, < w < wg. Les seuils sont aux

fréquences ou la relation de dispersion disparait en k = 0, et les résonances sont ou & — oo.

I.2.1.3 La vitesse du groupe :

Si nous imaginons une onde X qui se propage perpendiculairement a B, et directement
vers le bas d'une densité ou d’un gradient de champ magnétique jusqu'a ce qu'il atteigne «la
couche» de l'hybride supérieure ou la résonance hybride supérieure, nous pouvons voir

graphiquement dans la figure (I.1) que la vitesse du groupe tend vers zéro. En multipliant

2

I'équation (I.12) par w* et en la dérivant, nous trouvons, comme @ — @y :

20fwdw | 20wiwiodw (1.20)

(wi-w?)?

2¢%kdk ~ 2wdw +

+

(wh-w?)
En utilisant une approximation pour obtenir une résolution d'équations (I1.12), pres de
w = wy, ,on obtient la vitesse de phase comme :
v, = w/k = cop(w) — wz)l/z/wpwc (L21)
Et pour la vitesse du groupe, on obtient

2_,2\2 2 2_23/2
d_w:vz(whw)cz(whw) ¢ (122)

dk g wzz,a)gvp WpWcWh
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Prés de la résonance, vgz varie en :
vg ~ (wf — 0?)3c?/(wpwewp)® (1.23)

Ainsi, dans les limites de la théorie de plasma froid linéaire et si en supposant une
propagation d’onde purement perpendiculaire, I’amplitude de 1'onde doit croitre régulierement
de la couche supérieure hybride quand on pompe I'énergie de I'extérieur, ce qui explique

pourquoi on appelle cela une résonance.

Pour voir comment fonctionnent les seuils, qui sont tres différents de résonances, il est
plus simple de considérer la coupure (le seuil) de 'onde électromagnétique a w = wydans un

plasma non magnétisé [13]. (Ce qui a la méme relation de dispersion comme le mode ordinaire

(E1 / Bo) et perpendiculaire (k L Bo) des ondes dans un plasma magnétisé¢), nous avons :

w? = wj + k*c? (1.24)
Et
vy = c/(1 + wj/k?*c?)? (1.25)
Donc :
vy = 622 = 622 - - c?(1 - wp/w?) (1.26)

14 2p2 [1I pZ} [ 2 : 2]
' T 02— -
kc we-wp we-wp

Il y a donc une «force de rappel» a la coupure, qui accélere 1'énergie des ondes hors du
plasma, de sorte qu'elle ne s'accumule pas a la coupure. Généralement, 1’énergie des ondes est
essentiellement réfléchie totalement a la coupure, bien que les effets de réfraction doivent étre
pris en compte pour la géométrie spécifique considérée. Dans certaines géométries, la réfraction

courbera la trajectoire du rayon de sorte qu’elle n’atteigne méme pas la coupure.
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1.2.2 Traitement des ondes électromagnétiques a haute fréquence se

propageant paralléelement au champ magnétique :

Dans la section précédente, nous avons traité des ondes a hautes fréquences se propagent
perpendiculairement a B, (k L B,). Maintenant, nous allons traiter le cas de la propagation
paralléle, k / Bo, toujours dans la limite haute fréquence ou les ions peuvent étre considérés

comme stationnaires par rapport aux électrons.

1.2.2.1 Détermination de la relation de dispersion pour un plasma froid dans

le cas de la propagation paralléle (k / B,) :

Comme précédemment, nous avons B, dans la direction z, et si k est maintenant dans la
direction z aussi. Encore une fois, nous utilisons I'équation d'onde :

k?E; — k(k « E1) = (0?/c?)[Ey + ij1/(g0w)] (1.27)

I1 existe un mode longitudinal (E; / k) se propageant parallélement a B,, c'est a dire
avec (k / By), mais c'est juste I’onde de Langmuir électrostatique pour B, = 0 [14]. En fait,
dans la limite de plasma froid que nous utilisons ici, c'est juste I'oscillation de Langmuir a

w = wy indépendante de k.
Pour trouver un nouveau mode ¢lectromagnétique, nous allons prendre k, E1 = 0, en rappelant
que nous avons pris k soit dans la direction z, nous avons :
Ey =ExX+E, 9 (1.28)
Dans notre calcul de I'onde extraordinaire, nous avons calculé u,, et u,, en termes de

Ey, et Eyy, voir I'équation (I.3). Puisque B, était dans la direction z dans ce calcul aussi, les

résultats s’appliquent aussi bien dans notre cas présent, c’est-a-dire :
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_ (e/m)(inxl‘l'chyl)
x1 —

(wZ-w?)

_ (e/m)(iwEy1+wcEx1)
¥t (wi-w?)

(1.29)

Ensuite, nous allons substituer j; dans I'équation (I.27) en utilisant : j; = — neu,. La

composante y de I'équation est identique a celle de I’onde extraordinaire :

i(nge?/egm)(iwEy1+wcEyq) 1.30
(1—c?k?/w?)E,, = (o O(w)g_wzj)}l - (139)

Et parce que k est maintenant dans la direction z, la composante x dans ce temps ressemble

beaucoup a la composante y, c'est-a-dire :

i(noe?/€om)(iwEx1+wcEy1)

(1 — c?k?Jw®)Ey = oot (1.31)
Nous utilisons les méthodes matricielles, Nous trouvons :
(2w, /w)Ey + [(1 = c?k?/0?)(wE — w?) + w2]Ey; =0
[(1 - c?k?/w?)(w? — w?) + wg]Exl —i(wpwc/w)Ey; =0 (1.32)
Et encore, nous exigeons que le déterminant soit nul, soit :
(wiw./w)? — [(1 - c?k?/w?)(w? — »?) + a)g]z =0 (1.33)
Donc, nous avons deux solutions :
(W2w./w) = F[(1 = c?k?/w?)(w¢ — w?) + w] (1.34)

1.2.2.2 LI’indice de réfraction :
Pour résoudre i = ¢*k?/w? = c?vjy (ou i estl'indice de réfraction), nous multiplions

par F 1 et nous divisons par (w2 — w?) pour obtenir :
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F(whwc/w)-wh

(1—c?k?/w?) = o (1.35)
Ou:
a2 o K wplecFo) o @y
T w? w(wg — w?) w(w F w,)

Pour les signes supérieurs et inférieurs, nous appelons «l’onde L» et « l'onde R »,
respectivement. Ces deux solutions correspondent a des ondes polarisées circulairement. Cela
signifie que Ey, et E,; oscillent avec 1/2 en opposition de phase les uns avec les autres, mais
ont la méme amplitude. Ceci peut étre vu a partir de la premicre partie de I'équation (1.32)

couplée avec I'équation (I.34). La solution correspondante au signe supérieur a Ey; = —Ey, et
la solution correspondante au signe inférieur a Eyq = iEy.

Cela implique que le signe supérieur correspond a une onde de rotation selon une régle
de la main gauche : pouce gauche le long de B,, les doigts indiquant le sens de rotation du
vecteur de champ électrique. Le signe inférieur suit la régle de la main droite correspondante.
Pour illustrer ceci, prenons x = 0 et un retard de phase global de zéro pour E,;. Ensuite, les

dépendances temporelles de E,; et E,,; pour le signe supérieur (ondes L) sont données par :
E,.1(t) = Re{E,i[cos(—wt) + isin(—wt)]} = E4 cos(wt)
Ey1(t) = Re{—iE, [cos(—wt) + isin(—wt)]} = — E,sin(wt) (1.36)

Physiquement, le sens de rotation de l'onde a un impact sur la relation de dispersion
w(k) car elle est liée a la direction de rotation des particules qui portentj;. Tant que les ondes
L et R peuvent se propager dans les deux sens le long de B,, la relation de dispersion ne contient
que k. Les ondes L, par définition, ont toujours leur vecteur de champ électrique tournant a la
regle de la main gauche, par rapport a la direction de B,. De méme, 1'onde R sera toujours
tournée selon la régle de la main droite le long de B,, qui est bien siir le sens dans lequel les

¢lectrons tournent sur Bo. Ainsi, il n'est pas surprenant que I'onde R a une résonance a w,..
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Dans le cas de 1’onde ordinaire O (se propageant perpendiculairement a By), le vecteur
de champ ¢électrique est toujours paralléle a By, c'est donc une onde plane polarisée. Le vecteur
de champ ¢électrique dans 'onde extraordinaire X (aussi se propage perpendiculairement a Bo)
a deux composantes longitudinales et transversales (mais toujours perpendiculaire a Bo) qui
sont phasés a 90°, comme on peut le voir a partir de 1'équation (I.7). Toutefois, les amplitudes
des deux composants ne sont pas les mémes, alors I'onde est polarisée elliptiquement. Il devient
polarisée linéairement, avec E1 / k (longitudinal, électrostatique) a la résonance wp,. Au-dessus
et en dessous de la résonance, le sens de rotation du vecteur de champ électrique dans I’onde X

change de signe.

1.2.2.3 La fréquence de coupure de ’onde L :

Nous avons :

Qui a la solution :

Wy, = [—wc + (w? + 4w;)1/z] /2 (1.38)

Que nous avons trouvée avant comme une coupure de 1'onde extraordinaire. (Le signe +

est obtenu avant le terme de la racine carrée pour résoudre 1'équation quadratique. Mais comme

w > 0, nous devons prendre le signe +). Notez que w.ne joue aucun role particulier dans les
ondes L. Ceci est a prévoir, car les électrons tournent autour du champ magnétique dans le sens
de droite (dans la nomenclature que nous utilisons ici), donc il n'y a pas de résonance pour les

ondes L.
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Cependant, pour w, << w., la coupure w, = w, (w,/w;) peut-€tre a une fréquence
suffisamment faible que la dynamique des ions, que nous avons ignoré jusqu'ici, peut devenir

importante.

5 _ L’onde L -

ck/wp

Figure 1.2. Onde ¢lectromagnétique polarisée circulairement a gauche se propageant

parallélement a By dans un plasma magnétisé, avec m.’ choisie égale a 20?

Il est intéressant maintenant de regarder les courbes de w par rapport a k£ pour les ondes R
et L. Commencgant par les plus simples des on+-des L, illustré dans la figure (I1.2). Ce qui
correspond a la solution de I'¢équation (1.36) avec le signe + dans le dénominateur. Pour le cas
tracé, nous avons choisi w2 /w3 = 2, bien que ce rapport puisse prendre n'importe quelle valeur,
en fonction des parameétres du plasma. Cette onde a évidemment une courbe de dispersion

simple. Il se propage avec v, > c et v, < c (nécessairement) pour toute fréquence supérieure
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a la fréquence de coupure w;. C'est un peu comme l'onde ¢électromagnétique en absence d'un

champ B,, qui est cependant coupée a w = w, (Comme dans le cas de I’onde O).

1.2.2.4 La fréquence de coupure de ’onde R :

Nous avons :

wr = [0 + (07 +4w)) 2] /2 (139)

Que nous avons également trouvé avant comme une coupure de 1'onde extraordinaire.
Dans ce cas aussi, le signe + avant le terme de la racine carrée doit étre avoir un ® > 0. Nous
notons que wp > . (contrairement au cas de w; ), la dynamique d’ion ne peut donc pas étre

importante pour cette coupure.

Maintenant, nous obtenons une résonance a w = w,. Une résonance, comme nous
pouvons le voirici,aw / k - 0,0u: fi=ck/w—> o, cark - 0,1 = 0,comme dans le cas
de la résonance hybride supérieure de la propagation de 1I’onde extraordinaire perpendiculaire
a By. Dans ce cas, la fréquence de résonance était : wj = wj + w?, et le terme de fréquence
plasma est entré parce que I’onde compresse les électrons, et donc génére une force de rappel
¢lectrostatique. Le terme de la fréquence cyclotronique est venu de la force de Lorentz, ce qui
provoque cette résonance perpendiculaire a étre affectée par le champ magnétique,
contrairement a l'oscillation de Langmuir. Dans ce cas, comme [’onde transversale se
propageant parallelement a B, a k.E = 0, il n'y a pas de compression d'électrons ou
d'accumulation de densité de charge, et donc pas de w;, a la fréquence de résonance. Cependant,
pour k / B, et les ondes polarisées circulairement a droite, la fréquence cyclotronique

¢lectronique se pénetre fortement.
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L’onde R

Figure 1.3. Onde électromagnétique polarisée circulairement a droite, se propageant

parallélement a By dans un plasma magnétisé, avec w? choisie égale a 2w3.

Les courbes de w par rapport & kde l'onde R est plus compliqué, a cause de la
résonancew,, comme le montre la figure (1.3). Nous avons a nouveau choisi de tracer le cas ou :
w?/w? = 2, nous trouvons une coupure a wgr donnée lorsque : kK = 0 dans la relation de

dispersion avec le signe inférieur, ce qui nous donne une équation quadratique pour le wg.

Une caractéristique particulierement intéressante pour les courbes de w par rapport a k
pour l'onde R est la présence d'une nouvelle onde dans la région dew < w,.. La partie de basse
fréquence de 1'onde R est appelée 1’onde « siffleur » [15]. Dans le domaine de fréquence trés
inférieure w., trouvée dans le coin inférieur gauche de la figure (1.3), la vitesse de groupe

augmente avec la fréquence.

Une autre caractéristique intéressante des courbes de dispersion d’ondes L et R est que,

si nous choisissons une fréquence dans la bande supérieure de 1'onde R, il a toujours une vitesse
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de phase supérieure de celle de ’onde L correspondante. Ceci peut étre vu en examinant les
figures (1.2) et (I.3), en particulier la comparaison de la valeur k correspondante a la méme
valeur de w (choix de la bande de fréquence supérieure de la figure (I.3). Pour raison, lorsque
'énergie de haute fréquence polarisée linéairement se propage parallelement a By, 1'angle de

polarisation tourne lorsqu'elle se déplace. C'est ce qu'on appelle : la rotation de Faraday [16].

1.3 Etude des ondes électromagnétiques a basse fréquence dans un plasma
magnétisé :

Dans cette partie, nous investiguons les classes d'ondes qui deviennent disponibles aux
basses fréquences a cause du mouvement des ions. Ces ondes ont un intérét pratique et théorique
considérable. Cependant, les équations deviennent beaucoup plus complexes avec la
dynamique des ions et des électrons. Il est donc utile d’introduire un formalisme général dans
lequel le plasma a soit un tenseur complexe d’une conductivité électrique dispersive, soit, plus
classiquement, un tenseur complexe d’une réponse di¢lectrique dispersive. Cela nous permet
d'unifier toutes les ondes que nous avons examinées : les ondes X et O dans la direction
perpendiculaire, les ondes électrostatiques et les ondes R et L dans la direction parall¢le, en

utilisant un seul formalisme valable pour tous les angles de propagation.

1.3.1 Le tenseur diélectrique :

Avant d'analyser la propagation des ondes a basses fréquences ou le mouvement d'ions
doit étre pris en compte, il est utile de prendre un apercu de ce que nous avons fait dans le calcul
des relations de dispersion. Ce faisant, nous pouvons généraliser nos résultats pour inclure le

mouvement d’ions, la pression finie et un angle arbitraire de propagation.
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Premicrement, nous écrivons 1'équation de fluide linéaire de mouvement, ou nous ne

serons pas spécifiques encore aux ions ou aux électrons :
]
mny, % = qny(Ey +uy x By) —yTVn, (1.40)
Nous avons pris By dans la direction z, et le vecteur k dans les directions x et z. Dans la

mesure ou k forme un angle avec By, cela se voit comme k,. L'analyse de Fourier [17] des trois

composantes de cette équation de manicre habituelle, et sa division par 7,, nous donne :

—lwmiy; = q(Exqy + uy1By) — ik,yTny/ng (1.41)
—iwmuy,, = q(Ey; — Uy Bo) (1.42)
—iomu,, = qE, —ik,yTn,/n, (1.43)
L'équation de continuité est : V - (ngn,) = —du, /dt, qui devient :
ik +ikyuy, = i(:l:l (1.44)

Nous définissons 0 d’étre I'angle entre k et Bo, de sorte que : k, = ksin6 et k, = kcos8. Puis
nous avons :
ny/ny = (k/w)(Uy,Sin6 + u,,coso) (1.45)

Ceci peut étre utilisé pour remplacer n, /ny dans les équations (1.41) et (1.43) ci-dessus,
de sorte que nous avons ensuite trois équations pour les composantes inconnues de u; en termes

de composants d'équations Ei. Les équations (1.41) et (1.43) deviennent :
—iwmuyy = q(Ey; + uy1Bo) — i(k?/w) yT (uyySin?0 + uyysinfeosd)  (146)
—iwmuy, = q(E;; — i(k?/w) yT (uy,Sin?0 + u,,sinfcosh) (1.47)

Les équations (1.42), (1.46) et (1.47) forment un ensemble d'équations linéaires pour les
composantes de u,. Ils peuvent €tre résolus pour donner a chacun de ces composantes, une

combinaison lin€aire des composantes de Ei. En combinant les vitesses de fluide pour former
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un courant électrique j;, ce résultat peut étre exprimé comme un tenseur de conductivité

électrique o dépendant de la fréquence complexe :
j1 =Xnoqus =0 -E; (1.48)
Ou la sommation est faite sur les espéces et g est une quantité de tenseur. Ce tenseur de

conductivité [18] peut étre substitué dans 1'équation d'onde pour construire une relation de

dispersion. Réitérant I'équation d'onde :

k?Eq —k(k-Ep) = (w?/c®)[E; + ij1/(€ow)] (1.49)
Nous obtenons :

k?E; —k(k-E)) = (w?/c*)(I +io/€yw) - E4 (1.50)

Ou : / est le tenseur d'identité ou la matrice avec la diagonale principale et des zéros ailleurs.
I1 est plus conventionnel de travailler en fonction d'un tenseur diélectrique, en remplacant la
constante diélectrique scalaire usuel dans I'équation de propagation de I'onde dans un milieu

non dispersif, di¢lectrique isotrope :
k?E; —k(k-E;) = w?ue-E; (151)
Ainsi, dans le cas du plasma, nous avons un tenseur dié¢lectrique, noté €, donné par :
e=¢ey(I +iog/eyw) (1.52)
Ou nous avons utilisé : €ypyc? = 1. Dans la limite a basse fréquence pour un plasma
froid, nous verrons plus loin que les ¢léments diagonaux de ce tenseur diélectrique

correspondant aux directions perpendiculaires a Bo sont que la constante perpendiculaire du

plasma diélectrique €. = €, + p/B? .

Puisque, nous utilisons la notation de tenseur, nous ré-exprimons le coté gauche de

I'équation d'onde en notation tenseur :

k%X - E; = [K?E; — k(k-E{)]
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Ou : X est le tenseur défini par I'équation, de sorte que : X = I — kk/k?. nous avons choisi :

k, = 0, donc = ksinb% + kcosbz , on peut voir que :
kk/k? =k = (sinf% + cos82)(sinfx + coshz)
Donc :
X = (RRcos?0 + 0 — KZsinfcosh)
+ 0 + 9 + 0 (1.53)

— (2%sinfcos@ + 0  + ZZsin?H)

Par conséquent, I'équation (I.53) est écrite d'une manieére qui permet d'afficher

clairement les éléments de la matrice correspondants. Notre équation d'onde est juste :
(w?poe —k2X)-E; =0 (1.54)

La relation de dispersion est ensuite dérivée par l'exigence que le déterminant de la

quantité de tenseur entre parenthéses dans 1'équation (1.54) est nul.

Pour les équations du mouvement que nous avons examiné, y compris la pression de
plasma fini, ce qu'on appelle parfois la relation de dispersion de plasma «chaud». Sinous avons
pris T = 0 dans ces équations , nous aurons obtenu la relation de dispersion de plasma "froid"
qui est une généralisation des relations de dispersion que nous avons examiné dans la partie
précédente, y compris le mouvement des ions et l'angle arbitraire de propagation. La
nomenclature «a chaud» est habituellement utilisée pour les calculs entierement cinétiques, y
compris les effets des classes de particules qui se déplacent a des vitesses proches de la vitesse
de phase de I'onde. Par ailleurs, en regardant précédemment aux équations (1.42), (1.46) et (1.47)

que o (et donc €) ne contient pas de vecteur d'onde k sauf dans les termes T = 0. Dans la relation

de dispersion de plasma froid alors, nous voyons que le vecteur d'onde k entrant que par le

terme k? dans 1'équation (1.54), avec sa direction entrant seulement a travers X. Les termes

28



Chapitre I
Etude des ondes électromagnétiques dans un plasma magnétisé

supplémentaires de k entrant dans un plasma chaud permettent des nouvelles solutions de la
relation de dispersion, telle que 1'onde acoustique ionique qu’ il n'existent pas du tout dans un
plasma froid, ainsi que des modifications d'ondes par le mouvement de compression et par des
effets de rayon de Larmor finis [19], lorsque kr; n'est pas petite. La relation de dispersion de

plasma «chaud» totale correspond effectivement a tous les ordres supérieurs en k.

1.3.2 La relation de dispersion du plasma froid :

On peut carrément calculer les composants de la matrice de 1'équation (1.54) pour le cas

d'un plasma froid. Il est plus facile si nous utilisons les définitions conventionnelles suivantes :
il =ck/w=c/v,

ck/w = fisinfX + ficosOZ

wp, 2, = Les fréquences de plasma €lectronique et ionique

we, Q. =Les fréquences cyclotron ionique et ¢lectronique

R=1—(wi/w)/(w-w)— (Q4/w)/(w+ Q)
L=1—(w?/w)/(w+w)— (Q/w)/(w—Q.)
S=R+1)/2
D=R-1)/2

P=1-wi/w?-Q}/w?

L'équation (1.54) multipliée par c?/w?, elle devient :
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[RR(S — A%cos?0)  — RYiD + RZA%sinfcosO
+ §RiD +99(S—7%) +0
+ ZRAA%sinfcosd  + 0 + Z2Z(P—7i*sin*0)]*E; = 0 (1.55)

De nouveau, nous avons arrangé les termes pour afficher les éléments de la matrice.

Posant le déterminent a zéro, on obtient :
(S—7%cos?0)(P—A%sin?0)—A*sin?Ocos?0(S—A?) — D*(P—#?sin?0) =0  (1.56)

En premiére vue, on remarque que cela ressemble a une équation du sixiéme ordre pour
k, a n’importe quel 6 et w. Heureusement que les termes7® s’annulent, il ne reste que les
termes 79, fi% et fi* . Cela signifie que nous avons une quadratique en 7i%, que nous pouvons

résoudre facilement. Rassemblant les termes par leurs ordres de i, nous trouvons :

(S%2P — D?P)—1i?(SPcos?6 + SPcos?6 + SP + S?sin?6 — D?sin?0)

1.57
+7*(Pcos?6 + Ssin?0) = 0 (:57)

Il s'agit d'une équation quadratique pour 7i%. Ainsi, pour toute valeur w,6 et des
parametres plasma, il y a de plus deux solutions réelles positives pour &, correspondant aux
deux «branches» de la relation de dispersion, nous avons étudié la propagation parallele (R et
L) et la propagation perpendiculaire (X et O). Tous les termes sin et cos peuvent étre simplifiés,
par la relation de dispersion du plasma froid. Remplagant sin?0 par 1—sin%6, en

utilisant : S? — D? = RL, nous obtenons :

RLP—7?[(2SP + (RL — SP)sin?6) + A*[P + (S — P)sin?0]] =0  (158)

Donc:

RLP—2#2SP + fi*P = 7i?(RL — SP)sin?6 — i*(S — P)sin?0

On obtient :
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—P(fi*—2SA2+RL) (1.59)
7i4(S—P)+7i2(SP—RL)

sin?6 =

Pour aller plus loin vers une forme utile de la relation de dispersion sin?6 = 1 — cos?6

dans I'équation (1.58), on obtient :
RLP—7%[SP + RL + (SP — RL) cos?8 |+A*[S + (P — S)cos?6 | =0 (1.60)
Nous obtenons, alors :

2, _ SA*—(PS+RL)Ai%+PRL (Lel)
cos”0 = 7i*(S—P)+7i2(PS—RL)

Nous pouvons maintenant diviser 1'équation (1.61) sur 1'équation (1.59) pour obtenir :

—P(A*—257%+RL) (1.62)
SAi*—(PS+RL)(Ai2+PRL)

tan?g =
En utilisant le fait que 2S = (R + L) dans le numérateur, le numérateur et le

dénominateur peuvent étre désormais pris en compte pour donner :

—P(#?—R)(7*-L) (1.63)
(S7Ai2—RL)(fi2—P)

tan? 6 =

L'équation (1.63) est une forme trés utile pour la relation de dispersion du plasma froid
et il fournit une bonne compréhension de la physique. Tout d'abord, pour la propagation
paralléle (0 = 0), nous avons deux solutions 72 = R et % = L, qui sont les ondes polarisées
circulairement a droite et a gauche respectivement. Pour la propagation perpendiculaire, nous
avons également deux racines, 72 = P ( I' onde ordinaire ) et i= RL /S ( ’onde extraordinaire),
maintenant avec la dynamique d’ion [20] incluse automatiquement dans les définitions de R,

L, S et P. Les résonances peuvent tre trouvés a partir de cette équation en fixant i — o

(k — o, A — 0), nous avons alors : tan? § = —P/S. Ainsi, les fréquences de résonance varient
en fonction de I'angle de propagation. Pour 6 = 0, ils se produisent lorsque P =0 ou S — o, le
cas avec P = 0 est la résonance de plasma a w,. (Nous rappelons que l'oscillation de Langmuir

aw = w, indépendante de &, pour un plasma froid). Le cas S — oo peut €tre organisé par R ou
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L — o, qui se produisent aux résonances cyclotroniques électroniques et ioniques

respectivement.
A 0 =m/2,nous avons besoin de P — o0, qui ne peut se produire pour w finie ou wy,, aussi de

S — 0. Ce dernier donne les résonances hybrides supérieures et inférieures, y compris la

dynamique des ions.
Pour obtenir les seuils a partir de cette équation n'est pas simple aussi, car le parametre

A— o, i > 0 donne le résultat curieux que -P RL / RL P = tan?0. Cela ne peut pas se produire
pour un 0 réel, sauf pour PRL = 0, un résultat qui peut étre obtenu de maniére plus explicite en
revenant a 1'équation (1.63), ou nous pouvons voir que 7 = 0, qui implique que :

P (S? - D?)=PRL = 0. Nous remarquons alors que les seuils ne varient pas avec 0, comme nous
l'avons observé¢ auparavant. Plus précisément, P = 0 est juste la coupure w,, de I'onde ordinaire

et la coupure / la résonance de 1'oscillation de Langmuir.

Les cas R =0 et L = 0 correspondent aux seuils wp et w;, avec la dynamique d’ion incluse.

1.3.3 L’onde d’Alfven de cisaillement (Shear Alfvén Wave) :

Nous allons maintenant examiner le domaine des basses fréquences des ondes L et R.
Comme précédemment, nous considérons une propagation purement parallele a Bo,
c’est-a-dire : k / By. Nous allons continuer a prendre E; | By donc E;_L k. C'est parce que le
choix de E; /By / k abasse fréquence avec un plasma chaud, donne juste 1'onde acoustique
ionique comme nous avons ¢tudié auparavant et que la force de Lorentz ne joue aucun rdle dans
ce mode. Tout comme nous avons vu que I'onde de Langmuir €lectrostatique est découplée avec
des ondes purement ¢électromagnétiques a haute fréquence, ainsi que 1’onde acoustique ionique

est découplée avec des ondes R et L a basse fréquence se propageant parallelement a Bo dans
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les modes w que nous les envisageons, et comme Bo/ z, Ez; = Uz; = 0. En examinant les
¢quations de mouvement (équations (1.42), (1.46) et (1.47)), nous voyons que T ne joue aucun
role dans ces modes. En conséquence, les vitesses uy et uy, pour les électrons méme pour la
pression finie sont les mémes que ceux donnés dans 1'équation (1.42), nous avons d'abord
examiné le cas ou u,;#0 et u,,; #0. Pour les ions, nous utilisons simplement I'équation (1.42)

avece— —e, w, - — . etm - M (Nous rappelons que w, = — q, B / m,, tandis que
0. = + q; B/ m;. Nous avons alors pour les ions :

_ —(e/M)(inxl_QcEyl)
Uyi1 = (QF—w?)

_(e/M)(inyl_QcExl)
it =T 020?)

(1.64)

Pour les électrons, nous supposerons que w S Q. < w,, dans ce cas, le fluide d'électrons

présente la dérive pure E; X By :

_ (e/m)Eyl . eEyl

u =
xel wc MQC
—(e/m)Ey —eE,
Uyer = — - L= MQ; (1.65)

La derniére étape dans les équations ci-dessus a €té motivée par le désir d'exprimer les
fréquences en termes de quantités d'ions, et elle met un facteur commun de e / M dans les deux

équations d’ions et d’¢lectrons. Le tenseur de conductivité est alors donné par :

. nge? —iw  Aa Qc 1\ An Qc 1\ An iw
=" [(Q%—wﬂ X+ ((a%—m) - Q_) Xy = ((Q%—wﬂ - Q_) yx = (Qﬁ—wz)] B (1.66)

Notant que le tenseur de conductivité est réduit a une 2 x 2 tenseur pour 1’onde d'Alfvén
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de cisaillement se propageant parallélement a Bo, parce que nous avons pris

J;1 = E;1 = 0. Sinous prenons : w — 0, les ¢éléments hors diagonale vont a zéro en tant que
w,, tandis que les ¢léments en diagonale atteignent zéro en tant que w, on obtient ainsi un
tenseur de conductivité purement scalaire (mais imaginaire). Utilisons : QIZ, = nye?/Me,, de
sorte que le premier facteur sur le coté droit de l'équation (1.66) est juste EOQIZ,, cette

conductivité scalaire devient :
— : 2 2 __ : 2 2
o = —iwnyge”/MQZ = —iweyQ; /Q¢ (1.67)

Nous pouvons aussi voir ce qu’il donne lieu a une réponse diélectrique a faible

fréquence. Nous rappelons 1'équation (1.47) qui est € = €y(I + io/€,w) , Nous obtenons alors :

€, =6(1+Qp0%) = €0 + nyM/B? (1.68)

Qui est tout simplement la constante diélectrique que nous avons déduit de la dérive de

polarisation. Retournant a w fini, dans le cas général, la relation de dispersion est donnée par :

| w?uoe — K2X|| =0 (1.69)

Les barres verticales indiquent le déterminant de la matrice équivalente. En fonction de o, et si

en multipliant par ¢?/w?, nous obtenons :

| I — 72X +io/eqw]| = 0 (1.70)

Pour O = 0, nous avons: X = %X+ §y.Dans ces calculs, on n’a pas trouvé la
composante 2Z de o , mais cela n'a pas d'importance puisque la matrice que nous avons construit
pour le cas de k / Bo contient des éléments non nuls dans la zone 2 x 2 supérieure gauche et
une seule composante potentiellement non nulle dans le coin inférieur droit. Les autres éléments
de o. Ainsi, la partie supérieure gauche de la matrice 2 x 2 doit avoir le déterminant zéro (La

relation de dispersion que nous recherchons) ou I'élément dans le coin inférieur droit,
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correspondant purement a la dynamique E / B, doit étre zéro (I'onde de Langmuir dans les
hautes fréquences et I'onde acoustique ionique a faible fréquence, pour les plasmas chauds)

pour que la matrice entiere ait le déterminant zéro.

Ainsi, pour le cas qui nous intéresse ici ; E;_| By. Nous obtenons :

1-2+ Q3/(Q2 —w?)  iQ2w/[Q(QF — w?)] ~

2w /[Qc(QF — w?)]  1-72+Q2/(Q —w?) 0 (L71)

La symétrie de cette matrice rappelle les ondes R et L a la propagation parallele et a haute
fréquence. Donc :

2 2
Qp + Qpw

_ 52 —
1=7"+ om0 = T ooi=ar)

(1.72)

Et encore une fois, nous avons une polarisation circulaire des ondes L et R et nous
pouvons voir cela parce que Ey, et Ey; sont ¢gaux en grandeur et en dehors de phase 7/ 2, par
les mémes arguments précédentes. Pour voir cela, nous devons tout simplement reconstruire les
€quations lin€aires qui proviennent de la matrice représentée dans I'équation (I.71) avec E; et
en fixant le résultat a zéro. Compte tenu de I'équation (1.72), les termes multipliant

Ey1 et Eq différent d'un facteur de + 1.

En recherchant une approche de la relation de dispersion plus compacte, on obtient :

Q20.+0%w
~2 21,2 2 p==c—>°p
n“=ck*/w*=1+——=1

/ +QC(Q§—w2) +

QF  QH+0}+0cw
Qc(Qctw) Qc(Qctw)

(173)

Les signes supérieurs vont avec une polarisation droite (ondes R), alors que les signes

les plus inférieures vont avec polarisation gauche (ondes L).

Ainsi, pour 'onde R, divisant en haut et en bas par Q, nous avons :
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Qc+Q5 /0 +w

~2 _ 21,2 /,.2 _
n° =c%k*/w* = oo

(1.74)

L’onde d’Alfvén de cisaillement R n'a pas de seuils et aucune résonance dans ce
domaine de basse fréquence, puisque ni le numérateur, ni le dénominateur peuvent aller a zéro.
Cela n'est pas surprenant, puisque le mouvement d'ions est a gauche. Comme nous montons en
fréquence, ’onde d’Alfven de cisaillement R se passe bien sir dans le siffleur, qui a sa
résonance 3 w = w,- A la fin de basse fréquence, nous avons une onde lumineuse «simple» se
propageant dans un milieu avec une grande constante diélectrique. Comme ® — 0, I'équation

(I.74) donne un indice de réfraction :

1/2

2 =(1+9Q5/Q,) (1.75)

Et une vitesse de phase :

v, = w/k = c/fi = c(1+Q2/02) " (176)
Si nous définissons une «vitesse d'Alfvén », v,, par :
vy = cQ./Q, = c(eB/M)/(ne?/e,M)V/? = cB/nM/e, = B/\JuonM  (1.77)
La vitesse de phase s'écrit :
v, = c/(1+ c?/v3)1/?

Multipliant en haut et en bas par v, /c, puis en prenant v, /c = Q./Q,, < 1 ( ce qui est juste pour

wp = W), NOUS avons :

v, = vac/(1+ v3 /)2 ~ v, (1.78)
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! R et
1 L’onde d’Alfven _
de cisaillement R
=~ 0.5 ~a ]
S \ _
- |
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S
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Figure I.4. Relation de dispersion pour I’onde d’Alfveén de cisaillement R, avec wZ=2w}-

La figure (I.4) montre deux courbes de la fréquence w par rapport a k pour I’onde
d’Alfvén de cisaillement R. Comme précédemment, nous choisissons : wZ = 2w; et nous allons

¢galement choisirM / m = 1837. Cela corrige les quantités dans 1'équation (1.74).

Par exemple :

v,/c=Q/Q, = (2—2) (2—;) (g-p") = (ﬁ)\/ﬁ =+/2/V/1837 = 0.033

Afin de permettre la comparaison avec les courbes précédentes a haute fréquence, nous
utilisons les mémes axes sans dimensions, mais dans le but de voir ces nouveaux résultats, nous
devons redimensionner les axes et les deux axes doivent €tre mis a 1'échelle différemment les

uns des autres, puisque w / k est maintenant ~ c¢/30.
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L’onde d’Alfvén de cisaillement gauche (ondes L) a la relation de dispersion :

Qc+Q5 /0 —w

S2 21,2 /7,.2
1 = c“k*/w* = R

(1.79)

Qui est montré dans la figure (1.4) ci-dessus. Cela a le méme comportement a basse
fréquence que I'onde R. Aux basses fréquences, les ondes d’Alfvén de cisaillement polarisées
existent, et ne subissent pas a la rotation de Faraday. Les ondes L, cependant, ont clairement
une résonance a = Q, associée au mouvement cyclotronique ionique gauche. En outre, Ils
ont une coupure & w = w; = Q. + Q% /Q.. Cela ne semble pas étre le méme w;, que nous avons
rencontré dans notre calcul a haute fréquence, cependant, il est en fait la méme coupure L, tout

calculé en supposant que w est faible, et donc les termes différents peuvent étre ignorés.

1 T
v, =cC vy = vs
<+ Qc/wp
o’ﬂ\ _/ / —]
S
~
N
S
X 0.5 ]
] \
L’onde d’Alfven
B de cisaillement L a
0 [ I |
0 0.05 0.10

ck/wp

Figure I.5. Relation de dispersion pour I’onde d’Alfvén de cisaillement L, avec wZ=2wj.

Les définitions complétes des w; et wgcomprenant a la fois les effets ioniques et
¢lectroniques et ne supposons rien d'avance sur leurs amplitudes qu’ils peuvent dérivées en

posant : L =0 ou R =0 respectivement, en utilisant les définitions générales pour R et L données
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précédemment dans ce chapitre. Si nous prenons Q. K w, et Qp K w, qui sont toujours

justifiés pour un plasma d'ions-électrons, nous obtenons :

w3 — WrW. — W — w3 =0 (1.80)

Et

w? + wLw. — W Q. —wi =0 (1.81)

Dans le domaine des hautes fréquences, le troisieme terme est négligeable (et nous
n'avons pas l'inclure dans I'équation (I1.38), et dans le domaine des basses fréquences (le calcul
actuel), le premier terme a été négligé. Il n'y a pas de solution de basse fréquence positive wg,
et donc pas de coupure de basse fréquence a droite. Pour certaines combinaisons de parameétres
du plasma. Cependant, w; peut se situer dans le domaine de basse fréquence, et notre relation
de dispersion de cisaillement d'Alfvén donnera le seuil a peu pres au bon endroit. Cependant,
cette coupure se situe habituellement (pour w, de l'ordre w.) dans un domaine des fréquences
ou le mouvement des ¢€lectrons doit étre pris en compte au-dela la dérive E; % By, de sorte que
le calcul actuel sera inexacte. Par exemple, pour les paramétres que nous avons choisi dans nos
courbes : w;, = 0,37 et w, = 0.51w,, de sorte que le calcul précédent a haute fréquence est plus
proche de la bonne valeur de coupure donnée dans 1'équation (I.81). Les termes d'ions négligés
dans le calcul précédent sont beaucoup plus petits et ses approximations étaient donc
satisfaisantes. Il est important d'étre clair que pour un champ de densité magnétique donné, il
n'y a qu'un seul w; et une fréquence de coupure de wyp qui peut étre calculée a partir des

€quations complétes pour w; et wg ci-dessus. Donc, ce sont des ondes d'Alfven de cisaillement.
Dans le domaine de plus basses fréquences(w « Qg), les ions et les ¢lectrons ont

la dérive E;1 x By, et les ions ont une dérive simple de polarisation a basse fréquence, ce qui est

faible par rapport a leur dérive E; x Bo. Les lignes de champ magnétique aussi se déplacent
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avec la méme vitesse ; v| = E; X By/B? ; comme nous l'avons vu, ceci est décrit comme le
plasma étant «gelé» aux lignes de champ, et nous 1’avons rencontré auparavant pour un faible
phénoméne de fréquence. Dans le cas présent, les lignes de champ se déplacent par un
mouvement de torsion (rotation) circulaire dans le plan (x,y), avec différentes phases de rotation
le long de z. Ainsi le nom de « cisaillement » ou parfois « torsion » pour les ondes d'Alfvén. La
torsion des lignes de champ ¢€loigne la configuration magnétique de son état énergétique le plus
bas, et I'énergie magnétique est stockée dans la torsion. Les ions fournissent l'inertie pour cette
onde en provoquant les lignes de champ de continuer a se déplacer circulairement, plutdt que

de venir au repos. Le mouvement de torsion du mode d’onde d’Alfven de cisaillement a

V.u; = 0, donc il n'y a pas de compression, pas de pression perturbée p,, et donc pas d'effet de

pression sur les ondes.

Maintenant, nous avons terminé notre é¢tude des ondes se propageant parallélement a B,
c'est a dire avec k / By. Dans la premiére partie, nous avons eu une curieuse asymétrie entre
I’onde L et I'onde R. L'onde R a deux bandes passantes, avec le siffleur étant la bande de
fréquence inférieure, mais I’onde L n’avait qu'une seule bande passante. Maintenant que nous
avons inclus le mouvement d'ions, nous trouvons une autre bande passante pour 1’onde L au-
dessous de la fréquence cyclotronique ionique. Nous rappelons que la polarisation circulaire

gauche résonne avec un mouvement d’ion de Larmor.

Ainsi, le tableau total pour k / Bo et 6 = 0 dans un plasma froid est comme suit :

ONDE R (E1 L Bo, k / Bo) (2 bandes passantes) :

w > wg Bande passante a haute fréquence

Vp € COmmeE€ w — 0.
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W > W, L’onde siffleur qui devient I’onde d’Alfvén de cisaillement R a basse fréquence.
vy = vy comme w — 0.
ONDE L (E1 | Bo, k / Bo) (2 bandes passantes) :
W = Wy, Bande passante a haute fréquence
vp = ¢ comme w — 0.
w = Q L’ondes d’Alfvén de cisaillement L
v, = V4 comme w — 0.
Oscillation de Langmuir (E1 / Bo, Bo /K) :
L’oscillation de Langmuir a vitesse de groupe zéro
vpest indéfini.
Pour une température finie (E1 / Bo, k/ Bo) :
w = w, L’onde de Langmuir
Vp = /30 COMME W — oo,
w=Q, L’onde sonore d’ion
v, — Cs comme @ — 00,

Les bandes passantes des ondes R et L a haute fréquence deviennent des ondes
lumineuses simples a vide et a trés haute fréquence. Dans le domaine des hautes fréquences, ils
ont une différence de vitesse de phase qui provoque la rotation de Faraday des ondes polarisées.

A toutes les fréquences, dans le cas paralléle (k / Bo), les ondes R et L sont entiérement
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transversales, (E1 / Bo), et n'ont donc ni les flux, ni les champs électriques le long de Bo. Elles
sont complétement moins compressées, et ne donnent lieu a aucune perturbation de la densité
des particules, ni la densité de charge, et donc elles ne sont pas affectées par les effets de la
pression finie. En revanche, l'oscillation de Langmuir est entiérement ¢électrostatique et B est
exactement zéro de sorte que les effets physiques qui viennent des effets des ions différentiels
et des effets de compression des ¢lectrons, donnent naissance a une charge perturbée
directement, 61. Dans la limite de plasma froid, il y a juste une oscillation a w,. Les effets de

plasma chaud entrainent la propagation de I’onde de Langmuir et I’onde acoustique ionique.

Si nous prenons le calcul d’un plasma chaud dans la limite de Te, Ti — 0, I'onde de

Langmuir se réduit a w = wp, et I'onde acoustique ionique disparait dans 1'axe horizontal a

w = 0.

1.3.4 L'onde magnétosonique :

La derniere classe des ondes dont nous devons discuter concerne des ondes a basse
fréquence se propageant perpendiculairement a Bo. Ceux-ci peuvent étre divisés en deux
catégories d’ondes extraordinaires (X) et ordinaires (O). L’onde X posséde son champ
¢lectrique orienté partout perpendiculaire a Bo donnant lieu a des phénomenes «extraordinaires»

en raison de la force de Lorentz, tandis que I'une des ondes est «ordinaire» avec E1 // Bo.

Et comme l'une des ondes n’existent pas dans ce domaine des fréquences. Il a été coupé a
w = wp, et sans force de Lorentz, la dynamique d’ion ne peut pas le ramener a basse fréquence.

Ainsi, nous n'avons que 1’onde X a analyser.
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L’onde X est délicate lorsque la dynamique d’ion est incluse. Cependant, il y a des

phénomenes intéressants de I’onde X a une fréquence de ’ordre de ./ Q. , donc nous devons

étre prudents dans I’ordre de w par rapport aux deux fréquences cyclotron si nous voulons
récupérer tous les comportements importants. En particulier. Pour cette onde, nous devons
inclure le courant d'¢lectrons dans la direction de E; (courant de polarisation) dans
I’approximationw « w.. Pour I'onde d'Alfvén de cisaillement. Nous avons négligé le courant
d'¢lectrons le long de la diagonale de o, tout a fait par rapport au courant d'ions. Aux basses
fréquences, ceci est valable (Le rapport est de M /m), mais a des fréquences plus élevées, nous
devons étre prudents. Dans la perspective de I'équation (I.37) (ou nous avons mis dans le
courant de polarisation d'électrons), nous pouvons voir que la contribution du courant de
polarisation ionique le long de la diagonale pour w » Q. est d'environ de Q3% /w?, alors que la
contribution de la dérive de polarisation électronique pour w « w, est w3/w? . La définition de
ceux-ci soient comparable en magnitude donne w?~wZ(Qp/w3) OU : w~[w Q.- Ainsi, dans le
domaine de fréquence de cette «hybride inférieure» (c-a-d la fréquence de 1'ordre m )- Nous
ne pouvons pas négliger le courant de la polarisation électronique [21], que nous avons fait pour
I'onde d’ Alfvén de cisaillement. Autre que 1'on ajoute ce terme supplémentaire. Le déterminant
que nous devons résoudre est seulement changé les équations (I1.70) et (I.71) par le fait que le
tenseur X donné dans I'équation (I.55) doit maintenant étre évalué pour 6 =/ 2, ce qui nous
donne : X = §§ + kX. Nous avons encore besoin d'évaluer uniquement la partie supérieure
gauche 2 x 2 partie de o parce que, pour cette géométrie de la propagation d’onde et la
polarisation du champ électrique, dans la troisiéme rangée et la colonne, seul le coin inférieur
est potentiellement non nul. L'élément déterminant est :

1+ 0%/ (QF —w?) + w2 /w? iQ5w/[Qc(Qf — )] | _

0 1.82
Q2w /[Q:(Q2 — w?)] 1—72+ Qg/(Qi —w?) + Wi /w? (182)
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L'équation (1.82) est trés semblable a I'équation (1.71). Cependant, comme 72 n'apparait
pas deux fois ici, nous n'obtiendrons pas deux ondes, mais uniquement une onde X. Nous avons
retenu la dynamique des électrons suffisamment pour récupérer les seuils wy et w; de I’onde X

dans ce déterminant, mais ce n'est pas le sujet qui nous intéresse ici.

Ici, nous sommes intéressés a la dynamique de basse fréquence et a la résonnance hybride
inférieure qui forme le fond de la bande d'arrét entre I’onde extraordinaire ionique et I'onde X

a haute fréquence. La relation de dispersion peut étre écrite :

La relation de dispersion peut étre écrite :

2 2
2 (Qﬁ—wugg + w_f;) _ (gzg_w2+912J + Z_§> _ ( Qw ) (1.83)

or Ay w? 02-w? Qc(QE-w?)

Comme la résonance est 1'endroit o k — o et i = ck/w, le terme entre crochets sur le
coté gauche doit aller a zéro a la résonance. (Rien qui se passe dans la limite du plasma froid a
w = ., mais la théorie des plasmas chauds introduit les ondes de Bernstein ionique [22] a
toutes les harmoniques de Q. ). Le premier terme entre parenthéses sur le coté droit sera
¢galement zéro, mais le second terme doit étre bien comporté. Ainsi et par une multiplication

croisée, on obtient des résonances ou :

w2(Qf — w?) + wZ(Q2 —w?+ Q) =0 (1.84)

w202+ w20%+ w202
2 -_Ppc C° C°P (1.85)

24,2
wpHwg

Les premier et troisiéme termes du numérateur ne différent que par leurs dépendances

de masse. Plus précisément, le premier terme du numérateur est m / M fois le troisiéme terme
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et il est donc négligeable par rapport a celui-ci. Pour se conformer a la notation conventionnelle,

nous multiplions le haut et le bas par m / M. et obtenir

2 _ wc0c(08+05) (1.86)
T O3 +0cwc

; 2 2 ; ; .
Ou encore plus classiquement (en prenant QF > Qy , ce qui est le cas si Wi~ w?:

wip = Q% + (Qew) ™ (1.87)
Ici, wyqy, est appelée la fréquence hybride inférieure.

Nous tragons la relation de dispersion pour I’onde X a basse fréquence dans la figure (1.6) ((Pour
notre cas de w? = 2w}). Notons que dans la limite de w — 0, on retrouve la relation de

dispersion des ondes d’Alfvén :
fi2 =1+ Q%/Q2 + wi/w? ~ 1+ Q}/Q% (1.88)

Que nous pouvons obtenir a partir de 1'équation (1.83). Cette faible fréquence d’onde X
est généralement désignée comme «l’onde magnétosonique ». Notre dérivation explique
clairement pourquoi il en est ainsi. Contrairement pour I’onde d'Alfvén de cisaillement ou de
torsion, cette onde, parfois aussi appelée I’onde d’ Alfvén de compression a un k. u, fini, et ainsi
« compresse » le plasma. Encore une fois, comme le plasma est «collé» aux lignes du champ
aux fréquences plus basses considérées ici w «Q., le champ magnétique est également
comprimé. L'onde se propage a travers le champ magnétique, alternativement la comprimant et
la dilatant comme la pression dans une onde sonore, d'ou le nom "magnétosonique"[23]. Si le
plasma a une pression finie, cette onde est affectée par des termes de plasma chaud et sa vitesse
de phase augmente. Pour mieux comprendre cela, nous allons maintenant calculer la relation
de dispersion des ondes d'Alfvén dans la limite de trés basse fréquence, en utilisant le tenseur

di¢lectrique du plasma chaud. Cela va nous permettre de dériver des résultats pour un angle
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arbitraire de propagation, 0, nous allons donc également examiner la limite a basse fréquence

de l'onde d’Alfvén de cisaillement.

0.025 , | | | —
L’onde R ]
Vp = Vs
0.020 - |
“— w, /o
] | . A )
2
3 0.015 [ |
0.010 |_ \ |
Onde |
0.005 |- magnetosonique a
0 ' I ' | ! I !
0 0.5 1.0 1.5 2
ck/wp

Figure 1.6. Relation de dispersion pour I'onde magnétosonique dans la limite du plasma froid

avec w? =2w3.

1.3.5 Les ondes d’alfvén a basse fréquence, T fini, I’angle arbitraire de

propagation :

Pour étudier les ondes d'Alfvén dans la limite a basse fréquence(w < Q.), y compris
les effets du plasma chaud. Nous devons d'abord trouver le tenseur de conductivité a. Pour cela,
nous reformulons les équations (1.42), (1.46) et (1.47) sous la forme d'un ensemble d'équations

linéaires pour les vitesses fluide, la solution par des méthodes de la matrice, nous donne :
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02
sinze) Uys — Bottyg + (Zj—q yTsianosH) Uy

Ey1 = Byt =ty (1.89)

E—ikZT'H 0 [{wm k*yT 2
1 = wqy sinfcosO |u,, — i . o7 cos26 |u,,

Ou nous n'avons pas encore précisé les especes. Pour résoudre o nous devrons le déterminant

des coefficients dans les équations (I.89), que nous noterons A. Nous obtenons :

[(ik? 2 omy , (om  k*yT
—i| —yTsinfcosb <—)—1B0 —_—— cos?6
wq q

2
~ —iB? (% - kw—);TcosZH) (1.90)

La simplification finale vient de supposer que w « Q. et kr; < 1 . Ces approximations
¢liminent les différences entre les dérives des ions et d’électrons E; X B,. Cela rend la relation
de dispersion pour les ondes R et L identique, de sorte que, dans les limites des ondes d’ Alfven
a basse fréquence peuvent étre considérées comme des ondes polarisées linéairement ou
circulairement a 6 = 0. Comme nous le verrons, dans le cas ou 0 peut prendre n'importe quelle

valeur, il sera avantageux de considérer la polarisation est linéaire.
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On obtient :

—om\ (om  k*yT _ wom k*yT
Uy A= Exl( p ) 7 - 0q cos“0 | —iEy, 1By 7— 0q cos“60

q wq

wm  k*yT wm  k*yT
—Ey; [(— _2Y sin20> <— _2Y c0529>
q wq wq

k*yT ’
— sinfcosf
wq

—om) [ k? _ _ k? _
U, A= _Exl( . ) w—quschosH —iEy1 By w—quschosH

wmy [ k? _ _ wom kT ,
—E, (_> w_qVTSIHHCOSH uylAz iE,By| — — cos?6

k2
+1E,,By <w_q yTsin9c059>

_E, [(%) (% — ";ZT sin6) — B3| (191)

Ensuite, nous allons utiliser j =Y nqu=0-E et € = €yl + ig/w pour obtenir le

tenseur di¢lectrique. Toutefois, nous allons former explicitement la somme sur les especes.

De nos précédents travaux, nous allons supposer que w/k~v,. Si nous supposons
ﬁi(z n;T;/ (BZZHO)) &1, puis on peut déduire v ; K vpet vy > V. Nous supposons
également que f, < 1, ce qui entraine Cs < vy, B > m/M et €. = €5 + ngM /B3 > €,. Ces
hypothéses vont simplifier les mathématiques. Nous allons donc démontrer que si f; < 1 et
Pe K m/M, puis v; K vp et Ve D> V4. On retrouve les éléments suivants pour le tenseur

di¢lectrique du plasma chaud a basse fréquence:
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_ nom _ njoM NjoM _ _
exx—60+ESBg_eo+Bg 57 Exy = €Eyx =0

IR

ngom  k?yTsinfcosh
€. =€, =
e B2 BZ(w2?m — k2yTcos6)

_ MM (k*yiTisinfcosf\ neogm (sin@) _ oM (k*y;vé;sinfcost
- B? w?M B¢ \cos®) B¢ w?

e nem  w?m—k%yT ~niOM< kzyivéisin0>
yy — F0 a

BZ w?m — k2yTcos® ~ BZ w?

nogq  k*yTsinOcosh
wB, (w?m — k?yTcos?0)

€yz = —€zy T 1

_ _neoe<sin9) _ne0e<k2yiv§isin90059> _neoe< w?sinf >

i
wB, \cosb wB, w? wBy \k?yevi.cosd
e = nq’ — ¢ Nege’ Nege”
i w?m — k?yTcos?6 k2y.vi.cos?0 w?*M
S
2
~ TNepe</m
~ _Teo® /T (1.92)
k*yeV{ec0s*0

Pour calculer €,,, nous avons utilis¢é M > m. Pour €, = €,,, les courants associés aux
dérives d'ion et d’électron E; x B, sont annulés. Pour €,, = €,,. nous avons utilisé 8; > m/M.

Pour €, , nous avons utilis¢ M > m. Pour €,,, nous avons utilis¢ g, > m/M.

Dans tous les cas, nous somme passé au premier ordre en (vei /v A)2 et (v, /Uti)z'

Si nous mettons maintenant 1'équation d'onde, 1'équation (1.92), dans une forme sans dimension.

Dans tous les cas :

| w?poe/k? — X||=0 (1.93)
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Nous pouvons facilement évaluer I'ordre de chaque terme dans la matrice, en
supposant que w/k~v, , comme suit :

Terme xx:
O(w?pg€xy/k? — cos?8) = 1.

Termes xz, zx :

O(w?ug€yz/k? + sinBcosB) = 0(w?py€4/k? + sinfcosB) = 1 (avec le terme de plasma
de I'ordre de (vt,i /vA)2 ).

Terme yy:

O(w?ug€yy/k? — 1) = 1 (avec le terme de correction de l'ordre (vy; /vA)z.

Termes vz, zy :

O(w?ug€y,/k?) = 0(w?pnpey,/k?) = Q./w (avec le terme de correction de l'ordre
(Qc/w)(vt,i/vA)z et (Qc/w) (UA/Ut,e)Z-

Terme zz:

O(w?ug€e?,,/k? — sin?0) = (Q./w)?(v,/Cs)? (avec un terme de correction de I'unité).

Maintenant, nous pouvons évaluer l'ordre de chacun des termes qui composent le
déterminant :

O[—(xx)(yy)(z2)] = (Q./w)?*(vs/Cs)? (avec un terme de correction de l'ordre (Q./w)?.

O[—(xx)(zy)(zx)] = 1 (avec un terme de correction de l'ordre (vy;/ vA)z
O[—(xx)(zy)(y2)] = (Qc/w)? (avec des termes de correction de l'ordre (¢ Jw)?(vg; /vA)Z

et (Qc/(‘))z (UA/vt,e)Z'
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Clairement le second terme dans le déterminant peut étre négligé par rapport aux autres.

Ainsi, la relation de dispersion que nous cherchons peut s'écrire :

(02 po€xx/k? — cos?0)[(w?po€yy /k? — 1)(w?uo€,,/k? — sin?0)]

2
_(wzﬂoeyz/kz) €yz€zy = 0 (1.94)

Mettant le premier terme entre parenthéses égale a zéro pour nous obtenir I'onde

d’Alfven de cisaillement polarisée linéairement dans la limite a basse fréquence :
w = kvycosf = k" Va (1.95)

Cela implique également que le seul champ électrique non nul est dans la direction x,
donne lieu a une dérive E ; X B, dirigée versy, puisque k est dans les directions x et z. L'équation
(1.95) est la généralisation des ondes d'Alfvén de cisaillement a basse fréquence a un angle de
propagation arbitraire. A basse fréquence, la nature non compressive de 'onde est préservée
dans cette polarisation linéaire. Grace a notre rapprochement des krj, < 1, aucun effet du plasma

chaud est respecté.

Si nous fixons le terme entre crochets dans 1'équation (1.93) a zéro, nous obtiendrons
E et E,finis, le champ E; donne lieu a la compression a travers la dérive E ; X Bydirigée vers Xx.
Lorsqu’il y a £ fini, il y aura un gradient de densité le long de Bo. E, différent de zéro parce
que vee > v, B vy; de telle sorte que les ions ne peuvent pas s'écouler dans le gradient de la
densité et les ¢électrons vont établir une distribution de Boltzmann [24] le long de Bo, avec un
E, résultant. A cause de la grande taille de €,,, ce champ électrique est beaucoup plus petit que

E,, la relation de dispersion pour ce mode de compression a I'ordre le plus bas est :
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w2y njgM 1_k2yiv§isin20 4 Wi,  npe?/m inZg
k? B? w? k% k?y,vi.cos?6

w?u3 n3ye? sin?0

k* B2 cos2%6

(1.96)

Si nous négligeons I’élément final 4 gauche sin?8. comme il est petit d'un facteur de

(Cs/va)?*(w/Qc)? , on peut simplifier cette expression:

w?uy nigM <1 _ kzyivéisin20> . 0? UMY vZesin?0
wz

k? B2 B§

w? ( kzyivtzisin20> B MYeVEesin?0
: _ + ,
HonioM M

a) -
i vi + (yivé; + v.C2)sin?0

Ici C2 =T, /M Lorsque 0 =0, il n'y a pas de compression du plasma et la température finie ne
joue aucun rdle dans ce mode que nous avons observé précédemment lorsque nous avons
examiné les ondes d’Alfvén se propageant parallelement a Bo. Notons que la vitesse de phase
est indépendante de l'angle dans un plasma froid, mais elle augmente a mesure que 1'onde
s’¢loigne du champ magnétique dans un plasma chaud. Car, pour plier les lignes de champ
magnétique ne stocke pas plus d'énergie contenue dans le plasma sous pression contrairement
a la compression. Il est encore plus clair maintenant pourquoi ce mode, 1’onde d’Alfvén
compressée est €galement appelée onde «magnétique + son» = «magnétosonique». Les valeurs
appropriées a utiliser pour y, et y; dépendent des subtilités telles que 1'angle de propagation
précis de I'onde relative a Bo (le plus petit angle loin de la perpendiculaire permet aux €lectrons
d'étre isothermes y, = 1 =1, car la vitesse de phase est supposée d’étre petite par rapport a la
vitesse thermique des électrons). La fréquence des ondes par rapport aux fréquences de collision

ion-ion et électron-¢lectron joue également un role dans la détermination de y, et y;.
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1.4 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons étudié les ondes électromagnétiques dans un plasma
magnétis¢ a haute puis a basse fréquence. Pour cela, nous avons le divisé en deux
parties importantes : 1’'une est consacrée au traitement des ondes électromagnétiques a hautes
fréquences dans laquelle, nous avons trait¢ les ondes qui se propagent d’une manicre
perpendiculaire et paralleéle a Bo, nous profitons donc 1’occasion dans cette partie de comparer
entre les seuils et les résonnances. Ensuite, dans I’autre partie, qui est consacré au traitement
des ondes électromagnétiques a basses fréquences, nous avons étudié les classes des ondes qui
deviennent disponibles a des fréquences inférieures. Ces ondes ont un intérét théorique et
pratique considérable, pour cela, nous considérons le plasma d'avoir soit un tenseur de
conductivité €électrique complexe dispersif ou plus classiquement, une réponse diélectrique de
tenseur complexe dispersif. Ca nous a conduit d'unifier toutes les ondes étudiées ; les ondes
¢lectrostatiques X et O dans la direction perpendiculaire, les ondes R et L dans la direction

parall¢le, en utilisant un formalisme unique valable pour tous les angles de propagation.
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I1.1 Introduction :

La description d’un plasma en utilisant la théorie fluide est dans la plupart du temps
insuffisante, et nécessite de prendre en compte la distribution des vitesses qui conduit a la
description cinétique. Cette théorie décrit et prédit I'état du plasma a partir des interactions et
des mouvements microscopiques de ses constituants. Elle fournit une base essentielle pour un

cours d'introduction a la physique des plasmas ainsi que pour la théorie cinétique avancée.

La description cinétique du plasma traite aussi la relation entre les vitesses et les forces,
ses équations nous aident a comprendre des outils simples pour déterminer la dynamique et la
cinétique du plasma décrites dans ce chapitre. Les ondes du plasma, les oscillations, les

fréquences et les applications sont ainsi les sujets de la théorie cinétique.

La physique des plasmas implique des phénomenes liés aux processus dynamiques en
mécanique statistique. Il est donc trés important d’étudier les propriétés et la structure des
équations cinétiques de base régissant le comportement dynamique du plasma [1]. Le
comportement dynamique d'un systéme de N particules en interaction est généralement étudié
a l'aide de l'équation de Liouville. Une fonction de distribution microscopique pourrait étre
utilisée pour décrire le comportement d'un tel systéme. Le systéme de particules chargées peut
ensuite étre décrit par les équations de Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon (BBGKY).
Ensuite une fonction de distribution appelée L’équation de Fokker-Planck est définie dans ce

chapitre.
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I1.2. Détermination de I’équation de Liouville :

Comme le théoreme de Liouville est le seul théoréme qui permet de donner une
description satisfaisante de 1’évolution du fluide [1], il est donc facile de décrire 1’évolution

temporelle de la densité de probabilit¢ f(qy,q3 ... gy ,»P1, P2 - Py ) dans I'espace des phases.

Avant de déterminer I’équation de Liouville, nous allons besoin d’une description de la

densité de probabilité dans 1’espace des phases.

I1.3. Description de la densité de probabilité dans ’espace des phases :

Cette densité de probabilité est définie comme étant une probabilité pour que 1’état du
systéme soit représenté par un point a I’intérieur du volume {2 considéré. Si nous avons un
systeme de N particules et nous considérons ces particules comme ponctuelles ¢’est-a-dire ;
nous négligeons les phénomenes de rotation et de vibration, 1'état du systéme a l'instant ¢ sera
défini par les vecteurs position et vecteurs vitesse respectivement pour chaque particule [2]

comme :

72 TN = G1,qz2 - N (IL1)
V1,V . Uy = P1,Dz2 - PN (I12)

L'état microscopique du systéme est caractéris¢ par les 3N coordonnées spatiales

41,5 .- qy et les 3N composantes de sa vitesse (py, D5 ... Py)-

Pour cela, on introduit ce qu’on appelle "’espace des phases" du systéme défini comme
un espace a 6N dimensions, par conséquent 1'état microscopique du systéme sera spécifié par

un point dans I’espace. La connaissance de la phase du systéme implique la connaissance des
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q1, 9z ---q3y €t d'impulsion py, p, ... Py , Mais cela sera impossible pour des raisons pratiques

(N tres éleve).
Donc ; il est plus commode d'utiliser une fonction de la densité de probabilitéf, en équilibre :

f(q,9z - q ;P1,Pz - PN ) (I1.3)

Hors d’équilibre, la densité de probabilité f devient :

f(q1,92 .. Qv ;P1, D2 - Pn»t) = f(1, 77 . Ty 3 V1, V5 oo Uy, t) (IL.4)
Ou:

(qq ... DD ,t)dg, ...d dp, ...d : Représente la probabilité pour que la
41 --93n; P1 P3N a1 43y dp1 .- dp3y P p p q

particule 1 se trouve a l'instant # a I'intérieur d'un petit élément de volume de l'espace ordinaire ;
d3r; = dx,dy,dz, et posséde un vecteur vitesse dont l'extrémité se trouve a l'intérieur d’un
petit élément de volume de l'espace des vitesses ; d3v; = dv,,dv,,dvy, et que la position de
la particule 2 se trouve a l'intérieur de d37, et sa vitesse se trouve a l'intérieur d'un élément de

volume dans l'espace des vitesses d3v, ... jusqu’a la particule N.

On peut définir aussi la fonction de la densité de probabilité comme étant une probabilité

pour que l'ensemble de N particules qui se trouvent dans I'¢lément de volume ordinaire ;
d3r = d3r,d3r, ... d3ry possédants une vitesse dans I'élément de volume dans l'espace des
vitesses ; d3v = d3v,d3v,... d3vy tel que la probabilité totale pour trouver le systéme dans un

état quelconque, soit égale a ’unité :

[ F(R G e T3 00,07 - ) A AT A By = [ (RT3 . T 97,75 . Vg ) dF; ...dTy 5 ...dTy

(IL.5)
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[FGR T Tos T2 e D) AT, .. diy A5 .. dTy = 1 (IL6)

I1.4. Description de I’équation d’évolution de la fonction f (q,p ,t) :

La fonction f peut s'écrire en fonction des variables canoniques conjugués(q; ,p;).
L’équation qui régit I'évolution de cette fonction dans l'espace des phases est celle de

« Liouville ». Dans l'espace des phases nous définissons un ¢lément de volume par :
dQ = dq; ...dqy dp; ...dpy (IL.7)

Les équations du mouvement de Hamilton-Jacobi [1] s'écrivent :

0H __ 0q;

o = 0 (IL8)
OH _ _ op;
e = "o (IL9)

Considérons maintenant un élément de volume dans l'espace des phases d(l(t;) a
l'instant ¢, et on suppose que I'état du systéme a l'instant # occupe un élément de volume dQ(t).

L'évolution de I'état du systéme est représentée par une trajectoire dans I'espace des phases.

Nous utilisons la propriété que deux trajectoires dans l'espace des phases ne se coupe
jamais, on peut montrer que le théoréme de "Liouville" exprime la conservation du volume de

l'espace des phases lors de 1'évolution du systéme, c’est-a-dire : dQ(ty) = dQ(t).

Alors ; la probabilité pour que le systeme se trouve dans d(l(t) égale a celle que 1'on avait a

t+dt:

f(t+dt)do(t+dt) = f(t) dQ(t) (I1.10)
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Utilisant le théoréme de Liouville [3]:dQ(t + dt) = dQ(t), nous constatons que la

conservation de la densité de probabilité est: f(t+dt) = f(t). Alors; la densité de
e . d o e .
probabilité se conserve suivant le mouvement d—i= 0. Nous utilisons les dérivées partielles

de f(q;,p;) al'instant z, nous obtenus :

af of af
df (quput) = Ly 5 dgi + L5 - dpi + 5, =0 (IL11)
df(qipit) of dq; of dp; , of
LB = = zgg’la—qi,g+ Z?ivla_m'E+E=0 (IL.12)

Utilisons les équations du mouvement de Hamilton-Jacobi, on trouve finalement 1'équation

Liouville [3] :

3 4 yan (9H OF _0H OF\ _
Ly i=1(api'aqi aqi.api)_o (IL13)

I1.5. Description d’un systeme sans interactions dépendant de la vitesse :

Nous allons maintenant donner I’expression de 1’équation de Liouville en fonction des
variables 7; et v, . Pour cela, on suppose que les vitesses des particules sont faibles devant la
vitesse de la lumiere et toutes les forces agissantes sur ces particules sont indépendantes de la
vitesse et dérivent des potentiels, on peut donc écrire I’hamiltonien du systéme de N particules

[1] sous la forme :

H=xL, L 2L RPNETACHE DHEPHETHCIND (IL14)
Avec : p, = mv, et ¢;(q;) : est I’énergie potentielle de la particule i.

©ij(G; ,p;) : est’énergie potentielle d’interaction des particules i et ;.
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Par dérivation, on obtient (par exemple) :

a‘;” = vy, = 22 (IL15)
= =Z—‘Q+2jaxi;f=—% (IL16)
Zf +25 a(p” = Xi = S Xijx = — 2 (IL17)
X; = g—(ﬁ Représente des forces d’origine extérieure.

Xijx = —Zixiij Représente des forces d’interaction mutuelle entre la particule i et toutes les

autres particules.
Donc, en désignant : )7; + s j )TU) par la force totale agissante sur la particule i.

11 suffit finalement de remplacer I’expression de cette force dans I’équation de Liouville, on

peut I’écrire sous la forme vectorielle :

Lyt mLegh, 2 + 2%y O _ (IL18)

m  ov;

Les sommations étant maintenant étendues aux N particules.

Notons que lorsque les gaz est en équilibre thermodynamique, on n’a pas besoins de
cette équation. La mécanique statistique classique montre en effet que f est a priori connue par
« La maxwellienne » [4], qui est égale a :

o _enlf)

Ferl E)an (IL.19)

Ou : E représente 1’énergie totale du systéme dans 1’état de phase considéré.
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I1.6. Application de I’équation de Liouville au plasma :
L'équation de Liouville peut se généraliser a un gaz des particules chargées (plasma),

mais il faut alors tenir compte des forces électromagnétiques qui dépendent des vitesses. De

sorte que la force totale X + i ;X agissante sur la particule i [1] s’écrit :

)7; = q, [EL) + 7: . EZ] (La force de Lorentz) (IL.20)

— 1 9;4;

Xy =—V, [4 ] (La force d’interaction électrostatique entre la particule 7 et un ensemble
TEY Ty

des autres particules du plasma).
E; est le champ électrique macroscopique d'origine extérieure.

_BT- est le champ magnétique macroscopique self-consistant défini par I'équation :

= B; - OEI-)

VX—=]+ ¢

Ko at

(IL.21)

Donc la force totale électromagnétique appliquée a la particule i donnée sous la forme

suivante :
X+ XX =q, [Ei +E +V,. (Bi + Bi) ] (I1.22)

—_—  —

E L et B; sont les champ produits par les charges d'espaces et les courants dans le plasma.

Par conséquent, I’équation de Liouville pour un plasma est donnée par :

— 0 — 7 = (=
+ 30, vt [El +E +V,. (B +B)]a—£= 0 (I1.23)
m v;
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I1.7. Détermination d’un systéme d’équations de BBGKY :

La fonction f(q7,95 ... gy ; P1, P2 - Py ;) contient le maximum d’information que
’on puisse avoir sur le plasma ; en fait, on ne peut jamais atteindre ce maximum et 1’on doit
se contenter d’une fonction décrivant 1’état du plasma.

A partir de I'équation de Liouville, qui est déja établie, on obtient un systéme de N
€quations couplées de proche en proche ; ce systéme est appelé systéme simplement de

BBGKY (Born Bogolioubov_Green Kirkwood Yvon) [S,6].

Nous définissons une nouvelle fonction de distribution dite la fonction de distribution

réduite f;(q; ....qs, P1 .- - Dy , t) tel que :

f:@1 G5 D1 o D5, t) =V [dsyq ... dqQy dPsy1 - dDN (G4 - Qu, D1 DN ) (1124)

Cette fonction signifie la probabilité de trouver la particule 1 dans 1’¢lément de volume
dans I’espace des phases dq; dp; ... jusqu'a la particule « s » quelque soit la position et

I’impulsion des particules s + 1...N

L’hamiltonien H (déja établie) qui représente un systetme de N particules avec des

interactions de paires en présence de forces extérieures et qui dérive un potentiel est :
N pf N - N N 5 2
H=Yiz15, T Li=1 #:(q) + Xi=1 Xj=1 94 (G, P) (I1.25)
Dans I’absence d’un champ extérieur, ’hamiltonien H s’écrit :

2 - -
H=YN 2+ 3N SV 0G5 (11.26)

2m;

Nous définissons 1’opérateur suivant :

VS [ dGgeq o ddndPsrs - APy (11.27)
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Appliquons cet opérateur sur 1'équation de Liouville :

. I L (Of OH df OH of
VS [ dGges - dindPsss - dby (S + 23, (ﬁﬁ - ﬁﬁ)) =0 (11.28)

Suite a un ensemble des opérations mathématiques, on trouve un systéme d’équation

« la hiérarchie » dite BBGKY [5] s’écrit comme :

s
afs pi 0fs 7 afs afs > O0fse1
E‘l' Ea—ﬁl Z laql ZZ ij a_ ijIs+1 dps+1 XlS+1 ap =0

i=1 i=1 i=1j=
(IL.29)
X ; : Représente la force appliquée par un champ extérieur sur la particule i.
X ij - Représente la force d’interaction entre la particule 7 et la particule ;.
Pour un systéme de N particules n’interagissent pas entre elles (sans interaction de paire) ;
)?l-j =0 et )?i,sﬂ = 0. La hiérarchie BBGKY s’écrit :

%_l_ s Bidfs s X’%

ot =1 3G, =140 55 =0 (IL30)

I1.8. L’équation de I’évolution de la fonction f(q,,p1,t) :

Pour (s = 1) ; f;(q1 ... 95, P1 - - D5 » t) = f1(G1, P1, t) ; qui est la fonction de distribution d’une

seule particule.

f1(G1, P1, t) : Représente la densité de probabilité que la particule 1 qui est située au voisinage
de g et g; + dg, posséde une vitesse comprise entre U, et U; + dv; quelque soit la position et

I’impulsion d’autre particules [7] G ... Gy €t Dy ... Dn-
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L’équation de I’évolution de la fonction f; (g, p1, t) s écrit :

of; of, > df > af
a—t1+f;(,)ql+x1 = [ dG,dp, X (IL31)

Si: g, =7, et p; = mv, , alors ’équation de I’évolution de la fonction f; (G4, P, t) s écrit :

af1 —0df1 X1 9f1 - X12 f
+ U5 = [ d#,dv, —= (11.32)

C’est I’équation de 1’évolution de la fonction de distribution d’une seule particule dans

laquelle, la fonction f; est liée par la fonctionf,. D’ou :

d . . . . , .
a—f : Représente le gradient de la fonction de distribution dans 1’espace ordinaire.
1

2 ai Représente le terme de diffusion.

%00

= Exprime ’action des forces appliquées.
1

L X1, 0 , C e . .
[ d#,dv, =2 ai 2 : Représente de fagcon non explicite ’influence des interactions entre les
1

particules.

I1.9. L’équation de I’évolution de la fonction de distribution double
f2(41,91,92, P2, 1)

£2(G1, G2 ; P1, P2, t) : Représente la densité de probabilité pour que la particule 1 qui est
située au voisinage de g et ¢, + dq,; posséde une vitesse comprise entre U et U, + dv; et la

particule 2 qui est située au voisinage de g, et g, + dg, posséde une vitesse comprise entre
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Uyet U, + dv, quel que soit la position et la vitesse des autres particules. Alors 1’équation

d’évolution de la fonction double [7] s’écrit :

0f | 5 0f2 , 5 0f, §1+§123ﬁ+ X1+X12 0fs _

5 o X130f3 5 o X230f3
o T U155 T U250t [ dyd v, — + [ diyd v, ——y (1.33)

m 661 m 662 61_51

Dans la premiére équation (L’équation de 1’évolution de la fonction f; (¢;, Py, t)), on ne peut
pas déterminer la fonction f; si on connait pas f, et dans la deuxiéme équation, on ne peut pas

déterminer f, si on connait pas f; et aussi pour déterminer f5 , il faut déterminer f ...etc.

Alors les deux équations forment un systéme d’équations indéterminé. On peut trouver un
systéme de N équation simple mais couplé de proche en proche c’est la hiérarchie « BBGKY ».
Alors, pour pouvoir utiliser cette hiérarchie, il faut I’arréter a un stade quelconque. Pour cela

nous faisant des hypothéses simples pour 1’une des fonctions de distribution.

Les Approximation utilisées sur la hiérarchie « BBGKY » sont l’origine des équations

cinétiques qui sont :

L’équation de Boltzmann sans seconde membre.

L’équation de Boltzmann.

L’équation de Fokker-Planck.

L’équation de Landau.
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I1.10. Les équations cinétiques d’un gaz pur :

I1.10. 1. L’équation de Boltzmann :

Historiquement et en 1872, Boltzmann est le premier physicien qui a établi une équation
cinétique de 1’évolution de la fonction de distribution pour des gaz classiques dilués [8], plus
tard apres l’approximation de la hiérarchie BBGKY en 1947 et par un ensemble des
considérations et des approximations, on peut trouver cette équation a partir de la hiérarchie

BBGKY suivant ces hypothéses [1] :

1. La densité du gaz est assez faible pour qu'on puisse négliger les termes d'interaction triple.

2. Nous supposons que les forces d’interaction entre les particules sont de faible portée.

3. On suppose que les forces ne dépendent pas de la vitesse.

4. On suppose qu’a I’intérieur de sphére d’interaction, les forces extérieures sont faibles.
_ af . of
5. On suppose que la variation temporelle -, Ct - sont assez lente.

6. On suppose qu’au moment ou les deux particules pénétrées dans la sphere de collision, il n’y

a pas de corrélation.

Alors, I’équation de Boltzmann d’évolution f en présence des collisions binaires s’écrit [8] :

afy  —df, F Of — s s
a_t1+ V1a_;.1+_ == C(f1) = deszdQ [v; — vl (f1f2 —f1f2) (I1.34)

m 67_”'1

Avec Iopérateur de collision C(f,) = [ dV; [ EdQ [v; — 03| (fifz — fife)
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I1.10.2. Description du modéle de collision BGK (Bhavnagar, Gross, Krook):

Ce mode¢le exprime la relaxation vers une distribution locale d'équilibre f,, et il s'applique
aux collisions électron-neutre ou ion-neutre, car la fréquence de collision v, est supposée

constante.

Donc, I’opérateur de collision de Boltzmann est devient une forme simple dite la forme de BGK

[10] :

C(fa) = Va(fao_fa) (IL35)
Ou:
Vg = w est la fréquence de collision.

anefmivl, o

fao estla fonction de distribution a I’équilibre.

Donc I’équation collisionnelle [10] s’écrit :

0 a a =1 - =\ 0 a
et 5.Vf, + 2B+ x B).2% = v, (fuo—f) (IL.36)

I1.10.3. Description du modéle de collision Fokker-Planck :

Dans un plasma complétement ionisé, les interactions coulombiennes lointaines sont
d’importance prédominant, on ne peut plus utiliser I’équation de Boltzmann habituelle. Donc
nous utilisons 1’équation de Fokker-Planck, on peut dériver cette équation par différentes
facons ; soit a partir de I’équation de Boltzmann, soit a partir de 1’équation de Liouville [11].

La forme standard de I’opérateur de Fokker-Planck est :

aﬁ(fwf/.?) ZB af [61; ( fa v, aB@)) Zavaava (av Va0v, aﬁ(va)fa)] (H-37)
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L’équation de Fokker-Planck est donnée par :

%+ Vfa+—(E+ xB)
7] ad 1 92
Y5 Tap [ﬁ(_faﬁHaﬁ@)) + 25 (avaav aﬁ(va)fa)] (I1.38)
Tel que :
_ 1 ZoZpe? 2
Lap = oz | | ma

Hap 57) = 2570 [ LD gy

Gap(Ve) = [|Va — V5| fp(05) d3vg

I1.10.4. Description du modé¢le de Landau :

Le modele de Landau est une application de I’équation de Boltzmann sur le plasma avec les

collisions lointaines dominantes. Nous partons du terme de collision de Boltzmann :
Cap(fa) = [(fafs = fufs) 901, @)dQdvg (I1.39)
Dans un plasma cinétique classique, les collisions lointaines sont dominantes, alors on peut
négliger les collisions proches c¢’est-a-dire que les variations des vitesses Av, = v_o’; -, et
Av_ﬁ’ = v_l’; - v_ﬁ’ sont faibles, donc on développe f, et f[,f en série de Taylor et on les remplace

dans I’intégrale de Boltzmann et suivant un ensemble des calculs, nous obtenons la formule

établie par Landau pour les collisions lointaines de faible angle de déviation [12]:

0 [Tap (& (fa Ofp  Jp Ofa
caﬁ(fa,fﬁ)zﬁl%faa (f__ﬂ__ﬁ f) vﬁl

_Tap 0 Uz-Uu Ofa mgq , Ofp
_Tﬁ[f( 3 )(fﬁﬁ__fa_—»)d%ﬁ] (I1.40)
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Le tenseur axﬁ est défini par : axﬁ = et U=1,— vg

Et:
1 [ZaZpe?]? e .
Top = s m—] InA  (Systéme d’unité internationale (S.I))  (I1.41)
0 a
ZgZpge? 2 . ., )
Top = 4m [m—] InA (Systéme d’unité Gaussien (S.G)) (I1.42)

Ou : A représente le logarithme coulombien égal au rapport entre le maximum et le minimum

du facteur d’impact :

Pmax A 3T
I (11.43)
3T
Alors :
3TA
A = In (332) (1L.44)

I1.10.5. L’opérateur de collision électron-ion :
Pour un plasma complétement ionisé, I’équation cinétique des €lectrons [12] est :

a e > = e = 4 =y a e
6_]; + U.er + :l_e(E +v X B)% = Zﬁ Caﬁ(fa) = Cee(fe) + Cei(fe) (H'45)

Avec :

Tu?

Cai(f) =251 (5

ﬁﬁ) ( £ % _ ;nn_ £, %) d3vi] (11.46)
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Lorsque nous allons faire une approximation sur la masse des ions c’est-a-dire, pour une grande

masse des ions, on peut admettre la condition (& - O). Donc :

mi

T, Tei 0 O0fe

Cei(fe) = 777[f (HUZ i )flafe d’v ] = avef(HUZ & )fld3vl (IL.47)

Lorsque nous allons faire une approximation sur la vitesse des ions c’est-a-dire, a cause de leur
grande inertie, nous négligeons la réponse des ions, donc nous négligeons la vitesse des ions
devant la vitesse des €lectrons nous écrivons :

U=7,-7 ~7,.

Par conséquent le terme de collision (e-i) s’écrit :

Cerlfy) = 22 L2 (W2U0) [ oy, = Tt O [0 (Retee) oy | (s

2 0Vg 0V, 2 6ve Ve

Nous considérons que la fonction de distribution des ions est une maxwellienne donc

[ fid3v; =n; . Alors :

2

Car(fe) = 2 = [(71;1;:—7) % (I1.49)

D’apres la condition du quasi neutralité, nous écrivons : Zn; = n, alors :

M- . .p2 2 . 2 2 4
Leimi _ i Zezle] InA = [Ze] Inp = 20z —l A =28 1 (IL.50)

2 gred | me gre2 Lm, 8me2 m 8meZm?

La forme approximative de 1’opérateur de Landau pour la collision (é-7) est :

o) = Z22me nn  [(BEEE) 2] _ 2oty 0 [ (7_ B2k )

8meim? Ve3 v, 8meam? Vo2

On peut écrire cet opérateur sous forme [12] :

el(fe) - Ve;ve av—> (Ive _:eve) aﬁ:l = U?ﬁi_) [l (T Uevze) afe(ve)] —

Ve 0ve 2Aei 0Vg Lve 07,

vei v d [(8ijvi-viv) afe
L a—v[( - )—] (1L.52)

an
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Avec :

4
Ze*neg

———— [nA Est la fréquence de collision é-ion.
4TEGMGV,

Vei(ve) =

T, \ /2 . . ,
Vihe = (—e) Est la vitesse thermique des électrons.
Mme

amedT?

; = ———— Est le libre parcours moyen des électrons.
el Ze4nglnA p Y

Nous pouvons écrire le terme de collision comme :

i 8 [(8ivP-vivy\afe
Cei(fe) = "= Zia_vi[(—] /) —] (IL.53)

3 ]
v av]

I1.11. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons réalisé une étude détaillée sur la description cinétique du
plasma et ainsi ses équations; commencant par l'équation de Liouville qui nous a aidé a I’étude
du comportement dynamique d'un systéme de N particules en interaction, puis nous avons
appliqué cette équation au plasma. Ensuite, nous avons décrit le comportement de ce systéme
des particules chargées utilisant les équations de Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon
(BBGKY). Les Approximations utilisées sur la hiérarchie « BBGKY » sont a I’origine des
équations cinétiques qui sont : L’équation de Boltzmann, I’équation de Landau et I’équation de

Fokker-Planck qui est la base de notre travail définie dans le chapitre suivant.
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Anisotropie en température dans les plasmas magnétisés

II1.1. Introduction :

Dans le niveau microscopique d’un plasma magnétisé, il y a des particules chargées
d'especes différents en mouvement thermique avec des vitesses différentes, chaque particule a un

mouvement de gyration rapide autour du champ magnétique avec une vitesse perpendiculaire,

r . ’ . eB . L.
v et une fréquence cyclotronique électronique ; w., = — proportionnelle au champ magnétique
e

B et un mouvement parall¢le non affectée par le champ magnétique. La vitesse des €lectrons en

fonction du temps peut s’écrire comme :

UV=7,+ 7 exp(iwcet)
Il est judicieux de considérer deux échelles de temps : une échelle de temps rapide par

rapport au mouvement cyclotron des €lectrons autour des lignes de champ magnétique, 7., = —
ce

(Typiquement 7,,~10711 s pour les expériences de la fusion thermonucléaire magnétique) et une
¢chelle de temps lente hydrodynamique(zy, > 7..), ceci utilis€ dans un plasma excité par une

onde laser de haute fréquence dans le contexte de fusion laser [1,2].

Dans ce chapitre, nous cherchons a montrer analytiquement puis numériquement
I’anisotropie en température des €électrons pour un plasma magnétis¢, dans le cadre de la théorie
cinétique. L'équation de Fokker-Planck est 1'équation appropriée pour décrire ce genre de
plasma [3] décrite dans le premier paragraphe. Afin de calculer la fonction de distribution
¢lectronique dans le deuxiéme paragraphe, nous considérons que la théorie cinétique d'une
particule avec 6D dans ’espace des phases: (7, V). Ensuite, dans le quatriéme et le cinquiéme
paragraphe, nous calculons la fonction distribution & haute fréquence f " et statique f ®
respectivement. Ainsi que le sixiéme paragraphe est consacré au calcul de la température des
¢lectrons dans les directions paralléle et perpendiculaire du champ magnétique ou nous allons

montrer l'anisotropie en température théoriquement par des calculs analytiques puis
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graphiquement par des calculs numériques. Enfin, et dans le dernier paragraphe de ce chapitre,

nous allons donner une conlusion sur les résultats obtenus.

I11.2. L’équation de base :

L’équation de base dans cette étude est celle de Fokker-Planck, en supposant que le

plasma est homogene, en tenant compte du champ magnétique et des collisions électron-ion de

Coulomb, et dans la présence de la force de Lorentz: ﬁL (t) = —ev(t) x B , suivant la notation

de Braginskii [4,5] :

i 9 — ¢ () (IIL1)

ot  m, OV
Ou:
f = f(¥,7,t). : Représente la fonction de distribution des électrons.
C.i(f™) : L’opérateur des collisions (é-i).
w.e - Est la fréquence cyclotronique électronique orientée par la direction du champ
magnétique.

Nous supposons que le champ magnétique est orienté dans la direction x, B-B% , et les
électrons oscillent dans le plan (y,z), ou: v, (t) =v,(Z —iP)exp(iwgt). Dans cette

géométrie, la force de Lorentz est représentée par :

F, = —moweev, (P + i2) exp(iwget) (1I1.2)
Ceci est équivalent a une force due a la présence d’une onde laser polarisée

circulairement dans un plasma [1,2].
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En tenant compte de 1’équation (III.2), I’équation de Fokker-Planck (III.1) devient :

d a . d )
a—]; — WeeV) (—aj + l—f> exp(iwget) = Coi(f) (1I1.3)
y

ov,

Cette équation est similaire a celle qui caractérise un plasma homogeéne en interaction
avec une onde laser polarisée circulairement. Donc nous cherchons a une anisotropie en

température due a la présence du champ magnétique.

I11.3. La fonction de distribution :

Le mouvement d’une particule chargée dans un plasma dans la présence du champ
magnétique statique peut étre décomposé en mouvement de giration perpendiculaire rapide
autour des lignes du champ magnétique et un mouvement paralléle le long des lignes du champ

magnétique non affecté par la force de Lorentz, donc par le champ magnétique.

Par la séparation de ces deux échelles de temps dans 1’équation de F-P (III.3). Nous
supposons que la fonction de distribution est la somme de la fonction de distribution oscillatoire

et celle quasi-statique, donc :
f=f v, t)=fS(v,v.,t) + Real{ fA(7, 1)} (111.4)
fr@,6) = f* (v, ve) exp(iwet). (ITL.5)
Avec :
£ décrit les effets lentement variés dans le temps.

f: décrit les effets d’oscillation autour des lignes du champ magnétique.
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La séparation de 1’échelle du temps dans 1’équation de Fokker-Planck (IIL.4), utilisant

1I’équation (IIL.5), nous donne un systéme de deux équations couplées suivant :

afh afs . ofs .
ot WeeV) (E + la_vz) eXp(lwcet) = ei(fh): (IIL.6)

ofs Real(exp(iwget)) X
= _ — (fS
o~ @ceV Real <ﬂ 4 ﬂ) )reo = Cei(f°). (11L.7)

vy v,

La premiére est 1’équation variée d’un temps rapide qui regroupe les termes haute fréquence
pour B=1Tesla utilis¢ dans le TOKAMAK, et qui représente aussi I’évolution spatio-

temporelle.

La seconde est obtenue en moyennant 1’équation (II1.3) sur le temps t, elle variée d’un temps

lent et représente 1’évolution spatio-temporelle.

Ici le symbole (X), = Ti ) OT ¢ Xdt signifie la valeur moyenne sur la période du cyclotron.

I11.4. Calcul de la fonction de distribution a haute fréquence :

En utilisant I’équation (I111.6), et on pose : 1’équation f" peut calculer par I’équation (I11.8)

en fonction de f° , comme :

. afs . ofs .
iweef" = Coi (f ) = weevy (L + lL) exp(iwget). (111.8)

vy v,

L’opérateur de collision, C.;(f ) est exprimé par Landau en [6,7,8] comme :

A 0 of
Cei(f) = v, (vjvr — v?8) (IIL.9)

vk
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Ou:

A= vE 1= 4meT,>
220 T ngetzZInA’

. 1v
est le parcours libre moyen, v,; = EA_; et v, = /T,/m, estla
vitesse thermique.
L’opérateur des collisions (¢-1) dans la relation (II1.9) a des harmoniques sphériques comme
des fonctions propres [9-11], donc il est judicieux d’utiliser les coordonnées sphériques,

(v, U= %x, @ = arctg Z—Z), donc le coté droit de I’équation (I11.8) se présente comme suit:

3 afs afs . .
Wee ((1 —u?)/2 (vaiv + u%)) x exp(iwget + i) (1IL.10)

Cette relation montre que f" est proportionnelle a4 exp(ip) et f° est indépendante de ¢,

donc il est judicieux de développer f5(¥) = f*(u, v) sur les polyndmes de Legendre P;(u) :

5 =Y P(wff) etdedévelopper f* = f*(u, v)expi(west + @) sur la base des harmoniques

sphériques Yt (u, @) d’ordre (L, m = 1):

l=00 =0
= Vo @) expln) ). PLGOR®),
=0 =0

Ou : P!(u) (le polyndme de Legendre associé d’ordre (1, m=1). On tient compte de ces

développements, 1’équation des hautes fréquences (I11.7) peut s’écrire comme suit :

l:oo afls
=0 P~ +

, A o 3
(1wee +10+ D) S5 PP 0) == { =) [0 L
MZZ:O Eﬁ

(IIL.11)

En utilisant les relations de récurrences entre les polynomes de Legendre et les polynomes de

Legendre associés [9], nous démontrons que pour: 1>0et0 <m < I
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up" = zll+_+11pﬁfll 21+1 Pl 1 (Al)
Pour m = 0. L’équation (A1) est écrite comme :
uPy _T+11 l+121+1pl 1 (A2)
Multiplions 1’équation (A2) par u, nous obtenons:
WP = 2lJrlllPl+1 21+1“Pl 1 (A3)

Ou: uPP, et uP’, sont donnés par L’équation (A2) pour [~ [+ letl -1+ 1

respectivement.

Nous substituons 1’équation (A2) dans I’équation (A3), nous trouvons :

2p0 . @+DI+2) o (1+1)? 12 0 I(1-1) 0
) T (21+1)(2143) " +2 ((21+1)(21+3) (21+1)(21—1)) L (21+1)(21—1)Pl 2 (Ad)

Et ainsi :
o 2ypo _ @+ 1)(+2) @I-DHD@IH+3)-+D*(I-1)-1*(21+3) o
(L—pHP = (21+1)(21+3) v2 + (2I-1D)(21+1)(21+3) i
1(1-1)
————pP,. (AS)

(I+1)(21-1)
Multiplions cette équation par /1 — u? , nous obtenons :
_ ,,213/2p0 - _ (l+1)(l+2)
(1= w5)"h @I+D(21+3) V1= u2Pi, +

QI-)QI+D)I+3)-+1)?(2I-D-1*@2I+3) [T 73 p0 1(1-1)
(21-1)(21+1)(21+3) 1—poPy - (21+1) (21— 1)V WAPL . (A6)

Pour toute let m:

— 1
1— 2P _21+1 Tfl_ﬁ Hi (A7)
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Cette équation peut s’écrire pour : (I +2,m =0), (,m = 0)et(l —2,m = 0) comme :
2p0 __1 p1 1 p1
VI—w2Ph, = =Py — = Pis. (A3)
1
V1—p2P) = ——PL  ———Pl;, (A9)
2p0 __1 p1 1 p1
VI—pwP, =5—=P 3 —7—=P_1 (AlO)

Par la substitution de ces équations. (A8), (A9) et (A10) dans (A6), nous trouvons :

_2N3/2p0 — 1(1-1) (21-1)(21+1)(21+3)—(1+1)?(21-1)—1?(21+3)
(1 —p*)>"P T ID@I-1) (21— 3) 3 + ( 2l-1)(21+1)2(21+3)
1(1-1) ) 1 —( (I+1)(1+2) (21—1)(21+1)(21+3)—(l+1)2(21—1)—12(21+3))P1 "
(21+1)(21-1)(21-3) 1 (21+1)(2143)(21+5) (21-1)(21+1)2(21+3) l+1
(1+1)(1+2) 1 (A11)

(21+1)(21+3)(21+5  L+3:

Multipliant cette équation par f;° et sommant sur [, on trouve:

meopq _ 2 1t-1) | 0
2i=o (1 - )Zpl Zl 0 2i+1)(21-1)(21- 3)P +
Zl o, 21=1)214+1)(21+3)-(1+1)2(21-1)-1%(2143) 1(1-1) ) 1 ﬁ_
(21-1)(21+1)2(21+3) (2l1+1)(21-1)(21-3) v
Zl:oo (I+1)(1+2) (21—1)(21+1)(21+3)—(l+1)2(21—1)—12(21+3))P1 ﬁ+
1=0 Y(21+1)(21+3) (21+5) (21-1)(21+1)2(21+3) +1V %5,

+1)+2) 1 afl
g (21+1)(21+3)(21+5 137 av (Al2)

11 est pratique de déplacer la somme dans le coté droit de cette équation comme suit :

(-1 1 (1+3)(1+2) 1 0ffs
Zi=g 21+1)(21-1)(21-3) = L= (21+7)(21+5)(21+3)P V= (A13)

Anisotropie en température dans les plasmas magnétisés
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Zl oo, 21-1)(21+1)(214+3)-(1+1)?(21-1)—1%(21+3) 1(1-1) )Pl vﬁz
(21-1)(21+1)2(21+3) i+1)21-1)21-3)7 =17 oy
l=o0 21+ 1)(2143)(21+5)—(1+2)?(21+1)— (1+1)?(21+5) (1+1)1 1. 0ff
i=0 (21+1)(21+3)?(21+5) annanna LV (Al4)
Zl:oo (I+1)(1+2) (21—1)(21+1)(21+3)—(l+1)2(21—1)—12(21+3))P Ofl _
1=0 M21+1)(21+3)(21+5) QI-DI+D?(21+3) V5, =
l=c0 1(1+1) (21-3)21-1D)1+1)-12(21-3)-(1-1)22l1+1)y p1_ 04
2i=0 G nans 21-3)(21-1)2(21+1) YPrv =35 (A15)
+1)(+2) 1 afl 1-2)(1-1) 1 aff 4
iy QD@ @) +3Y = 2i=¢ 2i—s)2i-3)ei-n LV "o (A16)

Ces équations (A13)-(A16) sont justifiées par le fait que les f;° sont nuls pour 1 <0.

Par substitution des équations (A13) - (A16)) dans I’équation (A12), nous avons bien trouvé

I'équation (A17) :

a 3 =00 ofiL _6 o —a ;
yiizeo ) I fz (1—u2)/2p, = Yi=e PG, (Dv ’;f +G,(Dv ’;lv1+G3(l)v g;l +

G (D L), (A17)
Ou:

1-2)(1-1
6,(1) = — =B

(21-5)(21-3)(21-1)’

6 = —( L+ 1) QL-3)2l-DQRI+1)-12@2l-3)- (1 -1D?Ql+1)
2T N 2l-DRI+ DRI+ 3) 21 -3)(21 - 1)2(2l+ 1)
Gy(l) = +— X et

(21+3)(21+1)(21-1)

(1+3)(1+2)
(21+7)(21+5)(21+3)"

Gs(D) = —
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Par la suite pour établir 1'équation (III.11), nous utilisons les relations de récurrence entre les

polynomes de Legendre associés, illustrées dans [9] pour tous les ordres 1 >0 et 0<m <1,

ainsi :

_ 2y 8RN D Em) py  l0-mtD) o
S au 2041 Pz 2041 L (B1)
l+m I-m+1
uP" = 21+1P{5fl1 21+1 Py, (B2)
1 1
V1= u?P = =P — =PI (B3)

Pour m=0, ces équations sont écrites comme :

2\ 9P1 I(1+1) _a+1)
1—u )du =1 b-1 57 P (B4)
+1 l
uPp = =P g + =P, (BS)
1 1
V1= uPy = ——P 1 — ——Pp. (B6)

Multiplions 1’équation (B4) par u, nous obtenons :

2v,, 4P _ 1(1+1) _a+1
(1 —pHu dn 2141 UP—q 21 WPy (B7)

Substitutions 1’équation (BS5) dans le coté droit de 1'équation (B7) pour /~/-1 et [~I-1, on

obtient alors :

+D[-DRHD-+2)L-D] , 1(1+1)?

ar; _ PQ+1)
(21-1)(21+1)(21+3) L uen(i+3) " 12

Y —_
(1= pHu du ~ (21-1)(21+1)

P_,+

(B8)
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Multiplions 1’équation (B8) par /1 — u? , nous obtenons :

2 3/2 Py _ (41 /—_ l(l+1) (-DRU3)-U+2)QL-D] 7 >5p
(1—u) e =~ @-neien 1 Py + (21-1)(21+1)(21+3) 1—pp
l(l+1)Z —
(2i+1)(21+3) V 1= p2Piya. (B9)

Utilisons 1'équation (B6) dans la partie droite de 1'équation (B9) pour /+~/-2, [ et [~I-1, on

obtient 1'équation suivante :

23/2,, 4Pt _ 12(14+1) @I-3)IA+DII-DI+3)-+)@1-D)]
) du T (21-3)(21-1)(21+1) 3+( (21-3)(21-1)(21+1)2(2143)

21+ 21+1)(21+3) ) 1 ((21+5)l(l+1)[(1—1)(21+3)+(l+2)(21—1)]+
.-

(21-3)(21-1)(214+1)2(21+3) (21-1)(21+1)2(21+3)(21+5)

1(1+1)2(21-1)(2141) )P n [(1+1) 1
(21-1)(21+1)2(21+3)(21+5)/ ~ 1 7T i+1)(21+3)(21+5) LF3

(B10)

Multiplions cette équation (B10) par f;° et en prenant la somme sur toute /, on obtient :

l=c0rq _ 12Y3/2, 2Pl rs _ yi=0o 12(1+1) 1 s
Zl:O (1 u ) Mduﬁ Zl:O 21-3)(21-1)(21+1) Pl—3ﬁ +

((21—3)1(l+1)[(l—1)(Zl+3)—(l+2)(21—1)] _ 12(1+1)(21+1)(21+3) ) fs _
(21-3)(21-1)(21+1)2(21+3) (21-3)(21-1)(21+1)2(21+3) l=1J1
U+ D[A-1)L1+3)+(1+2)(21-1)] 1(1+1)%2(21-1)(21+1) S
( (21-1)(21+1)2(21+3)(21+5) (21—1)(21+1)2(21+3)(21+5)) trifi
[(1+1)2
(21+1)(21+3)(21+5) l+3fl] (B11)
Il est pratique de déplacer la somme dans le coté droit de cette équation comme suit :
12(1+1) (1+3)%(1+4)
Zl 0 (21-3)(21-1)(21+1) Prsfi Zl 0 (21+3)(21+5)(21+7) lfl+3’ (B12)
l=oorI=-A+D[I-1)(214+3)-(1+2)(21-1)] . 12(1+1)(21+1)(21+3) pl s _
=0l (21-3)(21-1)(21+1)%(21+3) (21—3)(21—1)(21+1)2(zl+3)] —1fi =
Zl corI-D)(I+1)(I+2)[1(21+5)—(1+3)(21+1)] (1+1)%(1+2)(21+3)(21+5) 1f B13
(21-1)(21+1)(21+3)2(21+5) (21—1)(21+1)(21+3)2(21+5)] L+, ( )
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Zoo U+ D[I-1D)(21+3)+(1+2)(21-1)] 11+1)?%(21-1)(21+1) pl s _

t=ol (21-1)(21+1)2(21+3) (21 +5) (21—1)(21+1)2(21+3)(2l+5)] bafi =
oo I+3)-DI[-2)(21+1)+(1+1)(21-3)] 1-1)12(21-3)(21-1) 1rs

Lizol (21-3)(21-1)2(21+1)(21+3) (21—3)(21—1)2(21+1)(21+3)] Pifizu (B14)
l=o0 1(1+1)? 1 rs _ wl=oo  (1=3)(1-2)? 1ps
=0 (21+1)(21+3)(21+5) Presfi’ = Yizo (21-5)(21-3)(21-1) Pifizs - (BI5)

Substituons les équations. (B12)-(B15) dans 1’équation (B11), nous obtenons :

Yo - #z)gﬂ%fls =YIECPH(Gs(Dfis + Ge(DfSy + G (VS5 + Ge(Dfiha),

(II1.12)

Ou:

G(D) = (1-3)(1-2)? Go(D) = — 21+3)(1-DI[(1-2) 21+ D)+ (1+1)(21-3) ][+ (1-1D1%(21-3)(21-1)
SV T i-s)2i-3)(2t-1) ev T (21-3)(21-1)2(21+1)(21+3) ’

G (l) _ QI-1)A+D)(+2)[1(21+5)—(1+3)(21+1)]-(1+1)?(1+2)(21+3)(21+5) t
A (21-1)(21+1)(21+3)2(21+5) c

(1+3)%(1+4)
(21+3)(21+5)(21+7) °

Gg(D) =
Utilisons les équations (A17) et (II1.12), I’équation (II1.11) est écrite comme :

o s A , . — af
Y2 o(iwee + v—3l(l + )P = —weeexp(ivgt +ip) YIS Pll[G1(l)U—];lv3 +

ofs off off
G, (DOr L=+ G5 (v 2+ G, (v 2+ Gy (Dfi 5 + Ge(DfE 1 Gr(Dfa + Go(DfiSs)

(IIL.13)

La projection de cette équation sur le polyndme de Legendre associé,P} (1), permet de

calculer f* comme fonction de f;* 5, 54, f°, fi51 et fi53, d ol
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of afi af af
it = [6,Wv s + G,(v et + G, (v + 6, (v L2 +

Gs(Dfils+Ge(DfZ1G,(Dfi%1 + Gs(Dfi%sliexp(iwcet + i), (I11.14)

Notez que dans cette équation, l'approximation de plasma fortement magnétisée (w.e > Ve; )

est utilisée. Les trois premiéres composantes de f"* sont données par :

4 6f 8 9f5 4 9fy 6 4 . , .

' =0-zvo,+ 35 7 65 T Tos? a,j _;fzs +Zf45]1exp(lwcet * i) (L.15)
4 9ff 8 af 20 6f5 6

fi=1- 21va_vl+5 R 65 —ufi 21f3 + §f5]leXp(lwcet + ip) (IIL16)

afo 2 6f25 46  Off 10 afF 48 ¢ 28 ¢ 28 S]. . ,
f3 _[ e +495v6v +429vav 175f2 99f4 + 143f6 texp(iwcet + i)

(I11.17)

IIL.5. Calcul de la fonction de distribution statique :

Le deuxiéme terme a gauche de l'équation de la fonction de distribution statique,

I’équation (III.7), peut étre écrite en utilisant des coordonnées sphériques telles que :

h
wce{Real(v,, exp(iwct) X Rea l(af (W;(pt) o ((;”:(pt)))rce = wce —=1- 2)3/2 X
af . aftvw) | M
(vl - L L) (IIL18)

L'équation de la fonction de distribution statique est alors donnée dans les coordonnées

sphériques par :

Wee 1 _ 23y = A(O (1 _ 2L wm
<2 (1— p?) z_v3(aﬂ(1 ) r ) (IIL.19)
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Nous développons, comme dans le paragraphe 4, le f5(v, 1) par P,(u) etle f*(v,u) par

P! (), ou:

ce 0 3 A
. Z{ O (4 2y bt — (1= i) - PR =

ERll+ DRSS (I11.20)

En utilisant les relations de récurrence entre les polyndémes de Legendre, P;(u), et les

polyndmes de Legendre associés, P} (1), I’équation (I11.20) s’écrit comme suit:

see 9= Gy (v 22 + 6o (D Lot + Gy, (v 2t 4 G, (v 2ie 4

Gia s + Gy + Gis(Dfify + Gie(Dfs| = 5 ZECIA+ D P W), (121)

Ou:
_ __(=3)-2)a-1)1
Go(D) = (21-5)(21-3)(21-1)’
G (l) _ -DIA+1)(A+2) (I-DI[I-DU+D)2I-3)+I(1-2)RI+1D)+(l1+1)(21-1)(21-3)]
1087 ™ (21-1)(21+1)(21+3) (21-3)(21-1)2(21+1)
G (l) _ (=-DIa+1)I+2) _(l+1)(l+2)[(l+1)(l+3)(21+1)+(l+2)l(21+5)+(21+5)(21+3)(21+1)]
117 (21+3) (21+1) (21-1) (21+1)(21+3)2(21+5)
G, (D) = (I+1)A+2)(1+3)(1+4) () = (1-3)2(1-2)(1-1)?%1
12377 i) (2i+5)(21+3) * BN T (21-5)(21-3)(21-1) °
Gra(D) = — 13(1-1)%(1-2) _ (I+1)12(1-1)3 _ ((-D21(1+1)%2(1+2) |, (-1
WA ™ @i-3)(21-1)2  QiI+DEI-1)?2 (21-1D)I+1)QI+3)  (21-1)
Gis(D) = +23+D%L | @+3)A+2)%(0+1)° | @+2)2+D)IP-1)  (+D(+2)
15 T (21+1)(2143)2 (21+5)(21+3)2 (2l-1)(21+1)(21+3) 21+3
2 2
Et 616(l) _ _ (1+4)2(1+3)(1+2)*(1+1)

21+3)(21+5)(21+7)
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Cette équation, associée a la formule £, (équations (II1.14 & 17)), permet de déterminer

les différentes composantes, f;°(v), de la fonction de distribution statique. Ainsi :

Pour I'ordre zéro (1=10) :

Wee (4 O _ 8 Of 32 cp Aen)
2 (517 v 35" ov 35 f3+5f1)_0 (111.22)

Pour le premier ordre (I = 1):

s _ L @ee 216 0f' 8 9ff 40 cp o 12 cp
fl N 4 ﬁei(”) [ 175 v v 2117 ov 21 le‘ + 175 f2 ] (11123)
Ou Y, (v) est la fréquence dépendante de la vitesse par rapport aux électrons ayant une

vitesse v. Pour le second ordre (I=2) :

1 w 36 aft 96 aft 40 afr 960
— . _—ce (_UL__UL__’UL__

3 h _2¢h , 68 ch
f2 = 12 9¢i(v) 35 Ov 35 dv 77 v 77 fs 7f1 + 7 39 (I11.24)

En négligeant les composants d'ordre supérieur derriére le composantfy’, en considérant que

[ K fi°, cette derniére équation peut étre écrite ainsi :

s _ Wee _ o6 9(,90%
fi = et ( 0.06857v 22 + 0.01904v = (v av)) (I1.25)

Notez que I'équation (II1.25) représente une relation de récurrence entre différentes
composantes de f° . Cela nous permet de déterminer la fonction de distribution en sachant que
fo est une condition aux limites. La fonction de distribution statique d'ordre zéro correspond a
la fonction de distribution non perturbée (par le champ magnétique) des électrons. Cette
fonction de distribution peut ensuite étre estimée en considérant l'équilibre thermodynamique

comme une fonction de Maxwell. A cet ordre (zéro), la fonction haute fréquence disparait.
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I11.6. L anisotropie en température :

En limitant I'extension au second ordre de la fonction de distribution dans les polyndmes
de Legendre, la température paralléle T, = mevuz, ou le symbole a représente la valeur

moyenne, est donnée par :

2fd3y 2.4 P
nTy =me [vifd*s = mm, [ v {f 0 (U)Pj(ul)(jg)(f)(v) +} dody
=5mme [ vH{fo@)dv — omm, [ vt {f()}dv (IT1.26)

Il est important de noter que la fonction de distribution haute fréquence ne contribue
pas a la température car sa moyenne sur la période du cyclotron est nulle [f*~exp(iwget)] .
La fonction de distribution d'ordre zéro correspondant au plasma non affecté par le champ

magnétique est considérée comme une maxwellienne :
v

2
fow) = 1}3(:# exp(—23). Par conséquent, la deuxiéme fonction de distribution anisotrope
t t

(IT1.26) peut étre écrite comme suit :

s _ _ Wee __Me LA v’ _v
f5= x (0.011809 - 0.0057vt7) exp ( 2v§) (II1.27)

Vei vi(2m)3/2

Calculer l'intégrale dans I’équation (II1.27), I'expression explicite de T}, est :

Ty=T(1+a%), (I11.28)

Vei

Ou: v,; est la fréquence de collision (e-i) ,et a = 1.93 .
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La température perpendiculaire, T, = %me v%, est donnée par:
1 S 1
n Ty = 2m, [ VA5 =m, [(1 - p?)*(fy + pfy +3 Bu? — Dfy)dvdp =
%nme [vtfodv — 14_57”"6 [v*fodv. (111.29)

Dans le cas de la fonction de distribution isotrope maxwellienne, le T, est calculé explicitement

a partir de 1'équation ci-dessus comme étant :

T, =T (1 + E%) (I11.30)

2 Vei

L'anisotropie de la température est alors donnée par :

T 1+a—$c_e

_ ei

= Aoce (IT1.31)
TJ_ 1+—2 Vo

I1 est trés clair que cette anisotropie dépend du rapport entre la fréquence du cyclotron

et la fréquence de collision. Cette équation montre que l'anisotropie tend vers 1 pour une

r . . r r w . . . ;o
fréquence de collision élevée (v—ce <« 1) ce qui est en accord avec la simulation numérique 1D
el

réalisée par Takizuka et al. [12], malgré que I’équation (II1.31) est limitée au plasma fortement

magnétisé (% > 1). Nous avons présenté, sur la figure ci-dessous (III.1), I'anisotropie de la
el

fonction de distribution.
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Figure III.1. L’anisotropie de la fonction de distribution pour différentes valeurs du

champ magnétique

Cette figure montre que I'anisotropie est négative pour les faibles vitesses (v < 2v;), ce
qui correspond a un plasma plus chaud dans la direction parallele. Cependant, dans la région a
grande vitesse (v £ 2v;), la composante anisotrope de f est positive et plus importante. Cela

montre que les ¢lectrons rapides sont en fait responsables de l'anisotropie.

Nous présentons sur la figure ci-dessous (I11.2) I'anisotropie de la température en fonction du

. w
paramétre v—ce

et
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o
ce gl

Figure I11.2. L'anisotropie de la température en fonction du paramétre%.

et

Cela montre que l'anisotropie devient importante comme le champ magnétique appliqué

devient intense et cette anisotropie subit une saturation au voisinage de la valeur 2.
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I11.7. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons calculé analytiquement la fonction de distribution pour le
plasma fortement magnétisé. En utilisant cette fonction de distribution pour calculer la
température dans les directions parallele et perpendiculaire. Il a ét¢ montré que la température

est anisotrope et elle dépend du champ magnétique et de la fréquence des collisions.

Nous avons fait aussi un calcul ou bien une simulation numérique pour démontrer cette
anisotropie en température. Pour cela, nous avons présenté, sur la figure (III.1) 1'anisotropie de

la fonction de distribution.

Ce résultat analytique et numérique peut présenter et montrer des nombreuses
applications pour une variété de phénomenes dans les plasmas magnétisés tels que : le transport,

I'onde d’Alfveén et l'instabilité.
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IV.1. Introduction :

Ce chapitre concerne une application sur la dispersion des ondes d’Alfvén. Précisément,
nous voulons appliquer nos résultats obtenus dans les références [12,13] sur ceux obtenus par
M. F. Bashir et al., présentés dans la référence [1] de ce chapitre..

Dans ce travail, le systeme linéaire de Vlasov-Maxwell est utilis¢, un tenseur diélectrique
généralis¢ est dérivé pour un plasma d’électrons — ions, bi-maxwellien, non relativiste et
magnétisé. Supposant que les ondes sont de faible fréquence dans un plasma de faible béta, une
nouvelle relation de dispersion décrivant la propagation oblique des modes d’Alfveén a été
déterminé en incorporant les anisotropies de température des électrons et des ions a la fois et
leurs effets de rayon de Larmor fini. De la relation de dispersion résultante pour les ondes
d'Alfven cinétiques (KAWSs), les expressions analytiques sont déterminées pour les régimes
m
m

cinétiques et inertielles respectivement (vt i K kﬂ// Kvpeet 1€ 1) et(kﬂ// » Ve et K ’:1—?) .

Dans les deux cas, les modes d’Alfven sont modifiés en raison de I’effet acoustique
résultant de I’anisotropie en température, ce qui peut augmenter ou diminuer la vitesse d’Alfveén
en fonction de la force et des anisotropies.

Un certain nombre de cas spéciaux sont également récupérés dans des conditions appropriées.

IV.2. Détermination de la relation de dispersion :

La distribution bi-maxwellienne non-relativiste du moment est donnée par :

AR
exp |- 2L — 2L (IV.1)
anT// 2mT | ZmT//

fo=

Utilisant le systeme de Vlasov-Maxwell linéarisé et en supposant que le vecteur d'onde

k se situe dans le plan x-z, la relation de dispersion a été dérivée pour les ondes
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¢lectromagnétiques dans un plasma bi-maxwellien, non relativiste et magnétisé qui peut

s’écrire :
2
€xx — Ny Exy € My |
—€xy €yy — N* €yz =0 (IV.2)
2
Exx TN —€zy €zz — M|
Ou:

€ Représente le tenseur de permittivité diélectrique

k k k g , . . D
n, ==L ,n| = “Letn = = sont les indices de réfraction paralléle, perpendiculaire et total
// w w w

respectivement.

Dans le cas isotrope, le tenseur de permittivité diélectrique € est le méme que celui indiqué

dans la référence [2].

Dans la basse fréquence ou la longueur d’onde est longue et paralléle dans un plasma a
faible béta, les composantes non-diagonales du tenseur deviennent négligeables et donc la

relation de dispersion pour les KAWs peut étre écrite comme :

2
Exvy — N n,n
A Y (IV.3)
nn,  €,;—nj

Dans les limites indiquées ci-dessus, le mode magnétosonique et les KAWSs sont
découplés et le vecteur électrique E et le vecteur d'ondes k se trouvent dans le méme plan

pour les KAWs comme 1'ont noté plusieurs auteurs [3,4] a [6]. En outre, I'argument de la

w—Nnlgy

fonction de dispersion plasmatique est supérieur a un, c'est-a-dire > 1 (pour n # 0),

k//vt//a

afin que nous puissions utiliser I’expansion asymptotique de la fonction de dispersion

1
283,

plasmatique [7] pour &, » 1, c’estadire: Z(&py) = % —
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Les expressions des €, et €,, sont données par :

2 -\ ¢%kj
e = 14 (570) - (IV.4)
Io(Ae) ro(A) Wpi
,=1- Zko Z (EOe) Zko Z (EOe) + (IV.5)
A A

Ici, la longueur de Debye au carré pour les €lectrons et les ions est A2 Dei = igei_ , aussi

2
P 2w peL

I’expansion asymptotique de la fonction de dispersion du plasma : Z(&,,) = % -5 E

etla

fonction de Bessel modifiée est: 2 Yo [,(1,) = 1 —T5(A,).

47Tn0Te//

2 ) « 1, Lysak et Lotko [8]
0

Dans le plasma a faible béta, c'est-a-dire pour (

ont résolu le probléme de la relation de dispersion isotrope pour I’onde d’Alfven cinétique en
supposant que la réponse des ions est principalement perpendiculaire au champ magnétique

ambiant, alors que celle des électrons est principalement paralléle.

Dans ces calculs, ils ont pris en compte la contribution des deux especes dans la direction
perpendiculaire et paralleéle au champ magnétique ambiant. Cependant, ils ont négligé la

contribution des électrons de la partie isotrope de la composante €, .

Apres quelques hypothéses, la relation de dispersion dans 1’équation (IV.3) exprimée comme :

w? _ (1+x1)4 —To(Ae) . _ Io(Ap) pL _ w? _ A ) Czki
<k/§vi 1—r0(/1i)) (zk;;tf,ez ($oe) 2k% 1%, Z"(Soe) T ) - (kf/vf, (1—r0(/1l-)) X1) 75z
(6)

Dans ce qui suit, les relations de dispersion ont été établies pour deux cas d’électrons
chauds, c’est-a-dire &y, << 1 et pour les €lectrons froids ou &y, > 1, les ions étant supposés

froids pour les deux cas, c’est-a-dire {y; > 1.
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IV.2.1. La limite cinétique de KAWs :

Pour la limite cinétique de KAWs, la vitesse de phase paralléle de 1’onde est supposée
inférieure a la vitesse thermique parallele de 1'électron (c'est-a-dire que les électrons sont

chauds), mais supérieure que la vitesse thermique paralléle de 1’ion (c’est-a-dire que les ions

sont froids), c¢’est-a-dire v;); K w/k; K v, jqet de plasma de faible béta avec % KB K1

Dans ce cas limite, la relation de dispersion (IV.6) est écrite dans la forme biquadratique
de w qui est due a l'anisotropie de la température et a la contribution des ions du "composante
,z"- Ils ont tenu compte ici de la contribution du gyroradii a la fois des espéces p? et p2 puisque

leur température perpendiculaire est arbitraire.

La relation de dispersion (IV.6) devient :

4

3 3 cé
, |K7va {1 +okipl +kipi + 1 (1 + Zkip?)—;} +
w*—w Va

K2 {1412 (2 = p2(1+23))}

2
+kjvice (1 + = kLpl + kLpg) [1 — k% p? {1 + x5 (1 + x1 52 )} +

’ 2 C2k2
X1,z (1 ki p? + ij)]zo (IV.7)
Ou:
(=22 p2) (Lee - 32,2 (T _
t = {2 (1 =50t 02) (B — 1) + (1 -2z o7) (B2 - 1) (IV.8)
r—T1e (Tye _ Ty _
XZ N {TLL' (Tle 1) + (TLL' 1)} (IV9)

La solution de cette équation est donnée dans les deux cas :
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i. Propagation paralléle :

Dans ce cas, mettez : k| = 0, la premiere solution de I’équation (IV.7) est :

BrifTie Tli_
1+ {( TL// 1) + (TZ 1)}] (IV.10)

e

wi = kjvj

C’est le résultat de Schlickeiser et Skoda [9]. L’équation ci-dessus représente la relation
de dispersion pour une onde d’Alfveén pure dans le plasma anisotrope. L’anisotropie de la
température augmente la vitesse d'Alfvén lorsque : T ,; > T, alors, cette €quation reduit la

vitesse d'Alfveén dans le cas contraire.

Maintenant, mettez k| = 0 dans la deuxiéme solution, c'est-a-dire dans 1'équation (IV.7) pour

obtenir :
w; =kjci | —F+—— (Iv.11)
/s 1+;—§(1+X§’)
A
Ou:

Ty (T T . . . . .
x =1L (=2 - 1)+ (=X —1)¢; Qui est le mode acoustique ionique avec une anisotropie
1 T)e \T T

re \Tye /i

en température et une faible contribution des ions parall¢les au champ magnétique ambiant.
2
Pour le plasma a faible béta, c’est a dire : z_sz « 1, le mode acoustique ionique devient

A

indépendant de I’anisotropie de la température et prend la forme :
wj = kj c? (IV.12)

Les équations (IV.10) et (IV.11) sont les modes découplés de I’onde cinétique d'Alfvén dans

I'équation (IV.7).
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ii. Cas isotrope

En ignorant les anisotropies de température dans 1'équation (IV.7), nous obtenons ;

2
(12 (p3-pf ) )3

, k;vj {1 + k% Gpiz +p§)}+
2 =
kje2{1+ k% (p2 - p? )}

W x[1- (IV.13)

1+ki(§pi2+p§)+(1+ki(pi2+pg))%]

On peut noter de la relation de dispersion ci-dessus que I'onde d'Alfvén cinétique reste
modifiée méme dans le cas isotrope. Négligeant les petits termes de correction pour le plasma

béta bas, le mode d’ Alfven cinétique standard est récupéré.

IV.2. 2. La limite inertielle de KAWs :

Pour obtenir la limite inertielle de KAWs, supposant que la vitesse de phase parall¢le de I'onde

est supérieure aux vitesses thermiques paralleles des €lectrons et des ions, c'est-a-dire

Vepei K kﬁ et << == . Sous cette limite, la relation de dispersion dans I'équation (IV.6) devient :
7

mi

w> (A (KL wpi N _ (@ uA ki

(77~ 523%) (wz LG+ G0 - 1) ) == (5 - (Ei)n) 5 avas

: o . kv e,

D’ou pour : &, ; > 1, ils ont utilisé : 7' Goei) ~ % = %

oe,l
La relation de dispersion ci-dessus devient comme suit :
3,2 kjva(1-k7 p2) 2
w? =(1+ij_pi2) //Az—zki-l_k//csz)(,l (Iv.15)
1=k]pit+—a—

Ou : x4 est le méme terme défini dans 1’équation (IV.8).
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L’équation ci-dessus représente 1’onde d’Alfven inertielle en présence de l'anisotropie
de la température et les gyroradii des €lectrons et des ions. En ignorant le gyroradii, il se

réduit encore a :

kZ 2 T /: .
w? = My a2 {i (g _ 1) + (h _ 1)} (IV.16)
1+c k] T//e T//i T//i
wzz,e

Le résultat ci-dessus représente 1’onde d’Alfven inertielle modifiée due a 1’effet

acoustique résultant de I'anisotropie de la température.

IV.3. Application sur la dispersion des ondes d’Alfven :

IV.3.1. Détermination de I’onde d’Alfvén inertielle modifiée dans les modes

longitudinaux :

Nous avons déterminé I’expression (I11.32) de I’anisotropie en température dans le chapitre

précédent qui est donnée par :

T 1+a%
el
A= e 111.32
Ty 142 ( )
Vei
Et pour les ions, cette expression devient :
w .
1+a-*=
T Vie
Vie

\ ZeB , .
Ou : w,; = — est la fréquence cyclotron ion.
Ccl mic
l

m , .. . ,
Etv;, = Feveiest la fréquence de collision ions-¢lectrons.
i
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Nous avons aussi déterminé la relation de dispersion dans I’expression (IV.16) pour les

¢éléctrons et les ions a la fois :
k%2 Ty (T T, ;
A e R
W= 22 /Cs T T, T,
14+ 1 Je \1yi /i

On peut réécrire cette relation mais seulement pour les ions comme suit :

2 kjv 2 2(TLi
w° = =+ kycC - (Iv.17)
2k 1%s T /i
1+ — 7t
wZ
pe

L’¢équation (IV.17) dans les modes longitudinaux, c’est-a-dire lorsque ; k| = 0 peut étre

écrite comme :
w? = {vj + 2 (%— )}k; (IV.18)
/i
Ou:v, = \/% représente la vitesse d’Alfvén.
Et: ¢ = \/;:LL représente la vitesse du son pour les ions.

Maintenant, nous allons remplacer le rapport % présenté par 1’équation (I11.32), dans
ya

I’équation (IV.18), nous obtenons :

1+ﬁ
2 _ 2 2 2Vie 2
w" = {vA + c§ (—1 i,a. - 1)} ky (IV.19)

Le résultat ci-dessus représente 1’onde d’Alfven inertielle modifiée due a 1’effet

acoustique ionique résultant de l'anisotropie de la température.
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La racine de cette équation, nous donne la fréquence angulaire w comme:

1

14+2%i 2
w = {vf, + c? < 1+:§ — 1>} ky (IV.20)

Dans cette équation, la fréquence angulaire w (I’onde d’ Alfvén modifiée) est en relation
proportionnelle avec le nombre d’onde k, qui correspond aux modes longitidinaux dans I’effet

acoustique ionique. Pour cela, nous avons présenté, sur la figure ci-dessous (IV.1), la fréquence

angulaire w en fonction du nombre d’onde k, avec des variations aux valeurs du champ

magnétique B.
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Fig. IV. 1. La fréquence angulaire w en fonction du nombre d’onde k

La figure (IV.1) montre qu’a chaque fois le nombre d’onde k , augmente, la fréquence
angulaire w (’onde d’Alfveén modifiée) va augmenter aussi, donc on dit qu’il y a une relation
proportionnelle entre la fréquence angulaire w et le nombre d’onde k, dans les modes
longitudinaux pour I’effet acoustique ionique avec des variations aux valeurs du champ

magnétique B.
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IV.3.2. Détermination de la vitesse du groupe :

L’expression de la vitesse du groupe dans les modes longitudinaux (k; = 0) est donnée

par :
1
awg; 2
1+ e
v do _ 4 v5 + c? 2Vie—l k,
g S -
dky  dky 1+a34
e
Donc :
1
148%c P
— 1.2 2 2Vvi
Vg = {UA + C§ <F§— 1>} (VL21)
e

L’expression (VI.21) montre que la vitesse du groupe est comme une constante.

IV.4. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons appliqué notre résultat aux résultats obtenus par M. F. Bashir
et al., [1] qui concerne la détermination de la relation de dispersion de I’onde d’ Alfven inertielle
modifiée due a I’effet acoustique ionique résultant de l'anisotropie de la température dans les
modes longitudinaux, c’est-a-dire lorsque : k| = 0, donc nous limitons cette étude seulement
pour les ions et nous négligeons I’effet des €lectrons.

Pour cela, nous avons montré analytiquement puis graphiquement aprés un calcul
numérique, qu’il existe une relation proportionnelle entre la fréquence angulaire w (1’onde
d’Alfven inertielle modifiée due a effet acoustique ionique) et le nombre d’onde k&, qui

correspond aux modes longitudinaux,
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Finalement, nous avons calculé la vitesse du groupe mais c’est trouvée comme une

constante, ¢’est-a-dire, elle ne dépend pas du nombre d’onde k ;.
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Pour investiguer I'anisotropie en température dans les plasmas magnétisés dans le cadre
de la théorie cinétique, nous avons commencé par un calcul analytique de la fonction de
distribution électronique en se basant sur 1'équation de Fokker-Planck, car c’est 1'équation
appropriée pour décrire ce genre de plasma. Afin de calculer la fonction de distribution
¢lectronique, en exprimant la température dans les directions parallele et perpendiculaire. 1l a
été montré que la température est anisotrope et elle dépend du champ magnétique et de la
fréquence des collisions, nous avons limité notre développement au second ordre, on trouve

que le plasma est plus chaud dans la direction parall¢le.

Nous avons fait aussi un calcul ou bien une simulation numérique pour démontrer cette
anisotropie en température. Pour cela, nous avons présenté, sur la figure (III.1) 1'anisotropie de
la fonction de distribution. Cette figure montre que l'anisotropie est négative pour les faibles
vitesses (v S 2v;), ce qui correspond a un plasma plus chaud dans la direction paralléle.
Cependant, dans la région a grande vitesse (v £ 2v;), la composante anisotrope de f est
positive et plus importante. Cela montre que les électrons rapides sont en fait responsables de

l'anisotropie.

Par la suite, nous avons présenté sur la figure (II1.2) du méme chapitre, I'anisotropie de

la température en fonction du paramétre % Cela montre que l'anisotropie devient importante
el

comme le champ magnétique appliqué devient intense et cette anisotropie subit une saturation

au voisinage de la valeur 2.

Ce résultat analytique et numérique peut présenter et montrer des nombreuses

applications pour une variété de phénomenes dans les plasmas magnétisés tels que : le transport,

l'instabilit¢ Weibel ou le taux de croissance de l'instabilité dépend de TTL et I'onde d'Alfvén ou
1
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la dispersion dépend de TTL et ainsi d’instabilité dans le plasma de fusion et d’astrophysique, en
1

particulier dans le schéma de fusion par inertie magnétisée (MIF).

Par conséquent, nous avons appliqué notre résultat aux résultats obtenus par M. F. Bashir
et al., qui concerne la détermination de la relation de dispersion de 1’onde d’Alfven inertielle
modifiée due a I’effet acoustique ionique résultant de l'anisotropie de la température dans les
modes longitudinaux, c¢’est-a-dire lorsque : k| = 0 dont I’effet des €électrons est negligeable.

Pour cela, nous avons montré analytiquement puis graphiquement aprés un calcul
numérique, qu’il existe une relation proportionnelle entre la fréquence angulaire w (I’onde
d’Alfvén inertielle modifi¢e due a I’effet acoustique ionique) et le nombre d’onde k, qui
correspond aux modes longitudinaux. Ensuite, nous avons calculé la vitesse du groupe mais
elle est trouvée comme une constante, ¢’est-a-dire, elle ne dépend pas du nombre d’onde k ;.

Dans le prolongement de ce travail, nous calculerons I'anisotropie de la température pour un

plasma magnétisé relativiste.
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Résumé

Résumé :

Dans le présent travail, nous avons explicitement calculé la fonction de
distribution électronique pour le plasma magnétisé, en prenant compte des collisions
¢lectron-ion. L'équation de base dans cette investigation est celle de Fokker-Planck
dans laquelle, nous avons utilis¢ certaines approximations qui sont justifiées dans les
expériences de fusion magnétique et des plasmas d’astrophysiques. En calculant le
second moment de la fonction de distribution, nous avons exprimé les températures
des ¢électrons dans la direction parallele et dans le plan perpendiculaire au champ
magnétique. Il a été démontré que cette température est anisotrope et cette
anisotropie est due a la compétition entre I'effet de champ magnétique et l'effet de
collision. Notre analyse théorique est applicable aux études d’onde et d’instabilité
dans le plasma de fusion et d’astrophysique, en particulier dans le schéma de fusion

par inertie magnétisée (MIF).

Mots clés : Plasma magnétisé, théorie cinétique du plasma, collisions dans le

plasma.
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Abstract

Abstract:

In the present work, we explicitly calculated the electronic distribution
function for magnetized plasma, taking into account the electron-ion collisions. The
basic equation in this investigation is the Fokker-Planck equation in which, we used
some approximations, which are justified in the experiments of magnetic fusion and
in plasma of astrophysics. By computing the second moment of the distribution
function, we have expressed the electrons temperatures in the parallel direction and
in the perpendicular plane to the magnetic field. We show that this temperature is
anisotropic and this anisotropy is due to competition between magnetic field effect
and the collisions effect. We also present the numerical results and interpret them for
illustration. Our theoretical analysis is applicable in wave and instability studies in
fusion and astrophysical plasma, particularly in magnetized inertial fusion (MIF)

scheme.

Keywords: magnetized plasma, plasma kinetic theory, collisions in plasma
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Abstract. We investigate the temperature anisotropy in highly magnetized plasma within the
framework of kinetic theory. We explicitly calculate the electronic distribution function for a
magnetized plasma, taking into account electron-ion (e-i) collisions. The basic equation in this
investigation is the Fokker-Planck (F-P) equation, where some justified approximations for fusion
and astrophysical magnetized plasmas are used. By computing the second moment of this
distribution function, we have expressed the electron temperatures in the parallel direction as well
as in the plane perpendicular to the magnetic field. We show that the temperature is anisotropic
and that this anisotropy is due to a competition between the magnetic field and the collision effects.
We also present the numerical results and interpret them for illustration. Our theoretical analysis is
applicable in wave and instability studies in fusion and astrophysical plasma, particularly in
magnetized inertial fusion (MIF) scheme.

Keywords: magnetized plasma; plasma kinetic theory; collisions in plasma

1. Introduction

A magnetized plasma is one in which an ambient magnetic field is strong enough to significantly alter
particle trajectories. This kind of plasma is a good environment for different physical phenomena
which have intensively been studied in literature, namely, Alfvén wave [1,2], cyclotron instabilities [3],
and magnetic field reconnection [4,5] .

Magnetized plasma, both in astrophysical medium or that created in laboratories, generally presents an
anisotropy in temperature [6] which can be interpreted in the microscopic way by an anisotropic
distribution function.

In the literature, this distribution function is usually assumed to be a bi-Maxwellian distribution
function:

Ne

fem(y,v) = 7 EXp (— me_v"2> exp (_ me_vi) (1)

T2 2T 2T,

Where m,, ne, T, Ty, v, and v, are respectively the electron mass, the electronic density, the
parallel temperature, the perpendicular temperature, the parallel velocity and the perpendicular velocity.
The aim of the present paper is to analyze the electron temperature anisotropy for magnetized
plasma, in the frame of the kinetic theory. This investigation could have applications in several
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research axes, such as magnetic fusion experiments [7,8].
The magnetized plasma appears at the microscopic level as a set of charged particles of different
species in thermal motion at different velocities, where each particle has a fast gyration motion around
the magnetic field line at a perpendicular velocity v,, and a parallel motion not affected by the
magnetic field. The time dependent electron velocity can be written as: ¥(t) = v + v, (t), where
¥, (t) is the time varying perpendicular velocity which is proportional to exp(iw,.t), where w., = ren_Be
is the electron cyclotron frequency and B is the applied magnetic field . Note here that w,, is the same
for all electrons in the plasma [9]. In order to compute the electronic distribution function, we consider
for the one particle kinetic theory in 6D phase space: (7, 7). The Fokker Planck (F-P) equation is
then the appropriate equation for describing these kinds of plasmas [10], where the distribution
depends on the three independent parameters: vy, v, and the time .

In the present investigation, we consider that the time evolution of the electron distribution function
is characterized by two time scales as was the case in our previous works [11-15]: a short time scale

. . . . 1 .
relative to the cyclotron motion of electrons around the magnetic field lines, T, = — (which has
ce

typical values of 7.,,~10"1's for magnetic thermonuclear fusion experiments, where
wee~10""s71 ) and arelatively long hydrodynamic time scale (Tpy > Tce).

This paper is organized as follows: in section 2, we present the basic equation used in this
investigation. In section 3, the equation of the distribution function is analytically calculated under
some justified approximations. In section 4, we compute the high frequency distribution function. In
section 5, we compute the static distribution function. In section 6, we compute the parallel
temperature and the perpendicular one, where the anisotropy in temperature is explicitly presented.
Finally, in section 7, a conclusion is given for the obtained results.

2. Basic equation
The basic equation in this investigation is the Fokker-Planck ( F-P) equation. The F-P equation can be
presented for a homogeneous plasma, in the presence of the Lorentz force due to a statistic magnetic

field, ﬁL(t) = —ev(t) xB , taking into account the e-i Coulomb collisions, following the

Braginskii notation [16,17] as follows:

of | FL of

ot tomas = Cei (), 2)
where f = f(¥,7,t) is the electrons distribution function and C,;(f) represents the e-i operator.
Note here that the distribution function depends on the three independent parameters (v, v, and t)
and the Lorentz force is a time dependent force.

Without loss of generality we consider the magnetic field to be oriented in the x direction,
B=B% , and the electrons to oscillate in the (y,z) plane, where:
v, (t) = v, (Z — iP) exp(iwet).With this geometry, the Lorentz force is given by:
Fy = —meweevy (9 + i2) exp(iwget). 3)

This force is similar to that due to the presence of a circularly-polarized laser wave in the plasma [11].
Taking Eq. (3) into account, the F-P equation (Eq. 2) is written as:

9 0 . 0 ,
L weevs (L + 12D explionet) = Ca). ()

vy v,
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We point out that this equation (Eq. 4) is similar to that which characterizes a homogenous plasma in
interaction with a circularly polarized laser wave [11, 13]. Then we be expecting an anisotropy in
temperature due to the presence of magnetic field.

3. Distribution function

The motion of individual charged particle in plasma, in the presence of a static magnetic field, can be

decomposed into a parallel motion not affected by the magnetic field and a perpendicular gyration
motion.
The gyration period time is typically very small compared to the hydrodynamic evolution time of the
plasma. Then it is judicious to separate the time scales in the F-P equation, (Eq. 4), by assuming that the
distribution function is the sum of oscillating distribution function and a static one relative to evolution
of hydrodynamic parameters in the plasma. Hence, we write:

f=fpv,t) =f5(v, vy, t) +Real{ [, 1)}, Q)

fh(ﬁr t) = fh(U”, vy ) exp(iwcet)- (6)

The separation of time scales in the F-P equation, (Eq. 4 ), using Eq. (5), gives rise to a system of two
coupled equations: a fast time variation equation which represents the spatiotemporal evolution of
f" and a slow time variation equation representing the spatiotemporal evolution of f. Thus:

afh afs | .of* .
>~ WeeVL (a + la_vz) exp(iwgt) = Coi(f"), (7

This equation is obtained by regrouping the fast time-varying terms, proportional to exp(iw.t), inEq.
“).
The equation of the static distribution function is obtained by taking the average of Eq. (4) on
the cyclotron period, 7., = wz_n’ so:
oS Real(exp(iwget)) X
ot WeeV § Real (ﬂ + iﬂ> Yeee = Cei(f°) 8)

vy v,

Here the symbol (X}, = Ti fOT “® Xdt stands for the average value over the cyclotron period time.

4. High-frequency distribution function

h
Using expression (6), f" can be calculated from equation (7), where % = iwgf" , as a function of

f5. Thus:
. afs ,OfS .
lwcefh - Cei(fh) = WeeV) (a + la—vz) exp(iwget). 9)

The collision operator, C,;(f), is expressed in Landau form of the F-P collision operator [18,19,20]
as:
_A 0 ofs
Cei(f*) = v?a—w(vjvk = v283) 5, (10)
v _ 4megTe?

where A = — ;=
207 €Y ngetZinA

. 1 .
is the mean free path, v,; = E% and vy = /T,/m, is the thermal
el

velocity. Note that we used Einstein’s notation in equation (10).
The e-i collision operator (10) has the spherical-harmonics like proper functions [21-23]. Then it is
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judicious to use the spherical system (v, u = %", @ = arctg Z—y). The right hand side of equation (9) is

written then as:
3 afs afs , ,
Wee <(1 — 112 (v #é)) X exp(iwget + i@). (11)

This shows that f1 is proportional to exp(ip) and f* is independent of ¢. It is therefore practical to

expand f*(¥) = f*(u,v) in Legendre polynomials, P;(u):
f$=YPWwff(), and to expand the function f" = f"(u,v)expi(wet+ @), in spherical
harmonics, Y;*(u, @),of order (L, m = 1):

=3, o) ff(v) exp(io) Ti=5 PL(w) f*(v), where Pl(u) is the associated Legendre

polynomial of order (I, m = 1). Considering these expansions, the high frequency equation, (8), can be
written as:

=00 a 3
vIIET P, —;:l] +
o0 0P, . (12)
HXizo 5, fi

After some algebra using recurrence relations between Legendre polynomials and associated Legendre
polynomials [21], we demonstrate in  Appendix A that:

(iwee + 10+ DA) SEZP PR 0) = = wee | (1 — D)2

=0 Off 3 =00 aft off off af
=0 va—;(l —u?) /ZPl = YiZ6 PG (Dv alvg + Gz(D”#‘*‘GﬂDU# + G,(Dv ﬁ) )
(13)
_ (1-2)(1-1)
where G (1) = (21-5)(21-3)(21-1)’
G, (1) = —( 1(1+1) (21—3)(21—1)(21+1)—12(21—3)—(1—1)2(21+1))
2\ N 2i-1) 2+ D) (21+3) (21-3)(21-1)2(21+1) ’
(D) = (21+1)(21+3) (21+5)—(1+2)?(21+1)—(1+1)?(21+5) (+1)1
3\ (21+1)(21+3)2(21+5) (21+3)(21+1)(21-1)
_ (1+3)(1+2)
and G, (1) = QUI+7)(21+5)(21+3)’
We also demonstrate in Appendix B that:
=00 E aPl =00
Z%:o 1- HZ)Z#afzs = Z%:o le(Gs(l)fzs—g + G6(l)fls—1 + G7U)fli—1 + Gs(l)fliﬂ, (14)
— —2)2 — — — — 2 — —
where Gs(l) = (1-3)(1-2) GolD) = _ @U3)(-DI-2) @I+ D+(+1)21-3)]+ (- DI*(21-3)(21-1)

(21-5)(21-3)(21-1)’ (21-3)(21-1)2(21+1)(21+3) ’

_ QI-D)I+1)(I+2)[1(21+5)—(1+3)(21+1)]-(1+1)?(1+2) (21 +3) (21+5)

G;(D) = (21-1)(21+1)(21+3)2(21+5)
_ (1+3)%(1+4)
and Gg(1) = (21+3)(21+5) (2L+7)’

Using Eqgs. (13) and (14), equation (12) is written as follows:

o (s A . . =0 ofiL ofiL
YiZo((wee + 5L+ DIPH = —wceexplioget + i) XiZ§ Pll[Gl(l)v% + G, (l)v% +
aff 3,
GV 4 G (v + G (Dfis + Go(DFS1 G (Dfisa + Ga(DfSa) (15)

Projecting this equation on the associated Legendre polynomial, P(x) , allows us to compute the f;"
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as functions of f;%3, >4, fi°, fi%1 and f;33, hence:
afs afs of of’
ft =[G Wv 2 + G (v 22+ 61w 2LE + 6, (1) L2 + Gs(DfE3+Go(D iS4 Gr (DS +

Gs(Dfrisliexp(iwe.t +ig),  (16)
Note that in this equation, the highly-magnetized plasma approximation (w¢e > V,; ) is used.
The first three components of f" are given by:
4 ofy 8 0f5 4 9ff 6 4 ] , .
fl=1— vt vit — vt —-fF +— filiexp(iwt + i), (17)

ho__ 4 Off 8 0ff 20 0ff 6 5 8 rs , 50 rsq. ; ;
f2 =1 21v6v+63v6v+ 693V v 35f1 21f3+231f5]1exp(1wcet+l(p),(18)

h_ 2 9fs 2 0ff 46 0ff 10 0f5 48 s 28 .5 | 28 cgq. ; ;
f3 _[15 Yoy T 157 v +495vav +429v v 175f2 99f4 + 143f6]lexp(lwcet+qu).(19)

5. Static distribution function

The second term in the left-hand side of the static distribution function equation, Eq. (8), can be writte
using spherical coordinates as:

. fr wpet) | ot wmet) 3 ot
wce(Real(v, exp(iwg.t) X  Real( ! ;v[;(p +2 ;vt(p Nz, =%(1 —u®)2 x (v%—

h h
u of*(w.u) _|_f (v.u)). (20)

ou (1-p2)
The equation of the static distribution function is then given in the spherical coordinates by:
Wee (1 — 232 = A (2 (1 — y2)2L@H
(-’ = 5 (5 - w0 ). @n

We expand, as in the section 4, the f5(v,u) in P,(u) and the f"(v,u) inthe P}(u), hence:

©ee gz, O (1 1 2)3pt (1 = 22 fh 4 (1 = u2)2PLERy = A3i=0 (1 4 1P, £
s Dz W (A=) 2P) = (L =) 2p—p - fit + (L= p) VAP i) = SRz L+ DRSS
(22)

After some algebra similar to that presented in appendices A and B, using recurrence relations between

Legendre polynomials, P;(u), and associated Legendre polynomials, P}'(u), Equation (22) is written
as follows:

ce =0 ot art arh afh
e S8 P Go(Dv 2 + G (DY ZEL + Gy (Dv L2t + G, v 2L + G (DfR 5 +
A =00
GraDft1 + Gis(Dfftq + Gie(Df3| = 5 =0 LA+ 1) P (v), (23)

1-3)(1-2)(1-1)
(21-5)(21-3)(21-1)’

(I-Di+1)(1+2) I-DI[I-1)+1)(21-3)+1(1—-2)(21+1)+(21+1)(21-1)(21-3)]

where Go(l) = —

Gro(D) = (21-1)(21+1)(21+3) (21-3)(21-1)2(21+1)
G (D) = A-DIE+D+2)  (+D+2) [+ (+3)21+1)+(U+2)1(21+5) +(21+5) (21+3) (21+1)]
117 Qi+3) 21+ D) (21-1) (21+1)(21+3)2(21+5)
_ (D2 (A+3)(1+4) _(1-3)21-2)(1-14
G2 (D = (21+7)(21+5)(21+3) ’ G1z(D = (21-5)(21-3)(21-1) ’
13(1-1)2(1-2 1+1)1%2(1-1)3 1-1)21(1+1)%(1+2 1-1)I
Gra(D) = - BUZD0=2)  GDPA-D | (DAGis) | (o)

T @2-3)(21-1)?  (2uDEI-D? (21-1)(2I+1)(21+3) | (21-1)
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+23+D%L | @+3)+2)2(1+1)° | @+2)?+DIP(-1) L+ (+2)
(21+1)(2143)2 (21+45)(2143)2 (2l-1)(21+1)(21+3) 21+3

Gis(D) =

(1+4)2(1+3)(1+2)?(1+1)
21+3)(21+5)(21+7)

and 616(1) = -

This equation coupled with the f;* formula, (Egs. 16-19), allows us to determinate the different

components, f;°(v), of the static distribution function. Thus:
For the zeroth order (I = 0):

wee (4 Off 8 O 32 cn o 4o\ _
2 (517 v 3517 v 35 f3 +5f1 = 0. (24)
For the first order (I = 1):

slwce 216%_1%__ _h

where 9J,;(v) is the velocity-dependent frequency relative to electrons having a velocity wv.
For the second order (I = 2):
1 wee 36 dff 96 aff a0 aff 960

s_ 1 36 3 _ %0 _9fs _
f2_1219m-(u) 35V v 35V v 777 v 77f f1+ f3) (26)

Neglecting higher-order components behind the f;7 component, con51der1ng that f%, < f;°, this
last equation can be written as:

s — __ Wee _ a_fos 9 ( 0fs
= X ( 0.06857v 2% + 0.01904v = (v )) 27)

129¢;(v) ov
Note that equation (23) represents a recurrence relation between different components of f°. This
allows us to determinate the distribution function by knowing f; as a boundary condition. The
zeroth-order static distribution function corresponds to the non-perturbed (by the magnetic field)
distribution function of electrons. This distribution function can then be estimated by considering the
thermodynamic equilibrium as a Maxwell function. At this order (zero), the high frequency function
vanishes.

6. Temperature anisotropy

By limiting the expansion of the distribution function in Legendre polynomials to second order,

the parallel temperature T = mev"2 , where the symbol  stands for average value, is given by:
ne Ty = m, f vifd3v =

m, [z {00 PN 4y = Lo, [ o2 (fy 0w — Lom, [ v* (1, D). (28)

P,(1) f2(v)

It is important to note that the high-frequency distribution function does not contribute to the
temperature since its average over the cyclotron period time vanishes [f"~exp(iw..t)]. The zeroth
order distribution function corresponding to the plasma not being affected by the magnetic field is
considered to be a Maxwellian :

2
fow) = 173(:# exp(— :7). Consequently, the second anisotropic distribution function ( Eq. 27), can
t t

be written as follow:
s _ Wee N 5 v?2
ff == 0 (o. 011809—— 0.0057 )exp (—ﬁ) (29)

Vei

Computing the integral in Eq. (28), the explicit expression of T} is found to be:
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T, =T(1 +aj—) (30)

where v,; is the e_i collision frequency and a = 1.93 .

The perpendicular temperature, T, = %mevi, is given by:

neTy = sme [VEfd35 =m, [(1— p2)v*(fy + ufy +5 Bu? — Dfy)dvdp = Tm, [ v fodv —

%nme [v*fodv. 31

In the case of the Maxwellian isotropic distribution function, the T is calculated explicitly from the
above equation to be:
a Wce
T, =T (1 + Ev_el.) (32)

The temperature anisotropy is then given by:

T +asee
j— el

T - 1+awce' (33)
1 2V

It is very clear that this anisotropy depends on the ratio of the cyclotron frequency to the collision

frequency. This equation shows that the anisotropy tends to 1 for a high collision frequency (% &K1

which is in agreement with the 1D numerical simulation carried out by Takizuka et al. [24], despite that
Eq. (33) is limited to highly magnetized plasma (% > 1).
et

We have presented, on the Fig. 1, the anisotropy on the distribution function.

Fig. 1: Anisotropic distribution function (arbitrary unit)
for different values of the magnetic field

74

g

3 w BT
g ~e-B=T
t —
s B=5T
8

B

N

K 2 4 vy 8 8 10

This figure shows that the anisotropy is negative for low velocities (v < 2v;) which corresponds to a
hotter plasma in the parallel direction. However in the high velocity region (v = 2v;) the anisotropic
component of f is positive and more important. This shows that the fast electrons are in fact
responsible for the anisotropy. We present in Fig. 2 the temperature anisotropy as a function of the
parameter —<¢.

Vei

Fig. 2: Temperature anisotropy as function of the rate mceh'ei

10 10 10°
w My
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This shows that the anisotropy becomes important as the applied magnetic field becomes intense, and
this anisotropy undergoes a saturation in the vicinity of the value 2.

7. Conclusion

To investigate the temperature anisotropy in magnetized plasma we have analytically calculated the
distribution function for a highly-magnetized plasma. Using this distribution function, we have
calculated the temperature in the parallel and perpendicular directions. We have shown that the
temperature is anisotropic and that itis  depend on the magnetic field and on the collision frequency.
The numerical calculus shows that the anisotropic distribution function is negative in low-velocities
region and positive in high-velocity region over a larger band, where the maximum is more important
than the minimum. This shows that fast particles are responsible for the temperature anisotropy.

In this study, we have limited the expansion of the distribution function to second order which is
sufficient for the study of some physical phenomena occurring in magnetized plasma such as Weibel
instability. The plasma is hotter in the parallel direction which can be interpreted by the fact the
plasma heating by momentum transfer due to collision is more efficient in the parallel direction. This
analytical result could have applications for several physical phenomena occurring in magnetized

plasma: the Weibel instability where the growth rate of instability depends on TTL and the Alfvén
1

. . T . . :
wave where dispersion depends on TL As an extension to this work, we will calculate the
1

temperature anisotropy for a relativistic magnetized plasma.
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Appendix A
In order to establish Eq. 13, we use the recurrence relation between associated Legendre polynomials
demonstrated in (Ref. 21) forallorders [ >0 and 0<m < I:
1+1 !

uP" = =Py + = PZy. (AD)

For m = 0 Eq. (A1) is written as:
1+1 l

UP) = =Pl — Py (A2)

Multiplying Eq. (A2) by u, we find:

141 !
WP} = = uPly + 5 — Py, (A3)

where pPl, and wuP?, are givenby Eq. (A2)for [ > [+ 1 and [~ [+ 1 respectively.
Substituting Eq.(A2) into Eq. (A3), we find:

250 _ Q+DI+2) o (1+1)? 1? 0 1(1-1) 0
KPR _(zz+1)(zz+3)Pl+2 ((zz+1)(zz+3) (zz+1)(zz—1))Pl (zz+1)(zz—1)Pl—2 (A4)
and then:
23y p0 _ __+D(+2) o (21-1)(21+1)(21+3)-(+1)*(21-1)=1*(21+3) 0 _ 1(1-1) 0
(L—pHF = (21+1)(21+3)Pl+2+ (2l-1)(21+1)(21+3) Py (21+1)(21—1)Pl—2-
(A5)

Multiplying this equation by /1 — u? , we get:
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_an3/2p0 _ __(4D(+2) QI-DEIHDRIH+3)-(+1)?QI-1)-122143) 750 _
(1 =p)""h e VI H 2Plys + (21-1)(21+1)(21+3) 1=wh

-y T
21+1)(21-1) 1-p?Pl,. (A6)

It has been demonstrated in (Ref. 21) that for all [ and m:

1
V1—p?Pt = — P ———PR{Y (A7)
This equation can written for: ({+2,m =0), (I,m =0)and (Il —2,m = 0) as follows:

1 1
V1= u2Ply = =Pl — 5 Phs (A8)
vl—#zplo—mpl 1 2H_1Pl+1' (A9)

1 1
VI—p2Ply =5 —Pl3— 5Py, (A10)

By substitution of these Egs. (A8), (A9) and (A10) into Eq. (A6), we get:

1(1-1) 21-1)(21+1)(21+3)-(1+1)?(21-1)—1%(21+3)

_ ,2)3/2p0 —
(1 —=p5)>"h T (2+1)(21-1)(21-3) Pis +( (21-1)(21+1)%(21+3)
1(1-1) _ (1+1)(1+2) (21-1)(21+1)(21+3)—(1+1)2(21-1)—1%(21+3) pL 4
2l+1)(21-1)(21- 3)) ((21+1)(21+3)(2z+5) (21-1)(21+1)2(21+3) IPiis
1+1)(1+2) 1
(21+1)(21+3) (2145 L*3: (All)
Multiplying this equation by f;° and summing over all [, we get:
l=oo 2 1(1-1) 1 0ff
=R ~ L5 armecnass P e T
Zl oo, (21-1)(21+1)(21+3)—-(14+1)%(21-1)—1%(21+3) 1(1-1) 1 ﬁ_
(21-1)(21+1)2(2143) (21+1)(zz—1)(21—3)) ov
Z (1+1)(1+2)
(21+1)(2l+3)(21+5)
21-1)(21+1)(21+3)—-(14+1)%(21-1)-12(21+3) 6fl (I+1)(1+2) 1 afls
(21-1)(21+1)2(21+3) IPlrv +Zl 0 (1+1)(21+3)(21+5 Prisv 2, o (Al2)

It is practical to shift the summation in the rlght hand side of this equation as follow:

(-1 1 afl _ 1+3)(1+2) 1. 0f5s
El 0 u+1)(21-1)(21-3) Zl 0 (21+7)(21+5)(zz+3)P V=oy (A13)
Zl 0o, 21-1)(21+1)(21+3) - (1+1)%(21-1)—1?(21+3) 1(1-1) )P vﬁ:
(2I-1)(21+1)2(21+3) (21+1)(21-1)(21-3)7 171
I=c0 21+ 1)(21+3)(21+5)—(1+2)%(21+1)—(1+1)?(21+5) (+1)1 pip afl+1 Al4
(=0 (21+1)(21+3)%(21+5) (21+3)(2l+1) (21— 1)) ’ ( )
Z (1+1)(1+2) (Zl—1)(2l+1)(2[+3)—(l+1)2(21—1)—12(Zl+3))P af, .
(21+1)(21+3)(21+5) (21-1)(21+1)2(21+3) 1+1V v
1(1+1) (21-3)(21-1)(21+1)—1%(21-3)—(1-1)?(21+1) 1, off 4
28 Grnennans (21-3)(21-1)2(21+1) WPiv=305 (A15)
(I+1)(1+2) 1 afl (1-2)(1-1) 1. 0fis
258 Grnainsairs P ar = 250 rsarnan Y e (Al6)

These Eqgs. (A13)-(A16) are Justlﬁed by the fact that f;° are none for [ < 0.
Substituting Eqgs. (A13)-(A16)) into Eq. (A12), we well found the Eq. (13).

=, Off 3 =0 af aff off, af
s va—;(l — u?) /ZPl =Pt Pﬁ(@@)”# + Gz(D”#‘*‘GﬂDU# + G, (Dv ﬁ)»

10
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(21-3)(21-1)(21+1)-1%(21-3)-(1-1)?(21+1)

where

G0 = (21—?)2221)513_)81—1)' G2 (D) = _((Zl—l)é;ll:-ll))(21+3)
Gz (D) = +(21+3)((;:il)(21—1) and
60 =~ GEmaisans

Appendix B

)

(21-3)(21-1)2(21+1)

In order to establish the equation (14), we use the following recurrence relations between associated
Legendre polynomials which are demonstrated in (Ref. 21) for all order [ >0 and 0 <m <,

thus:
_ 2y GR D A+m) py  WI=mAD) o
1=k T 2041 D
(BI)
l+m m l-m+1
Sk T 2ie1 UL g4 o1 (B2)

1= m+1_; m+1
1— 2P _21+1 - 2ir1 B3)

For m=0, these Eqs. are written as:

ap l(i+1 l(i+1
M- =P — 5 P, (B4)

Substituting Eq. (B5) in the right hand side of Eq. (B7) for l»[—1 and [ = [ —1, we then

L+D[-DRI3)-U+2)I-1)] , 1(1+1)?

21+1 21+1
P =Py + ——Piy, (BS)
JI- 2P = =Pl — = PLy. (B6)
Multiplying Eq. (B4) by u , we get:
(1= pu Gt = S HPioy = St WP (BT)
obtain:
(1—112)#6:: #:21111) -2

(B8)

Multiplying Eq. (B8) by /1 — u? , we get:

(21-1)(21+1)(21+3)

L @i+ (2i+3) 1+

2 3/2 ar; _ P(+1) /—_ l(l+1)[(l—1)(2[+3)—(l+2)(21—1)] T 2p _
(1 —u9 1 Py + (21-1)(21+1)(21+3) 1—=pP

Fan =~ @imneien

1(1+1)? o)
(21+1)(21+3) 1=p2Prs. (B9)

Using Eq. (B6) in the right hand side of Eq. (B9) for [ » [ — 2

following equation:

,land  »1—1, we obtain the

(1 — y2)3/2 %8 12(1+1) - ((21—3)l(l+1)[(l—1)(21+3)—(l+2)(21—1)] B

du — (21-3)(2l-1)(21+1)

(21-3)(21-1)(21+1)2(21+3)

12(1+1)(214+1)(21+3) ) 1 ((21+5)l(l+1)[(l—1)(21+3)+(l+2)(21—1)]
1

(21-3)(21-1)(21+1)2(21+3)

(21-1)(21+1)2(21+3)(21+5)
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Multiplying this equation (B10) by f;° and taking the summing over all [, we obtain:

2)3/2 dPl 12(1+1) 1 g, (QRIEDEHD[A-D)@I+3)-1+2)(21-1)]
Z o (1 =15 fl - l 0 [(zz 3)(21- 1)(21+1)Pl sf +( (21-3)(21-1)(21+1)2(21+3)

(B10)

12(l+1)(21+1)(21+3) p _ (21+5)l(l+1)[(l—1)(21+3)+(l+2)(21—1)]_I_
(21—3)(21—1)(21+1)2(21+3)) -1/ ( (21-1)(21+1)2(21+3)(21+5)

1(1+1)2(21-1)(21+1) p 1(1+1)? 1 s
(zz—1)(zz+1)2(21+3)(2z+5)) b fi (21+1)(21+3)(21+5) teafi’]

(B11)

It is practical to shift the summation in the right hand side of this equation as follow:
12(1+1) (1+3)2(1+4)

Pty (21-3)(21-1)(21+1) Pisff = Xi=¢ (21+3)(21+5) (21+7) Pl fitss (B12)
I=oopI=3A+D[I-DRI+3)-(1+2)(21-1)]  1PI+1)(21+1)(21+3) pl_f£s —
=0l (21-3)(21-1)(21+1)?(21+3) (2!—3)(21—1)(21+1)2(21+3)] - =
l=cor(2I-1)(1+1)(1+2)[1(2145)-(1+3)(21+1)] . (1+1)%(1+2)(21+3) (21+5) 1 BI3
=0 [ (21-1)(214+1)(21+3)2(21+5) (21—1)(21+1)(21+3)2(21+5)] lfl“' ( )
yo QU+SIA+D[I-1)(21+3)+(1+2)(21-1)] 1(1+1)2(21-1)(21+1) s _
=l (21-1)(21+1)2(21+3)(21+5) (21—1)(21+1)2(21+3)(21+5)] i =
o (2z+3)(z—1)z[(z—z)(zz+1)+(1+1)(2z—3)]+
1=ol (21-3)(21-1)2(21+1)(21+3)
(1-1)12(21-3)(21-1) 1rs
(2[—3)(21—1)2(Zl+1)(21+3)] L fima (B14)
1(1+1)3 (1-3)(1-2)?
Zi=y arnaraars sl =350 G San s (B15)

Substituting Eqs. (B12)-(B15) into Eq. (B11), the Eq. (14) is well found.
=00 E aPl =00
YiZo (1 - #Z)ZMEES =220 PH(Gs(Dfis + Ge(Dfily + Gr(Dfi%1 + Ga(Dfiks),

where

G(l) = (1-3)(1-2)? Go(l) = — I4+3)(1-DI[(I-2)2I+1)+(+1)(21-3)]+(1-1)12(21-3)(21-1)
SN T 2i-s)(21-3)(21-1) 6N T (21-3)(21-1)2(21+1)(21+3) ’
G (l) QI-DI+1D)(I+2)[1(21+5)-(1+3) 21+ 1D)]-(1+1)?(1+2)(21+3)(21+5)
TN (21-1)(21+1)(21+3)2(21+5)

and

(1+3)%(1+4)

Ge(D) = (21+3)(21+5) (21+7) °
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