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INTRODUCTION GENERALE 

L’étude d’un plasma en présence d’un champ magnétique a été largement décrite dans 

la littérature depuis les années 50. L’existence d’un champ magnétique externe dans un milieu 

pareil, induit de nombreuses modifications sur la dynamique des particules. Lorsque la 

trajectoire d’une particule s’enroule autour des lignes du champ magnétique, elle peut subir une 

modification de sa trajectoire, on parlera ici d’un plasma magnétisé.   

On appelle un plasma magnétisé, un plasma dans lequel un champ magnétique ambiant 

est suffisamment fort pour modifier de manière significative les trajectoires des particules. Ce 

type de plasma est un bon environnement pour divers phénomènes physiques qui sont 

intensivement étudiés dans la littérature. A savoir, l'onde d'Alfvèn [1,2], les instabilités du 

cyclotron [3] et la reconnexion du champ magnétique [4,5]. Le plasma magnétisé présente une 

anisotropie en température qui peut être interprétée de manière microscopique par une fonction 

de distribution anisotrope. Habituellement, dans la littérature, cette fonction de distribution est 

supposée d’être une fonction de distribution bi-maxwellienne : 

                             �CD�E∥, EG
 = I?
JKJ∥LM exp O−

Q?R∥M�J∥ S exp O−Q?RKM�JK S	                           (I) 

Dans ce travail, on s’intéresse à l’étude de l’anisotropie en température [6] dans les plasmas   

magnétisés, pour cela : 

• Nous allons calculer explicitement la fonction de distribution en vitesses pour un plasma 

chaud magnétisé en tenant compte du champ magnétique et des collisions (é-i), l’équation 

appropriée pour décrire ce genre de plasma (chaud et très ionisé) est celle de Fokker-

Planck[7]. 

•  Utiliser quelques approximations des expériences de fusion magnétique [8] et des plasmas 

d’astrophysique magnétisés. En considérant deux échelles de temps : une échelle 
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de temps rapide relative au mouvement cyclotronique des électrons autour des lignes du 

champ magnétique et une deuxième échelle hydrodynamique lente relative au mouvement 

thermique des électrons.  

• Nous allons aussi exprimer les températures électroniques dans les directions parallèles et 

perpendiculaires au champ magnétique pour les calculer et démontrer ensuite cette 

anisotropie. 

� Problématique : 

Notre étude de l’anisotropie en température dans les plasmas magnétisés peut trouver plusieurs 

applications pour différents phénomènes comme : les ondes d’Alfvèn et l’instabilité de Weibel et 

aussi dans plusieurs axes de recherche, comme dans les expériences de fusion magnétique, dans 

les plasmas de fusion thermonucléaire ainsi que dans les plasmas stellaires et en particulier dans 

le schéma de fusion par inertie magnétisée (MIF). 

� Objectif de l’étude : 

L’objectif essentiel de ce travail est l’investigation l’anisotropie en température parallèle et 

perpendiculaire dans les plasmas magnétisés, après que nous avons démontré analytiquement et 

même graphiquement (par une simulation numérique) ; que la fonction de distribution est 

anisotrope et elle dépend explicitement de l’amplitude du champ magnétique et de la fréquence 

des collisions électrons-ions. Pour cela, en utilisant quelques approximations des expériences de 

fusion magnétique et des plasmas d’astrophysique magnétisés et ce en séparant l’échelle du temps 

dans l’équation de Fokker-Planck pour avoir un système de deux équations couplées. 
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� Structure de thèse : 

Le contenu de cette thèse se compose de quatre chapitres, présentés comme suit : 

Le premier chapitre contient deux parties importantes dont la première est consacrée au 

traitement des ondes électromagnétiques à hautes fréquences dans laquelle, nous étudions 

uniquement des ondes qui se propagent d’une manière perpendiculaire et parallèle à B0, ainsi 

nous développons le formalisme des angles arbitraires de propagation, qui peuvent créer des 

possibilités de la résonnance de l’onde ainsi que de seuil. Nous profiterons donc l’occasion dans 

cette partie de comparer entre les seuils et les résonnances. Ensuite, dans la deuxième partie, 

qui est consacré au traitement des ondes électromagnétiques à basses fréquences, nous étudions 

les classes des ondes qui deviennent disponibles à des fréquences basses. Ces ondes ont un 

intérêt théorique et pratique considérable, pour cela, nous considérons le plasma a soit un 

tenseur de conductivité électrique complexe dispersif ou plus classiquement, une réponse 

diélectrique de tenseur complexe dispersif. Ça nous permet d'unifier toutes les ondes étudiées ; 

les ondes électrostatiques X et O dans la direction perpendiculaire, les ondes R et L dans la 

direction parallèle, en utilisant un formalisme unique valable pour tous les angles de 

propagation.  

 Dans le deuxième chapitre, nous présentons une description cinétique du plasma ainsi 

que ses équations ; commençant par l'équation de Liouville qui nous aidons à l’étude du 

comportement dynamique d'un système de N particules en interaction, puis nous appliquons 

cette équation au plasma. Ensuite, nous décrivons le comportement de ce système des particules 

chargées utilisant les équations de Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon (BBGKY). Les 

approximations utilisées sur la hiérarchie « BBGKY » représentent l’origine des équations 

cinétiques qui sont : L’équation de Boltzmann, l’équation de Landau et l’équation de Fokker-

Planck qui est la base de notre travail définie dans le chapitre suivant.
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Ensuite dans le troisième chapitre ; nous faisons un calcul analytique puis numérique 

pour montrer l’anisotropie en température des électrons pour un plasma magnétisé, dans le 

cadre de la théorie cinétique. L'équation de Fokker-Planck est l'équation appropriée pour décrire 

ce genre de plasma décrite en premier paragraphe. Afin de calculer la fonction de distribution 

électronique dans le deuxième paragraphe, nous considérons la théorie cinétique d'une particule 

avec 6D d’espace de phases:�T	, E	
. Puis, dans le quatrième et le cinquième paragraphe, nous 

calculons la fonction distribution à haute fréquence f h et statique f s, respectivement. Ensuite le 

sixième paragraphe est consacré au calcul de la température des électrons dans la direction 

parallèle et perpendiculaire du champ magnétique où nous montrons l'anisotropie en 

température et ce sous forme théorique puis graphique. Enfin, dans le dernier paragraphe nous 

donnons une interprétation pour les résultats obtenus. 

Finalement, le quatrième chapitre est consacré à une application de la dispersion des ondes 

d’Alfvèn, dans lequel, nous voulons appliquer nos résultats obtenus à ceux obtenus par M. F. 

Bashir et al., présenté  dans la référence [1] de ce chapitre. 

Dans ce travail, le système linéaire de Vlasov-Maxwell est présenté dans le premier 

paragraphe ensuite un tenseur diélectrique généralisé est dérivé pour un plasma d’électrons – 

ions, bi-maxwellien, non relativiste et magnétisé dans le même paragraphe. Dans le deuxième 

paragraphe, une nouvelle relation de dispersion décrivant la propagation oblique des modes 

d’Alfvèn a été déterminée en incorporant les anisotropies de température des électrons et des 

ions à la fois. De la relation dispersion résultante pour les ondes d'Alfvèn cinétiques (KAWs), 

les expressions analytiques sont déterminées pour les régimes cinétiques et inertiels 

respectivement. 

Le dernier paragraphe de ce chapitre consacré aux applications de nos résultats à ce qui est 

déterminé précédemment par M. F. Bashir et al., c’est à dire la détermination de la relation de 
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dispersion de l’onde d’Alfvèn inertielle modifiée due à l’effet acoustique ionique résultant de 

l'anisotropie de la température dans les modes longitudinaux �B⏊	 = 0
, donc nous limiterons 

cette étude seulement pour les ions et nous négligeons l’effet des électrons.  

Pour cela, nous allons montrer analytiquement puis graphiquement après un calcul 

numérique, qu’il existe une relation entre la fréquence angulaire 	7		(l’onde d’Alfvèn inertielle 

modifiée due à l’effet acoustique ionique) et le nombre d’onde  B⫽ qui correspond aux modes 

longitudinaux et nous allons conclure la vitesse du groupe. 
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I.1. Introduction : 

         Une onde électromagnétique comporte à la fois un champ électrique E et un champ 

magnétique B oscillant à la même fréquence, ils sont classées selon leurs fréquences en deux 

catégories : Les ondes électromagnétiques à hautes fréquences et celles à basses fréquences.  

Nous allons traiter dans une première partie, le cas des ondes électromagnétiques à hautes 

fréquences dans la présence d’un champ magnétique B0, en introduisant le champ magnétique dans 

un milieu plasma à l’équilibre. Dans cette même partie, nous examinerons uniquement les ondes 

qui se propagent parfaitement d’une manière perpendiculaire et parallèle à B0, nous supposeront 

ici que la fréquence de l’onde est suffisamment élevée, pour que les ions peuvent être considérés 

comme stationnaires, où nous allons développer le formalisme des angles arbitraires de 

propagation. Le nouvel effet dynamique (c.à.d. la giration Larmor) [9] qui est introduit par le 

champ magnétique, crée des possibilités de la résonnance de l’onde ainsi que des seuils. Nous 

profiterons l’occasion pour comparer entre les seuils et les résonnances. 

Ensuite, dans la deuxième partie, nous allons traiter le cas des ondes électromagnétiques 

à basses fréquences dans laquelle, nous étudions les classes des ondes qui deviennent 

disponibles à des fréquences inférieures dues au mouvement d'ions. Ces ondes ont un intérêt 

théorique et pratique considérable, dans lequel, nous considérons que le plasma d'avoir soit un 

tenseur de conductivité électrique complexe dispersif ou, plus classiquement, une réponse 

diélectrique de tenseur complexe dispersif. Cela nous permet d'unifier toutes les ondes que nous 

allons étudier ; les ondes électrostatiques X et O dans la direction perpendiculaire, les ondes R 

et L dans la direction parallèle, en utilisant un formalisme unique valable pour tous les angles 

de propagation.   

 

  



Chapitre I 
 ________________________________  Etude des ondes électromagnétiques dans un plasma magnétisé   

                                                                                                                          ___________________________ 

10 

 

 I.2 Etude des ondes électromagnétiques à haute fréquence dans un plasma 

magnétisé : 

 

I.2.1 Traitement des ondes électromagnétiques à haute fréquence se 

propageant perpendiculairement au champ magnétique : 

Nous traitons maintenant le cas des ondes électromagnétiques qui se propagent 

perpendiculairement à Bo, c’est-à-dire k ⊥ B0 (l’orientation du vecteur d’onde k ou du champ 

électrique E par rapport au champ magnétique Bo), pour cette propagation perpendiculaire, nous 

trouvons d’autres types d'ondes. 

 

I.2.1.1 Types des ondes électromagnétiques : 

Nous avons dans ce cas deux types d’ondes : les ondes ordinaires et les ondes 

extraordinaires. Pour les ondes ordinaires ou parfois abrégées en O se trouvent où nous avons 

une onde qui se propage perpendiculairement à Bo, mais le champ électrique de l'onde est 

orienté selon Bo. Cela signifie que le champ magnétique ne joue aucun rôle dans la dynamique 

d’onde donc la force de Lorentz u�	x	BW	[10] est nulle, c’est-à-dire que le mode ordinaire ne 

remarque jamais Bo. Ainsi, l’onde ordinaire dans un plasma magnétisé avec k ⊥ BW (ondes 

perpendiculaires), c'est juste E� ⊥ k  et E� 	⫽ BW. 

	L'autre orientation possible de E1, c’est-à-dire E� ⊥ BW a quelques propriétés 

extraordinaires ou parfois abrégées en X. Dans ce cas, il y a deux composantes transversale et 

longitudinale dépendantes de la fréquence 7. Lorsque 7 est très proche de la résonance hybride 

supérieure (que nous allons définir prochainement), il est purement longitudinal (E1 ⫽ k), mais 

ailleurs il y a une composante transversale (E1 ⊥ k). D'une manière générale, le champ 
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électrique de cette onde présente une composante le long de (k ⊥ B0) et une composante 

perpendiculaire à k et à Bo. Si nous choisissons Bo se trouve dans la direction z, et k se situe 

dans la direction x, alors E1 peut avoir des composantes dans les deux directions x et y. 

 

I.2.1.2 Détermination de la relation de dispersion pour un plasma froid dans 

le cas de la propagation perpendiculaire (k ⊥ B0) : 

Nous supposons que les ions sont stationnaires, car leur inertie est trop grande pour eux 

pour répondre à une onde de haute fréquence, et nous négligeons la pression électronique qui 

peut réellement être importante ici car cette onde n'est pas incompressible. Cette approximation 

est parfois appelée théorie du « plasma froid» [11], il est équivalent en supposant Te = Ti = 0. 

Avec ces hypothèses, l'équation fluide du mouvement linéaire pour l'électron est :  

                                                −	Z7[\]L =	−	^�_]L 	+ 	\aL 	bW
 
																																																						−	Z7[\aL 	= 	−	^�_aL −	\]LbW
																																														(I.1)	

Qui peut être simplement résolue pour \]L  et \aL  qui représentent les vitesses de fluide 

d'électrons dans les directions x et y respectivement. Nous pouvons utiliser la méthode des 

déterminants pour résoudre ce système d'équations linéaires, exprimé sous la forme : 

^_]L/[	 = 	Z7\]L 	–	 	7;\aL 	
																																																																																								^_aL/[	 = 	7;\]L 	+ 	Z7\aL																																																			(І.2) 

Où : 	7; = e
QCf représente la fréquence de coupure. 
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    Le facteur déterminant est  7;� − 	7�  et les solutions sont : 

 

\]� = �^/[
�Z7_]� +	7;_a�
7;� − 	7�  

                                                   \a� = �e/Q
�g=hiL	j	=>hkL
=>Ml	=M                                                   (І.3)  

Nous substituons ces vitesses de fluide d'électrons dans l'équation des ondes, soit 

l'équation : 

                                        B	�_�	– 	B	�B	. _�
 	= 	 �7	�/n	�	
[_� + 	Zp�	/	�qW7
]   (І.4) 

Avec : 	p� 	= 	−	tW^\�	; qui représente la densité volumique du plasma. 

D'abord, nous séparons cette équation vectorielle en deux composantes dans les 

directions x et y. Le vecteur E1 n’a aucune composante dans la direction z, puisque cela 

correspond au mode ordinaire. Nous avons choisi k pour la direction x, de sorte que le côté 

gauche de l'équation (І.4) n'a pas de composante x. Contrairement pour le côté droit de 

l'équation (І.4), nous obtenons alors : 

                                                          _]� = g�IfeM/εfQ
�g=hkL	j	=>hiL
=�=>Ml	=M
                 (І.5) 

Et à partir de la composante y, multipliant par c2 / ω2, on obtient : 

                                            �1 − n�B�/7�
_a� 	= g�IfeM/εfQ
�g=hiL	j	=>hkL
=�=>Ml	=M
     (І.6) 

Notant la présence de la fréquence de plasma au carrée ; 7<� = I?eMvfQ 	dans ces équations, 

et en observant aussi que nous avons ici deux équations linéaires à deux inconnues, nous 

multiplions par �7;�	 −7�
 et réécrire les équations comme : 
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w7;� −7� + 7<�x_]� − Zw7<�7;/7x_a� = 0 

                        Z�7;�7;/7
_y� + z�1 − n�B�/7�
�7;� − 7�
 + 7<�	{_a� = 0                     (І.7) 

Encore une fois, nous pouvons résoudre ces équations par la méthode des déterminants, 

mais nous n'avons pas pu obtenir l'amplitude de E1 à partir de ces équations : lorsque le côté 

droit de cette équation matricielle disparaît alors la solution est dégénérée, et plutôt nous 

obtenons un critère sur les coefficients, leur déterminant devrait disparaître. Cela nous donne : 

                     w7;� − 7� + 7<�x[�1 − n�B�/7�
�7;� − 7�
] − �7<�7;/7
� = 0                (І.8) 

La relation de dispersion peut maintenant être écrite : 

                         O1 − ;M|M
=M S �	7;�	 − 7�	
 + 7<�	 = �7<�	7;/7
�/�7;� − 7�
                      (I.9)     

C’est effectivement la relation de dispersion [7	 = 	7�B
] que nous cherchons. Nous 

définissons la fréquence hybride supérieure [12] comme : 

                                                              	7}�	 ≡ 7<�	 + 7;�	                                                     (І.10) 

 Si nous substituons l’expression (I.9) dans (I.10), nous obtenons : 

 O1 − ;M|M
=M S �7;� − 7�
 = l=�M�=�Mj=>Ml=M
j�=�M=>/=
M�=�Ml=M
 = −7�2�7n2−72
+�7�4/72
�7n2−72


�7ℎ2−72
                    

	                                                                                                                                             (І.11) 

Puis, en divisant par (	7;�	 −	7�
 et les conditions de réarrangement, on obtient : 

                                                          
;M|M
=M = ;M

R�M = 1 − =>M�=Ml=�M
=M�=Ml=�M
        (І.12) 

Ici, nous voyons que lors de la résonance hybride supérieure, k → ∞, c'est à dire la 

longueur d'onde tend vers zéro. C'est ce que l'on entend par résonance. Aussi lorsque k → ∞, la 

vitesse de phase tend vers zéro.  



Chapitre I 
 ________________________________  Etude des ondes électromagnétiques dans un plasma magnétisé   

                                                                                                                          ___________________________ 

14 

 

La relation de dispersion a également deux seuils, définis comme k → 0, c'est à dire la 

longueur d'onde tend vers l'infini. Ceux-ci peuvent être trouvés en définissant : 

																																																	7�	w7�	 − 	7;�	 − 	7<�	x = 7<�	�7�	 − 	7<�	
   (І.13) 

Il s'agit d'une équation quadratique pour 7�	, divisant les deux côtés par ω2 (ω2 -	7<�	), 
on obtient :           

                                              	1 − 	7;�	/w7�	 − 	7<�	x = 7<�	/7�	                                         (I.14) 

Et en  poursuivant ces calculs, nous avons : 

                                             w1 − 	7<�	/	7�	x = �	7;�	/	7�	
�1 − 	7<�	/	7�	
  (І.15) 

À partir de laquelle, nous prenons la racine carrée, pour obtenir : 

                                                           w1 − 	7<�	/	7�	x = ∓�7;/	7
                                    (І.16) 

Ce qui nous donne deux équations du second degré, avec (probablement) quatre 

solutions. Les équations du second degré peuvent être réécrites comme suit : 

                                                         w	7�	∓	77; −	7<�x = 0                         (І.17) 

Et les quatre solutions contiennent deux ∓ symboles indépendants : 

                                                 7 = �
� �∓7; ∓ �7;� + 	4	7<�	
� �� �                 (І.18) 

Cependant, un 7 négatif n'a pas de sens, par convention 7	 > 	0 et k est un vecteur signé 

pour nous donner la direction de propagation, de sorte que deux des solutions ne sont pas utiles, 

et nous obtenons seulement deux fréquences de coupure distinctes physiquement comme :       

                                                		7 = �∓7; + �7;� + 	4	7<�	
� �� � /2 ≡ �7�7�
                (І.19) 

Le signe + donne la fréquence du seuil « droite » et le signe – donne la fréquence du 

seuil «gauche», notés 7� et 7� 	respectivement. La raison de cette nomenclature est que ces 
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mêmes fréquences apparaîtront comme des seuils pour les ondes polarisées circulairement 

gauche et droite se propageant parallèlement à BW. Les fréquences de coupure ne varient pas 

avec l'angle de propagation. En revanche, la fréquence de résonance hybride supérieure décroît 

à mesure que l’onde s’éloigne de la perpendiculaire. Il est également intéressant de noter ici 

que la résonance hybride supérieure et le seuil de droite (la coupure à droite) sont clairement 

dans le domaine des hautes fréquences. Toutefois, si 7< << 	7; puis le seuil de gauche peut 

apparaître à basses fréquences, où la dynamique d'ions peut être importante dans le calcul de 

7�, et dans la dynamique d'ondes. C'est le cas que nous allons l’étudier dans la partie suivante. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        

Figure І.1. Relation de dispersion pour l'onde extraordinaire se propageant 

        perpendiculairement à B dans un plasma magnétisé, avec ωc
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La figure (I.1) montre que les seuils et les résonances sont importantes en partie parce 

qu'ils définissent les bandes passe et stop où les ondes peuvent se propager dans un plasma. 

Ceci est clairement illustré dans la relation de dispersion pour l'onde extraordinaire dans la 

figure (І.1), nous avons choisi les paramètres du plasma tels que 	7;�	 = 2	7<�	. Cela montre que 

les ondes peuvent se propager dans les zones de bande de passage de 7� < 	7	 < 	7} et 

 7	 > 	7�, mais une bande d'arrêt existe dans l’intervalle 7} < 	7	 < 	7�. Les seuils sont aux 

fréquences où la relation de dispersion disparaît en k = 0, et les résonances sont où k → ∞.   

 

I.2.1.3   La vitesse du groupe :  

Si nous imaginons une onde X qui se propage perpendiculairement à Bo, et directement 

vers le bas d'une densité ou d’un gradient de champ magnétique jusqu'à ce qu'il atteigne «la 

couche» de l'hybride supérieure ou la résonance hybride supérieure, nous pouvons voir 

graphiquement dans la figure (І.1) que la vitesse du groupe tend vers zéro. En multipliant 

l'équation (І.12) par 7�	 et en la dérivant, nous trouvons, comme ω → ωh : 

                                          2n�B�B ≈ 27�7 + �=�M=�=�=�Ml=M
+ �=�M=>M=�=�=�Ml=M
M                          (І.20) 

En	utilisant une approximation pour obtenir une résolution d'équations (І.12), près de                   

 7 =	7}	, on obtient la vitesse de phase comme : 

                                        E< ≡ 7/B ≈ n7}�7}� − 7�
� �� /7<7;                            (І.21)  

Et pour la vitesse du groupe, on obtient 

                                        
�=
�| = E� ≈ w=�Ml=MxM;M

=�M=>MR� ≈ w=�Ml=Mx� M� ;
=�=>=�                          (I.22) 
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 Près de la résonance, E�� varie en :   

                                      E�� ≈ �7}� − 7�
�n�/�7<7;7}
�               (І.23) 

       Ainsi, dans les limites de la théorie de plasma froid linéaire et si en supposant une 

propagation d’onde purement perpendiculaire, l’amplitude de l'onde doit croître régulièrement 

de la couche supérieure hybride quand on pompe l'énergie de l'extérieur, ce qui explique 

pourquoi on appelle cela une résonance. 

Pour voir comment fonctionnent les seuils, qui sont très différents de résonances, il est 

plus simple de considérer la coupure (le seuil) de l'onde électromagnétique à 7 = 7<dans un 

plasma non magnétisé [13]. (Ce qui a la même relation de dispersion comme le mode ordinaire 

 (E1 ⫽ Bo) et perpendiculaire (k ⊥ Bo) des ondes dans un plasma magnétisé), nous avons : 

                                                                   7� = 7<� + B�n�    (І.24) 

Et 

                                                                  E� = n/�1 + 7<�/B�n�
�              (І.25) 

Donc : 

                            E�� = ;M
�j ��M�M>M

= ;M
��j ��M�M���M �

= ;M
� �M
�M���M �

= n��1 − 7<�/7�
                           (I.26) 

Il y a donc une «force de rappel» à la coupure, qui accélère l'énergie des ondes hors du 

plasma, de sorte qu'elle ne s'accumule pas à la coupure. Généralement, l’énergie des ondes est 

essentiellement réfléchie totalement à la coupure, bien que les effets de réfraction doivent être 

pris en compte pour la géométrie spécifique considérée. Dans certaines géométries, la réfraction 

courbera la trajectoire du rayon de sorte qu’elle n’atteigne même pas la coupure. 
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I.2.2 Traitement des ondes électromagnétiques à haute fréquence se 

propageant parallèlement au champ magnétique : 

  Dans la section précédente, nous avons traité des ondes à hautes fréquences se propagent 

perpendiculairement à Bo (k ⊥ Bo). Maintenant, nous allons traiter le cas de la propagation 

parallèle, k ⫽ Bo, toujours dans la limite haute fréquence où les ions peuvent être considérés 

comme stationnaires par rapport aux électrons.  

 

I.2.2.1 Détermination de la relation de dispersion pour un plasma froid dans 

le cas de la propagation parallèle (k ⫽ Bo) :  

Comme précédemment, nous avons Bo dans la direction z, et si k est maintenant dans la 

direction z aussi. Encore une fois, nous utilisons l'équation d'onde : 

                                       	B�_� − B�B • _�
 = �7�/n�
[_� + Z��/�qW7
]                        (І.27) 

Il existe un mode longitudinal �_1 ⫽ B
 se propageant parallèlement à Bo, c'est à dire 

avec �B ⫽ b0
, mais c'est juste l’onde de Langmuir électrostatique pour bW = 0 [14]. En fait, 

dans la limite de plasma froid que nous utilisons ici, c'est juste l'oscillation de Langmuir à               

7	 = 	7< indépendante de k.   

Pour trouver un nouveau mode électromagnétique, nous allons prendre k, E1 = 0, en rappelant 

que nous avons pris k soit dans la direction z, nous avons :  

                                                               _� = _]��� + _a���            (І.28) 

Dans notre calcul de l'onde extraordinaire, nous avons calculé \]� et \a� en termes de 

_]� et _a�, voir l'équation (І.3). Puisque Bo était dans la direction z dans ce calcul aussi, les 

résultats s’appliquent aussi bien dans notre cas présent, c’est-à-dire : 
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 \]� = �e Q⁄ 
�g=hkLj=>hiL
�=>Ml=M
  

 

                                                             \a� = �e Q⁄ 
�g=hiLj=>hkL
�=>Ml=M
                                      (І.29) 

 

Ensuite, nous allons substituer p� dans l'équation (І.27) en utilisant : p� = −	t^\�. La 

composante y de l'équation est identique à celle de l’onde extraordinaire : 

                                         	�1 − n�B�/7�
_a� = gwIfeM vfQ⁄ x�g=hiLj=>hkL
�=>Ml=M
                  (І.30) 

Et parce que k est maintenant dans la direction z, la composante x dans ce temps ressemble 

beaucoup à la composante y, c'est-à-dire : 

                                         �1 − n�B�/7�
_]� = gwIfeM ∈fQ⁄ x�g=hkLj=>hiL
�=>Ml=M
    (І.31) 

 Nous utilisons les méthodes matricielles, Nous trouvons : 

                          Z�7<�7;/7
_]� + z�1 − n�B� 7�⁄ 
�7;� − 7�
 + 7<�{_a� = 0 

                        		z�1 − n�B� 7�⁄ 
�7;� − 7�
 + 7<�{_]� − Z�7<�7;/7
_a� = 0                  (І.32) 

Et encore, nous exigeons que le déterminant soit nul, soit : 

                                   �7<�7;/7
� −	z�1 − n�B� 7�⁄ 
�7;� − 7�
 + 7<�{� = 0                  (І.33) 

	Donc, nous avons deux solutions : 

                                    �7<�7;/7
 = 	∓z�1 − n�B� 7�⁄ 
�7;� − 7�
 + 7<�{                        (І.34) 

 

I.2.2.2 L’indice de réfraction : 

		 Pour résoudre  t � ≡ n�B� 7�⁄ = n�E<�  (où t  	 est l'indice de réfraction), nous multiplions 

par ∓ 1 et nous divisons par �7;� − 7�
	pour obtenir : 
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                                                �1 − n�B� 7�
⁄ = ∓�=�M=>/=
l=�M=>Ml=M                                (І.35) 

 Où : 

	t � 	≡ 		n�B�7� = 1 + 7<��7; ∓ 7;
7�7;� − 7�
 = 1 − 7<�7�7 ∓7;
 
Pour les signes supérieurs et inférieurs, nous appelons «l’onde L» et « l'onde R », 

respectivement. Ces deux solutions correspondent à des ondes polarisées circulairement. Cela 

signifie que _]� et _a� oscillent avec ¡⁄2 en opposition de phase les uns avec les autres, mais 

ont la même amplitude. Ceci peut être vu à partir de la première partie de l'équation (І.32) 

couplée avec l'équation (І.34). La solution correspondante au signe supérieur a _a� = −_]�  et  

la solution correspondante au signe inférieur a _a� = Z_]�.  

   Cela implique que le signe supérieur correspond à une onde de rotation selon une règle 

de la main gauche : pouce gauche le long de Bo, les doigts indiquant le sens de rotation du 

vecteur de champ électrique. Le signe inférieur suit la règle de la main droite correspondante.  

Pour illustrer ceci, prenons x = 0 et un retard de phase global de zéro pour	_]�. Ensuite, les 

dépendances temporelles de _]� et _a�pour le signe supérieur (ondes L) sont données par : 

_]���
 	= 	¢^{Ē]�[n¥¦�−7�
 	+ 	Z	¦Zt�−7�
]} 	= 	Ē¨�n¥¦�7�
 
                       _a���
 	= 	¢^{−ZĒ]�[n¥¦�−7�
 	+ 	Z	¦Zt�−7�
]} 	= 	−	Ē]�¦Zt�7�
         (І.36) 

Physiquement, le sens de rotation de l'onde a un impact sur la relation de dispersion 

7�B
 car elle est liée à la direction de rotation des particules qui portentp�. Tant que les ondes 

L et R peuvent se propager dans les deux sens le long de Bo, la relation de dispersion ne contient 

que k2. Les ondes L, par définition, ont toujours leur vecteur de champ électrique tournant à la 

règle de la main gauche, par rapport à la direction de Bo. De même, l'onde R sera toujours 

tournée selon la règle de la main droite le long de Bo, qui est bien sûr le sens dans lequel les 

électrons tournent sur Bo. Ainsi, il n'est pas surprenant que l'onde R a une résonance à 7;.   
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Dans le cas de l’onde ordinaire O (se propageant perpendiculairement à B0), le vecteur 

de champ électrique est toujours parallèle à B0, c'est donc une onde plane polarisée. Le vecteur 

de champ électrique dans l'onde extraordinaire X (aussi se propage perpendiculairement à B0) 

a deux composantes longitudinales et transversales (mais toujours perpendiculaire à B0) qui 

sont phasés à 90°, comme on peut le voir à partir de l'équation (І.7). Toutefois, les amplitudes 

des deux composants ne sont pas les mêmes, alors l'onde est polarisée elliptiquement. Il devient 

polarisée linéairement, avec E1 ⫽ k (longitudinal, électrostatique) à la résonance 7}. Au-dessus 

et en dessous de la résonance, le sens de rotation du vecteur de champ électrique dans l’onde X 

change de signe. 

 

 I.2.2.3 La fréquence de coupure de l’onde L : 

Nous avons : 

                                                             7�� + 7�78 − 7:� = 0    (І.37) 

 Qui a la solution : 

 

                                                   7� = �−78 + �7;� + 47<�
� �� � /2                             (І.38) 

  

        Que nous avons trouvée avant comme une coupure de l'onde extraordinaire. (Le signe ± 

est obtenu avant le terme de la racine carrée pour résoudre l'équation quadratique. Mais comme  

7	 > 0 , nous devons prendre le signe +). Notez que	7;ne joue aucun rôle particulier dans les 

ondes L. Ceci est à prévoir, car les électrons tournent autour du champ magnétique dans le sens 

de droite (dans la nomenclature que nous utilisons ici), donc il n'y a pas de résonance pour les 

ondes L.  
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Cependant, pour 7< 	<< 	7;, la coupure  7� 	≈ 	7<	�7</	7;
 peut-être à une fréquence 

suffisamment faible que la dynamique des ions, que nous avons ignoré jusqu'ici, peut devenir 

importante. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                         

 

Figure І.2. Onde électromagnétique polarisée circulairement à gauche se propageant 

parallèlement à B0 dans un plasma magnétisé, avec ωc
2 choisie égale à 2ω2

p 

 

     Il est intéressant maintenant de regarder les courbes de 7	 par rapport à k pour les ondes R 

et L. Commençant par les plus simples des on+-des L, illustré dans la figure (I.2). Ce qui 

correspond à la solution de l'équation (І.36) avec le signe + dans le dénominateur. Pour le cas 

tracé, nous avons choisi	78�/7:� = 2, bien que ce rapport puisse prendre n'importe quelle valeur, 

en fonction des paramètres du plasma. Cette onde a évidemment une courbe de dispersion 

simple. Il se propage avec E< 	> 	n et E� 	< 	n (nécessairement) pour toute fréquence supérieure 

E< = n 

7� = 7< 

�/�
�	 
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à la fréquence de coupure 7�. C'est un peu comme l'onde électromagnétique en absence d'un 

champ Bo, qui est cependant coupée à 7	 = 	7< (Comme dans le cas de l’onde O).  

 

 I.2.2.4 La fréquence de coupure de l’onde R : 

Nous avons : 

                                                       7� = �7; + �7;� + 47<�
� �� � /2   (І.39) 

 

Que nous avons également trouvé avant comme une coupure de l'onde extraordinaire. 

Dans ce cas aussi, le signe + avant le terme de la racine carrée doit être avoir un ω > 0. Nous 

notons que 7� 	> 	7; 	 (contrairement au cas de 7�	), la dynamique d’ion ne peut donc pas être 

importante pour cette coupure. 

Maintenant, nous obtenons une résonance à 7	 = 	7;. Une résonance, comme nous 

pouvons le voir ici, a 7	/	B	→	0, où :  	t  = nB	/	7 → 	∞,		car B	 → 	∞, «	 → 	0, comme dans le cas 

de la résonance hybride supérieure de la propagation de l’onde extraordinaire perpendiculaire 

à bW. Dans ce cas, la fréquence de résonance était : 7}� = 7<� +7;�, et le terme de fréquence 

plasma est entré parce que l’onde compresse les électrons, et donc génère une force de rappel 

électrostatique. Le terme de la fréquence cyclotronique est venu de la force de Lorentz, ce qui 

provoque cette résonance perpendiculaire à être affectée par le champ magnétique, 

contrairement à l'oscillation de Langmuir. Dans ce cas, comme l’onde transversale se 

propageant parallèlement à Bo a B. _	 = 	0, il n'y a pas de compression d'électrons ou 

d'accumulation de densité de charge, et donc pas de 7<�	à la fréquence de résonance. Cependant, 

pour B	 ⫽	bW et les ondes polarisées circulairement à droite, la fréquence cyclotronique 

électronique se pénètre fortement.  
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Figure І.3.  Onde électromagnétique polarisée circulairement à droite, se propageant    

parallèlement à B0 dans un plasma magnétisé, avec  78� choisie égale à 27:�. 

      

Les courbes de  7 par rapport à B	de l'onde R est plus compliqué, à cause de la 

résonance7;, comme le montre la figure (I.3). Nous avons à nouveau choisi de tracer le cas où : 

7;� 7:�⁄ = 2, nous trouvons une coupure à 7� donnée lorsque : k = 0 dans la relation de 

dispersion avec le signe inférieur, ce qui nous donne une équation quadratique pour le 7�. 

  Une caractéristique particulièrement intéressante pour les courbes de 7 par rapport à k 

pour l'onde R est la présence d'une nouvelle onde dans la région de7	 < 	7;. La partie de basse 

fréquence de l'onde R est appelée l’onde « siffleur » [15]. Dans le domaine de fréquence très 

inférieure 7;, trouvée dans le coin inférieur gauche de la figure (І.3), la vitesse de groupe 

augmente avec la fréquence.    

Une autre caractéristique intéressante des courbes de dispersion d’ondes L et R est que, 

si nous choisissons une fréquence dans la bande supérieure de l'onde R, il a toujours une vitesse 
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de phase supérieure de celle de l’onde L correspondante. Ceci peut être vu en examinant les 

figures (І.2) et (І.3), en particulier la comparaison de la valeur k correspondante à la même 

valeur de 7	(choix de la bande de fréquence supérieure de la figure (І.3). Pour raison, lorsque 

l'énergie de haute fréquence polarisée linéairement se propage parallèlement à B0, l'angle de 

polarisation tourne lorsqu'elle se déplace. C'est ce qu'on appelle : la rotation de Faraday [16].   

 

I.3 Etude des ondes électromagnétiques à basse fréquence dans un plasma 

magnétisé :     

Dans cette partie, nous investiguons les classes d'ondes qui deviennent disponibles aux 

basses fréquences à cause du mouvement des ions. Ces ondes ont un intérêt pratique et théorique 

considérable. Cependant, les équations deviennent beaucoup plus complexes avec la 

dynamique des ions et des électrons. Il est donc utile d’introduire un formalisme général dans 

lequel le plasma a soit un tenseur complexe d’une conductivité électrique dispersive, soit, plus 

classiquement, un tenseur complexe d’une réponse diélectrique dispersive. Cela nous permet 

d'unifier toutes les ondes que nous avons examinées : les ondes X et O dans la direction 

perpendiculaire, les ondes électrostatiques et les ondes R et L dans la direction parallèle, en 

utilisant un seul formalisme valable pour tous les angles de propagation. 

 

  I.3.1 Le tenseur diélectrique : 

Avant d'analyser la propagation des ondes à basses fréquences où le mouvement d'ions 

doit être pris en compte, il est utile de prendre un aperçu de ce que nous avons fait dans le calcul 

des relations de dispersion. Ce faisant, nous pouvons généraliser nos résultats pour inclure le 

mouvement d’ions, la pression finie et un angle arbitraire de propagation.  
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Premièrement, nous écrivons l'équation de fluide linéaire de mouvement, où nous ne 

serons pas spécifiques encore aux ions ou aux électrons : 

                                                  	[tW ¬­L¬® = �tW��W + ¯�	�	°W
 − ±²∇t�                       (I.40) 

Nous avons pris B0 dans la direction z, et le vecteur k dans les directions x et z. Dans la 

mesure où k forme un angle avec B0, cela se voit comme B].  L'analyse de Fourier [17] des trois 

composantes de cette équation de manière habituelle, et sa division par no, nous donne : 

                                         −Z7[\]� = 	��_]� 	+ 	\a�bW
 − ZB]±²t�/tW   (I.41) 

                                         −Z7[\a� = 	��_a� 	− 	\]�bW
	     (I.42) 

                                         −Z7[\´� = 	�_´� − ZB´±²t�/tW     (I.43) 

L'équation de continuité est : ∇ ∙ �tWt�
 = −¶\�/¶�, qui devient : 

                                                     ZB]\]� + ZB´\´� = g=ILIf                                                   (I.44) 

Nous définissons θ d’être l'angle entre k et B0, de sorte que : B] 	= 	B¦Zt· et B´ 	= 	Bn¥¦·. Puis 

nous avons :  

                                             t�/tW = �B/7
�\]�¦Zt· + \´�n¥¦·
              (I.45) 

Ceci peut être utilisé pour remplacer t�/tW dans les équations (I.41) et (I.43) ci-dessus, 

de sorte que nous avons ensuite trois équations pour les composantes inconnues de \�	en termes 

de composants d'équations E1. Les équations (I.41) et (I.43) deviennent : 

            −Z7[\]� = 	�w_]� 	+ 	\a�bWx − Z�B� 7
⁄ ±²�\]�¦Zt�· + \´�¦Zt·n¥¦·
	      (I.46) 

            −Z7[\´� = 	��_´� −	 Z�B� 7
⁄ ±²�\]�¦Zt�· + \´�¦Zt·n¥¦·
           (I.47) 

  Les équations (I.42), (I.46) et (I.47) forment un ensemble d'équations linéaires pour les 

composantes de \�. Ils peuvent être résolus pour donner à chacun de ces composantes, une 

combinaison linéaire des composantes de E1. En combinant les vitesses de fluide pour former 
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un courant électrique p�, ce résultat peut être exprimé comme un tenseur de conductivité 

électrique ¸ dépendant de la fréquence complexe : 

                                                           	j� = ∑tW�\� = ¸ ∙ E�                    (I.48) 

 Où la sommation est faite sur les espèces et ¸ est une quantité de tenseur.  Ce tenseur de 

conductivité [18] peut être substitué dans l'équation d'onde pour construire une relation de 

dispersion. Réitérant l'équation d'onde :  

                                              B�E� − k�k ∙ E�
 = 	 �7�/n�
[E� + Zp�/�»Wω
]                  (I.49) 

Nous obtenons : 

                                             B�E� − k�k ∙ E�
 = 	 �7�/n�
�½ + Z¸/»Wω
 ∙ E�          (I.50) 

   Où : I est le tenseur d'identité ou la matrice avec la diagonale principale et des zéros ailleurs. 

Il est plus conventionnel de travailler en fonction d'un tenseur diélectrique, en remplaçant la 

constante diélectrique scalaire usuel dans l'équation de propagation de l'onde dans un milieu 

non dispersif, diélectrique isotrope :  

                                               B�E� − k�k ∙ E�
 = 	7�μ» ∙ E�    (I.51) 

Ainsi, dans le cas du plasma, nous avons un tenseur diélectrique, noté	», donné par : 

                                                           » = »W�½ + Z¸/»Wω
                           (I.52) 

 Où nous avons utilisé : »WμWc� = 1. Dans la limite à basse fréquence pour un plasma 

froid, nous verrons plus loin que les éléments diagonaux de ce tenseur diélectrique 

correspondant aux directions perpendiculaires à B0 sont que la constante perpendiculaire du 

plasma diélectrique »┴ = »W + À/b� . 

Puisque, nous utilisons la notation de tenseur, nous ré-exprimons le côté gauche de 

l'équation d'onde en notation tenseur : 

B�Á ∙ E� ≡ [k�E� − k�k ∙ E�
] 
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Où : X est le tenseur défini par l'équation, de sorte que : Á = ½	 − 	BB/B�. nous avons choisi : 

Ba 	= 	0, donc	= 	BsinθÃ� + BcosθÄ� , on peut voir que : 

kk B�⁄ = k	 = 	 �sin·x� + cos·z�
�sin·x� + cos·z�
 
Donc :   

Á ≡ 	 �x�x�cos�·		 + 					0						 − 		x�z�sin·cos·
 
                                          	+										0											 + 			 	yÆy� 					+ 					0                          (I.53) 

                                          −	�Ä�Ã�sin·cos· + 				0							 + 				 Ä�Ä�sin�·
 
  Par conséquent, l'équation (I.53) est écrite d'une manière qui permet d'afficher 

clairement les éléments de la matrice correspondants. Notre équation d'onde est juste : 

                                                         wω�μW» − B�Áx ∙ E� = 0    (I.54) 

La relation de dispersion est ensuite dérivée par l'exigence que le déterminant de la 

quantité de tenseur entre parenthèses dans l'équation (I.54) est nul.  

Pour les équations du mouvement que nous avons examiné, y compris la pression de 

plasma fini, ce qu'on appelle parfois la relation de dispersion de plasma «chaud». Si nous avons 

pris T = 0 dans ces équations , nous aurons obtenu la relation de dispersion de plasma "froid" 

qui est une généralisation des relations de dispersion que nous avons examiné dans la partie 

précédente, y compris le mouvement des ions et l'angle arbitraire de propagation. La 

nomenclature «à chaud» est habituellement utilisée pour les calculs entièrement cinétiques, y 

compris les effets des classes de particules qui se déplacent à des vitesses proches de la vitesse 

de phase de l'onde. Par ailleurs, en regardant précédemment aux équations (I.42), (I.46) et (I.47) 

que ¸ (et donc ») ne contient pas de vecteur d'onde k sauf dans les termes T ≠ 0. Dans la relation 

de dispersion de plasma froid alors, nous voyons que le vecteur d'onde k entrant que par le 

terme B� dans l'équation (I.54), avec sa direction entrant seulement à travers X. Les termes 
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supplémentaires de k entrant dans un plasma chaud permettent des nouvelles solutions de la 

relation de dispersion, telle que l'onde acoustique ionique qu’ il n'existent pas du tout dans un 

plasma froid, ainsi que des modifications d'ondes par le mouvement de compression et par des 

effets de rayon de Larmor finis [19], lorsque BT� n'est pas petite. La relation de dispersion de 

plasma «chaud» totale correspond effectivement à tous les ordres supérieurs en k. 

 

I.3.2 La relation de dispersion du plasma froid :  

On peut carrément calculer les composants de la matrice de l'équation (I.54) pour le cas 

d'un plasma froid. Il est plus facile si nous utilisons les définitions conventionnelles suivantes :  

t  	≡ nB 7⁄ = n E<⁄  

nB 7⁄ 	≡ t ¦Zt·Ã� + t n¥¦·Ä� 
7Ç,ΩÇ ≡	Les fréquences de plasma électronique et ionique 

 7È,ΩÈ 	≡Les fréquences cyclotron ionique et électronique  

¢ ≡ 1 − w7<� 7⁄ x �7 − 7È
⁄ − wΩ<�/7x/�7 +Ω;
 
É ≡ 1 − w7<� 7⁄ x �7 + 7È
⁄ − wΩ<�/7x/�7 −Ω;
 
Ê ≡ �¢ + É
/2 

Ë ≡ �¢ − É
/2 

Ì ≡ 1 − 7<� 7�⁄ −Ω<�/7� 

L'équation (I.54) multipliée par n�/7�, elle devient : 
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[Ã�Ã��Ê − t �n¥¦�·
 						− Ã�Í�iË												 + Ã�Ä�t �¦Zt·n¥¦·   . 

   +	Í�Ã�iË 																										+ Í�Í��Ê − t �
 	+ 0     . 

       +		Ä�Ã�t �¦Zt·n¥¦·							 + 								0												 + Ä�Ä��Ì−t �¦Zt�·
] ∙ �� = 0             (I.55) 

   De nouveau, nous avons arrangé les termes pour afficher les éléments de la matrice.    

Posant le déterminent à zéro, on obtient : 

           �Ê−t �n¥¦�·
�Ì−t �¦Zt�·
−t Î¦Zt�·n¥¦�·�Ê−t �
 − Ë��Ì−t �¦Zt�·
 = 0        (I.56) 

En première vue, on remarque que cela ressemble à une équation du sixième ordre pour 

k, à n’importe quel · et 7. Heureusement que les termes	t� Ï s’annulent, il ne reste que les 

termes		 t W, t � et t Î . Cela signifie que nous avons une quadratique en t �, que nous pouvons 

résoudre facilement. Rassemblant les termes par leurs ordres de t , nous trouvons : 

             
�Ê�Ì − Ë�Ì
−t ��ÊÌn¥¦�· + ÊÌn¥¦�· + ÊÌ + Ê�¦Zt�· − Ë�¦Zt�·
+t Î�Ìn¥¦�· + Ê¦Zt�·
 = 0                  (I.57) 

Il s'agit d'une équation quadratique pour t �. Ainsi, pour toute valeur 7, · et des 

paramètres plasma, il y a de plus deux solutions réelles positives pour k, correspondant aux 

deux «branches» de la relation de dispersion, nous avons étudié la propagation parallèle (R et 

L) et la propagation perpendiculaire (X et O). Tous les termes sin et cos peuvent être simplifiés, 

par la relation de dispersion du plasma froid. Remplaçant sin�·  par  1 − sin�·, en 

utilisant :		Ê� − Ë� = ¢É, nous obtenons : 

             ¢ÉÌ−t �z�2ÊÌ + �¢É − ÊÌ
¦Zt�·
 	+ t Î[Ì + �Ê − Ì
¦Zt�·]{ = 0											       (I.58)	
Donc: 

¢ÉÌ−2t �ÊÌ + t ÎÌ = t ��¢É − ÊÌ
¦Zt�· − t Î�Ê − Ì
¦Zt�·																  

On obtient : 
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                                                 ¦Zt�· = l:wI Ðl�ÑI Mj��x
I Ð�Ñl:
jI M�Ñ:l��
				                                              (I.59) 

Pour aller plus loin vers une forme utile de la relation de dispersion sin�· = 1 − cos�· 

dans l'équation (I.58), on obtient : 

                ¢ÉÌ−t �[ÊÌ + ¢É + �ÊÌ − ¢É
	cos�·	]+t Î[Ê + �Ì − Ê
cos�·		] = 0		            (I.60) 

Nous obtenons, alors : 

                                                cos�·	 = Ñ	I Ðl�:Ñj��
I Mj:��
I Ð�Ñl:
jI M�:Ñl��
 		                                              (I.61) 

Nous pouvons maintenant diviser l'équation (I.61) sur l'équation (I.59) pour obtenir : 

                                                tan� ·	 = 	l:wI Ðl�ÑI Mj��x	
ÑI Ðl�:Ñj��
�I Mj:��
	                                            (I.62) 

 En utilisant le fait que 2S = (R + L) dans le numérateur, le numérateur et le 

dénominateur peuvent être désormais pris en compte pour donner :  

                                              tan� ·	 = 	l:wI Ml�xwI Ml�x
�ÑI Ml��
�I Ml:
 		                                                   (I.63) 

 L'équation (I.63) est une forme très utile pour la relation de dispersion du plasma froid 

et il fournit une bonne compréhension de la physique. Tout d'abord, pour la propagation 

parallèle (θ = 0), nous avons deux solutions  t � = ¢ et  t � = É, qui sont les ondes polarisées 

circulairement à droite et à gauche respectivement. Pour la propagation perpendiculaire, nous 

avons également deux racines, t � = Ì ( l' onde ordinaire ) et t = RL / S ( l’onde extraordinaire), 

maintenant avec la dynamique d’ion [20] incluse automatiquement dans les définitions de R , 

L, S et P. Les résonances peuvent être trouvés à partir de cette équation  en fixant t  → ∞ 

 (k → ∞, λ → 0), nous avons alors : �Òt�	·	 = 	−Ì/Ê. Ainsi, les fréquences de résonance varient 

en fonction de l'angle de propagation. Pour θ = 0, ils se produisent lorsque P = 0 ou S → ∞, le 

cas avec P = 0 est la résonance de plasma à 7<. (Nous rappelons que l'oscillation de Langmuir 

a 7	 = 	7< indépendante de k, pour un plasma froid). Le cas S → ∞ peut être organisé par R ou 
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L → ∞, qui se produisent aux résonances cyclotroniques électroniques et ioniques 

respectivement.  

A θ = π / 2, nous avons besoin de P → ∞, qui ne peut se produire pour 7 finie ou 7<, aussi de 

S → 0. Ce dernier donne les résonances hybrides supérieures et inférieures, y compris la 

dynamique des ions. 

Pour obtenir les seuils à partir de cette équation n'est pas simple aussi, car le paramètre  

λ→ ∞, t	�→ 0 donne le résultat curieux que -P RL / RL P = tan2θ. Cela ne peut pas se produire 

pour un θ réel, sauf pour PRL = 0, un résultat qui peut être obtenu de manière plus explicite en 

revenant à l'équation (I.63), où nous pouvons voir que  t  = 0	, qui implique que :              

 P (S2 - D2)= PRL = 0. Nous remarquons alors que les seuils ne varient pas avec θ, comme nous 

l'avons observé auparavant. Plus précisément, P = 0 est juste la coupure 7< de l'onde ordinaire 

et la coupure / la résonance de l'oscillation de Langmuir. 

 Les cas R = 0 et L = 0 correspondent aux seuils 7�	 et  7�, avec la dynamique d’ion incluse. 

  

 I.3.3 L’onde d’Alfvèn de cisaillement (Shear Alfvèn Wave) : 

   Nous allons maintenant examiner le domaine des basses fréquences des ondes L et R. 

Comme précédemment, nous considérons une propagation purement parallèle à B0,               

c’est-à-dire : B	 ⫽	BW. Nous allons continuer à prendre E�⏊BW donc E�⏊k. C'est parce que le 

choix de  E� 	⫽ BW ⫽ B	 à basse fréquence avec un plasma chaud, donne juste l'onde acoustique 

ionique comme nous avons étudié auparavant et que la force de Lorentz ne joue aucun rôle dans 

ce mode. Tout comme nous avons vu que l'onde de Langmuir électrostatique est découplée avec 

des ondes purement électromagnétiques à haute fréquence, ainsi que l’onde acoustique ionique 

est découplée avec des ondes R et L à basse fréquence se propageant parallèlement à B0 dans 
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les modes	7 que nous les envisageons, et comme B0⫽ z, EÓ� 	= 	UÓ� 	= 	0. En examinant les 

équations de mouvement (équations (I.42), (I.46) et (I.47)), nous voyons que T ne joue aucun 

rôle dans ces modes. En conséquence, les vitesses \]�	et \a� pour les électrons même pour la 

pression finie sont les mêmes que ceux donnés dans l'équation (I.42), nous avons d'abord 

examiné le cas où \]�≠	0 et \a�	≠	0. Pour les ions, nous utilisons simplement l'équation (I.42) 

avec	^→	 − ^, 	7; 		→	 − 	Ω;  et [	→	Õ (Nous rappelons que 7; ≡	−	�e	b	/	[e, tandis que 

 Ω; ≡	+	�g	b	/	[g. Nous avons alors pour les ions :  

\]g�	 = l�Ö/D
w×=hkLlΩØhÙLxwΩØMl=Mx   

                                                     \ag�	 = l�Ö/D
w×=hiLlΩØhÚLxwΩØMl=Mx                                           (1.64)	 
   

Pour les électrons, nous supposerons que	7 ≲ Ωc ≪ 7n, dans ce cas, le fluide d'électrons 

présente la dérive pure E� × BW :  

\]e� = �e/[
_Þ�7; = e_a�ÕΩÈ 

                                                \ae� = l�Ö/Q
hÚL=> = lÖhkLDΩØ                                       (I.65) 

                       

   La dernière étape dans les équations ci-dessus a été motivée par le désir d'exprimer les 

fréquences en termes de quantités d'ions, et elle met un facteur commun de ^	/	Õ dans les deux 

équations d’ions et d’électrons. Le tenseur de conductivité est alors donné par : 

j� = IfeMD ß l×=
wΩØMl=Mx x�x� + à ΩØwΩØMl=Mx− �

ΩØá x�y� − à ΩØwΩØMl=Mx− �
ΩØá y�x� − ×=

wΩØMl=Mxâ ∙ E1           (I.66)  

Notant que le tenseur de conductivité est réduit à une 2 × 2 tenseur pour 	l’onde d'Alfvén 
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de cisaillement se propageant parallèlement à B0, parce que nous avons pris 

ã´� 	= 	_´� = 	0. Si nous prenons : 7	→	0, les éléments hors diagonale vont à zéro en tant que 

7�, tandis que les éléments en diagonale atteignent zéro en tant que 7, on obtient ainsi un 

tenseur de conductivité purement scalaire (mais imaginaire). Utilisons : ΩÇ� ≡ tW^�/ÕϵW, de 

sorte que le premier facteur sur le côté droit de l'équation (I.66) est juste ϵWΩÇ�, cette 

conductivité scalaire devient : 

                                                       σ = −iωtW^� ÕΩÈ�⁄ = −iωϵWΩÇ�/ΩÈ�    (I.67) 

Nous pouvons aussi voir ce qu’il donne lieu à une réponse diélectrique à faible 

fréquence. Nous rappelons l'équation (I.47) qui est » = »Ww½ + iσ/»W7x , nous obtenons alors : 

                                »⏊ = »Ww1 +ΩÇ�ΩÈ�x = »W + tWÕ/b�               (I.68) 

Qui est tout simplement la constante diélectrique que nous avons déduit de la dérive de 

polarisation.  Retournant à 7 fini, dans le cas général, la relation de dispersion est donnée par : 

                                                                ║7�æW» − ç�Á║ = 0    (I.69) 

 Les barres verticales indiquent le déterminant de la matrice équivalente. En fonction de σ, et si 

en multipliant par n�/7�, nous obtenons : 

                                                             ║è − té�ê + iσ/»W7║ = 0    (I.70) 

  Pour θ = 0, nous avons : Á = x�x� + y�y�	.	Dans ces calculs, on n’a pas trouvé la 

composante z�z� de σ , mais cela n'a pas d'importance puisque la matrice que nous avons construit 

pour le cas de k ⫽ B0 contient des éléments non nuls dans la zone 2 × 2 supérieure gauche et 

une seule composante potentiellement non nulle dans le coin inférieur droit. Les autres éléments 

de σ. Ainsi, la partie supérieure gauche de la matrice 2 × 2 doit avoir le déterminant zéro (La 

relation de dispersion que nous recherchons) ou l'élément dans le coin inférieur droit, 
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correspondant purement à la dynamique E ⫽ B, doit être zéro (l'onde de Langmuir dans les 

hautes fréquences et l'onde acoustique ionique à faible fréquence, pour les plasmas chauds) 

pour que la matrice entière ait le déterminant zéro. 

Ainsi, pour le cas qui nous intéresse ici ; E�⏊	BW. Nous obtenons :  

                              ë 1 − t � +ΩÇ� �ΩÈ�� −7�
						iΩÇ�7/zΩÈwΩÈ� − 7�x{
−iΩÇ�7/zΩÈwΩÈ� − 7�x{							1 − t � +ΩÇ� �ΩÈ�� −7�
ë = 0   (I.71) 

La symétrie de cette matrice rappelle les ondes R et L à la propagation parallèle et à haute 

fréquence. Donc : 

                                               1 − t � + ΩìMwΩØMl=Mx = ± ΩìM=
ΩØwΩØMl=Mx              (I.72) 

Et encore une fois, nous avons une polarisation circulaire des ondes L et R et nous 

pouvons voir cela parce que _]� et _a�	sont égaux en grandeur et en dehors de phase	π	/	2, par 

les mêmes arguments précédentes. Pour voir cela, nous devons tout simplement reconstruire les 

équations linéaires qui proviennent de la matrice représentée dans l'équation (I.71) avec	_� et 

en fixant le résultat à zéro. Compte tenu de l'équation (I.72), les termes multipliant 

_]�	^�	_a�	diffèrent d'un facteur de ± i.  

 

   En recherchant une approche de la relation de dispersion plus compacte, on obtient :  

               t � = n�B� 7�⁄ = 1 + ΩìMΩØ±ΩìM=
ΩØwΩØMl=Mx = 1 + ΩìM

ΩØ�ΩØ±=
 = ΩØMjΩìM±ΩØ=
ΩØ�ΩØ±=
              (I.73) 

Les signes supérieurs vont avec une polarisation droite (ondes R), alors que les signes 

les plus inférieures vont avec polarisation gauche (ondes L).  

Ainsi, pour l'onde R, divisant en haut et en bas par ΩÈ, nous avons : 
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                                              	t� � = n�B� 7�⁄ = ΩØjΩìM/ΩØj=�ΩØl=
                 (I.74) 

L’onde d’Alfvén de cisaillement R n'a pas de seuils et aucune résonance dans ce 

domaine de basse fréquence, puisque ni le numérateur, ni le dénominateur peuvent aller à zéro. 

Cela n'est pas surprenant, puisque le mouvement d'ions est à gauche. Comme nous montons en 

fréquence, l’onde d’Alfvèn de cisaillement R se passe bien sûr dans le siffleur, qui a sa 

résonance à ω	 = 	ωÈ. A la fin de basse fréquence, nous avons une onde lumineuse «simple» se 

propageant dans un milieu avec une grande constante diélectrique. Comme ω → 0, l'équation 

(I.74) donne un indice de réfraction : 

                                                                 t � = w1 +ΩÇ�/ΩÈx� �⁄
     (I.75) 

Et une vitesse de phase : 

                                                E< = 7 B⁄ = n/t  = nw1 +ΩÇ�/ΩÈ�xl� �⁄
    (I.76) 

Si nous définissons une «vitesse d'Alfvén », Eî, par :  

                Eî ≡ c	ΩÈ ΩÇ⁄ = n�^b Õ⁄ 
/�t^� »WÕ⁄ 
� �⁄ = nb/ïtÕ »W⁄ = b/ïæWtÕ      (I.77)        

 La vitesse de phase s'écrit : 

E< = n/�1 + n�/Eî�
� �⁄  

Multipliant en haut et en bas par Eî/n, puis en prenant Eî n⁄ = ΩÈ ΩÇ⁄ ≪ 1 ( ce qui est juste pour 

7< = 7;), nous avons :  

                                                  E< = Eîn/�1 + Eî�/n�
� �⁄ ≈ Eî     (I.78) 
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Figure I.4. Relation de dispersion pour l’onde d’Alfvèn de cisaillement R, avec 7;�=27<�. 

 

   La figure (I.4) montre deux courbes de la fréquence 7 par rapport à k pour l’onde 

d’Alfvèn de cisaillement R. Comme précédemment, nous choisissons : 7;� = 27<�  et nous allons 

également choisirÕ	/	[	 = 	1837. Cela corrige les quantités dans l'équation (I.74).  

Par exemple : 

E< n⁄ = ΩÈ ΩÇ⁄ = àΩÈ7Èá à
7È7óá ô

7ó
ΩÇõ = à 11837á√1837 = √2 √1837⁄ = 0.033 

    Afin de permettre la comparaison avec les courbes précédentes à haute fréquence, nous 

utilisons les mêmes axes sans dimensions, mais dans le but de voir ces nouveaux résultats, nous 

devons redimensionner les axes et les deux axes doivent être mis à l'échelle différemment les 

uns des autres, puisque 7	/	B	est maintenant ~ c/30. 
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L’onde d’Alfvén de cisaillement gauche (ondes L) a la relation de dispersion : 

                                         t � = n�B� 7�⁄ = ΩØjΩìM/ΩØl=�ΩØl=
      (I.79) 

Qui est montré dans la figure (I.4) ci-dessus. Cela a le même comportement à basse 

fréquence que l'onde R. Aux basses fréquences, les ondes d’Alfvén de cisaillement polarisées 

existent, et ne subissent pas à la rotation de Faraday. Les ondes L, cependant, ont clairement 

une résonance à ω	 = 	ΩÈ, associée au mouvement cyclotronique ionique gauche. En outre, Ils 

ont une coupure à  7 =	7� = ΩÈ +Ωó�/ΩÈ. Cela ne semble pas être le même 7�  que nous avons 

rencontré dans notre calcul à haute fréquence, cependant, il est en fait la même coupure L, tout 

calculé en supposant que 7 est faible, et donc les termes différents peuvent être ignorés.   

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.5. Relation de dispersion pour l’onde d’Alfvén de cisaillement L, avec 7;�=27<�. 

  Les définitions complètes des 7� et 7�comprenant à la fois les effets ioniques et 

électroniques et ne supposons rien d'avance sur leurs amplitudes qu’ils peuvent dérivées en 

posant : L = 0 ou R = 0 respectivement, en utilisant les définitions générales pour R et L données 
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précédemment dans ce chapitre. Si nous prenons  ΩÈ ≪ 7; et ΩÇ ≪ 7<  qui sont toujours 

justifiés pour un plasma d'ions-électrons, nous obtenons : 

                                        7�� − 7÷7È − 7ÈΩÈ − 7:� = 0     (I.80) 

 Et 

                                        7�� + 7ø7È − 7ÈΩÈ − 7:� = 0     (I.81) 

 Dans le domaine des hautes fréquences, le troisième terme est négligeable (et nous 

n'avons pas l'inclure dans l'équation (І.38), et dans le domaine des basses fréquences (le calcul 

actuel), le premier terme a été négligé. Il n'y a pas de solution de basse fréquence positive 7�, 

et donc pas de coupure de basse fréquence à droite. Pour certaines combinaisons de paramètres 

du plasma. Cependant, 7� peut se situer dans le domaine de basse fréquence, et notre relation 

de dispersion de cisaillement d'Alfvén donnera le seuil à peu près au bon endroit. Cependant, 

cette coupure se situe habituellement (pour 7< de l'ordre 7;) dans un domaine des fréquences 

où le mouvement des électrons doit être pris en compte au-delà la dérive E1 × B0, de sorte que 

le calcul actuel sera inexacte. Par exemple, pour les paramètres que nous avons choisi dans nos 

courbes : 7� 	= 	0,37	^�	7; = 	0.517<, de sorte que le calcul précédent à haute fréquence est plus 

proche de la bonne valeur de coupure donnée dans l'équation (I.81).  Les termes d'ions négligés 

dans le calcul précédent sont beaucoup plus petits et ses approximations étaient donc 

satisfaisantes. Il est important d'être clair que pour un champ de densité magnétique donné, il 

n'y a qu'un seul 7� et une fréquence de coupure de 7� qui peut être calculée à partir des 

équations complètes pour 7� et 7� ci-dessus. Donc, ce sont des ondes d'Alfvèn de cisaillement.  

 Dans le domaine de plus basses fréquences�ω	«	Ω�
,  les ions et les électrons ont  

la dérive  E1 × B0, et les ions ont une dérive simple de polarisation à basse fréquence, ce qui est 

faible par rapport à leur dérive E1 × B0. Les lignes de champ magnétique aussi se déplacent 
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avec la même vitesse ; v⏊ = E� × BW/B� ; comme nous l'avons vu, ceci est décrit comme le 

plasma étant «gelé» aux lignes de champ, et nous l’avons rencontré auparavant pour un faible 

phénomène de fréquence. Dans le cas présent, les lignes de champ se déplacent par un 

mouvement de torsion (rotation) circulaire dans le plan (x,y), avec différentes phases de rotation 

le long de z. Ainsi le nom de « cisaillement » ou parfois « torsion » pour les ondes d'Alfvèn. La 

torsion des lignes de champ éloigne la configuration magnétique de son état énergétique le plus 

bas, et l'énergie magnétique est stockée dans la torsion. Les ions fournissent l'inertie pour cette 

onde en provoquant les lignes de champ de continuer à se déplacer circulairement, plutôt que 

de venir au repos. Le mouvement de torsion du mode d’onde d’Alfvèn de cisaillement a 

 ü. \� = 0, donc il n'y a pas de compression, pas de pression perturbée ��, et donc pas d'effet de 

pression sur les ondes.  

Maintenant, nous avons terminé notre étude des ondes se propageant parallèlement à B0, 

c'est à dire avec B ⫽ BW. Dans la première partie, nous avons eu une curieuse asymétrie entre 

l’onde L et l'onde R. L'onde R a deux bandes passantes, avec le siffleur étant la bande de 

fréquence inférieure, mais l’onde L n’avait qu'une seule bande passante. Maintenant que nous 

avons inclus le mouvement d'ions, nous trouvons une autre bande passante pour l’onde L au-

dessous de la fréquence cyclotronique ionique. Nous rappelons que la polarisation circulaire 

gauche résonne avec un mouvement d’ion de Larmor.  

Ainsi, le tableau total pour k ⫽ B0 et θ = 0 dans un plasma froid est comme suit :  

ONDE R         (E1 ⏊ B0, k ⫽ B0) (2 bandes passantes) : 

  7 > 7�            Bande passante à haute fréquence  

                           E: → 	n  comme 7	 → 	∞. 
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7 > 7;          L’onde siffleur qui devient l’onde d’Alfvén de cisaillement R à basse fréquence.                           

                         	E< →	Eî comme 7	 → 	0. 

ONDE L         (E1 ⏊ B0, k ⫽ B0) (2 bandes passantes) : 

 ω = ωø             Bande passante à haute fréquence 

                          E: → 	n  comme 7	 → 	0. 

 ω	 = 	Ω;                      L’ondes d’Alfvén de cisaillement L   

                          	E< →	Eî comme 7	 → 	0.  

Oscillation de Langmuir (E1 ⫽ B0, B0 ⫽k) :  

ω	 = 	ωÇ             L’oscillation de Langmuir à	vitesse de groupe zéro 

                           E<est indéfini. 

Pour une température finie (E1 ⫽ B0 , k⫽ B0) : 

7	 = 	7<            L’onde de Langmuir  

                           E< → ï3E®,ecomme 7	 → ∞.			 
7	 = 	Ω<              L’onde sonore d’ion  

                           E< → Cs comme ω → ∞.  

Les bandes passantes des ondes R et L à haute fréquence deviennent des ondes 

lumineuses simples à vide et à très haute fréquence. Dans le domaine des hautes fréquences, ils 

ont une différence de vitesse de phase qui provoque la rotation de Faraday des ondes polarisées. 

À toutes les fréquences, dans le cas parallèle (k ⫽ B0), les ondes R et L sont entièrement 
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transversales,    (E1 ⫽ B0), et n'ont donc ni les flux, ni les champs électriques le long de B0. Elles 

sont complètement moins compressées, et ne donnent lieu à aucune perturbation de la densité 

des particules, ni la densité de charge, et donc elles ne sont pas affectées par les effets de la 

pression finie. En revanche, l'oscillation de Langmuir est entièrement électrostatique et B1 est 

exactement zéro de sorte que les effets physiques qui viennent des effets des ions différentiels 

et des effets de compression des électrons, donnent naissance à une charge perturbée 

directement, σ1. Dans la limite de plasma froid, il y a juste une oscillation à 7<. Les effets de 

plasma chaud entraînent la propagation de l’onde de Langmuir et l’onde acoustique ionique. 

 Si nous prenons le calcul d’un plasma chaud dans la limite de Te, Ti → 0, l'onde de 

Langmuir se réduit à	7 = 7:, et l'onde acoustique ionique disparaît dans l'axe horizontal à 

 7 = 0.   

 

I.3.4 L'onde magnétosonique : 

  La dernière classe des ondes dont nous devons discuter concerne des ondes à basse 

fréquence se propageant perpendiculairement à B0. Ceux-ci peuvent être divisés en deux 

catégories d’ondes extraordinaires (X) et ordinaires (O). L’onde X possède son champ 

électrique orienté partout perpendiculaire à B0 donnant lieu à des phénomènes «extraordinaires» 

en raison de la force de Lorentz, tandis que l'une des ondes est «ordinaire» avec E1 ⫽ B0.  

Et comme l'une des ondes n’existent pas dans ce domaine des fréquences. Il a été coupé à 

7 = 7:, et sans force de Lorentz, la dynamique d’ion ne peut pas le ramener à basse fréquence. 

Ainsi, nous n'avons que l’onde X à analyser. 
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L’onde X est délicate lorsque la dynamique d’ion est incluse. Cependant, il y a des 

phénomènes intéressants de l’onde X à une fréquence de l’ordre de	ï7;Ω; 	, donc nous devons 

être prudents dans l’ordre de 7 par rapport aux deux fréquences cyclotron si nous voulons 

récupérer tous les comportements importants. En particulier. Pour cette onde, nous devons 

inclure le courant d'électrons dans la direction de E1 (courant de polarisation) dans 

l’approximation7	«	7;. Pour l'onde d'Alfvén de cisaillement. Nous avons négligé le courant 

d'électrons le long de la diagonale de σ, tout à fait par rapport au courant d'ions. Aux basses 

fréquences, ceci est valable (Le rapport est de M / m), mais à des fréquences plus élevées, nous 

devons être prudents. Dans la perspective de l'équation (I.37) (où nous avons mis dans le 

courant de polarisation d'électrons), nous pouvons voir que la contribution du courant de 

polarisation ionique le long de la diagonale pour ω	»	Ω;   est d'environ de Ωó�/7�, alors que la 

contribution de la dérive de polarisation électronique pour 7	«	7; est 7ó�/7È� . La définition de 

ceux-ci soient comparable en magnitude donne 7�~7È�wΩó�/7ó�x où : 7~ï78Ω8. Ainsi, dans le 

domaine de fréquence de cette «hybride inférieure» (c-à-d la fréquence de l'ordreï78Ω8 ). Nous 

ne pouvons pas négliger le courant de la polarisation électronique [21], que nous avons fait pour   

l'onde d’Alfvèn de cisaillement. Autre que l'on ajoute ce terme supplémentaire. Le déterminant 

que nous devons résoudre est seulement changé les équations (I.70) et (I.71) par le fait que le 

tenseur X donné dans l'équation (I.55) doit maintenant être évalué pour θ = π / 2, ce qui nous 

donne : Á = y�y� + x�x�. Nous avons encore besoin d'évaluer uniquement la partie supérieure 

gauche 2 x 2 partie de ¸ parce que, pour cette géométrie de la propagation d’onde et la 

polarisation du champ électrique, dans la troisième rangée et la colonne, seul le coin inférieur 

est potentiellement non nul. L'élément déterminant est : 

               ë 1 +ΩÇ� �ΩÈ�� −7�
 + 7Ç�/7È�																									iΩÇ�7/zΩÈwΩÈ� − 7�x{
−iΩÇ�7 zΩÈwΩÈ� − 7�x{� 														1 − t � +ΩÇ� �ΩÈ�� −7�
 + 7Ç�/7È�ë = 0  (I.82) 
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L'équation (I.82) est très semblable à l'équation (I.71). Cependant, comme t � n'apparaît 

pas deux fois ici, nous n'obtiendrons pas deux ondes, mais uniquement une onde X. Nous avons 

retenu la dynamique des électrons suffisamment pour récupérer les seuils 7� et 7�	de l’onde X 

dans ce déterminant, mais ce n'est pas le sujet qui nous intéresse ici. 

 Ici, nous sommes intéressés à la dynamique de basse fréquence et à la résonnance hybride 

inférieure qui forme le fond de la bande d'arrêt entre l’onde extraordinaire ionique et l'onde X 

à haute fréquence. La relation de dispersion peut être écrite : 

La relation de dispersion peut être écrite : 

                         t � àΩØMl=MjΩìM
ΩØMl=M + =ìM=ØMá = àΩØMl=MjΩìM

ΩØMl=M + =ìM=ØMá
� − à ΩìM=

ΩØwΩØMl=Mxá
�
  (I.83) 

Comme la résonance est l'endroit où k → ∞ et t  ≡ nB/7, le terme entre crochets sur le 

côté gauche doit aller à zéro à la résonance. (Rien qui se passe dans la limite du plasma froid à 

7 = ΩÈ, mais la théorie des plasmas chauds introduit les ondes de Bernstein ionique [22] à 

toutes les harmoniques de ΩÈ ). Le premier terme entre parenthèses sur le côté droit sera 

également zéro, mais le second terme doit être bien comporté. Ainsi et par une multiplication 

croisée, on obtient des résonances où : 

                                        7Ç�wΩÈ� − 7�x + 7È�wΩÈ� − 7� +ΩÇ�x = 0    (I.84) 

Où :  

                                                            7� = =ìMΩØMj=ØMΩØMj=ØMΩìM=ìMj=ØM                           (I.85) 

Les premier et troisième termes du numérateur ne diffèrent que par leurs dépendances 

de masse. Plus précisément, le premier terme du numérateur est m / M fois le troisième terme 
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et  il est donc négligeable par rapport à celui-ci. Pour se conformer à la notation conventionnelle, 

nous multiplions le haut et le bas par m / M. et obtenir 

                                               7� = 7��� = =ØΩØwΩØMjΩìMx
ΩìMjΩØ=Ø

                      (I.86) 

Ou encore plus classiquement (en prenant  ΩÈ� ≫ ΩÇ� , ce qui est le cas si 	ωÇ� ≈ ωÈ�	: 

                                                        7��l� = ΩÇl� + �ΩÈ7È
l�              (I.87) 

Ici, 7�� est appelée la fréquence hybride inférieure.  

Nous traçons la relation de dispersion pour l’onde X à basse fréquence dans la figure (I.6) ((Pour 

notre cas de ωÈ� = 2ωÇ�). Notons que dans la limite de 7	 → 	0, on retrouve la relation de 

dispersion des ondes d’Alfvén : 

                                                 t � = 1 +ΩÇ�/ΩÈ� +7Ç� 7È�⁄ ≈ 1 +ΩÇ�/ΩÈ�   (I.88) 

Que nous pouvons obtenir à partir de l'équation (I.83). Cette faible fréquence d’onde X 

est généralement désignée comme «l’onde magnétosonique ». Notre dérivation explique 

clairement pourquoi il en est ainsi. Contrairement pour l’onde d'Alfvén de cisaillement ou de 

torsion, cette onde, parfois aussi appelée l’onde d’Alfvèn de compression a un B. \� fini, et ainsi 

« compresse » le plasma. Encore une fois, comme le plasma est «collé» aux lignes du champ 

aux fréquences plus basses considérées ici ω	«	ΩÈ, le champ magnétique est également 

comprimé. L'onde se propage à travers le champ magnétique, alternativement la comprimant et 

la dilatant comme la pression dans une onde sonore, d'où le nom "magnétosonique"[23]. Si le 

plasma a une pression finie, cette onde est affectée par des termes de plasma chaud et sa vitesse 

de phase augmente. Pour mieux comprendre cela, nous allons maintenant calculer la relation 

de dispersion des ondes d'Alfvén dans la limite de très basse fréquence, en utilisant le tenseur 

diélectrique du plasma chaud. Cela va nous permettre de dériver des résultats pour un angle 
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arbitraire de propagation, θ, nous allons donc également examiner la limite à basse fréquence 

de l'onde d’Alfvén de cisaillement. 

 

 

 

    

 

 

 

Figure I.6. Relation de dispersion pour l'onde magnétosonique dans la limite du plasma froid 

avec 7;� =27:� . 

 

 

I.3.5 Les ondes d’alfvèn à basse fréquence, T fini, l’angle arbitraire de 

propagation : 

 Pour étudier les ondes d'Alfvén dans la limite à basse fréquence�7 ≪	ΩÈ
, y compris 

les effets du plasma chaud. Nous devons d'abord trouver le tenseur de conductivité ̧ . Pour cela, 

nous reformulons les équations (I.42), (I.46) et (I.47) sous la forme d'un ensemble d'équations 

linéaires pour les vitesses fluide, la solution par des méthodes de la matrice, nous donne : 
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                        						_]� = −i O=Q� − |M�J
=� sin�·S \]� − bW\a� + O×|M=� ±²sin·n¥¦·S \´� 

                 _a� = bW\]� − ×=Q� \a�                                       (I.89) 

_´� = ôiB�7� ±²sin·n¥¦·õ\]� − iô7[� − B�±²7� cos�·õ\´� 

Où nous n'avons pas encore précisé les espèces. Pour résoudre ¸ nous devrons le déterminant 

des coefficients dans les équations (I.89), que nous noterons ∆. Nous obtenons : 

  

∆= i ô7[� − B�±²7� sin�·õô7[� − B�±²7� cos�·õ à7[� á 

−iôiB�7� ±²sin·n¥¦·õ
� à7[� á − ibW� ô7[� − B�±²7� cos�·õ 

                                     ≅ −ibW� O=Q� − |M�J
=� cos�·S                 (I.90) 

  La simplification finale vient de supposer que ω	«	Ω; et BT� ≪ 1  . Ces approximations 

éliminent les différences entre les dérives des ions et d’électrons E� ×	BW. Cela rend la relation 

de dispersion pour les ondes R et L identique, de sorte que, dans les limites des ondes d’Alfvèn 

à basse fréquence peuvent être considérées comme des ondes polarisées linéairement ou 

circulairement à θ = 0. Comme nous le verrons, dans le cas où θ peut prendre n'importe quelle 

valeur, il sera avantageux de considérer la polarisation est linéaire.   
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On obtient : 

\]�∆= _]� à−7[� áô7[� − B�±²7� cos�·õ − i_a�bW ô7[� − B�±²7� cos�·õ 

−_´� à7[� áôB�7� ±²sin·cos·õ\a�∆= i_]�bW ô7[� − B�±²7� cos�·õ 

−_a� �ô7[� − B�±²7� sin�·õô7[� − B�±²7� cos�·õ 

−ôB�±²	7� sin·cos·õ�� + i_´�bW ôB�7� ±²sin·cos·õ 

\´�∆= −_]� à−7[� áôB�7� ±²sin·cos·õ − i_a�bW ôB�7� ±²sin·cos·õ 

                     −_´� �O=Q� S O=Q� − |M�J
=� sin�·S − bW��                  (I.91) 

 

  Ensuite, nous allons utiliser j = ∑t�u = ¸ ∙ E  et ϵ = ϵW½ + 	i¸/7 pour obtenir le 

tenseur diélectrique. Toutefois, nous allons former explicitement la somme sur les espèces.       

De nos précédents travaux, nous allons supposer que 7/B~Eî. Si nous supposons               

	×w≡ t×²×/�b�2μW
x ≪ 1, puis on peut déduire E
,× ≪ E�et E
,Ö ≫ E�. Nous supposons 

également que 	e ≪ 1, ce qui entraîne �Ñ ≪ E�,		e ≫ [/Õ et »┴ = »W + tWÕ/bW� ≫ »W. Ces 

hypothèses vont simplifier les mathématiques. Nous allons donc démontrer que si 	× ≪ 1 et 

	e ≪ [/Õ, puis E
,× ≪ E� et E
,Ö ≫ E�. On retrouve les éléments suivants pour le tenseur 

diélectrique du plasma chaud à basse fréquence: 
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             »]] = »W +
 IfQCfM� ≅ »W + I�fDCfM ≅ I�fDCfM               »]a = »a] = 0 

»]´ = »´] =�tW[bW��
B�±²¦Zt·n¥¦·bW��7�[− B�±²n¥¦·
 

≅ t×WÕbW� ôB�±×²×¦Zt·n¥¦·7�Õ õ− tÖW[bW� à¦Zt·n¥¦·á ≅ t×WÕbW� ôB�±×E
,×� ¦Zt·n¥¦·7� õ 

»aa = »W +�tW[bW��
7�[−B�±²7�[− B�±²n¥¦· ≅ t×WÕbW� ô1 − B�±×E
,×� ¦Zt·7� õ 

»a´ = −»´a ± i� tW�7bW�
B�±²¦Zt·n¥¦·�7�[− B�±²n¥¦�·
 

≅ −i tÖW^7bW à
¦Zt·n¥¦·á − i tÖW^7bW ô

B�±×E
,×� ¦Zt·n¥¦·7� õ − i tÖW^7bW ô
7�¦Zt·B�±ÖE
,Ö� n¥¦·õ 

»´´ ≅ »W −� t��7�[ − B�±²n¥¦�·�
= »W + tÖW^�B�±ÖE
,Ö� n¥¦�· −

tÖW^�7�Õ  

≅ I�feM/Q|M��R�,�M ;��M�                                                                                                        (I.92) 

Pour calculer »]], nous avons utilisé Õ	 ≫ [. Pour »]a = »a], les courants associés aux 

dérives d'ion et d’électron E� × BW sont annulés. Pour »]´ = »´]. nous avons utilisé 	× ≫ [/Õ. 

Pour »aa , nous avons utilisé Õ	 ≫ [. Pour »´´, nous avons utilisé 	Ö ≫ [/Õ.  

Dans tous les cas, nous somme passé au premier ordre en wE
,×/E�x� et wE�/E
,×x�. 

Si nous mettons maintenant l'équation d'onde, l'équation (I.92), dans une forme sans dimension. 

Dans tous les cas :   

                                                      ║7�æW» B�⁄ − Á║=0                   (I.93) 
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Nous pouvons facilement évaluer l'ordre de chaque terme dans la matrice, en 

supposant que  7/B~Eî , comme suit : 

Terme xx: 

O�7�æW»�� B� − n¥¦�·⁄ 
 = 1. 

Termes xz, zx : 

O�7�æW»�� B� + ¦Zt·n¥¦·⁄ 
 = O�7�æW»�� B� + ¦Zt·n¥¦·⁄ 
 = 1	(avec le terme de plasma 

de l'ordre de  wE
,×/E�x� ) . 

Terme yy: 

Ow7�æW»aa B� − 1⁄ x = 1 (avec le terme de correction de l'ordre wE
,×/E�x�. 

Termes yz, zy : 

 Ow7�æW»a´ B�⁄ x = Ow7�æW»a´ B�⁄ x = Ω;/7 (avec le terme de correction de l'ordre 

�ΩÈ/7
wE
,×/E�x� et �ΩÈ/7
wE�/E
,Öx�. 

Terme zz: 

O�7�æW»²´´ B� − sin�·⁄ 
 = �ΩÈ/7
��E�/��
� (avec un terme de correction de l'unité). 

Maintenant, nous pouvons évaluer l'ordre de chacun des termes qui composent le 

déterminant : 

 O[−���
���
���
] = �ΩÈ/7
��E�/��
� (avec un terme de correction de l'ordre �ΩÈ/7
�. 

O[−���
���
���
] = 1 (avec un terme de correction de l'ordre wE
,×/E�x�			 
 O[−���
���
���
] = �ΩÈ/7
� (avec des termes de correction de l'ordre  �ΩÈ/7
�wE
,×/E�x� 

et �ΩÈ/7
�wE�/E
,Öx�. 
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Clairement le second terme dans le déterminant peut être négligé par rapport aux autres. 

Ainsi, la relation de dispersion que nous cherchons peut s'écrire : 

 

 �7�æW»]] B�⁄ − cos�·
zw7�æW»aa B�⁄ − 1x�7�æW»´´ B�⁄ − sin�·
{                              
        	−w7�æW»a´ B�⁄ x�»a´»´a = 0                                                                        (I.94) 

 

Mettant le premier terme entre parenthèses égale à zéro pour nous obtenir l'onde 

d’Alfvèn de cisaillement polarisée linéairement dans la limite à basse fréquence :  

                                                                  7	 = 	BE�cos·	 = 	B║E�    (I.95)	
Cela implique également que le seul champ électrique non nul est dans la direction x, 

donne lieu à une dérive E	� ×	BW dirigée vers y, puisque k est dans les directions x et z. L'équation 

(I.95) est la généralisation des ondes d'Alfvén de cisaillement à basse fréquence à un angle de 

propagation arbitraire. A basse fréquence, la nature non compressive de l'onde est préservée 

dans cette polarisation linéaire. Grâce à notre rapprochement des BTø ≪ 1, aucun effet du plasma 

chaud est respecté. 

Si nous fixons le terme entre crochets dans l'équation (I.93) à zéro, nous obtiendrons 

_aet _´finis, le champ _adonne lieu à la compression à travers la dérive E	� ×	BWdirigée vers x. 

Lorsqu’il y a kz fini, il y aura un gradient de densité le long de B0.  _´ différent de zéro parce 

que E
,Ö ≫ EÇ ≫ E
,× de telle sorte que les ions ne peuvent pas s'écouler dans le gradient de la 

densité et les électrons vont établir une distribution de Boltzmann [24] le long de B0, avec un 

_´ résultant. A cause de la grande taille de »´´, ce champ électrique est beaucoup plus petit que 

_a, la relation de dispersion pour ce mode de compression à l'ordre le plus bas est :  
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�7�æWB� t×WÕbW� ô1 − B�±×��,�� sin�·7� õ − 1� ô7�æWB� t×W^�/[B�±Ö��,�� cos�· − sin�·õ 

                                                    = =M�fM|Ð
I�fM eM
CfM

�× M�
È!�M�                         (I.96) 

  Si nous négligeons l’élément final à gauche sin�θ. comme il est petit d'un facteur de 

��Ñ/E�
��7/Ω"
� , on peut simplifier cette expression: 

7�æWB� t×WÕbW� ô1 − B�±×E
,×� sin�·7� õ − 1 ≅ 7�æeW[±ÖE
,Ö� sin�·bW�  

7�
B� ô1 − B�±×E
,×� sin�·7� õ = bW�æWt×WÕ +[±ÖE
,Ö� sin�·Õ  

7�
B� = E�� + w±×E
,×� + ±Ö���xsin�· 

 

  Ici ��� ≡ ²e	/	Õ Lorsque θ = 0, il n'y a pas de compression du plasma et la température finie ne 

joue aucun rôle dans ce mode que nous avons observé précédemment lorsque nous avons 

examiné les ondes d’Alfvén se propageant parallèlement à B0. Notons que la vitesse de phase 

est indépendante de l'angle dans un plasma froid, mais elle augmente à mesure que l'onde 

s’éloigne du champ magnétique dans un plasma chaud. Car, pour plier les lignes de champ 

magnétique ne stocke pas plus d'énergie contenue dans le plasma sous pression contrairement 

à la compression. Il est encore plus clair maintenant pourquoi ce mode, l’onde d’Alfvén 

compressée est également appelée onde «magnétique + son» = «magnétosonique». Les valeurs 

appropriées à utiliser pour ±e et ±g dépendent des subtilités telles que l'angle de propagation 

précis de l'onde relative à B0 (le plus petit angle loin de la perpendiculaire permet aux électrons 

d'être isothermes ±e = 1 = I, car la vitesse de phase est supposée d’être petite par rapport à la 

vitesse thermique des électrons). La fréquence des ondes par rapport aux fréquences de collision 

ion-ion et électron-électron joue également un rôle dans la détermination de ±e et ±g. 
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  I.4 Conclusion : 

Dans ce chapitre, nous avons étudié les ondes électromagnétiques dans un plasma 

magnétisé à haute puis à basse fréquence. Pour cela, nous avons le divisé en deux 

parties importantes : l’une est consacrée au traitement des ondes électromagnétiques à hautes 

fréquences dans laquelle, nous avons traité les ondes qui se propagent d’une manière 

perpendiculaire et parallèle à B0, nous profitons donc l’occasion dans cette partie de comparer 

entre les seuils et les résonnances. Ensuite, dans l’autre partie, qui est consacré au traitement 

des ondes électromagnétiques à basses fréquences, nous avons étudié les classes des ondes qui 

deviennent disponibles à des fréquences inférieures. Ces ondes ont un intérêt théorique et 

pratique considérable, pour cela, nous considérons le plasma d'avoir soit un tenseur de 

conductivité électrique complexe dispersif ou plus classiquement, une réponse diélectrique de 

tenseur complexe dispersif. Ça nous a conduit d'unifier toutes les ondes étudiées ; les ondes 

électrostatiques X et O dans la direction perpendiculaire, les ondes R et L dans la direction 

parallèle, en utilisant un formalisme unique valable pour tous les angles de propagation.  
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II.1 Introduction : 

  La description d’un plasma en utilisant la théorie fluide est dans la plupart du temps 

insuffisante, et nécessite de prendre en compte la distribution des vitesses qui conduit à la 

description cinétique. Cette théorie décrit et prédit l'état du plasma à partir des interactions et 

des mouvements microscopiques de ses constituants. Elle fournit une base essentielle pour un 

cours d'introduction à la physique des plasmas ainsi que pour la théorie cinétique avancée.  

La description cinétique du plasma traite aussi la relation entre les vitesses et les forces, 

ses équations nous aident à comprendre des outils simples pour déterminer la dynamique et la 

cinétique du plasma décrites dans ce chapitre. Les ondes du plasma, les oscillations, les 

fréquences et les applications sont ainsi les sujets de la théorie cinétique. 

La physique des plasmas implique des phénomènes liés aux processus dynamiques en 

mécanique statistique. Il est donc très important d’étudier les propriétés et la structure des 

équations cinétiques de base régissant le comportement dynamique du plasma [1]. Le 

comportement dynamique d'un système de N particules en interaction est généralement étudié 

à l'aide de l'équation de Liouville. Une fonction de distribution microscopique pourrait être 

utilisée pour décrire le comportement d'un tel système. Le système de particules chargées peut 

ensuite être décrit par les équations de Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon (BBGKY). 

Ensuite une fonction de distribution appelée L’équation de Fokker-Planck est définie dans ce 

chapitre. 
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II.2. Détermination de l’équation de Liouville : 

Comme le théorème de Liouville est le seul théorème qui permet de donner une 

description satisfaisante de l’évolution du fluide [1], il est donc facile de décrire l’évolution 

temporelle de la densité de probabilité 	��	��###	, ��####	… 	�%####		, ��###	, ��####	… 	�%####			
 dans l'espace des phases. 

Avant de déterminer l’équation de Liouville, nous allons besoin d’une description de la 

densité de probabilité dans l’espace des phases. 

 

II.3. Description de la densité de probabilité dans l’espace des phases : 

  Cette densité de probabilité est définie comme étant une probabilité pour que l’état du 

système soit représenté par un point à l’intérieur du volume � considéré. Si nous avons un 

système de N particules et nous considérons ces particules comme ponctuelles c’est-à-dire ; 

nous négligeons les phénomènes de rotation et de vibration, l'état du système à l'instant t sera 

défini par les vecteurs position et vecteurs vitesse respectivement pour chaque particule [2] 

comme :   

                                                  T�###	, T�###	… 	T%####	 = 	 ��###	, ��####	… 	�%####	                                              (II.1)         

                                                  E�####	, E�####	… 	E%####	 = 	��###	, ��####	… 	�%####	                                            (II.2) 

                                            

	 L'état microscopique du système est caractérisé par les 3N coordonnées spatiales 

��###	, ��####	… 	�%####		et les 3N composantes de sa vitesse (��###	, ��####	… 	�%####	).  
  Pour cela, on introduit ce qu’on appelle "l’espace des phases" du système défini comme 

un espace à 6N dimensions, par conséquent l'état microscopique du système sera spécifié par 

un point dans l’espace. La connaissance de la phase du système implique la connaissance des 
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��, ��… ��%	 et d'impulsion	��, ��… ��% , mais cela sera impossible pour des raisons pratiques 

(N très élevé). 

 Donc ; il est plus commode d'utiliser une fonction de la densité de probabilité�, en équilibre : 

                                                 ��	��###	, ��####	… 	�%####		;��###	, ��####	… 	�%####			
                                           (II.3) 

 Hors d’équilibre, la densité de probabilité � devient : 

                       ��	��###	, ��####	… 	�%####		;��###	, ��####	… 	�%####		, �
 = ��T�###	, T�###	… 	T%####		;E�####	, E�####	… 	E%####		, �
             (II.4) 

Où :  

����… ��%	; 	��… ��%	, �
d��…	d��% d��…	d��%	: Représente la probabilité pour que la 

particule 1 se trouve à l'instant t à l'intérieur d'un petit élément de volume de l'espace ordinaire ;  

��T� = ��������� et possède un vecteur vitesse dont l'extrémité se trouve à l'intérieur d’un 

petit élément de volume de l'espace des vitesses ; ��E� = �E�]�E�a�E�´ et que la position de 

la particule 2 se trouve à l'intérieur de ��T� et sa vitesse se trouve à l'intérieur d'un élément de 

volume dans l'espace des vitesses ��E�…	jusqu’à la particule N.  

On peut définir aussi la fonction de la densité de probabilité comme étant une probabilité 

pour que l'ensemble de N particules qui se trouvent dans l'élément de volume ordinaire ;  

 	��T	 = 	��T���T�… 	��T% possédants une vitesse dans l'élément de volume dans l'espace des 

vitesses ; ��E = ��E���E�... ��E% tel que la probabilité totale pour trouver le système dans un 

état quelconque, soit égale à l’unité :  

 

' ��	��###	, ��####	… 	�%####		; ��###	, ��####	… 	�%####		
 ���###	… ��%####		���###	… ��%####	 = 	' �wT�###	, T�###	… 	T%###	; 		E�####	, E�####	… 	(E%########		x �T�###	… �T%###		�E�####	… �E%####	     
                                                                                                                                                                           (II.5) 
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                          '��T�###	, T�###	… 	T%####		; 	E�####	, E�####	… 	E%####		
 �T�###	…�T%####		�E�####	…�E%####	 = 1                       (II.6) 

 

  II.4. Description de l’équation d’évolution de la fonction � �	)##	, �##		, *
	: 
  La fonction � peut s'écrire en fonction des variables canoniques conjugués��g		, �g
.  
L’équation qui régit l'évolution de cette fonction dans l'espace des phases est celle de 

« Liouville ». Dans l'espace des phases nous définissons un élément de volume par : 

                                                  �Ω = ���###	…��%####		���###	…��%####	                                             (II.7)                           

Les équations du mouvement de Hamilton-Jacobi [1] s'écrivent :  

                                                               
¬,
¬<A 	= ¬�A¬®                                                                (II.8) 

                                                              
¬,
¬�A 	= − ¬<A¬®                                                             (II.9) 

  Considérons maintenant un élément de volume dans l'espace des phases �Ω��W
 à 

l'instant �W	et on suppose que l'état du système à l'instant t occupe un élément de volume �Ω�t
.  
L'évolution de l'état du système est représentée par une trajectoire dans l'espace des phases. 

  Nous utilisons la propriété que deux trajectoires dans l'espace des phases ne se coupe 

jamais, on peut montrer que le théorème de "Liouville" exprime la conservation du volume de 

l'espace des phases lors de l'évolution du système, c’est-à-dire : �Ω��W
 = �Ω�t
.   
Alors ; la probabilité pour que le système se trouve dans �Ω�t
 égale à celle que l'on avait à 

� + ��	: 
                                           ��	� + ��	
 �Ω�� + ��
 = ��	�
 �Ω�t
                                   (II.10) 
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Utilisant le théorème de Liouville [3] :	�Ω�� + ��
 = �Ω�t
, nous constatons que la 

conservation de la densité de probabilité est :	��	� + ��	
 = ��	�
. Alors ; la densité de 

probabilité se conserve suivant le mouvement 
�-	
�® 	= 0. Nous utilisons les dérivées partielles 

de		���g, �g	
	 à l'instant t, nous obtenus :  

                           d���g, �g, �
 = 	∑ ¬-
¬�A�%g.� . ��g +	∑ ¬-

¬<A
�%g.� . ��g + ¬-

¬® = 0                       (II.11) 

                            
�-��A,<A,®
�® =	= 	∑ ¬-

¬�A�%g.� . ��A�® +	+	∑ ¬-
¬<A

�%g.� . �<A�® + ¬-
¬® = 0                     (II.12) 

    Utilisons les équations du mouvement de Hamilton-Jacobi, on trouve finalement l'équation 

Liouville [3] : 

                                           
	¬-
¬® + ∑ O¬,¬<A . ¬-¬�A − ¬,

¬�A . ¬-¬<AS�%g.� = 0                                       (II.13)    

                                             

II.5. Description d’un système sans interactions dépendant de la vitesse :  

  Nous allons maintenant donner l’expression de l’équation de Liouville en fonction des 

variables T/##	 et E/###	 . Pour cela, on suppose que les vitesses des particules sont faibles devant la 

vitesse de la lumière et toutes les forces agissantes sur ces particules sont indépendantes de la 

vitesse et dérivent des potentiels, on peut donc écrire l’hamiltonien du système de N particules 

[1] sous la forme :  

                        0 = ∑ <AM�QA
1Z=1 + ∑ 2g��	g
1Z=1 + ∑ ∑ 2g3��	g	, �	g
1p=11Z=1                        (II.14) 

Avec : �/###	 = [E/###	 et 2g��	g
 : est l’énergie potentielle de la particule i. 

2g3��	g	, �	g
  : est l’énergie potentielle d’interaction des particules i et j.  
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Par dérivation, on obtient (par exemple) : 

¬,
¬<Ak 	= Eg] = ¬]A¬®                                                                                                                   (II.15) 

¬,
¬]A 	= ¬4A¬]A + ∑ ¬4A5]A = − ¬<Ak¬®3                                                                                                (II.16) 

¬4A¬]A + ∑ ¬4A5¬]A = Ág − ∑ Ág3] = − ¬<Ak¬®g633                                                                              (II.17) 

Ág = ¬4A¬]A   Représente des forces d’origine extérieure.   

Ág3] = − ¬4A5¬]A  Représente des forces d’interaction mutuelle entre la particule i et toutes les 

autres particules.   

Donc, en désignant :   ÁZ###	 + ∑ ÁZp####	Z≠p   par la force totale agissante sur la particule i. 

Il suffit finalement de remplacer l’expression de cette force dans l’équation de Liouville, on 

peut l’écrire sous la forme vectorielle : 

                     	¬-¬® + ∑ EZ##	. ¶�¶TZ##	%g.� + ∑ 	ÁZ###	
[

%g.� + ∑ ÁZp####	Z≠p
[

¶�
¶EZ##	 = 0                                   (II.18) 

Les sommations étant maintenant étendues aux N particules.  

Notons que lorsque les gaz est en équilibre thermodynamique, on n’a pas besoins de 

cette équation. La mécanique statistique classique montre en effet que � est a priori connue par 

« La maxwellienne » [4], qui est égale à :  

                                                � = 	 e]<Ol 89:S' e]<Ol 89:S�;                                                        (II.19) 

Où : E représente l’énergie totale du système dans l’état de phase considéré.  
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II.6. Application de l’équation de Liouville au plasma : 

  L'équation de Liouville peut se généraliser à un gaz des particules chargées (plasma), 

mais il faut alors tenir compte des forces électromagnétiques qui dépendent des vitesses. De 

sorte que la force totale ÁZ###	 + ∑ ÁZp####	Z≠p  agissante sur la particule i [1] s’écrit : 

 ÁZ###	 = �Zz_Z###	 + (Z###		. bZ###		{ (La force de Lorentz)                                                                    (II.20) 

ÁZp####	 = −∇Z ß 1
4<q0

�Z	�p
TZp â (La force d’interaction électrostatique entre la particule i et un ensemble 

des autres particules du plasma). 

 _Z###	 est le champ électrique macroscopique d'origine extérieure. 

 bZ###	 est le champ magnétique macroscopique self-consistant défini par l'équation : 

                                           ∇##	 × bZ###	�f = ã	+	q0	 ¶_Z###	¶�                                                        (II.21) 

   Donc la force totale électromagnétique appliquée à la particule i donnée sous la forme 

suivante : 

                             ÁZ###	 + ∑ ÁZp####	Z≠p = �Z �_Z###	 + _Z′###	 + (Z###		. ObZ###	 + bZ′###	S	�                              (II.22) 

_Z′###	 et bZ′###	  sont les champ produits par les charges d'espaces et les courants dans le plasma. 

Par conséquent, l’équation de Liouville pour un plasma est donnée par :  

                 
¬-
¬® + ∑ EZ##	. ¶�¶TZ##	%g.� + �Z[∑ �_Z###	 + _Z′###	 + (Z###		. ObZ###	 + bZ′###	S	�%g.� ¶�

¶EZ##	 = 0             (II.23) 
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 II.7. Détermination d’un système d’équations de BBGKY : 

        La fonction ��	��###	, ��####	… 	�%####		;��###	, ��####	… 	�%####		; �	
 contient le maximum d’information que 

l’on puisse avoir sur le plasma ; en fait, on ne peut jamais atteindre ce maximum et l’on doit 

se contenter d’une fonction décrivant l’état du plasma. 

        A partir de l'équation de Liouville, qui est déjà établie, on obtient un système de N 

équations couplées de proche en proche ; ce système est appelé système simplement de 

BBGKY  (Born_Bogolioubov_Green_Kirkwood_Yvon) [5,6]. 

          Nous définissons une nouvelle fonction de distribution dite la fonction de distribution 

réduite �����###	… . ��###	, ��###	… . ��###		, �
 tel que : 

�����###	… . ��###	, ��###	… . ��###		, �
 = (� '��	�j�…��%####		���j�########	…��%	#####		����###	… . �%####	, ��###	… . �%####		, �
    (II.24) 

          Cette fonction signifie la probabilité de trouver la particule 1 dans l’élément de volume 

dans l’espace des phases  ���###		��	�… jusqu'à la particule « s » quelque soit la position et 

l’impulsion des particules  s + 1…1  

          L’hamiltonien 0 (déjà établie) qui représente un système de 1	 particules avec des 

interactions de paires en présence de forces extérieures et qui dérive un potentiel est : 

                               0 = ∑ <AM�QA
1Z=1 + ∑ 2g��	g
1Z=1 + ∑ ∑ 2g3��	g	, �	g
1p=11Z=1                  (II.25) 

Dans l’absence d’un champ extérieur, l’hamiltonien	0	s’écrit : 

                                        0 = ∑ <AM�QA
%g.� +∑ ∑ 2g3��	g	, �	g
%3.�%g.�                                      (II.26) 

Nous définissons l’opérateur suivant : 

                                                 (� '��	�j�…��	%��	�j�…��	%                                       (II.27) 
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Appliquons cet opérateur sur l'équation de Liouville : 

(� '��	�j�…��	%��	�j�…��	% O¬-¬® + ∑ O¬,¬<>###	 . ¬-¬�>###	− ¬,
¬�>###	 . ¬-¬<>###	S�%g.� S = 0                             (II.28)  

             Suite à un ensemble des opérations mathématiques, on trouve un système d’équation 

« la hiérarchie » dite BBGKY [5] s’écrit comme :  

¶��¶� +
 �	g[
�

g.�
¶��¶�	g −
Á	g

�
g.�

¶��¶�	g −

Á	g3
�

3.�
�

g.� 	 ¶��¶�	g −
 t
�

g.� ?��	�j� ��	�j�	Á	g,�j� ¶��j�¶�	g = 0 

                                                                                                                                            (II.29) 

Á	g : Représente la force appliquée par un champ extérieur sur la particule i. 

Á	g3	: Représente la force d’interaction entre la particule i et la particule j. 

Pour un système de 1 particules n’interagissent pas entre elles (sans interaction de paire) ;  

Á	g3 = 0  et Á	g,�j� = 0. La hiérarchie  BBGKY s’écrit : 

                                          
¬-@¬® + ∑ <	AQ�g.� ¬-@¬�#	A − ∑ Á	g�g.� ¬-@¬<	A = 0                                           (II.30) 

 

   II.8. L’équation de l’évolution de la fonction �A�)##	A, �##	A, *
 ∶ 
 Pour �¦ = 1
	; �����###	… . ��###	, ��###	… . ��###		, �
 = ����	�, �	�, �
 ; qui est la fonction de distribution d’une 

seule particule.   

����	�, �	�, �
	: Représente la densité de probabilité que la particule 1 qui est située au voisinage 

de �	�et �	� + ��	� possède une vitesse comprise entre E	�et E	� + �E	� quelque soit la position et 

l’impulsion d’autre particules [7] �	�… �	% et �	�… �	% .  
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L’équation de l’évolution de la fonction ����	�, �	�, �
 s’écrit : 

                                            
¬-L¬® + <	LQ

¬-L¬�#	L + Á	� ¬-L¬<	L = ' ��	���	� Á	�� ¬-M¬<	L                              (II.31) 

Si :  �	� = T	� et �	� = [E	� , alors l’équation de l’évolution de la fonction ����	�, �	�, �
 s’écrit : 

                                            
¬-L¬® + E�####	 ¬-L¬C	L + y#	LQ ¬-L¬R#	L = ' �T	��E	� y#	LMQ ¬-M¬R#	L                                 (II.32) 

          C’est l’équation de l’évolution de la fonction de distribution d’une seule particule dans 

laquelle, la fonction �� est liée par la fonction��. D’où : 

        
¬-L¬CL 	: Représente le gradient de la fonction de distribution dans l’espace ordinaire. 

       E�####	 ¬-L¬C	L 	: Représente le terme de diffusion. 

        
y#	LQ ¬-L¬R#	L 	: Exprime l’action des forces appliquées. 

        '�T	��E	� y#	LMQ ¬-M¬R#	L 	: Représente de façon non explicite l’influence des interactions entre les 

         particules. 

 

II.9. L’équation de l’évolution de la fonction de distribution double  

���)##	A, �##	A,)##	�, �##	�, *
 ∶ 
      ����	�, �	�	;�	�, �	�, �
 : Représente la densité de probabilité pour que la particule 1 qui est 

située au voisinage de �	�et �	� + ��	� possède une vitesse comprise entre E	�et E	� + �E	� et la 

particule 2 qui est située au voisinage de �	�et �	� + ��	� possède une vitesse comprise entre 
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 E	�et  E	� + �E	� quel que soit la position et la vitesse des autres particules. Alors l’équation 

d’évolution de la fonction double [7] s’écrit : 

¬-M¬® + E	� ¬-M¬C	L + E	� ¬-M¬C	M + y#	Ljy#	LMQ
¬-M¬R#	L + y#	Ljy#	LMQ

¬-M¬R#	M = ' �T	��E	� y#	L�Q ¬-�¬R#	L + '�T	��E	� y#	M�Q ¬-�¬R#	M     (II.33) 

 Dans la première équation (L’équation de l’évolution de la fonction ����	�, �	�, �
), on ne peut 

pas déterminer la fonction �� si on connait pas �� et dans la deuxième équation, on ne peut pas 

déterminer �� si on connait pas �� et aussi pour déterminer �� , il faut déterminer �Î …etc. 

 Alors les deux équations forment un système d’équations indéterminé. On peut trouver un 

système de N équation simple mais couplé de proche en proche c’est la hiérarchie « BBGKY ». 

Alors, pour pouvoir utiliser cette hiérarchie, il faut l’arrêter à un stade quelconque. Pour cela 

nous faisant des hypothèses simples pour l’une des fonctions de distribution. 

Les Approximation utilisées sur la hiérarchie « BBGKY » sont l’origine des équations 

cinétiques qui sont :  

• L’équation de Boltzmann sans seconde membre. 

• L’équation de Boltzmann. 

• L’équation de Fokker-Planck. 

• L’équation de Landau. 
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II.10. Les équations cinétiques d’un gaz pur :  

    II.10. 1. L’équation de Boltzmann :  

  Historiquement et en 1872, Boltzmann est le premier physicien qui a établi une équation 

cinétique de l’évolution de la fonction de distribution pour des gaz classiques dilués [8], plus 

tard après l’approximation de la hiérarchie BBGKY en 1947 et par un ensemble des 

considérations et des approximations, on peut trouver cette équation à partir de la hiérarchie 

BBGKY suivant ces hypothèses [1] :  

1. La densité du gaz est assez faible pour qu'on puisse négliger les termes d'interaction triple.  

2. Nous supposons que les forces d’interaction entre les particules sont de faible portée. 

3. On suppose que les forces ne dépendent pas de la vitesse. 

4. On suppose qu’à l’intérieur de sphère d’interaction, les forces extérieures sont faibles.    

5. On suppose que la variation temporelle 
¬-
¬® 	et 

¬-
¬C sont assez lente. 

6. On suppose qu’au moment où les deux particules pénétrées dans la sphère de collision, il n’y 

a pas de corrélation.  

Alors, l’équation de Boltzmann d’évolution � en présence des collisions binaires s’écrit [8] :  

¬-L¬® + E�####	 ¬-L¬C	L +D	
Q 	¬-L¬C	L = ����
 = 	' �(�###	'_�Ω	|E�####	 − E�####	| w��� ��� − ����x                               (II.34) 

Avec l’opérateur de collision  	����
 = '�(�###	'_�Ω	|E�####	 − E�####	| w��� ��� − ����x	  
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II.10.2. Description du modèle de collision BGK (Bhavnagar, Gross, Krook): 

 Ce modèle exprime la relaxation vers une distribution locale d'équilibre �FW  et il s'applique 

aux collisions électron-neutre ou ion-neutre, car la fréquence de collision �F est supposée 

constante. 

Donc, l’opérateur de collision de Boltzmann est devient une forme simple dite la forme de BGK 

[10] :  

                                                        ���F
	 = �F��FW−�F
						                                            (II.35)        

Où :                                        

�F = IGeÐHIIJÎKvfMQGMRL�,GM  est la fréquence de collision. 

�FW  est la fonction de distribution à l’équilibre.  

 

Donc l’équation collisionnelle [10] s’écrit : 

                           
¬-G¬® + E	. ∇##	�F + �GQG w_#	 + E	 × b#	x. ¬-G¬R#	 = �F��FW−�F
                            (II.36)  

 

II.10.3. Description du modèle de collision Fokker-Planck : 

  Dans un plasma complètement ionisé, les interactions coulombiennes lointaines sont 

d’importance prédominant, on ne peut plus utiliser l’équation de Boltzmann habituelle. Donc 

nous utilisons l’équation de Fokker-Planck, on peut dériver cette équation par différentes 

façons ; soit à partir de l’équation de Boltzmann, soit à partir de l’équation de Liouville [11]. 

La forme standard de l’opérateur de Fokker-Planck est : 

�FMw�F , �Mx = ∑ ΓFM � ¬
¬RG#####	 O−�F ¬

¬RG#####	0FM�EF####	
S + �
�

¬M
¬RG#####	¬RG#####	 O ¬M

¬RG#####	¬RG#####	OFM�EF####	
�FS�M               (II.37) 
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L’équation de Fokker-Planck est donnée par : 

¶�F¶� + E	. ∇##	�F + �F[F w_#	 + E	 × b#	x. ¶�F¶E	 = 

                  ∑ ΓFM � ¬
¬RG#####	 O−�F ¬

¬RG#####	0FM�EF####	
S +			�� ¬M
¬RG#####	¬RG#####	 O ¬M

¬RG#####	¬RG#####	OFM�EF####	
�FS�M                (II.38) 

Tel que : 

ΓFM = �
ÎKvfM �HGHPe

M
QG �� QtΛ                                                                                                    

0FM�EF####	
 = QGjQP� ' -PwRP#####	xSRG#####	lRP#####	S��ET                                                                                      

OFM�EF####	
 = 'SEF####	 − EM####	S�MwEM####	x ��ET                                                                                   

 

II.10.4. Description du modèle de Landau : 

    Le modèle de Landau est une application de l’équation de Boltzmann sur le plasma avec les 

collisions lointaines dominantes. Nous partons du terme de collision de Boltzmann : 

                                       �FM��F
 = 'w�FU�MU − �F�MxV¸�W,2
�Ω�EM                           (II.39) 

  Dans un plasma cinétique classique, les collisions lointaines sont dominantes, alors on peut 

négliger les collisions proches c’est-à-dire que les variations des vitesses ΔEF####	 = EFU####	 − EF####	 et 

ΔEM####	 = EMU####	 − EM####	 sont faibles, donc on développe �FU et �MU en série de Taylor et on les remplace 

dans l’intégrale de Boltzmann et suivant un ensemble des calculs, nous obtenons la formule 

établie par Landau pour les collisions lointaines de faible angle de déviation  [12]: 

�FMw�F , �Mx = ¶¶EF####	 �ΓFM2 ?OYFM ô �F[M
¶�M¶EM####	 − �M[F

¶�F¶EF####	õ ��EM� 
                                                = ZGP� ¬

¬RG#####	 ß' O[Y\Ml\##	\##	\� S à�M ¬-G¬RG#####	 − QGQP �F ¬-P¬RP#####	á��EMâ            (II.40)                         
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   Le tenseur  OYFM est défini par :  OYFM = [Y\Ml\##	\##	\�   et   ]##	 = EF####	 − EM####	 
Et : 

                              ΓFM = �
ÎKvfM �HGHPe

M
QG �� QtΛ     (Système d’unité internationale (S.I))      (II.41) 

                              ΓFM = 4< �HGHPeMQG �� QtΛ   (Système d’unité Gaussien (S.G))               (II.42)                           

Où : Λ représente le logarithme coulombien égal au rapport entre le maximum et le minimum 

du facteur d’impact :  

                                                           Λ = :̂ _k:^A` = ab?M�: = �JabeM                                             (II.43) 

Alors : 

                                                            QtΛ = Qt O�JabeM S                                                    (II.44) 

 

  II.10.5. L’opérateur de collision électron-ion : 

Pour un plasma complétement ionisé, l’équation cinétique des électrons [12] est : 

                    
¬-?¬® + E	. ∇##	�e + �?Q? w_#	 + E	 × b#	x. ¬-?¬R#	 = ∑ �FM��FM 
 = �ee��e
 + �eg��e
       (II.45) 

 Avec : 

                                	�eg��e
 = Z?A� ¬
¬R?####	 �' O[Y\Ml\##	\##	\� S O�g ¬-?¬R?####	− Q?QA �e ¬-A¬R>###	S��Eg�                  (II.46) 
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Lorsque nous allons faire une approximation sur la masse des ions c’est-à-dire, pour une grande 

masse des ions, on peut admettre la condition OQ?QA → 0S. Donc : 

             	�eg��e
 = Z?A� ¬
¬R?####	 �' O[Y\Ml\##	\##	\� S �g ¬-?¬R?####	��Eg� = Z?A� ¬

¬R?####	 ¬-?¬R?####	' O[Y\Ml\##	\##	\� S �g��Eg       (II.47) 

Lorsque nous allons faire une approximation sur la vitesse des ions c’est-à-dire, à cause de leur 

grande inertie, nous négligeons la réponse des ions, donc nous négligeons la vitesse des ions 

devant la vitesse des électrons nous écrivons : 

 	]##	 = Ee###	 − E/###	 ≈ Ee###	 . 
Par conséquent le terme de collision (e-i) s’écrit : 

             �eg��e
 = Z?A� ¬
¬R?####	 ¬-?¬R?####	 O[Y\Ml\##	\##	\� S' �g��Eg = Z?A� ¬

¬R?####	 �¬-?¬R?####	 O[YR?MlR?####	R?####	R?� S' �g��Eg�       (II.48) 

Nous considérons que la fonction de distribution des ions est une maxwellienne donc  

'�g��Eg = tg . Alors : 

                                              �eg��e
 = Z?AIA�
¬
¬R?####	 �O[YR?MlR?####	R?####	R?� S ¬-?¬R?####	�                                   (II.49) 

 

D’après la condition du quasi neutralité, nous écrivons : ctg = te alors : 

          
Z?AIA� = IAdKvfM �H?HAe

M
Q? �� QtΛ = IAdKvfM �He

M
Q? �

� QtΛ = HIAdKvfM He
Ð

Q?M QtΛ = HeÐI?dKvfMQ?M QtΛ                (II.50) 

La forme approximative de l’opérateur de Landau pour la collision (é-i) est : 

   �eg��e
 = HeÐI?dKvfMQ?M QtΛ ¬
¬R?####	 �O[YR?MlR?####	R?####	R?� S ¬-?¬R?####	� = HeÐI?dKvfMQ?M QtΛ ¬

¬R?####	 � �R? O½Y− R?####	R?####	R?M S ¬-?�R?
¬R?####	 �         (II.51) 

On peut écrire cet opérateur sous forme [12] : 

�eg��e
 = @?AR?��
¬
¬R?####	 �O[YR?MlR?####	R?####	R?� S ¬-?¬R?####	� = RL�?Ð

�a?A ¬
¬R?####	 � �R? O½Y− R?####	R?####	R?M S ¬-?�R?
¬R?####	 � =

																																																																																							@?A	R��
¬
¬RA ßOeA5R

MlRAR5R� S ¬-?¬R5â                   (II.52) 
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Avec : 

 �eg�Ee
 = HeÐI?ÎKvfMQ?MR?� QtΛ  Est la fréquence de collision é-ion. 

E®}e = O J?Q?S
�/�

 Est la vitesse thermique des électrons. 

«eg = ÎKvfMJ?MHeÐI?IIJ	 Est le libre parcours moyen des électrons. 

Nous pouvons écrire le terme de collision comme : 

                                	�eg��e
 = @?A	R�� ∑ ¬
¬RAg ßOeA5RMlRAR5R� S ¬-?¬R5â                                (II.53) 

  

II.11. Conclusion : 

  Dans ce chapitre, nous avons réalisé une étude détaillée sur la description cinétique du 

plasma et ainsi ses équations; commençant par l'équation de Liouville qui nous a aidé à l’étude 

du comportement dynamique d'un système de N particules en interaction, puis nous avons 

appliqué cette équation au plasma. Ensuite, nous avons décrit le comportement de ce système 

des particules chargées utilisant les équations de Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon 

(BBGKY). Les Approximations utilisées sur la hiérarchie « BBGKY » sont à l’origine des 

équations cinétiques qui sont : L’équation de Boltzmann, l’équation de Landau et l’équation de 

Fokker-Planck qui est la base de notre travail définie dans le chapitre suivant. 
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ІII.1. Introduction : 

Dans le niveau microscopique d’un plasma magnétisé, il y a des particules chargées 

d'espèces différents en mouvement thermique avec des vitesses différentes, chaque particule a un 

mouvement de gyration rapide autour du champ magnétique avec une vitesse perpendiculaire, 

E⏊ et une fréquence cyclotronique électronique ; 7;e = eC
Q? proportionnelle au champ magnétique 

b et un mouvement parallèle non affectée par le champ magnétique. La vitesse des électrons en 

fonction du temps peut s’écrire comme : 

E	 = E	⫽ + E	⏊ exp�Z7;e�
 
Il est judicieux de considérer deux échelles de temps : une échelle de temps rapide par 

rapport au mouvement cyclotron des électrons autour des lignes de champ magnétique, f;e = �
=>?    

(Typiquement f;e~10l��	¦ pour les expériences de la fusion thermonucléaire magnétique) et une 

échelle de temps lente hydrodynamique�f}a ≫ f;e
, ceci utilisé dans un plasma excité par une 

onde laser de haute fréquence dans le contexte de fusion laser [1,2]. 

Dans ce chapitre, nous cherchons à montrer analytiquement puis numériquement 

l’anisotropie en température des électrons pour un plasma magnétisé, dans le cadre de la théorie 

cinétique.  L'équation de Fokker-Planck est l'équation appropriée pour décrire ce genre de 

plasma [3] décrite dans le premier paragraphe. Afin de calculer la fonction de distribution 

électronique dans le deuxième paragraphe, nous considérons que la théorie cinétique d'une 

particule avec 6D dans l’espace des phases:	�T	, E	
. Ensuite, dans le quatrième et le cinquième 

paragraphe, nous calculons la fonction distribution à haute fréquence f h et statique f s 

respectivement. Ainsi que le sixième paragraphe est consacré au calcul de la température des 

électrons dans les directions parallèle et perpendiculaire du champ magnétique où nous allons 

montrer l'anisotropie en température théoriquement par des calculs analytiques puis 
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graphiquement par des calculs numériques. Enfin, et dans le dernier paragraphe de ce chapitre, 

nous allons donner une conlusion sur les résultats obtenus. 

 

   III.2. L’équation de base :  

  L’équation de base dans cette étude est celle de Fokker-Planck, en supposant que le 

plasma est homogène, en tenant compte du champ magnétique et des collisions électron-ion de 

Coulomb, et dans la présence de la force de Lorentz: g	���
 = −^E	��
 × b#	, suivant la notation 

de Braginskii [4,5] : 

                                               
¬-
¬® + D	hQ? . ¬-¬R#	 = �eg��
                                             (III.1) 

   Où : 

     � = ��E	, T	, �
. : Représente la fonction de distribution des électrons. 

    �eg��}
 : L’opérateur des collisions (é-i). 

    7;e : Est la fréquence cyclotronique électronique orientée par la direction du champ  

             magnétique.  

  Nous supposons que le champ magnétique est orienté dans la direction x, b#	=b�� , et les 

électrons oscillent dans le plan (y,z), où : EG####	��
 = EG��̂ − Z��
 exp�Z7;e�
. Dans cette 

géométrie, la force de Lorentz est représentée par : 

                                   g	� = −[e7;eEG��� + Z�̂
 exp�Z7;e�
	                                      (III.2) 

 Ceci est équivalent à une force due à la présence d’une onde laser polarisée 

circulairement dans un plasma [1,2]. 
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 En tenant compte de l’équation (III.2), l’équation de Fokker-Planck (III.1) devient : 

                       
¬-
¬® − 7;eEG à ¬-

¬Ri + Z ¬-
¬Rjá exp�Z7;e�
 = �eg��
                                (III.3) 

  Cette équation est similaire à celle qui caractérise un plasma homogène en interaction 

avec une onde laser polarisée circulairement. Donc nous cherchons à une anisotropie en 

température due à la présence du champ magnétique. 

 

III.3. La fonction de distribution : 

  Le mouvement d’une particule chargée dans un plasma dans la présence du champ 

magnétique statique peut être décomposé en mouvement de giration perpendiculaire rapide 

autour des lignes du champ magnétique et un mouvement parallèle le long des lignes du champ 

magnétique non affecté par la force de Lorentz, donc par le champ magnétique. 

  Par la séparation de ces deux échelles de temps dans l’équation de F-P (III.3). Nous 

supposons que la fonction de distribution est la somme de la fonction de distribution oscillatoire 

et celle quasi-statique, donc : 

                                  � = ��E∥, EG	, �
 = ���E∥, EG	, �
 + Real{	�}�E	, �
}                            (III.4)    

                                      �}�E	, �
 = �}�E∥, EG	
 exp�Z7;e�
.                                                     (III.5) 

  Avec : 

 ��: décrit les effets lentement variés dans le temps. 

 �}: décrit les effets d’oscillation autour des lignes du champ magnétique.  
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 La séparation de l’échelle du temps dans l’équation de Fokker-Planck (III.4), utilisant 

l’équation (III.5), nous donne un système de deux équations couplées suivant : 

                             
¬-�
¬® − 7;eEG à¬-@¬Ri + Z ¬-@¬Rjá ex p�Z7;e�
 	 = �eg��}
,                  (III.6) 

                            
¬-@
¬® − 7;eEG 〈Real�exp�Z7;e�

 ×Real à¬-�¬Ri + Z ¬-�¬Rjá 〉n>? = �eg���
.                     (III.7) 

La première est l’équation variée d’un temps rapide qui regroupe les termes haute fréquence 

pour B=1Tesla utilisé dans le TOKAMAK, et qui représente aussi l’évolution spatio-

temporelle. 

 La seconde est obtenue en moyennant l’équation (III.3) sur le temps t, elle variée d’un temps 

lent et représente l’évolution spatio-temporelle. 

 Ici le symbole 〈Á〉n>? = �n>? ' Á��n>?W  signifie la valeur moyenne sur la période du cyclotron.  

   

III.4. Calcul de la fonction de distribution à haute fréquence : 

En utilisant l’équation (III.6), et on pose : 	 l’équation �} peut calculer par l’équation (III.8) 

en fonction de �� , comme : 

                             Z7;e�} − �eg��}
 = 7;eEG à¬-@¬Ri + Z ¬-@¬Rjá exp�Z7;e�
.                         (III.8)                           

L’opérateur de collision,	�eg�� 	
 est exprimé par Landau en [6,7,8] comme : 

                                        	 �eg�� 	
 = î
R�

¬
¬R5 wE3E| − E�o3|x ¬-	

¬R�                                        (III.9) 
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Où : 

p = RLÐ�a?A, «eg = ÎKvfJ?MI?eÐHq J,  est le parcours libre moyen,  �eg = �
�
RLa?A et E® = ï²e/[e est la 

vitesse thermique. 

 L’opérateur des collisions (é-i) dans la relation (III.9) a des harmoniques sphériques comme 

des fonctions propres [9-11], donc il est judicieux d’utiliser les coordonnées sphériques, 

OE, æ = RkR ,2 = arctg RiRjS,	donc le côté droit de l’équation (III.8) se présente comme suit:   

                                 7;e ô�1 − æ�
� �� OE ¬-@
¬R + 	æ ¬-@

¬� Sõ × exp�Z7;e� + Z2
                  (III.10) 

     Cette relation montre que  �} est proportionnelle à  exp�Z2
 et �� est indépendante de 2, 

donc il est judicieux de développer ���E	
 = ���æ, E
  sur les polynômes de Legendre ÌI�æ
	: 
	�� = ∑ÌI�æ
�I��E
  et de développer		�} = �}�æ, E
^��	Z�7;e� + 2
 sur la base des harmoniques 

sphériques rI��æ,2
 d’ordre (Q, [ = 1
: 

�} = 
rI��æ,2
�I}�E
I.s
I.W exp�Z2

 ÌI��æ
�I}�E
,

I.s
I.W  

 Où : ÌI��æ
 (le polynôme de Legendre associé d’ordre (l, m=1). On tient compte de ces 

développements, l’équation des hautes fréquences (III.7) peut s’écrire comme suit : 

OZ7;e + Q�Q + 1
 î
R�S	∑ ÌI��I}	�E
 =I.sI.W −7;e t�1 − æ�
� �� uE ∑ ÌI	 ¬-v@	¬R 		I.sI.W +

æ∑ ¬:v	¬�I.sI.W �I� wx .      (III.11) 

   

En utilisant les relations de récurrences entre les polynômes de Legendre et les polynômes de 

Legendre associés [9], nous démontrons que pour :  l ≥ 0 et 0 ≤ m ≤ l:  
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æÌIQ = Ij�
�Ij�ÌIj�Q + I

�Ij�ÌIl�Q .            (A1) 

Pour [ = 0. L’équation (A1) est écrite comme : 

æÌIW = Ij�
�Ij�ÌIj�W I

�Ij�ÌIl�W .                  (A2) 

Multiplions l’équation (A2) par æ, nous obtenons:  

æ�ÌIW = Ij�
�Ij�æÌIj�W + I

�Ij�æÌIl�W ,          (A3) 

 Où :  æÌIj�W  et  æÌIl�W  sont donnés par L’équation (A2) pour Q ↦ Q + 1 et Q ↦ Q + 1 

respectivement.  

 Nous substituons l’équation (A2) dans l’équation (A3), nous trouvons : 

æ�ÌIW = �Ij�
�Ij�
��Ij�
��Ij�
ÌIj�W + � �Ij�
M��Ij�
��Ij�
+ IM��Ij�
��Il�

ÌIW + I�Il�
��Ij�
��Il�
ÌIl�W          (A4) 

Et ainsi : 

�1 − æ�
ÌIW = − �Ij�
�Ij�
��Ij�
��Ij�
ÌIj�W + ��Il�
��Ij�
��Ij�
l�Ij�
M��Il�
lIM��Ij�
��Il�
��Ij�
��Ij�
 ÌIW −
	 I�Il�
��Ij�
��Il�
ÌIl�.W .                      (A5) 

Multiplions cette équation par  ï1 − æ� , nous obtenons : 

�1 − æ�
�/�ÌIW = − �Ij�
�Ij�
��Ij�
��Ij�
ï1 − æ�ÌIj�W +
��Il�
��Ij�
��Ij�
l�Ij�
M��Il�
lIM��Ij�
��Il�
��Ij�
��Ij�
 ï1 − æ�ÌIW − I�Il�
��Ij�
��Il�
ï1 − æ�ÌIl�.W .               (A6) 

Pour toute Qet [:  

ï1 − æ�ÌIQ = �
�Ij�ÌIl�Qj� − �

�Ij�ÌIj�Qj�     (A7) 
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Cette équation peut s’écrire pour : �Q + 2,[ = 0
,		 �Q, [ = 0
et	�Q − 2,[ = 0
 comme : 

ï1 − æ�ÌIj�W = �
�Ij|ÌIj�� − �

�Ij|ÌIj�� .      (A8) 

ï1 − æ�ÌIW = �
�Ij�ÌIl�� − �

�Ij�ÌIj�� ,       (A9) 

ï1 − æ�ÌIl�W = �
�Il�ÌIl�� − �

�Il�ÌIl�.�      (A10) 

Par la substitution de ces équations. (A8), (A9) et (A10) dans (A6), nous trouvons : 

�1 − æ�
�/�ÌIW = − I�Il�
��Ij�
��Il�
��Il�
ÌIl�� + ���Il�
��Ij�
��Ij�
l�Ij�
M��Il�
lIM��Ij�
��Il�
��Ij�
M��Ij�
 +
I�Il�
��Ij�
��Il�
��Il�

ÌIl�� − � �Ij�
�Ij�
��Ij�
��Ij�
��Ij|
+ ��Il�
��Ij�
��Ij�
l�Ij�
M��Il�
lIM��Ij�
��Il�
��Ij�
M��Ij�
 
ÌIj�� +

�Ij�
�Ij�
��Ij�
��Ij�
��Ij|ÌIj�.�                                                                       (A11) 

Multipliant cette équation par �I� et sommant sur Q, on trouve: 

∑ �1 − æ�
�MÌIWE ¬-v@	¬RI.sI.W = −∑ I�Il�
��Ij�
��Il�
��Il�
ÌIl�� E ¬-v@	¬R +I.sI.W   

∑ �I.sI.W ��Il�
��Ij�
��Ij�
l�Ij�
M��Il�
lIM��Ij�
��Il�
��Ij�
M��Ij�
 + I�Il�
��Ij�
��Il�
��Il�

ÌIl�� E ¬-v@	¬R −
∑ � �Ij�
�Ij�
��Ij�
��Ij�
��Ij|
+I.sI.W  

��Il�
��Ij�
��Ij�
l�Ij�
M��Il�
lIM��Ij�
��Il�
��Ij�
M��Ij�
 
ÌIj�� E ¬-v@	¬R +
∑ �Ij�
�Ij�
��Ij�
��Ij�
��Ij|ÌIj�� E ¬-v@	¬RI.sI.W                                                        (A12) 

Il est pratique de déplacer la somme dans le côté droit de cette équation comme suit : 

 ∑ I�Il�
��Ij�
��Il�
��Il�
ÌIl�� E ¬-v@	¬R =I.sI.W 	 ∑ �Ij�
�Ij�
��Ij}
��Ij|
��Ij�
ÌI�E ¬-v~�@ 	
¬RI.sI.W ,                       (A13) 
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∑ �I.sI.W ��Il�
��Ij�
��Ij�
l�Ij�
M��Il�
lIM��Ij�
��Il�
��Ij�
M��Ij�
 + I�Il�
��Ij�
��Il�
��Il�

ÌIl�� E ¬-v@	¬R =   

∑ ���Ij�
��Ij�
��Ij|
l�Ij�
M��Ij�
l�Ij�
M��Ij|
��Ij�
��Ij�
M��Ij|
I.sg.W + �Ij�
I��Ij�
��Ij�
��Il�

ÌI�E ¬-v~L@ 	
¬R ,           (A14)                                 

∑ � �Ij�
�Ij�
��Ij�
��Ij�
��Ij|
I.sI.W + ��Il�
��Ij�
��Ij�
l�Ij�
M��Il�
lIM��Ij�
��Il�
��Ij�
M��Ij�
 
ÌIj�� E ¬-v@	¬R =
∑ � I�Ij�
��Il�
��Ij�
��Ij�
+I.sI.W ��Il�
��Il�
��Ij�
lIM��Il�
l�Il�
M��Ij�
��Il�
��Il�
M��Ij�
 
ÌI�E ¬-v�L@ 	

¬R ,                  (A15)                                

∑ �Ij�
�Ij�
��Ij�
��Ij�
��Ij|
ÌIj�� E ¬-v@	¬RI.sI.W = ∑ �Il�
�Il�
��Il|
��Il�
��Il�
ÌI�E ¬-v��@ 	
¬RI.sI.W .                            (A16)    

Ces équations (A13)-(A16) sont justifiées par le fait que les �I� sont nuls pour l <0. 

Par substitution des équations (A13) - (A16)) dans l’équation (A12), nous avons bien trouvé 

l'équation (A17) : 

 ∑ E ¬-v@	¬R �1 − æ�
� �� ÌI		I.sI.W = ∑ ÌI��O��Q
E ¬-v��@¬R +I.sI.W O��Q
E ¬-v�L@¬R +O��Q
E ¬-v~L@¬R +
OÎ�Q
E ¬-v~�@¬R 
,                                                                                                              (A17) 

Où: 

	O��Q
 = �Il�
�Il�
��Il|
��Il�
��Il�
,  

O��Q
 = −� Q�Q + 1
�2Q − 1
�2Q + 1
�2Q + 3
 �2Q − 3
�2Q − 1
�2Q + 1
 − Q��2Q − 3
 − �Q − 1
��2Q + 1
�2Q − 3
�2Q − 1
��2Q + 1
  

 O��Q
 = + �Ij�
I��Ij�
��Ij�
��Il�
  et 

 	OÎ�Q
 = − �Ij�
�Ij�
��Ij}
��Ij|
��Ij�
.  

 



Chapitre III  
 _________________________________  Anisotropie en température dans les plasmas magnétisés 
       

                                                                                                                          ___________________________ 

85 

 

Par la suite pour établir l'équation (III.11), nous utilisons les relations de récurrence entre les 

polynômes de Legendre associés, illustrées dans [9] pour tous les ordres l ≥0 et 0≤ m ≤ l,  

ainsi :  

�1 − æ�
 �:v̂�� = �Ij�
�IjQ

�Ij� ÌIl�Q − I�IlQj�


�Ij� ÌIj�Q ,               (B1) 

              æÌIQ = IjQ
�Ij�ÌIj�Q IlQj�

�Ij� ÌIl�Q ,                                (B2) 

              ï1 − æ�ÌIQ = �
�Ij�ÌIl�Qj� − �

�Ij�ÌIj�Qj�.                (B3) 

Pour m=0, ces équations sont écrites comme : 

           �1 − æ�
 �:v�� = I�Ij�

�Ij� ÌIl� − I�Ij�


�Ij� ÌIj�,                      (B4) 

                         æÌI = Ij�
�Ij�ÌIl� + I

�Ij�ÌIj�,                          (B5) 

               ï1 − æ�ÌI = �
�Ij�ÌIl�� − �

�Ij�ÌIj�� .                        (B6) 

Multiplions l’équation (B4) par æ, nous obtenons : 

    �1 − æ�
æ �:v�� = I�Ij�

�Ij� æÌIl� − I�Ij�


�Ij� æÌIj�.                       (B7) 

Substitutions l’équation (B5) dans le côté droit de l'équation (B7) pour l↦l-1 et l↦l-1, on 

obtient alors : 

�1 − æ�
æ �:v�� =	 IM�Ij�
��Il�
��Ij�
ÌIl� + I�Ij�
[�Il�
��Ij�
l�Ij�
��Il�
]��Il�
��Ij�
��Ij�
 ÌI − I�Ij�
M��Ij�
��Ij�
ÌIj�.                     
(B8) 
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Multiplions l’équation (B8) par  ï1 − æ� , nous obtenons : 

�1 − æ�
�/�æ �:v�� = IM�Ij�

��Il�
��Ij�
ï1 − æ�ÌIl� + I�Ij�
[�Il�
��Ij�
l�Ij�
��Il�
]��Il�
��Ij�
��Ij�
 ï1 − æ�ÌI −

I�Ij�
M��Ij�
��Ij�
ï1 − æ�ÌIj�.                (B9) 

Utilisons l'équation (B6) dans la partie droite de l'équation (B9) pour l↦l-2, l et l↦l-1, on 

obtient l'équation suivante : 

�1 − æ�
�/�æ �:v�� = IM�Ij�

��Il�
��Il�
��Ij�
ÌIl�� + O��Il�
I�Ij�
[�Il�
��Ij�
l�Ij�
��Il�
]��Il�
��Il�
��Ij�
M��Ij�
 −

IM�Ij�
��Ij�
��Ij�
��Il�
��Il�
��Ij�
M��Ij�
S ÌIl�� − O��Ij|
I�Ij�
[�Il�
��Ij�
j�Ij�
��Il�
]��Il�
��Ij�
M��Ij�
��Ij|
 +
I�Ij�
M��Il�
��Ij�
��Il�
��Ij�
M��Ij�
��Ij|
S ÌIj�� 	+ I�Ij�
M��Ij�
��Ij�
��Ij|
ÌIj��                                                        (B10) 

       Multiplions cette équation (B10) par �I� et en prenant la somme sur toute l, on obtient : 

∑ �1 − æ�
�/�æ �:v�� �I�I.sI.W = ∑ [ IM�Ij�

��Il�
��Il�
��Ij�
ÌIl�� �I�I.sI.W +

���Il�
I�Ij�
[�Il�
��Ij�
l�Ij�
��Il�
]��Il�
��Il�
��Ij�
M��Ij�
 − IM�Ij�
��Ij�
��Ij�

��Il�
��Il�
��Ij�
M��Ij�

ÌIl�� �I� −

���Ij|
I�Ij�
[�Il�
��Ij�
j�Ij�
��Il�
]��Il�
��Ij�
M��Ij�
��Ij|
 + I�Ij�
M��Il�
��Ij�
��Il�
��Ij�
M��Ij�
��Ij|

ÌIj�� �I� 	+
I�Ij�
M��Ij�
��Ij�
��Ij|
ÌIj�� �I�]                                                                                                      (B11)  

Il est pratique de déplacer la somme dans le côté droit de cette équation comme suit : 

 ∑ IM�Ij�

��Il�
��Il�
��Ij�
ÌIl�� �I�I.sI.W = ∑ �Ij�
M�IjÎ


��Ij�
��Ij|
��Ij}
ÌI��Ij��I.sI.W ,                                        (B12)  

∑ [��Il�
I�Ij�
[�Il�
��Ij�
l�Ij�
��Il�
]��Il�
��Il�
��Ij�
M��Ij�
 − IM�Ij�
��Ij�
��Ij�

��Il�
��Il�
��Ij�
M��Ij�
]ÌIl�� �I�I.sI.W =     

 ∑ [��Il�
�Ij�
�Ij�
[I��Ij|
l�Ij�
��Ij�
]��Il�
��Ij�
��Ij�
M��Ij|
 − �Ij�
M�Ij�
��Ij�
��Ij|

��Il�
��Ij�
��Ij�
M��Ij|
]ÌI��Ij�	,�I.sI.W                        (B13) 
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∑ [��Ij|
I�Ij�
[�Il�
��Ij�
j�Ij�
��Il�
]��Il�
��Ij�
M��Ij�
��Ij|
 + I�Ij�
M��Il�
��Ij�
��Il�
��Ij�
M��Ij�
��Ij|
]ÌIj�� �I�sI.W =     

∑ [��Ij�
�Il�
I[�Il�
��Ij�
j�Ij�
��Il�
]��Il�
��Il�
M��Ij�
��Ij�
 +sI.W   
�Il�
IM��Il�
��Il�
��Il�
��Il�
M��Ij�
��Ij�
]	ÌI��Il�� ,                       (B14) 

∑ I�Ij�
M��Ij�
��Ij�
��Ij|
ÌIj�� �I�I.sI.W = ∑ �Il�
�Il�
M��Il|
��Il�
��Il�
ÌI��Il��I.sI.W  .                                        (B15) 

Substituons les équations. (B12)-(B15) dans l’équation (B11), nous obtenons : 

∑ �1 − æ�
�Mæ ¬:v			¬� �I� =I.sI.W ∑ ÌI��I.sI.W O|�Q
�Il�� + OÏ�Q
�Il�� + O}�Q
�Ij�� + Od�Q
�Ij�� 
,                
(III.12) 

Où : 

O|�Q
 = �Il�
�Il�
M��Il|
��Il�
��Il�
, OÏ�Q
 = − ��Ij�
�Il�
I[�Il�
��Ij�
j�Ij�
��Il�
]j�Il�
IM��Il�
��Il�
��Il�
��Il�
M��Ij�
��Ij�
 ,	  

O}�Q
 = ��Il�
�Ij�
�Ij�
[I��Ij|
l�Ij�
��Ij�
]l�Ij�
M�Ij�
��Ij�
��Ij|

��Il�
��Ij�
��Ij�
M��Ij|
  et 

Od�Q
 = �Ij�
M�IjÎ

��Ij�
��Ij|
��Ij}
 .	 

Utilisons les équations (A17) et (III.12), l’équation (III.11) est écrite comme : 

∑ �Z7;e + î
R� Q�Q + 1

ÌI��I}sI.W = −7;eexp�Z7;e� + Z2
∑ ÌI�[I.sI.W O��Q
E ¬-v��@¬R + 

O��Q
E ¬-v�L@¬R + O��Q
E ¬-v~L@¬R +	OÎ�Q
E ¬-v~�@¬R + O|�Q
�Il�� + OÏ�Q
�Il�� 	O}�Q
�Ij�� + Od�Q
�Ij�� ].         

(III.13)  

La projection de cette équation sur le polynôme de Legendre associé,ÌI��æ
, permet de 

calculer �I} comme fonction de �Il�� , �Il�� , �I�, �Ij�	� 	^�	�Ij�� , d’où: 



Chapitre III  
 _________________________________  Anisotropie en température dans les plasmas magnétisés 
       

                                                                                                                          ___________________________ 

88 

 

�I} = [O��Q
E ¬-v��@¬R + O��Q
E ¬-v�L@¬R + O��Q
E ¬-v~L@¬R + OÎ�Q
E ¬-v~�@¬R +
O|�Q
�Il�� +OÏ�Q
�Il�� O}�Q
�Ij�� + Od�Q
�Ij�� ]Zexp�Z7;e� + Z2
,	                                     (III.14) 

Notez que dans cette équation, l'approximation de plasma fortement magnétisée (7;e ≫ �eg ) 
est utilisée. Les trois premières composantes de �} sont données par : 

 ��} = [ −	Î|E ¬-f@¬R + d
�| E ¬-M@¬R − Î

�W| E ¬-Ð@¬R 	− Ï}��� + Î
���Î�]Zexp�Z7;e� + Z2
  		                 (III.15) 

��} = [−	 Î��E ¬-L@¬R + d
Ï� E ¬-�@¬R +− �W

Ï�� E ¬-�@¬R − Ï
�| ��� − d

�� ��� +	 |W��� �|�]Zexp�Z7;e� + Z2
 (III.16) 

��} = � ��| 	E ¬-f@¬R − �
�| E ¬-M@¬R + ÎÏ	

Î�|	 E ¬-Ð@¬R + �W
Î�� E ¬-�@¬R − Îd

�}|��� 	− �d�� �Î� +		 �d�Î��Ï�� Zexp�Z7;e� + Z2
	 
	                                                                                                                              (III.17) 

 

 III.5. Calcul de la fonction de distribution statique : 

  Le deuxième terme à gauche de l'équation de la fonction de distribution statique, 

l’équation (III.7), peut être écrite en utilisant des coordonnées sphériques telles que : 

7;e〈Real�ERKexp	�Z7;e�
 ×  Real�¬-	��R,�,4,®
¬Ri + ¬-	��R,�,4,®
¬Rj 
〉n>? = =>?� �1 − æ�
� �� ×                                   

OE ¬-	��R,�
¬R − æ	 ¬-	��R,�
¬� + -	��R,�
��l�M
S	                                                                              (III.18) 

L'équation de la fonction de distribution statique est alors donnée dans les coordonnées 

sphériques par : 

                             
=>?� �1 − æ�
� �� = 	î

R� O ¬
¬� �1 − æ�
 ¬-	@�R,�
¬� 		S .		                             (III.19) 
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Nous développons, comme dans le paragraphe 4, le	�	 ��E, æ
 par ÌI�æ
	et le  �	 }�E, æ
 par 

ÌI��æ
, où: 

7;e2 
{E ¶�I}	¶E �1 − æ�
� �� ÌI�
I.s
I.W − �1 − æ�
� �� æ ¶ÌI�	¶æ �I} + �1 − æ�
��ÌI��I}} = pE� 

∑ Q�Q + 1
ÌI 	�I�I.sI.W .		                                                                                                      (III.20) 

  En utilisant les relations de récurrence entre les polynômes de Legendre, ÌI�æ
, et les 

polynômes de Legendre associés, ÌI��æ
, l’équation (III.20) s’écrit comme suit: 

 
=>?� 		∑ ÌII.sg.W ßO��Q
E ¬-v��� 	

¬R + O�W�Q
E ¬-v�L� 	
¬R + O���Q
E ¬-v~L� 	

¬R + O���Q
E ¬-v~�� 	
¬R +

O���Q
�Il�} + O�Î�Q
�Il�} + O�|�Q
�Ij�} + O�Ï�Q
�Ij�} â	 = î
R� 	∑ Q�Q + 1I.sI.W 
	ÌI	�I��E
,	     (III.21)                            

Où : 

 O��Q
 = − �Il�
�Il�
�Il�
I��Il|
��Il�
��Il�
,	 

 O�W�Q
 = �Il�
I�Ij�
�Ij�
��Il�
��Ij�
��Ij�
+ �Il�
I[�Il�
�Ij�
��Il�
jI�Il�
��Ij�
j��Ij�
��Il�
��Il�
]��Il�
��Il�
M��Ij�
  

O���Q
 = �Il�
I�Ij�
�Ij�
��Ij�
��Ij�
��Il�
− �Ij�
�Ij�
[�Ij�
�Ij�
��Ij�
j�Ij�
I��Ij|
j��Ij|
��Ij�
��Ij�
]��Ij�
��Ij�
M��Ij|
   

O���Q
 = �Ij�
�Ij�
�Ij�
�IjÎ
��Ij}
��Ij|
��Ij�
 , O���Q
 = �Il�
M�Il�
�Il�
MI��Il|
��Il�
��Il�
 , 

O�Î�Q
 = − I��Il�
M�Il�
��Il�
��Il�
M − �Ij�
IM�Il�
���Ij�
��Il�
M − �Il�
MI�Ij�
M�Ij�
��Il�
��Ij�
��Ij�
+ �Il�
I
��Il�
,  

 O�|�Q
 = �Ij�
��Ij�
MI��Ij�
��Ij�
M + �Ij�
�Ij�
M�Ij�
���Ij|
��Ij�
M + �Ij�
M�Ij�
IM�Il�

��Il�
��Ij�
��Ij�
− �Ij�
�Ij�


�Ij�   

Et O�Ï�Q
 = − �IjÎ
M�Ij�
�Ij�
M�Ij�

��Ij�
��Ij|
��Ij}
 . 



Chapitre III  
 _________________________________  Anisotropie en température dans les plasmas magnétisés 
       

                                                                                                                          ___________________________ 

90 

 

Cette équation, associée à la formule �I}, (équations (III.14 à 17)), permet de déterminer 

les différentes composantes, �I��E
,  de la fonction de distribution statique. Ainsi : 

Pour l'ordre zéro (l = 0) :  

                                 
=>?� 		OÎ| E ¬-L�	¬R 	− d

�| E ¬-��	¬R − 	��
�| 	��} + 	Î| ��}S = 0	                            (III.22) 

Pour le premier ordre (Q = 1
: 
                			��� 	 =	 �Î 	 =>?�?A�R
 [	��Ï�}| E ¬-M�	¬R − d

��E ¬-Ð�	¬R − 	ÎW
�� 	�Î} + ��

�}| ��}]                               (III.23) 

 Où �eg�E
 est la fréquence dépendante de la vitesse par rapport aux électrons ayant une 

vitesse E. Pour le second ordre (l=2) :  

		��� = �
�� 	 =>?�?A�R
 		�		�Ï�|E ¬-L�	¬R − �Ï

�| E ¬-��	¬R − ÎW}} E ¬-��	¬R − �ÏW}} 	�|} − �}��} + Ïd} ��}
                  (III.24) 

   En négligeant les composants d'ordre supérieur derrière le composant�W�, en considérant que 

�Ij�� ≪ �I� , cette dernière équation peut être écrite ainsi : 

                        ��� =	 =>?���?A�R
 ×	 à−0.06857E ¬-f@¬R + 0.01904E ¬
¬R OE ¬-f@¬R Sá                   (III.25) 

  Notez que l'équation (III.25) représente une relation de récurrence entre différentes 

composantes de �� . Cela nous permet de déterminer la fonction de distribution en sachant que 

�W� est une condition aux limites. La fonction de distribution statique d'ordre zéro correspond à 

la fonction de distribution non perturbée (par le champ magnétique) des électrons. Cette 

fonction de distribution peut ensuite être estimée en considérant l'équilibre thermodynamique 

comme une fonction de Maxwell. À cet ordre (zéro), la fonction haute fréquence disparaît.  
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III.6. L’anisotropie en température : 

  En limitant l'extension au second ordre de la fonction de distribution dans les polynômes 

de Legendre, la température parallèle ²∥ = [eE∥�ééééééé, où le symbole �  représente la valeur 

moyenne, est donnée par : 

 te²∥ = [e ' E∥����E	 = <[e ' æ�EÎ ��W�E
 + Ì��æ
���E
 +Ì��æ
���E
 ��E�æ 

                  = 
Î
		�<[e ' EÎ{�W�E
}�E − d

�|<[e ' EÎ{���E
}�E	                                 (III.26) 

 Il est important de noter que la fonction de distribution haute fréquence ne contribue 

pas à la température car sa moyenne sur la période du cyclotron est nulle [�}~exp	�Z7;e�
] . 
La fonction de distribution d'ordre zéro correspondant au plasma non affecté par le champ 

magnétique est considérée comme une maxwellienne :                                                                                          

 �W�E
 = I?RL���K
�/M exp	�− RM
�RLM
. Par conséquent, la deuxième fonction de distribution anisotrope 

(III.26) peut être écrite comme suit :  

                    		��� = −	=>?@?A 		 I?RL���K
�/M × O0.011809 R�
RL� − 0.0057 R�

RL�S exp O− RM
�RLMS         (III.27) 

Calculer l'intégrale dans l’équation (III.27), l'expression explicite de ²∥ est :  

                                                                	²∥ = ² O1 + Ò =>?@?A S,                                      (III.28) 

Où: �eg est la fréquence de collision (e-i) ,et Ò ≈ 1.93 . 
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La température perpendiculaire, ²G = �
�[eEG�ééééééé, est donnée par: 

te²G = �
�[e ' EG����E	 = [e '�1 − æ�
EÎ��W + æ�� + �

� �3æ� − 1
��
�E�æ =
Î
�<[e ' EÎ�W�E − Î

�|<[e ' EÎ���E.                                                                                (III.29) 

Dans le cas de la fonction de distribution isotrope maxwellienne, le ²Gest calculé explicitement 

à partir de l'équation ci-dessus comme étant : 

                                                             ²G = ² O1 + �
�
=>?@?A S                                           (III.30) 

L'anisotropie de la température est alors donnée par : 

                                              
J∥			JK = �j��>?�?A�j_M�>?�?A .                                              (III.31) 

  Il est très clair que cette anisotropie dépend du rapport entre la fréquence du cyclotron 

et la fréquence de collision. Cette équation montre que l'anisotropie tend vers 1 pour une 

fréquence de collision élevée �=>?@?A ≪ 1
 ce qui est en accord avec la simulation numérique 1D 

réalisée par Takizuka et al. [12], malgré que l’équation (III.31) est limitée au plasma fortement 

magnétisé (
=>?@?A ≫ 1). Nous avons présenté, sur la figure ci-dessous (III.1), l'anisotropie de la 

fonction de distribution.  
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Figure III.1. L’anisotropie de la fonction de distribution pour différentes valeurs du 

champ magnétique 

 

  Cette figure montre que l'anisotropie est négative pour les faibles vitesses (E ≲ 2E®), ce 

qui correspond à un plasma plus chaud dans la direction parallèle. Cependant, dans la région à 

grande vitesse (E ≿ 2E®), la composante anisotrope de f est positive et plus importante. Cela 

montre que les électrons rapides sont en fait responsables de l'anisotropie. 

 Nous présentons sur la figure ci-dessous (III.2) l'anisotropie de la température en fonction du 

paramètre 
=>?@?A . 
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 Figure III.2. L'anisotropie de la température en fonction du paramètre
=>?@?A . 

   

 Cela montre que l'anisotropie devient importante comme le champ magnétique appliqué 

devient intense et cette anisotropie subit une saturation au voisinage de la valeur 2. 
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  III.7. Conclusion : 

 Dans ce chapitre, nous avons calculé analytiquement la fonction de distribution pour le 

plasma fortement magnétisé. En utilisant cette fonction de distribution pour calculer la 

température dans les directions parallèle et perpendiculaire. Il a été montré que la température 

est anisotrope et elle dépend du champ magnétique et de la fréquence des collisions. 

Nous avons fait aussi un calcul ou bien une simulation numérique pour démontrer cette 

anisotropie en température. Pour cela, nous avons présenté, sur la figure (III.1) l'anisotropie de 

la fonction de distribution. 

    Ce résultat analytique et numérique peut présenter et montrer des nombreuses 

applications pour une variété de phénomènes dans les plasmas magnétisés tels que : le transport,    

l'onde d’Alfvèn et l'instabilité.   
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IV.1. Introduction : 

Ce chapitre concerne une application sur la dispersion des ondes d’Alfvèn. Précisément, 

nous voulons appliquer nos résultats obtenus dans les références [12,13] sur ceux obtenus par 

M. F. Bashir et al., présentés  dans la référence [1] de ce chapitre.. 

 Dans ce travail, le système linéaire de Vlasov-Maxwell est utilisé, un tenseur diélectrique 

généralisé est dérivé pour un plasma d’électrons – ions, bi-maxwellien, non relativiste et 

magnétisé. Supposant que les ondes sont de faible fréquence dans un plasma de faible bêta, une 

nouvelle relation de dispersion décrivant la propagation oblique des modes d’Alfvèn a été 

déterminé en incorporant les anisotropies de température des électrons et des ions à la fois et 

leurs effets de rayon de Larmor fini. De la relation de dispersion résultante pour les ondes 

d'Alfven cinétiques (KAWs), les expressions analytiques sont déterminées pour les régimes 

cinétiques et inertielles respectivement 	àE®⫽g ≪ =
|⫽ ≪ E®⫽e	^�Q?QA ≪ 	 ≪ 1á	et�=|⫽ ≫ E®⫽e,g	^�	 ≪ Q?QA
	. 

Dans les deux cas, les modes d’Alfvèn sont modifiés en raison de l’effet acoustique 

résultant de l’anisotropie en température, ce qui peut augmenter ou diminuer la vitesse d’Alfvèn 

en fonction de la force et des anisotropies. 

Un certain nombre de cas spéciaux sont également récupérés dans des conditions appropriées. 

 

IV.2. Détermination de la relation de dispersion : 

La distribution bi-maxwellienne non-relativiste du moment est donnée par :  

                                          �W = �
ï�KQJ⫽ ^�� ß− <⏊M�QJ⏊ − <⫽M�QJ⫽â                                    (IV.1)                              

Utilisant le système de Vlasov-Maxwell linéarisé et en supposant que le vecteur d'onde 

k se situe dans le plan x-z, la relation de dispersion a été dérivée pour les ondes 
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électromagnétiques dans un plasma bi-maxwellien, non relativiste et magnétisé qui peut 

s’écrire : 

                                     � »]] − t⫽� »]a »´] + t⫽t⏊−»]a »aa − t� »a´»]] + t⫽t⏊ −»´a »´´ − t⏊�
�=0                               (IV.2) 

Où : 

»Y  Représente le tenseur de permittivité diélectrique 

 t⫽ = ;|⫽=  , t⏊ = ;|⏊=  et t	 = ;|	=  sont les indices de réfraction parallèle, perpendiculaire et total 

respectivement.  

 Dans le cas isotrope, le tenseur de permittivité diélectrique  »Y  est le même que celui indiqué 

dans la référence [2]. 

Dans la basse fréquence où la longueur d’onde est longue et parallèle dans un plasma à 

faible bêta, les composantes non-diagonales du tenseur deviennent négligeables et donc la 

relation de dispersion pour les KAWs peut être écrite comme : 

                                                    �»]] − t⫽� t⫽t⏊t⫽t⏊ »´´ − t⏊� � = 0                                             (IV.3) 

Dans les limites indiquées ci-dessus, le mode magnétosonique et les KAWs sont 

découplés et le vecteur électrique E et le vecteur d'ondes k se trouvent dans le même plan 

pour les KAWs comme l'ont noté plusieurs auteurs [3,4] à [6]. En outre, l'argument de la 

fonction de dispersion plasmatique est supérieur à un, c'est-à-dire 
=lI;G|⫽RL⫽G ≫ 1  (pour t ≠ 0), 

afin que nous puissions utiliser l’expansion asymptotique de la fonction de dispersion 

plasmatique [7] pour �IF ≫ 1, c’est à dire : 	c��IF
 ≈ �
		�`G − �

		�	�`G� 	. 
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Les expressions des »]] et »´´ sont données par : 

                                                    »]] = 1 + ;M
R�M	 O�l�f�aA
aA S − ;M|⫽M=M W�                                   (IV.4) 

                           »´´ = 1 − �f�a?
�|⫽M	a	b?M cU��We
 − �f�aA
�|⫽M	a	bAM cU��We
 + =�AM=M W�                            (IV.5) 

Ici, la longueur de Debye au carré pour les électrons et les ions est :«	�e,g� = E�⫽^,Z2
�=�?,AM , aussi 

l’expansion asymptotique de la fonction de dispersion du plasma : 	c��IF
 ≈ �
		�`G − �

		�	�`G� 	 et la 

fonction de Bessel modifiée est :  2∑ �I�«F
 = 1 −sI.� �W�«F
. 
       Dans le plasma à faible bêta, c'est-à-dire pour 	 O= ÎKIfJ?⫽CfM = ;@MR�MS ≪ 1	, Lysak et Lotko [8] 

ont résolu le problème de la relation de dispersion isotrope pour l’onde d’Alfven cinétique  en 

supposant que la réponse des ions est principalement perpendiculaire au champ magnétique 

ambiant, alors que celle des électrons est principalement parallèle. 

     Dans ces calculs, ils ont pris en compte la contribution des deux espèces dans la direction 

perpendiculaire et parallèle au champ magnétique ambiant. Cependant, ils ont négligé la 

contribution des électrons de la partie isotrope de la composante »]] . 

 Après quelques hypothèses, la relation de dispersion dans l’équation (IV.3) exprimée comme : 

à =M
|⫽MR�M − ��j�L
aA�l�f�aA
á àl�f�a?
	�|⫽M 	a	b?M cU��We
 − �f�aA
�|⫽M	a	bAM cU��We
 + =�AM=M W�á = à =M

|⫽MR�M − O 	aA�l�f�aA
SW�á ;M|⏊M=M                    

                                                                                                                                                 (6)  

Dans ce qui suit, les relations de dispersion ont été établies pour deux cas d’électrons 

chauds, c’est-à-dire �We ≪ 1 et pour les électrons froids où �We ≫ 1, les ions étant supposés 

froids pour les deux cas, c’est-à-dire �Wg ≫ 1. 
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    IV.2.1. La limite cinétique de KAWs : 

Pour la limite cinétique de KAWs, la vitesse de phase parallèle de l’onde est supposée 

inférieure à la vitesse thermique parallèle de l'électron (c'est-à-dire que les électrons sont 

chauds), mais supérieure que la vitesse thermique parallèle de l’ion (c’est-à-dire que les ions 

sont froids), c’est-à-dire E®⫽g ≪ 7/B⫽ ≪ E®⫽eet de plasma de faible bêta avec  
Q?QA ≪ 	 ≪ 1.   

Dans ce cas limite, la relation de dispersion (IV.6) est écrite dans la forme biquadratique 

de 7  qui est due à l'anisotropie de la température et à la contribution des ions du "composante 

»´´". Ils ont tenu compte ici de la contribution du gyroradii à la fois des espèces Àg� et Àe� puisque 

leur température perpendiculaire est arbitraire.  

La relation de dispersion (IV.6) devient : 

7Î − 7� �B⫽�Eî� �1 + 34B⏊� Àg� + B⏊� Àe� +	W�U à1 + 34B⏊� Àg�á n�
�
Eî��+B⫽�n�� �1 + B⏊� OÀe� − Àg��1 + W�U 
S� � 

+B⫽�Eî�n�� O1 + �
Î B⏊� Àg� + B⏊� Àe�S ß1 − B⏊� Àg� �1 + W�U O1 + W�U ;@MR�M	S�+

																																																		W�U ;@MR�M à1 − B⏊� Àg� + ;M|⏊M=�AM áâ=0                                                        (IV.7) 

Où : 

W�U = �J⫽AJ⫽? O1 − �
Î B⏊� Àe�S àJ⏊?J⫽? − 1á + O1 − �

ÎB⏊� Àg�S àJ⏊AJ⫽A − 1á�                                   (IV.8) 

W�U = �J⏊?J⏊A 	OJ⫽?	J⏊? − 1S +	OJ⫽AJ⏊A − 1S� 																									                                                        (IV.9) 

La solution de cette équation est donnée dans les deux cas : 
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i.  Propagation parallèle : 

Dans ce cas, mettez : B⏊ = 0, la première solution de l’équation (IV.7) est : 

                                7�� = B⫽�Eî� �1 + M⫽� ��J⏊?J⫽?
− 1�+ àJ⏊AJ⫽A − 1á��                     (IV.10) 

C’est le résultat de Schlickeiser et Skoda [9]. L’équation ci-dessus représente la relation 

de dispersion pour une onde d’Alfvèn pure dans le plasma anisotrope. L’anisotropie de la 

température augmente la vitesse d'Alfvèn lorsque : ²⏊e,g > ²⫽e,g alors, cette équation réduit la 

vitesse d'Alfvèn dans le cas contraire. 

Maintenant, mettez B⏊ = 0 dans la deuxième solution, c'est-à-dire dans l'équation (IV.7) pour 

obtenir : 

                                             7�� = B⫽�	n�� 	u �j>@M �M�L¡¡
�j>@M �M w�j�L¡¡x

w                                      (IV.11) 

Où : 

W�UU = �J⫽AJ⫽? àJ⏊?J⫽? − 1á + àJ⏊AJ⫽A − 1á� ; Qui est le mode acoustique ionique avec une anisotropie 

en température et une faible contribution des ions parallèles au champ magnétique ambiant. 

Pour le plasma à faible bêta, c’est à dire : 
;@MR�M ≪ 1, le mode acoustique ionique devient 

indépendant de l’anisotropie de la température et prend la forme : 

                                                       7�� = B⫽�	n��		                                               (IV.12) 

Les équations (IV.10) et (IV.11) sont les modes découplés de l’onde cinétique d'Alfvèn dans 

l'équation (IV.7). 
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ii. Cas isotrope 

En ignorant les anisotropies de température dans l'équation (IV.7), nous obtenons ; 

7	�� = �B⫽�Eî� �1 + B⏊� O�ÎÀg� + Àe�S	�+
B⫽�n��¢1 + B⏊� wÀe� − Àg�	x£ �× ¤1 − O�j|⏊M w¥?Ml¥AM	xS>@M �M

��j|⏊M O�Ð¥AMj¥?MSjO�j|⏊M w¥AMj¥?MxS>@M �M �
¦    (IV.13) 

On peut noter de la relation de dispersion ci-dessus que l'onde d'Alfvèn cinétique reste 

modifiée même dans le cas isotrope. Négligeant les petits termes de correction pour le plasma 

bêta bas, le mode d’Alfven cinétique standard est récupéré.  

 

   IV.2. 2.  La limite inertielle de KAWs :  

Pour obtenir la limite inertielle de KAWs, supposant que la vitesse de phase parallèle de l'onde 

est supérieure aux vitesses thermiques parallèles des électrons et des ions, c'est-à-dire 

 E®⫽e,g ≪ =
|⫽ et ≪ Q?QA  . Sous cette limite, la relation de dispersion dans l'équation (IV.6) devient : 

       à =M
|⫽MR�M − ��j�L
aA�l�f�aA
áô|⏊

M
=M 	�W�«e
 + =�AM=M ��W�«g
 − W�
õ = −à =M

|⫽MR�M − O �L	aA�l�f�aA
SW�á ;M|⏊M=M            (IV.14) 

D’où pour : �We,g ≫ 1, ils ont utilisé :	cUw�f?,Ax ≈ �
		�f?,AM = |⫽MRL⫽?,A=M . 

 La relation de dispersion ci-dessus devient comme suit :  

                                7� = O1 + 3
4 B⏊2 	

	ÀZ2	S ¤B⫽2Ep2w1−B⏊2 À2̂x	1−B⏊2 À2̂+n2B⏊2��?M
+ B⫽2n��W′�¦                                   (IV.15) 

Où : W′� est le même terme défini dans l’équation (IV.8). 
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L’équation ci-dessus représente l’onde d’Alfven inertielle en présence de l'anisotropie 

de la température et les gyroradii des électrons et des ions. En ignorant le gyroradii, il se 

réduit encore à : 

                        7� = B⫽2Ep2
1+	n2B⏊2��?M

+ B⫽2n�� �J⫽AJ⫽? àJ⏊?J⫽A − 1á + àJ⏊AJ⫽A − 1á�                       (IV.16) 

Le résultat ci-dessus représente l’onde d’Alfvèn inertielle modifiée due à l’effet 

acoustique résultant de l'anisotropie de la température. 

 

IV.3. Application sur la dispersion des ondes d’Alfvèn : 

IV.3.1. Détermination de l’onde d’Alfvèn inertielle modifiée dans les modes 

longitudinaux : 

 Nous avons déterminé l’expression (III.32) de l’anisotropie en température dans le chapitre   

précédent qui est donnée par : 

                                                      
J∥	JK =

�j��>?�?A�j_M�>?�?A                                                       (III.32) 

Et pour les ions, cette expression devient : 

²∥g	²Gg =
1 + Ò7;g�ge1 + Ò27;g�ge

 

Où : 7;g = HeC
QA; est la fréquence cyclotron ion.  

Et �ge = Q?QA �egest la fréquence de collision ions-électrons. 
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Nous avons aussi déterminé la relation de dispersion dans l’expression (IV.16) pour les 

éléctrons et les ions à la fois :  

7� = B⫽2Ep2
1 +	n2B⏊27<e�

+ B⫽2n�� �²⫽g²⫽e ô
²⏊e²⫽g − 1õ + ô²⏊g²⫽g − 1õ� 

On peut réécrire cette relation mais seulement pour les ions comme suit : 

                                                  7� = B⫽2Ep2
1+	n2B⏊2��?M

+ B⫽2n�� àJ⏊AJ⫽A − 1á                                        (IV.17) 

L’équation (IV.17) dans les modes longitudinaux, c’est-à-dire lorsque ; B⏊	 = 0	 peut être 

écrite comme : 

                                                  		7� = �Ep2 +	n�� àJ⏊AJ⫽A − 1á� B⫽2                                         (IV.18) 

Où : Eî	 = § CM�f¥ représente la vitesse d’Alfvèn. 

 Et :  n�	 = §JAQA  représente la vitesse du son pour les ions. 

  Maintenant, nous allons remplacer le rapport  
J⏊AJ⫽A  présenté par l’équation (III.32), dans 

l’équation (IV.18), nous obtenons : 

                                     		7� = �Ep2 	+ 	n�� ô	�j
_M�>A�A?�j��>A�A? − 1õ� B⫽2                                             (IV.19) 

Le résultat ci-dessus représente l’onde d’Alfvèn inertielle modifiée due à l’effet 

acoustique ionique résultant de l'anisotropie de la température. 
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La racine de cette équation, nous donne la fréquence angulaire 7	 comme: 

                                        		7	 = �Ep2 	+ 	n�� ô	�j
_M�>A�A?�j��>A�A? − 1õ�12 B⫽	                                           (IV.20) 

Dans cette équation, la fréquence angulaire 7 (l’onde d’Alfvèn modifiée) est en relation 

proportionnelle avec le nombre d’onde B⫽ qui correspond aux modes longitidinaux dans l’effet 

acoustique ionique. Pour cela, nous avons présenté, sur la figure ci-dessous (IV.1), la fréquence 

angulaire	7	en fonction du nombre d’onde  B⫽ avec des variations aux valeurs du champ 

magnétique B.  
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Fig. IV. 1. La fréquence angulaire	7	en fonction du nombre d’onde  B⫽ 

       

La figure (IV.1) montre qu’à chaque fois le nombre d’onde B⫽ augmente, la fréquence 

angulaire 7 (l’onde d’Alfvèn modifiée) va augmenter aussi, donc on dit qu’il y a une relation 

proportionnelle entre la fréquence angulaire	7	et le nombre d’onde B⫽ dans les modes 

longitudinaux pour l’effet acoustique ionique avec des variations aux valeurs du champ 

magnétique B.  
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IV.3.2. Détermination de la vitesse du groupe : 

     L’expression de la vitesse du groupe dans les modes longitudinaux (B⏊	 = 0
 est donnée 

par : 

E� = �7�B⫽		 	 =
�	�B⫽		 	tEp2 	+ 	n�� u	1 + Ò27;g�ge1 + Ò7;g�ge

− 1wx
12
B⫽	  

Donc : 

                                         E� = �Ep2 	+ 	n�� ô	�j
_M�>A�A?�j��>A�A? − 1õ�12                                             (VI.21) 

L’expression (VI.21) montre que la vitesse du groupe est comme une constante. 

 

IV.4. Conclusion : 

Dans ce chapitre, nous avons appliqué notre résultat aux résultats obtenus par M. F. Bashir 

et al., [1] qui concerne la détermination de la relation de dispersion de l’onde d’Alfvèn inertielle 

modifiée due à l’effet acoustique ionique résultant de l'anisotropie de la température dans les 

modes longitudinaux, c’est-à-dire lorsque : B⏊	 = 0, donc nous limitons cette étude seulement 

pour les ions et nous négligeons l’effet des électrons.  

Pour cela, nous avons montré analytiquement puis graphiquement après un calcul 

numérique, qu’il existe une relation proportionnelle entre la fréquence angulaire 	7		(l’onde 

d’Alfvèn inertielle modifiée due à l’effet acoustique ionique) et le nombre d’onde  B⫽ qui 

correspond aux modes longitudinaux,  
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Finalement, nous avons calculé la vitesse du groupe mais c’est trouvée comme une 

constante, c’est-à-dire, elle ne dépend pas du nombre d’onde B⫽. 
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CONCLUSION GENERALE 

  Pour investiguer l'anisotropie en température dans les plasmas magnétisés dans le cadre 

de la théorie cinétique, nous avons commencé par un calcul analytique de la fonction de 

distribution électronique en se basant sur l'équation de Fokker-Planck, car c’est l'équation 

appropriée pour décrire ce genre de plasma. Afin de calculer la fonction de distribution 

électronique, en exprimant la température dans les directions parallèle et perpendiculaire. Il a 

été montré que la température est anisotrope et elle dépend du champ magnétique et de la 

fréquence des collisions, nous avons limité notre développement au second ordre, on trouve 

que le plasma est plus chaud dans la direction parallèle.   

  Nous avons fait aussi un calcul ou bien une simulation numérique pour démontrer cette 

anisotropie en température. Pour cela, nous avons présenté, sur la figure (III.1) l'anisotropie de 

la fonction de distribution. Cette figure montre que l'anisotropie est négative pour les faibles 

vitesses (E ≲ 2E®), ce qui correspond à un plasma plus chaud dans la direction parallèle. 

Cependant, dans la région à grande vitesse (E ≿ 2E®), la composante anisotrope de � est 

positive et plus importante. Cela montre que les électrons rapides sont en fait responsables de 

l'anisotropie. 

   Par la suite, nous avons présenté sur la figure (III.2) du même chapitre, l'anisotropie de 

la température en fonction du paramètre 
=>?@?A . Cela montre que l'anisotropie devient importante 

comme le champ magnétique appliqué devient intense et cette anisotropie subit une saturation 

au voisinage de la valeur 2.  

  Ce résultat analytique et numérique peut présenter et montrer des nombreuses 

applications pour une variété de phénomènes dans les plasmas magnétisés tels que : le transport, 

l'instabilité Weibel où le taux de croissance de l'instabilité dépend de 
J∥			JK   et l'onde d'Alfvén où 
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la dispersion dépend de 
J∥			JK  et ainsi d’instabilité dans le plasma de fusion et d’astrophysique, en 

particulier dans le schéma de fusion par inertie magnétisée (MIF). 

Par conséquent, nous avons appliqué notre résultat aux résultats obtenus par M. F. Bashir 

et al., qui concerne la détermination de la relation de dispersion de l’onde d’Alfvèn inertielle 

modifiée due à l’effet acoustique ionique résultant de l'anisotropie de la température dans les 

modes longitudinaux, c’est-à-dire lorsque : B⏊	 = 0 dont l’effet des électrons est negligeable.  

Pour cela, nous avons montré analytiquement puis graphiquement après un calcul 

numérique, qu’il existe une relation proportionnelle entre la fréquence angulaire 	7		(l’onde 

d’Alfvèn inertielle modifiée due à l’effet acoustique ionique) et le nombre d’onde  B⫽ qui 

correspond aux modes longitudinaux. Ensuite, nous avons calculé la vitesse du groupe mais 

elle est trouvée comme une constante, c’est-à-dire, elle ne dépend pas du nombre d’onde B⫽. 

 Dans le prolongement de ce travail, nous calculerons l'anisotropie de la température pour un  

plasma magnétisé relativiste.
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 Résumé : 

 

  Dans le présent travail, nous avons explicitement calculé la fonction de 

distribution électronique pour le plasma magnétisé, en prenant compte des collisions 

électron-ion. L'équation de base dans cette investigation est celle de Fokker-Planck 

dans laquelle, nous avons utilisé certaines approximations qui sont justifiées dans les 

expériences de fusion magnétique et des plasmas d’astrophysiques. En calculant le 

second moment de la fonction de distribution, nous avons exprimé les températures 

des électrons dans la direction parallèle et dans le plan perpendiculaire au champ 

magnétique. Il a été démontré que cette température est anisotrope et cette 

anisotropie est due à la compétition entre l'effet de champ magnétique et l'effet de 

collision. Notre analyse théorique est applicable aux études d’onde et d’instabilité 

dans le plasma de fusion et d’astrophysique, en particulier dans le schéma de fusion 

par inertie magnétisée (MIF). 

Mots clés : Plasma magnétisé, théorie cinétique du plasma, collisions dans le 

plasma.  
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Abstract: 
 

 
In the present work, we explicitly calculated the electronic distribution 

function for magnetized plasma, taking into account the electron-ion collisions. The 

basic equation in this investigation is the Fokker-Planck equation in which, we used 

some approximations, which are justified in the experiments of magnetic fusion and 

in plasma of astrophysics. By computing the second moment of the distribution 

function, we have expressed the electrons temperatures in the parallel direction and 

in the perpendicular plane to the magnetic field. We show that this temperature is 

anisotropic and this anisotropy is due to competition between magnetic field effect 

and the collisions effect. We also present the numerical results and interpret them for 

illustration. Our theoretical analysis is applicable in wave and instability studies in 

fusion and astrophysical plasma, particularly in magnetized inertial fusion (MIF) 

scheme. 

Keywords: magnetized plasma, plasma kinetic theory, collisions in plasma  
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 AB@ــ<:    
 

         ،rstــvsا xـyzsا r{  ،|}~�yysا tز����s r��� ��ـtب �zـtدs| ا��sز�� ا����sو

ا��ـ�ن ¡ �x وا�ـ�. اtzysدs| ا��ـr{ |��t ھ�ا -�� ��ا�ـtة ��ـtد�tت ا����sون

�¢�{ |sدtـz� rھ £v�sا- £�� ¤��¦�tج ��  ¡��s رة��ysات ا��¦¨�sا ©z¡ ا��»¦ام

 |sدtـz� ¬� |��tـ­sـ| ا®v�sب اtل ��ـ�° ¬� .|}~�yysا |�±t�²�³ـs�³ـ��| اsا tز���sوا

 r{ازي و�ysه اt¶�·ا r{ تt�ا��sز��، }¨¦ ����t �¬ در¸ـ| ��ارة ا��sـ��و

���ـº أن در¸ـ| ا�vsار .rط��tـ~�ysل اt¶ysا ¼sـ�دي إyzsـ��ى ا�ysا |~�tة ھ�ه ���ـ

 ��¿Àو� rط��tـ~�ysل اtـ¶ysا ��¿À� ¬�¡ Á{tـ~�sھ� ا ¬�tـ��sا Â�� ـ�اص وأن«sا

 x¡tÄ ـ�ي®~sا tـ~���v� إن .������s t��³ھ�ا��sـtدم. �¨¦م أ�tÇً اs~�ـÅ±t اzs¦د�| و

 ��s{��ـÉ }r درا�ـtت ا�ys¸ـtت و�¦م ا·��¨ـ�ار }r ¡�ز�ـt اsـ³ـ�t�²ء ا�³sـ��|

�¸tـ�¦�           |، °Ìtـ| }Ë}«� r ا·�¦�ـtج ¡st¨�ـ�ر ا�sا�r ا(Ê��) Ë~�yys.وا·

 

:VWXYـZ[\]ت اYـ\A`]ـ�¢�|  اvsـ��| ا®~sـ|، ا}~�yysا tز�ـ��sا ،tز�ـ���s    

.tز���sا r{ تtد�tـ��sا 
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Abstract. We investigate the temperature anisotropy in highly magnetized plasma within the 
framework of kinetic theory. We explicitly calculate the electronic distribution function for a 
magnetized plasma, taking into account electron-ion (e-i) collisions. The basic equation in this 
investigation is the Fokker-Planck (F-P) equation, where some justified approximations for fusion 
and astrophysical magnetized plasmas are used. By computing the second moment of this 
distribution function, we have expressed the electron temperatures in the parallel direction as well 
as in the plane perpendicular to the magnetic field. We show that the temperature is anisotropic 
and that this anisotropy is due to a competition between the magnetic field and the collision effects. 
We also present the numerical results and interpret them for illustration. Our theoretical analysis is 
applicable in wave and instability studies in fusion and astrophysical plasma, particularly in 
magnetized inertial fusion (MIF) scheme. 

 
Keywords: magnetized plasma; plasma kinetic theory; collisions in plasma 

 

1. Introduction 
A magnetized plasma is one in which an ambient magnetic field is strong enough to significantly alter 
particle trajectories. This kind of plasma is a good environment for different physical phenomena 
which have intensively been studied in literature, namely, Alfvén wave [1,2], cyclotron instabilities [3], 
and magnetic field reconnection [4,5] .            
Magnetized plasma, both in astrophysical medium or that created in laboratories, generally presents an  
anisotropy in temperature [6] which  can be interpreted in the microscopic way by an anisotropic 
distribution function.  
In the literature, this distribution function is usually assumed to be a bi-Maxwellian distribution 
function: 

஻݂ெሺݒ∥, ሻୄݒ ൌ ௡೐఼்்∥భమ exp ൬െ௠೐௩∥మଶ்∥ ൰ exp ቀെ௠೐௩఼మଶ ఼் ቁ	            (1) 

Where ݉௘ , ݊௘ , ∥ܶ , ܶୄ ∥ݒ ,  and ୄݒ  are respectively the electron mass, the electronic density, the 
parallel temperature, the perpendicular temperature, the parallel velocity and the perpendicular velocity.  
The aim of the present paper is to analyze  the electron temperature anisotropy for magnetized 
plasma, in the frame of the kinetic theory. This investigation could have applications in several 
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research axes, such as magnetic fusion experiments [7,8]. 
The magnetized plasma appears at the microscopic level as a set of charged particles of different 
species in thermal motion at different velocities, where each particle has a fast gyration motion around 
the magnetic field line at a perpendicular velocity ୄݒ, and a parallel motion not affected by the 
magnetic field. The time dependent electron velocity can be written as: ݒԦሺݐሻ ൌ ∥Ԧݒ ൅ ሻ, where ߱௖௘ݐሻ is the time varying perpendicular velocity which is proportional to expሺ݅߱௖௘ݐԦୄሺݒ  where	ሻ,ݐԦୄሺݒ ൌ ୣ஻௠೐ 
is the electron cyclotron frequency and ܤ is the applied magnetic field . Note here that ߱௖௘  is the same 
for all electrons in the plasma [9]. In order to compute the electronic distribution function, we consider 
for the one particle kinetic theory in 6D phase space: ሺݎԦ,  Ԧ). The Fokker Planck (F-P) equation   isݒ
then the appropriate equation for describing these kinds of plasmas [10], where the distribution 
depends on the three independent parameters: ݒ∥,   .ݐ and the time ୄݒ
 In the present investigation, we consider that the time evolution of the electron distribution function 
is characterized by two time scales as was  the case in our previous works [11-15]: a short time scale 

relative to the cyclotron motion of electrons around the magnetic field lines, ߬௖௘ ൌ ଵఠ೎೐ (which has 

typical values of ߬௖௘~ͳͲିଵଵ	ݏ  for magnetic thermonuclear fusion experiments, where ߱௖௘~ͳͲଵଵ	ିݏଵ )  and  a relatively long  hydrodynamic  time scale (߬௛௬ ب ߬௖௘ሻ. 
This paper is organized as follows: in section 2, we present the basic equation used in  this 
investigation. In section 3, the equation of the distribution function is analytically calculated under 
some justified approximations. In section 4, we compute the high frequency distribution function. In 
section 5, we compute the static distribution function. In section 6, we compute the parallel  
temperature and  the perpendicular one, where the  anisotropy in temperature is explicitly presented. 
Finally, in section 7, a conclusion is given for  the obtained results.  
 
2. Basic equation 
The basic equation in this investigation is the Fokker-Planck ( F-P) equation. The F-P equation can be 
presented for a homogeneous plasma, in the presence of the Lorentz force due to a statistic magnetic 

field, ܨԦ௅ሺݐሻ ൌ െ݁ݒԦሺݐሻ ൈ ሬԦܤ  , taking into account  the e-i Coulomb collisions, following the  

Braginskii notation [16,17]  as follows: డ௙డ௧ ൅ ிԦಽ௠೐ . డ௙డ௩ሬԦ ൌ  ௘௜ሺ݂ሻ,                         (2)ܥ

where ݂ ൌ ݂ሺݒԦ, ,Ԧݎ  .௘௜ሺ݂ሻ  represents the e-i operatorܥ  ሻ is the electrons distribution function andݐ
Note here that  the distribution function depends on the three independent parameters ሺݒ∥,  ሻݐ	and	ୄݒ	
and the Lorentz force is a time dependent force. 

Without loss of generality we consider the magnetic field to be oriented in the x direction, ܤሬԦ=ݔܤො , and the electrons to oscillate in the ሺݕ,  :ሻ plane, whereݖ

ሻݐሬሬሬሬԦሺୄݒ  ൌ ݖሺ̂ୄݒ െ ොሻݕ݅ expሺ݅߱௖௘ݐሻ.With this geometry, the Lorentz force is given by: ܨԦ௅ ൌ െ݉௘߱௖௘ୄݒሺݕො ൅ ሻݖ̂݅ expሺ݅߱௖௘ݐሻ.        (3) 

This force is similar to that due to the presence of a circularly-polarized laser wave in the plasma [11]. 
Taking Eq. (3) into account, the F-P equation  (Eq. 2) is written as: డ௙డ௧ െ߱௖௘ୄݒ ൬ డ௙డ௩೤ ൅ ݅ డ௙డ௩೥൰ expሺ݅߱௖௘ݐሻ ൌ  ௘௜ሺ݂ሻ.     (4)ܥ
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We point out that this equation (Eq. 4) is similar to that which characterizes a homogenous plasma in 
interaction with a circularly polarized laser wave [11, 13]. Then we be expecting an anisotropy in 
temperature due to the presence of magnetic field. 
 
3. Distribution function 
 The motion of individual charged particle in plasma,  in the presence of a static magnetic field, can be 
decomposed into a parallel motion  not affected by the magnetic field and a perpendicular gyration 
motion.  
The gyration period time is typically very small compared to the hydrodynamic evolution time of the 
plasma. Then it is judicious to separate the time scales in the F-P equation, (Eq. 4), by assuming that the 
distribution function is the sum of oscillating distribution function and a static one  relative to evolution 
of hydrodynamic parameters in the  plasma. Hence, we write: ݂ ൌ ݂ሺݒ∥, ,	ୄݒ ሻݐ ൌ ݂௦ሺݒ∥, ,	ୄݒ ሻݐ ൅ Realሼ	݂௛ሺݒԦ, ,Ԧݒሻሽ,       (5) ݂௛ሺݐ ሻݐ ൌ ݂௛ሺݒ∥, ሻ	ୄݒ expሺ݅߱௖௘ݐሻ.            (6) 

 The separation of time scales in the F-P equation, (Eq. 4 ), using Eq. (5), gives rise to a system of two 
coupled equations: a fast time variation  equation which represents  the spatiotemporal evolution of ݂௛ and a slow time variation  equation representing the spatiotemporal evolution of ݂௦. Thus: డ௙೓డ௧ െ ߱௖௘ୄݒ ൬డ௙ೞడ௩೤ ൅ ݅ డ௙ೞడ௩೥൰ ex pሺ݅߱௖௘ݐሻ 	 ൌ  ௘௜൫݂௛൯,           (7)ܥ

This equation is obtained by regrouping the fast time-varying terms, proportional to expሺ݅߱௖௘ݐሻ,  in Eq. 
(4).   

The equation of the static distribution function  is obtained by taking the average of Eq. (4) on 

the cyclotron period, ߬௖௘ ൌ ଶగఠ೎೐, so:  

డ௙ೞడ௧ െ ߱௖௘ୄݒ ሻሻݐRealሺexpሺ݅߱௖௘ۃ ൈReal ൬డ௙೓డ௩೤ ൅ ݅ డ௙೓డ௩೥൰ ఛ೎೐ۄ ൌ  ௘௜ሺ݂௦ሻ            (8)ܥ

Here the symbol ۄܺۃఛ೎೐ ൌ ଵఛ೎೐ ׬ ఛ೎೐଴ݐ݀ܺ  stands for the average value over the cyclotron period time.  

 

4. High-frequency distribution function 

Using expression (6), ݂௛ can be calculated from equation (7), where డ௙೓డ௧ ൌ ݅߱௖௘݂௛ , as a function of ݂௦. Thus: ݅߱௖௘݂௛ െ ௘௜൫݂௛൯ܥ ൌ ߱௖௘ୄݒ ൬డ௙ೞడ௩೤ ൅ ݅ డ௙ೞడ௩೥൰ expሺ݅߱௖௘ݐሻ.               (9) 

The collision operator, ܥ௘௜ሺ݂ሻ,  is expressed in Landau form of the F-P collision operator  [18,19,20]  
as: ܥ௘௜ሺ݂௦ሻ ൌ ஺௩య డడ௩ೕ ൫ݒ௝ݒ௞ െ ௝௞൯ߜଶݒ డ௙ೞడ௩ೖ,         (10) 

where ܣ ൌ ௩೟రଶఒ೐೔, ߣ௘௜ ൌ ସగఌబ ೐்మ௡೐௘ర௓୪୬ஃ is the mean free path, ߥ௘௜ ൌ ଵଶ ௩೟ఒ೐೔ and ݒ௧ ൌ ඥ ௘ܶ/݉௘  is the thermal 

velocity. Note that we used Einstein’s notation in equation (10). 
The e-i collision operator (10) has the spherical-harmonics like proper functions [21-23]. Then it is 
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judicious to use the spherical system ሺݒ, ߤ ൌ ௩௩ೣ , ߮ ൌ arctg ௩೤௩೥ሻ. The right hand side of equation (9) is 

written then as: ߱௖௘ ቆሺͳ െ ଶሻଷߤ ଶൗ ቀݒ డ௙ೞడ௩ ൅ ߤ	 డ௙ೞడఓ ቁቇ ൈ expሺ݅߱௖௘ݐ ൅ ݅߮ሻ.        (11) 

This shows that f୦ is proportional to expሺ݅߮ሻ and ݂௦ is independent of  ߮. It is therefore practical to 

expand ݂௦ሺݒԦሻ ൌ ݂௦ሺߤ, ሻ: ݂௦ߤሻ in Legendre polynomials, ௟ܲሺݒ ൌ ∑ ௟ܲሺߤሻ ௟݂௦ሺݒሻ , and to expand the function 		݂௛ ൌ ݂௛ሺߤ, ݅	݌ݔሻ݁ݒ ሺ߱௖௘ݐ ൅ ߮ሻ , in spherical 
harmonics, ௟ܻଵሺߤ, ߮ሻ,of order (݈, ݉ ൌ ͳሻ:  ݂௛ ൌ ∑ ௟ܻଵሺߤ, ߮ሻ ௟݂௛ሺݒሻ௟ୀஶ௟ୀ଴ expሺ݅߮ሻ∑ ௟ܲଵሺߤሻ ௟݂௛ሺݒሻ,௟ୀஶ௟ୀ଴  where ௟ܲଵሺߤሻ  is the associated Legendre 

polynomial of order ሺ݈, ݉ ൌ ͳሻ. Considering these expansions, the high frequency equation, (8), can be 
written as:  

ቀ݅߱௖௘ ൅ ݈ሺ݈ ൅ ͳሻ ஺௩యቁ	∑ ௟ܲଵ ௟݂௛	ሺݒሻ ൌ௟ୀஶ௟ୀ଴ െ ߱௖௘ ቐሺͳ െ ଶሻଷߤ ଶൗ ቌݒ ∑ ௟ܲ	 డ௙೗ೞ	డ௩ 		௟ୀஶ௟ୀ଴ ൅ߤ∑ డ௉೗	డఓ௟ୀஶ௟ୀ଴ ௟݂௦ ቍቑ.      (12) 

After some algebra using recurrence relations between Legendre polynomials and associated Legendre 
polynomials [21], we demonstrate in  Appendix A that:  ∑ ݒ డ௙೗ೞ	డ௩ ሺͳ െ ଶሻଷߤ ଶൗ ௟ܲ		௟ୀஶ௟ୀ଴ ൌ ∑ ௟ܲଵሺܩଵሺ݈ሻݒ డ௙೗షయೞడ௩ ൅௟ୀஶ௟ୀ଴ ݒଶሺ݈ሻܩ డ௙೗షభೞడ௩ ൅ܩଷሺ݈ሻݒ డ௙೗శభೞడ௩ ൅ ݒସሺ݈ሻܩ డ௙೗శయೞడ௩ ሻ ,                

(13) 

where ܩଵሺ݈ሻ ൌ ሺ௟ିଶሻሺ௟ିଵሻሺଶ௟ିହሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻ, ܩଶሺ݈ሻ ൌ 	െሺ ௟ሺ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ ൅ ሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻି௟మሺଶ௟ିଷሻିሺ௟ିଵሻమሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻమሺଶ௟ାଵሻ ሻ,  ܩଷሺ݈ሻ ൌ ሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻିሺ௟ାଶሻమሺଶ௟ାଵሻିሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻమሺଶ௟ାହሻ ൅ ሺ௟ାଵሻ௟ሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻ   

and 	ܩସሺ݈ሻ ൌ െ ሺ௟ାଷሻሺ௟ାଶሻሺଶ௟ା଻ሻሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ାଷሻ. 
     We also demonstrate in Appendix B that: ∑ ሺͳ െ ߤଶሻయమߤ డ௉೗			డఓ ௟݂௦ ൌ௟ୀஶ௟ୀ଴ ∑ ௟ܲଵሺ௟ୀஶ௟ୀ଴ ହሺ݈ሻܩ ௟݂ିଷ௦ ൅ ଺ሺ݈ሻܩ ௟݂ିଵ௦ ൅ ଻ሺ݈ሻܩ ௟݂ାଵ௦ ൅ ሺ݈ሻ଼ܩ ௟݂ାଷ௦ ሻ,       (14) 

where ܩହሺ݈ሻ ൌ ሺ௟ିଷሻሺ௟ିଶሻమሺଶ௟ିହሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻ, ܩ଺ሺ݈ሻ ൌ െ ሺଶ௟ାଷሻሺ௟ିଵሻ௟ሾሺ௟ିଶሻሺଶ௟ାଵሻାሺ௟ାଵሻሺଶ௟ିଷሻሿାሺ௟ିଵሻ௟మሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻమሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ ଻ሺ݈ሻܩ  	, ൌ ሺଶ௟ିଵሻሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሾ௟ሺଶ௟ାହሻିሺ௟ାଷሻሺଶ௟ାଵሻሿିሺ௟ାଵሻమሺ௟ାଶሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻమሺଶ௟ାହሻ   

and ଼ܩሺ݈ሻ ൌ ሺ௟ାଷሻమሺ௟ାସሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ା଻ሻ. 
Using Eqs.  (13) and (14), equation (12) is written as follows: ∑ ሺ݅߱௖௘ ൅ ஺௩య ݈ሺ݈ ൅ ͳሻሻ ௟ܲଵ ௟݂௛ஶ௟ୀ଴ ൌ െ߱௖௘expሺ݅߱௖௘ݐ ൅ ݅߮ሻ∑ ௟ܲଵሾ௟ୀஶ௟ୀ଴ ݒଵሺ݈ሻܩ డ௙೗షయೞడ௩ ൅ ܩଶሺ݈ሻݒ డ௙೗షభೞడ௩ ൅ܩଷሺ݈ሻݒ డ௙೗శభೞడ௩ ൅	ܩସሺ݈ሻݒ డ௙೗శయೞడ௩ ൅ ହሺ݈ሻܩ ௟݂ିଷ௦ ൅ ଺ሺ݈ሻܩ ௟݂ିଵ௦ ଻ሺ݈ሻܩ	 ௟݂ାଵ௦ ൅ ሺ݈ሻ଼ܩ ௟݂ାଷ௦ ].         (15)  

Projecting this equation on the associated Legendre polynomial, ௟ܲଵሺߤሻ , allows us to compute the ௟݂௛ 
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as functions of ௟݂ିଷ௦ , ௟݂ିଵ௦ , ௟݂௦, ௟݂ାଵ	௦ 	ܽ݊݀	 ௟݂ାଷ௦ , hence: 

௟݂௛ ൌ ሾܩଵሺ݈ሻݒ డ௙೗షయೞడ௩ ൅ ݒଶሺ݈ሻܩ డ௙೗షభೞడ௩ ൅ ܩଷሺ݈ሻݒ డ௙೗శభೞడ௩ ൅ ݒସሺ݈ሻܩ డ௙೗శయೞడ௩ ൅ ହሺ݈ሻܩ ௟݂ିଷ௦ ൅ܩ଺ሺ݈ሻ ௟݂ିଵ௦ ଻ሺ݈ሻܩ ௟݂ାଵ௦ ൅଼ܩሺ݈ሻ ௟݂ାଷ௦ ሿ݅expሺ݅߱௖௘ݐ ൅ ݅߮ሻ,	   (16) 
Note that in this equation, the highly-magnetized plasma approximation (߱௖௘ ب   .௘௜ ) is usedߥ
The first three components of ݂௛ are given by: 

ଵ݂௛ ൌ ሾ െ	ସହ ݒ డ௙బೞడ௩ ൅ ଷ଼ହ ݒ డ௙మೞడ௩ 	 െ ସଵ଴ହ ݒ డ௙రೞడ௩  െ ଺଻ ଶ݂௦ ൅ ସଶଵ ସ݂௦ሿ݅expሺ݅߱௖௘ݐ ൅ ݅߮ሻ,           (17) 

ଶ݂௛ ൌ ሾെ	 ସଶଵ ݒ డ௙భೞడ௩ ൅ ଺଼ଷ ݒ డ௙యೞడ௩ ൅ െ ଶ଴଺ଽଷ ݒ డ௙ఱೞడ௩  െ ଺ଷହ ଵ݂௦ െ ଶ଼ଵ ଷ݂௦ ൅	 ହ଴ଶଷଵ ହ݂௦ሿ݅expሺ݅߱௖௘ݐ ൅ ݅߮ሻ	, (18)             

                           

ଷ݂௛ ൌ ሾ ଶଵହ ݒ	 డ௙బೞడ௩ െ ଶଵହ ݒ డ௙మೞడ௩ ൅ ସ଺	ସଽହ	 ݒ డ௙రೞడ௩ ൅ ଵ଴ସଶଽ ݒ డ௙లೞడ௩  െ ସ଼ଵ଻ହ ଶ݂௦ 	െ ଶ଼ଽଽ ସ݂௦ ൅	 ଶ଼ଵସଷ ଺݂௦ሿ݅expሺ݅߱௖௘ݐ ൅ ݅߮ሻ	. ሺͳͻሻ   

                                                 
 
5. Static distribution function 

The second term in the left-hand side of the static distribution function equation, Eq. (8), can be writte 
using spherical coordinates as: 

 ߱௖௘ۃRealሺݒ௩఼exp	ሺ݅߱௖௘ݐሻ ൈ   Realሺడ௙	೓ሺ௩,ఓ,ఝ,௧ሻడ௩೤ ൅ డ௙	೓ሺ௩,ఓ,ఝ,௧ሻడ௩೥ ሻۄఛ೎೐ ൌ ఠ೎೐ଶ ሺͳ െ ଶሻଷߤ ଶൗ ൈ  ቀݒ డ௙	೓ሺ௩,ఓሻడ௩ െߤ	 డ௙	೓ሺ௩,ఓሻడఓ ൅ ௙	೓ሺ௩,ఓሻሺଵିఓమሻቁ. (20) 

The equation of the static distribution function is then given in the spherical coordinates by: ఠ೎೐ଶ ሺͳ െ ଶሻଷߤ ଶൗ ൌ 	஺௩య ቀ డడఓ ሺͳ െ ଶሻߤ డ௙	ೞሺ௩,ఓሻడఓ 		ቁ .		                (21) 

We expand, as in the section 4, the  	݂ ௦ሺݒ, ݂	  and the	ሻߤሻ in ௟ܲሺߤ ௛ሺݒ, ሻ, hence: ఠ೎೐ଶߤሻ in the ௟ܲଵሺߤ ∑ ሼݒ డ௙೗೓	డ௩ ሺͳ െ ଶሻଷߤ ଶൗ ௟ܲଵ௟ୀஶ௟ୀ଴ െ ሺͳ െ ଶሻଷߤ ଶൗ ߤ డ௉೗భ	డఓ ௟݂௛ ൅ ሺͳ െ ଶሻଵ/ଶߤ ௟ܲଵ ௟݂௛ሽ ൌ ஺௩య∑ ݈ሺ݈ ൅ ͳሻ ௟ܲ 	 ௟݂௦௟ୀஶ௟ୀ଴ .		                 

(22) 
After some algebra similar to that presented in appendices A and B,  using recurrence relations between 
Legendre polynomials, ௟ܲሺߤሻ,	 and associated Legendre polynomials,  ௟ܲଵሺߤሻ, Equation (22) is written 
as follows: ఠ೎೐ଶ 		∑ ௟ܲ௟ୀஶ௜ୀ଴ ൤ܩଽሺ݈ሻݒ డ௙೗షయ೓ 	డ௩ ൅ ݒଵ଴ሺ݈ሻܩ డ௙೗షభ೓ 	డ௩ ൅ ݒଵଵሺ݈ሻܩ డ௙೗శభ೓ 	డ௩ ൅ ݒଵଶሺ݈ሻܩ డ௙೗శయ೓ 	డ௩ ൅ ଵଷሺ݈ሻܩ ௟݂ିଷ௛ ൅ܩଵସሺ݈ሻ ௟݂ିଵ௛ ൅ ଵହሺ݈ሻܩ ௟݂ାଵ௛ ൅ ଵ଺ሺ݈ሻܩ ௟݂ାଷ௛ ൨	 ൌ ஺௩య 	∑ ݈ሺ݈ ൅ ͳ௟ୀஶ௟ୀ଴ ሻ	 ௟ܲ	 ௟݂௦ሺݒሻ,	                (23)                            

where ܩଽሺ݈ሻ ൌ െ ሺ௟ିଷሻሺ௟ିଶሻሺ௟ିଵሻ௟ሺଶ௟ିହሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻ,	 
ଵ଴ሺ݈ሻܩ  ൌ ሺ௟ିଵሻ௟ሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ ൅ ሺ௟ିଵሻ௟ሾሺ௟ିଵሻሺ௟ାଵሻሺଶ௟ିଷሻା௟ሺ௟ିଶሻሺଶ௟ାଵሻାሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ିଷሻሿሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻమሺଶ௟ାଵሻ ଵଵሺ݈ሻܩ  ൌ ሺ௟ିଵሻ௟ሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻ െ ሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሾሺ௟ାଵሻሺ௟ାଷሻሺଶ௟ାଵሻାሺ௟ାଶሻ௟ሺଶ௟ାହሻାሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାଵሻሿሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻమሺଶ௟ାହሻ ଵଶሺ݈ሻܩ   ൌ ሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሺ௟ାଷሻሺ௟ାସሻሺଶ௟ା଻ሻሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ାଷሻ ଵଷሺ݈ሻܩ , ൌ ሺ௟ିଷሻమሺ௟ିଶሻሺ௟ିଵሻమ௟ሺଶ௟ିହሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻ , ܩଵସሺ݈ሻ ൌ െ ௟యሺ௟ିଵሻమሺ௟ିଶሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻమ െ ሺ௟ାଵሻ௟మሺ௟ିଵሻయሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻమ െ ሺ௟ିଵሻమ௟ሺ௟ାଵሻమሺ௟ାଶሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ൅ ሺ௟ିଵሻ௟ሺଶ௟ିଵሻ,  
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ଵହሺ݈ሻܩ  ൌ ሺ௟ାଶሻయሺ௟ାଵሻమ௟ሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻమ ൅ ሺ௟ାଷሻሺ௟ାଶሻమሺ௟ାଵሻయሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ାଷሻమ ൅ ሺ௟ାଶሻమሺ௟ାଵሻ௟మሺ௟ିଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻെ ሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻଶ௟ାଷ   

and ܩଵ଺ሺ݈ሻ ൌ െ ሺ௟ାସሻమሺ௟ାଷሻሺ௟ାଶሻమሺ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ା଻ሻ . 

This equation coupled with the ௟݂௛  formula, (Eqs. 16-19), allows us to determinate the different  

components,  ௟݂௦ሺݒሻ,  of the static distribution function. Thus: 
For the zeroth order (݈ ൌ Ͳሻ: ఠ೎೐ଶ 		൬ସହ ݒ డ௙భ೓	డ௩ െ ଷ଼ହ ݒ డ௙య೓	డ௩ െ 	ଷଶଷହ 	 ଷ݂௛ ൅ 	ସହ ଵ݂௛൰ ൌ Ͳ.		     (24) 

For the first order (݈ ൌ ͳሻ: 		 ଵ݂௦	 ൌ ଵସ 	 ఠ೎೐ణ೐೔ሺ௩ሻ ሾ	ଶଵ଺ଵ଻ହ ݒ డ௙మ೓	డ௩ െ ଶ଼ଵ ݒ డ௙ర೓	డ௩ െ 	ସ଴ଶଵ 	 ସ݂௛ ൅ ଵଶଵ଻ହ ଶ݂௛ሿ,               (25) 

where ߴ௘௜ሺݒሻ  is the velocity-dependent frequency relative to electrons having a velocity ݒ.              
For the second order (݈ ൌ ʹ): 

ଶ݂௦ ൌ ଵଵଶ 	 ఠ೎೐ణ೐೔ሺ௩ሻ 		ሺ		ଷ଺ଷହ ݒ డ௙భ೓	డ௩ െ ଽ଺ଷହ ݒ డ௙య೓	డ௩ െ ସ଴଻଻ ݒ డ௙ఱ೓	డ௩ െ ଽ଺଴଻଻ 	 ହ݂௛ െ ଶ଻ ଵ݂௛ ൅ ଺଻଼ ଷ݂௛ሻ.           (26) 

    Neglecting higher-order components behind the ଴݂௦ component, considering that ௟݂ାଶ௦ ا ௟݂௦, this 
last equation can be written as: 

ଶ݂௦ ൌ	 ఠ೎೐ଵଶణ೐೔ሺ௩ሻ ൈ	 ൬െͲ.Ͳ͸ͺͷ͹ݒ డ௙బೞడ௩ ൅ Ͳ.ͲͳͻͲͶݒ డడ௩ ቀݒ డ௙బೞడ௩ ቁ൰.  (27) 

Note that equation (23) represents a recurrence relation between different components of ݂௦. This 
allows us to determinate the distribution function by knowing ଴݂௦  as a boundary condition. The 
zeroth-order static distribution function corresponds to the non-perturbed (by the magnetic field) 
distribution function of electrons.  This distribution function can then be estimated by considering the 
thermodynamic equilibrium as a Maxwell function. At this order (zero), the high frequency function 
vanishes. 
 
6. Temperature anisotropy 

By limiting the expansion of the distribution function in Legendre polynomials to second order, 

the parallel temperature ∥ܶ ൌ ݉௘ݒ∥ଶതതതതതതത , where the symbol ഥ  stands for average value, is given by: ݊௘ ∥ܶ ൌ ݉௘නݒ∥ଶ݂݀ଷݒԦ ൌ ݉ߨ௘ ସݒଶߤ׬ ൜ ଴݂ሺݒሻ ൅ ଵܲሺߤሻ ଵ݂ሺݒሻ ൅ଶܲሺߤሻ ଶ݂ሺݒሻ ൠ ߤ݀ݒ݀ ൌ ସଷ݉ߨ௘ ׬ ସሼݒ ଴݂ሺݒሻሽ݀ݒ െ ଵ଼ହ݉ߨ௘ ସሼݒ׬ ଶ݂ሺݒሻሽ݀(28) .ݒ 

                                                                                                                      
It is important to note that the high-frequency distribution function does not contribute to the 
temperature since its average over the cyclotron period time vanishes ሾ݂௛~exp	ሺ݅߱௖௘ݐሻሿ. The zeroth 
order distribution function corresponding to the plasma not being affected by the magnetic field  is 
considered to be a Maxwellian : 

଴݂ሺݒሻ ൌ ௡೐௩೟యሺଶగሻయ/మ exp	ሺെ ௩మଶ௩೟మሻ. Consequently, the second anisotropic distribution function ( Eq. 27), can 

be written as follow: 

ଶ݂௦ ൌ െ	ఠ೎೐ఔ೐೔ 		 ௡೐௩೟యሺଶగሻయ/మ ൈ ቀͲ.ͲͳͳͺͲͻ ௩ఱ௩೟ఱ െ Ͳ.ͲͲͷ͹ ௩ళ௩೟ళቁ exp ቀെ ௩మଶ௩೟మቁ.  (29) 

Computing the integral in Eq.  (28), the explicit expression of ∥ܶ is found to be: 
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∥ܶ ൌ ܶ ቀͳ ൅ ܽ ఠ೎೐ఔ೐೔ ቁ,                   (30) 

where ߥ௘௜ is the e_i collision frequency and ܽ ൎ ͳ.ͻ͵ . 

The perpendicular temperature, ܶୄ ൌ ଵଶ݉௘ݒଶୄതതതതതതത, is given by: ݊௘ܶୄ ൌ ଵଶ݉௘ Ԧݒଶୄ݂݀ଷݒ׬ ൌ ݉௘ ሺͳ׬ െ ସሺݒଶሻߤ ଴݂ ൅ ߤ ଵ݂ ൅ ଵଶ ሺ͵ߤଶ െ ͳሻ ଶ݂ሻ݀ߤ݀ݒ ൌ ସଷ݉ߨ௘ ׬ ସݒ ଴݂݀ݒ െସଵହ݉ߨ௘ ସݒ׬ ଶ݂݀(31)      .ݒ 

In the case of the Maxwellian isotropic distribution function, the ܶୄ  is calculated explicitly from the 
above equation to be: ܶୄ ൌ ܶ ቀͳ ൅ ௔ଶ ఠ೎೐ఔ೐೔ ቁ.           (32) 

The temperature anisotropy is then given by: ்∥			఼் ൌ ଵା௔ഘ೎೐ഌ೐೔ଵାమೌഘ೎೐ഌ೐೔ .                 (33) 

It is very clear that this anisotropy depends on the ratio of the cyclotron frequency to the collision 

frequency.  This equation shows that the anisotropy tends to 1 for a high collision frequency ሺఠ೎೐ఔ೐೔ ا ͳሻ 
which is in agreement with the 1D numerical simulation carried out by Takizuka et al. [24], despite that  

Eq. (33)  is limited to highly magnetized plasma (ఠ೎೐ఔ೐೔ ب ͳ ).  

We have presented, on the Fig. 1, the anisotropy on the distribution function.  
 

 
This figure shows that the anisotropy is negative for low velocities (ݒ ≲  ௧) which corresponds to aݒʹ
hotter plasma in the parallel direction. However in the high velocity region (ݒ ≿  ௧)  the anisotropicݒʹ
component of ݂  is positive and more important. This shows that the fast electrons are in fact 
responsible for the anisotropy. We present in Fig. 2 the temperature anisotropy as a function of the 

parameter  ఠ೎೐ఔ೐೔ . 
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This shows that the anisotropy becomes important as the applied magnetic field becomes intense, and 
this anisotropy undergoes a saturation in the vicinity of the value 2. 
 
7. Conclusion 
To investigate the temperature anisotropy in magnetized plasma we have analytically calculated the 
distribution function for a highly-magnetized plasma. Using this distribution function, we have 
calculated the temperature in the parallel and perpendicular directions. We have shown that the 
temperature is anisotropic and that it is   depend on the magnetic field and on the collision frequency. 
The numerical calculus shows that the anisotropic distribution function is negative in low-velocities 
region and positive in high-velocity region over a larger band, where the maximum is more important 
than the minimum. This shows that fast particles are responsible for the temperature anisotropy. 
In this study, we have limited the expansion of the distribution function to  second order which is 
sufficient for the study of some physical phenomena occurring in magnetized plasma such as Weibel 
instability. The plasma is hotter in the parallel direction which can be interpreted by the fact the 
plasma heating by momentum transfer due to collision is more efficient in the parallel direction. This 
analytical result could have  applications for several physical phenomena occurring in magnetized 

plasma: the Weibel instability where the growth rate of instability depends on ்∥			఼்  and the Alfvén 

wave where dispersion depends on ்∥			఼் . As an extension to this work, we will calculate the 

temperature anisotropy for a relativistic magnetized plasma. 
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Appendix A 
In order to establish Eq. 13, we use the recurrence relation between associated Legendre polynomials 
demonstrated in  (Ref. 21) for all orders  ݈ ൒ Ͳ and  Ͳ ൑ ݉ ൑ ߤ  :݈ ௟ܲ௠ ൌ ௟ାଵଶ௟ାଵ ௟ܲାଵ௠ ൅ ௟ଶ௟ାଵ ௟ܲିଵ௠ .            (A1) 

For ݉ ൌ Ͳ Eq. ( A1) is written as: ߤ ௟ܲ଴ ൌ ௟ାଵଶ௟ାଵ ௟ܲାଵ଴ ௟ଶ௟ାଵ ௟ܲିଵ଴ .               (A2) 

Multiplying Eq. (A2) by ߤ, we find:  ߤଶ ௟ܲ଴ ൌ ௟ାଵଶ௟ାଵߤ ௟ܲାଵ଴ ൅ ௟ଶ௟ାଵ ߤ ௟ܲିଵ଴ ,          (A3) 

where  ߤ ௟ܲାଵ଴  and  ߤ ௟ܲିଵ଴  are given by Eq. (A2) for ݈ ↦ ݈ ൅ ͳ and ݈ ↦ ݈ ൅ ͳ respectively.  

Substituting Eq.(A2) into Eq. (A3), we find: ߤଶ ௟ܲ଴ ൌ ሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ ௟ܲାଶ଴ ൅ ሺ ሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ൅ ௟మሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሻ ௟ܲ଴ ൅ ௟ሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻ ௟ܲିଶ଴          (A4) 

and then: ሺͳ െ ଶሻߤ ௟ܲ଴ ൌ െ ሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ ௟ܲାଶ଴ ൅ ሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻିሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ିଵሻି௟మሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ ௟ܲ଴ െ	 ௟ሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻ ௟ܲିଶ.଴ .            

(A5) 

Multiplying this equation by ඥͳ െ  :ଶ , we getߤ
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ሺͳ െ ଶሻଷ/ଶߤ ௟ܲ଴ ൌ െ ሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻඥͳ െ ଶߤ ௟ܲାଶ଴ ൅ ሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻିሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ିଵሻି௟మሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ ඥͳ െ ଶߤ ௟ܲ଴ െ௟ሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻඥͳ െ ଶߤ ௟ܲିଶ.଴ .               (A6) 

It has been demonstrated in (Ref. 21) that for all ݈ and ݉:  ඥͳ െ ଶߤ ௟ܲ௠ ൌ ଵଶ௟ାଵ ௟ܲିଵ௠ାଵ െ ଵଶ௟ାଵ ௟ܲାଵ௠ାଵ     (A7) 

This equation can written for: ሺ݈ ൅ ʹ,݉ ൌ Ͳሻ,		 ሺ݈,݉ ൌ Ͳሻand	ሺ݈ െ ʹ,݉ ൌ Ͳሻ as follows: ඥͳ െ ଶߤ ௟ܲାଶ଴ ൌ ଵଶ௟ାହ ௟ܲାଵଵ െ ଵଶ௟ାହ ௟ܲାଷଵ .      (A8) ඥͳ െ ଶߤ ௟ܲ଴ ൌ ଵଶ௟ାଵ ௟ܲିଵଵ െ ଵଶ௟ାଵ ௟ܲାଵଵ ,       (A9) ඥͳ െ ଶߤ ௟ܲିଶ଴ ൌ ଵଶ௟ିଷ ௟ܲିଷଵ െ ଵଶ௟ିଷ ௟ܲିଵ.ଵ      (A10) 

By substitution of these Eqs. (A8), (A9) and (A10) into Eq. (A6), we get: ሺͳ െ ଶሻଷ/ଶߤ ௟ܲ଴ ൌ െ ௟ሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ିଷሻ ௟ܲିଷଵ ൅ ሺሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻିሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ିଵሻି௟మሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻ ൅௟ሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ିଷሻሻ ௟ܲିଵଵ െ ሺ ሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻ൅ ሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻିሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ିଵሻି௟మሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻ ሻ ௟ܲାଵଵ ൅ሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହ ௟ܲାଷ.ଵ                   (A11) 

Multiplying this equation by ௟݂௦ and summing over all ݈, we get: ∑ ሺͳ െ ଶሻయమߤ ௟ܲ଴ݒ డ௙೗ೞ	డ௩௟ୀஶ௟ୀ଴ ൌ െ∑ ௟ሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ିଷሻ ௟ܲିଷଵ ݒ డ௙೗ೞ	డ௩ ൅௟ୀஶ௟ୀ଴   ∑ ሺ௟ୀஶ௟ୀ଴ ሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻିሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ିଵሻି௟మሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻ ൅ ௟ሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ିଷሻሻ ௟ܲିଵଵ ݒ డ௙೗ೞ	డ௩ െ∑ ሺ ሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻ൅௟ୀஶ௟ୀ଴   ሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻିሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ିଵሻି௟మሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻ ሻ ௟ܲାଵଵ ݒ డ௙೗ೞ	డ௩ ൅ ∑ ሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହ ௟ܲାଷଵ ݒ డ௙೗ೞ	డ௩௟ୀஶ௟ୀ଴           (A12) 

It is practical to shift the summation in the right hand side of this equation as follow: ∑ ௟ሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ିଷሻ ௟ܲିଷଵ ݒ డ௙೗ೞ	డ௩ ൌ௟ୀஶ௟ୀ଴ 	 ∑ ሺ௟ାଷሻሺ௟ାଶሻሺଶ௟ା଻ሻሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ାଷሻ ௟ܲଵݒ డ௙೗శయೞ 	డ௩௟ୀஶ௟ୀ଴ ,         (A13) ∑ ሺ௟ୀஶ௟ୀ଴ ሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻିሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ିଵሻି௟మሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻ ൅ ௟ሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ିଷሻሻ ௟ܲିଵଵ ݒ డ௙೗ೞ	డ௩ ൌ    ∑ ሺሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻିሺ௟ାଶሻమሺଶ௟ାଵሻିሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻమሺଶ௟ାହሻ௟ୀஶ௜ୀ଴ ൅ ሺ௟ାଵሻ௟ሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሻ ௟ܲଵݒ డ௙೗శభೞ 	డ௩ ,           (A14)                ∑ ሺ ሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻ௟ୀஶ௟ୀ଴ ൅ ሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻିሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ିଵሻି௟మሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻ ሻ ௟ܲାଵଵ ݒ డ௙೗ೞ	డ௩ ൌ∑ ሺ ௟ሺ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ ൅௟ୀஶ௟ୀ଴ ሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻି௟మሺଶ௟ିଷሻିሺ௟ିଵሻమሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻమሺଶ௟ାଵሻ ሻ ௟ܲଵݒ డ௙೗షభೞ 	డ௩ ,              (A15)                ∑ ሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻ ௟ܲାଷଵ ݒ డ௙೗ೞ	డ௩௟ୀஶ௟ୀ଴ ൌ ∑ ሺ௟ିଶሻሺ௟ିଵሻሺଶ௟ିହሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻ ௟ܲଵݒ డ௙೗షయೞ 	డ௩௟ୀஶ௟ୀ଴ .         (A16)                 

These Eqs. (A13)-(A16) are justified by the fact that ௟݂௦ are none  for ݈ ൏ Ͳ. 
Substituting Eqs. (A13)-(A16)) into Eq. (A12), we well found the Eq. (13). ∑ ݒ డ௙೗ೞ	డ௩ ሺͳ െ ଶሻଷߤ ଶൗ ௟ܲ		௟ୀஶ௟ୀ଴ ൌ ∑ ௟ܲଵሺܩଵሺ݈ሻݒ డ௙೗షయೞడ௩ ൅௟ୀஶ௟ୀ଴ ݒଶሺ݈ሻܩ డ௙೗షభೞడ௩ ൅ܩଷሺ݈ሻݒ డ௙೗శభೞడ௩ ൅ ݒସሺ݈ሻܩ డ௙೗శయೞడ௩ ሻ,  
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where 	ܩଵሺ݈ሻ ൌ ሺ௟ିଶሻሺ௟ିଵሻሺଶ௟ିହሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻ, ܩଶሺ݈ሻ ൌ െሺ ௟ሺ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ ൅ ሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻି௟మሺଶ௟ିଷሻିሺ௟ିଵሻమሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻమሺଶ௟ାଵሻ ሻ, 
ଷሺ݈ሻܩ  ൌ ൅ ሺ௟ାଵሻ௟ሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻ  and 

ସሺ݈ሻܩ	  ൌ െ ሺ௟ାଷሻሺ௟ାଶሻሺଶ௟ା଻ሻሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ାଷሻ. 
 

Appendix B 
In order to establish the equation (14), we use the following recurrence relations between associated 
Legendre polynomials which are demonstrated in  (Ref. 21) for all order  ݈ ൒ Ͳ and Ͳ ൑ ݉ ൑ ݈, 
thus: ሺͳ െ ଶሻߤ ௗ௉೗೘ௗఓ ൌ ሺ௟ାଵሻሺ௟ା௠ሻଶ௟ାଵ ௟ܲିଵ௠ െ ௟ሺ௟ି௠ାଵሻଶ௟ାଵ ௟ܲାଵ௠ ,  

                                    (B1) ߤ ௟ܲ௠ ൌ ௟ା௠ଶ௟ାଵ ௟ܲାଵ௠ ௟ି௠ାଵଶ௟ାଵ ௟ܲିଵ௠ ,             (B2) ඥͳ െ ଶߤ ௟ܲ௠ ൌ ଵଶ௟ାଵ ௟ܲିଵ௠ାଵ െ ଵଶ௟ାଵ ௟ܲାଵ௠ାଵ.     B3) 

For m=0, these Eqs. are written as: ሺͳ െ ଶሻߤ ௗ௉೗ௗఓ ൌ ௟ሺ௟ାଵሻଶ௟ାଵ ௟ܲିଵ െ ௟ሺ௟ାଵሻଶ௟ାଵ ௟ܲାଵ,     (B4) ߤ ௟ܲ ൌ ௟ାଵଶ௟ାଵ ௟ܲିଵ ൅ ௟ଶ௟ାଵ ௟ܲାଵ,             (B5) ඥͳ െ ଶߤ ௟ܲ ൌ ଵଶ௟ାଵ ௟ܲିଵଵ െ ଵଶ௟ାଵ ௟ܲାଵଵ .        (B6) 

Multiplying Eq. (B4) by ߤ , we get: ሺͳ െ ߤଶሻߤ ௗ௉೗ௗఓ ൌ ௟ሺ௟ାଵሻଶ௟ାଵ ߤ ௟ܲିଵ െ ௟ሺ௟ାଵሻଶ௟ାଵ ߤ ௟ܲାଵ. (B7)    

Substituting Eq. (B5) in the right hand side of Eq. (B7) for ݈ ↦ ݈ െ ͳ   and ݈ ↦ ݈ െ ͳ, we then 
obtain: ሺͳ െ ߤଶሻߤ ௗ௉೗ௗఓ ൌ	 ௟మሺ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻ ௟ܲିଶ ൅ ௟ሺ௟ାଵሻሾሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଷሻିሺ௟ାଶሻሺଶ௟ିଵሻሿሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ ௟ܲ െ ௟ሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ ௟ܲାଶ.  

                                    (B8) 

Multiplying Eq. (B8) by ඥͳ െ ଶ , we get: ሺͳߤ െ ߤଶሻଷ/ଶߤ ௗ௉೗ௗఓ ൌ ௟మሺ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻඥͳ െ ଶߤ ௟ܲିଶ ൅ ௟ሺ௟ାଵሻሾሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଷሻିሺ௟ାଶሻሺଶ௟ିଵሻሿሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ ඥͳ െ ଶߤ ௟ܲ െ௟ሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻඥͳ െ ଶߤ ௟ܲାଶ.                (B9) 

Using Eq. (B6) in the right hand side of Eq. (B9) for ݈ ↦ ݈ െ ʹ  , ݈ and ݈ ↦ ݈ െ ͳ, we  obtain the 
following equation: ሺͳ െ ߤଶሻଷ/ଶߤ ௗ௉೗ௗఓ ൌ ௟మሺ௟ାଵሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻ ௟ܲିଷଵ ൅ ቀሺଶ௟ିଷሻ௟ሺ௟ାଵሻሾሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଷሻିሺ௟ାଶሻሺଶ௟ିଵሻሿሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻ െ௟మሺ௟ାଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻቁ ௟ܲିଵଵ െ ቀሺଶ௟ାହሻ௟ሺ௟ାଵሻሾሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଷሻାሺ௟ାଶሻሺଶ௟ିଵሻሿሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻ ൅
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௟ሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻቁ ௟ܲାଵଵ 	൅ ௟ሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻ ௟ܲାଷଵ                   (B10) 

       Multiplying this equation (B10) by ௟݂௦ and taking the summing over all ݈, we obtain: ∑ ሺͳ െ ߤଶሻଷ/ଶߤ ௗ௉೗ௗఓ ௟݂௦௟ୀஶ௟ୀ଴ ൌ ∑ ሾ ௟మሺ௟ାଵሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻ ௟ܲିଷଵ ௟݂௦௟ୀஶ௟ୀ଴ ൅ ሺሺଶ௟ିଷሻ௟ሺ௟ାଵሻሾሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଷሻିሺ௟ାଶሻሺଶ௟ିଵሻሿሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻ െ௟మሺ௟ାଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻሻ ௟ܲିଵଵ ௟݂௦ െ ሺሺଶ௟ାହሻ௟ሺ௟ାଵሻሾሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଷሻାሺ௟ାଶሻሺଶ௟ିଵሻሿሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻ ൅௟ሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻሻ ௟ܲାଵଵ ௟݂௦ 	൅ ௟ሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻ ௟ܲାଷଵ ௟݂௦ሿ                   (B11)  

 
It is practical to shift the summation in the right hand side of this equation as follow: ∑ ௟మሺ௟ାଵሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻ ௟ܲିଷଵ ௟݂௦௟ୀஶ௟ୀ଴ ൌ ∑ ሺ௟ାଷሻమሺ௟ାସሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ା଻ሻ ௟ܲଵ ௟݂ାଷ௦௟ୀஶ௟ୀ଴ ,           (B12)  

 
 ∑ ሾሺଶ௟ିଷሻ௟ሺ௟ାଵሻሾሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଷሻିሺ௟ାଶሻሺଶ௟ିଵሻሿሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻ െ ௟మሺ௟ାଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻሿ ௟ܲିଵଵ ௟݂௦௟ୀஶ௟ୀ଴ ൌ     

 ∑ ሾሺଶ௟ିଵሻሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሾ௟ሺଶ௟ାହሻିሺ௟ାଷሻሺଶ௟ାଵሻሿሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻమሺଶ௟ାହሻ െ ሺ௟ାଵሻమሺ௟ାଶሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻమሺଶ௟ାହሻሿ ௟ܲଵ ௟݂ାଵ	,௦௟ୀஶ௟ୀ଴           (B13) ∑ ሾሺଶ௟ାହሻ௟ሺ௟ାଵሻሾሺ௟ିଵሻሺଶ௟ାଷሻାሺ௟ାଶሻሺଶ௟ିଵሻሿሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻ ൅ ௟ሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻሿ ௟ܲାଵଵ ௟݂௦ஶ௟ୀ଴ ൌ     ∑ ሾሺଶ௟ାଷሻሺ௟ିଵሻ௟ሾሺ௟ିଶሻሺଶ௟ାଵሻାሺ௟ାଵሻሺଶ௟ିଷሻሿሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻమሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ ൅ஶ௟ୀ଴   

 ሺ௟ିଵሻ௟మሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻమሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሿ	 ௟ܲଵ ௟݂ିଵ௦ ,         (B14) ∑ ௟ሺ௟ାଵሻమሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻ ௟ܲାଷଵ ௟݂௦௟ୀஶ௟ୀ଴ ൌ ∑ ሺ௟ିଷሻሺ௟ିଶሻమሺଶ௟ିହሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻ ௟ܲଵ ௟݂ିଷ௦௟ୀஶ௟ୀ଴  .          (B15) 

Substituting Eqs. (B12)-(B15) into Eq. (B11), the Eq. (14) is well found. ∑ ሺͳ െ ߤଶሻయమߤ డ௉೗			డఓ ௟݂௦ ൌ௟ୀஶ௟ୀ଴ ∑ ௟ܲଵሺ௟ୀஶ௟ୀ଴ ହሺ݈ሻܩ ௟݂ିଷ௦ ൅ ଺ሺ݈ሻܩ ௟݂ିଵ௦ ൅ ଻ሺ݈ሻܩ ௟݂ାଵ௦ ൅ ሺ݈ሻ଼ܩ ௟݂ାଷ௦ ሻ,  

where ܩହሺ݈ሻ ൌ ሺ௟ିଷሻሺ௟ିଶሻమሺଶ௟ିହሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻ, ܩ଺ሺ݈ሻ ൌ െ ሺଶ௟ାଷሻሺ௟ିଵሻ௟ሾሺ௟ିଶሻሺଶ௟ାଵሻାሺ௟ାଵሻሺଶ௟ିଷሻሿାሺ௟ିଵሻ௟మሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ିଷሻሺଶ௟ିଵሻమሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻ ଻ሺ݈ሻܩ  	, ൌ ሺଶ௟ିଵሻሺ௟ାଵሻሺ௟ାଶሻሾ௟ሺଶ௟ାହሻିሺ௟ାଷሻሺଶ௟ାଵሻሿିሺ௟ାଵሻమሺ௟ାଶሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ିଵሻሺଶ௟ାଵሻሺଶ௟ାଷሻమሺଶ௟ାହሻ  and ଼ܩሺ݈ሻ ൌ ሺ௟ାଷሻమሺ௟ାସሻሺଶ௟ାଷሻሺଶ௟ାହሻሺଶ௟ା଻ሻ . 


