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Introduction générale 

Le travail entrepris est une contribution à l’analyse de la réponse d’une structure mécanique 

soumise à des sollicitations mécaniques complexes. La structure en question est une conduite 

utilisée dans le transport sous des pressions et des gradients de température importants de 

fluides. La conduite en question, présente une fissure initiée sur sa face interne. L’étude 

présente des intérêts aussi bien techniques qu’économique. L’intérêt technique réside dans la 

mise en place d’un outil fiable de prédiction du comportement et de la stabilité et permettant la 

modélisation et la conception de ces structures mécaniques. L’intérêt économique réside dans le 

fait de pouvoir éviter les conséquences désastreuses relatives à la rupture ou la ruine de ces 

structures. La littérature traitant de la mécanique élastique linéaire de la rupture, nous renseigne 

que pour ce type de problèmes mécaniques, la région critique se situe généralement en pointe 

de fissure. Il est par conséquent important de pouvoir disposer des outils mathématiques 

permettant la modélisation des divers comportements mécaniques, en particulier, ceux régissant 

les comportements plastiques et élasto-plastiques des matériaux utilisés dans la conception de 

ce type de structures. 

Le cylindre présentant une fissure interne initiée est sujet à une pression de service 

relativement importante, il s’agit de pouvoir faire une étude paramétrique incluant les différents 

paramètres aussi bien géométriques que de chargement qui influent directement sur la stabilité 

de la fissure. La littérature nous informe qu’en pointe de fissure se localise généralement une 

zone plastifiée dont il convient de prendre compte lors de toute étude. En relation avec 

l’importance de cette zone, plusieurs modèles ont été proposés pour l’approche des champs de 

déplacement et de contraintes. Dans notre étude, nous nous intéressons particulièrement aux 

comportements élasto-plastique et plastiques des matériaux.  

Notre objectif principal est d’étudier et de montrer, par une simulation numérique en élasto-

plastique utilisant le code de calcul Castem2000, l’influence des paramètres : effort appliqué, 

facteur de plasticité, la géométrie du cylindre et la géométrie de fissure. 

Un des aspects principaux de ce travail consiste à établir une étude de sensibilités des 

principaux paramètres qui influent directement sur stabilité de la fissure. Le plan de rédaction de 

la thèse est le suivant : 

• Nous commençons par un premier chapitre présentant un rappel de la mécanique des 

milieux continus avec une description sur l’élasticité linéaire.  



 

 

• Le deuxième chapitre est consacré à une bibliographie en relation avec les différentes lois 

de comportement en particulier, les comportements élasto-plastique et plastique. 

•  Le troisième chapitre est consacré aux différentes notions de la mécanique de la rupture       

(énergie de restitution, facteurs d’intensité de contraintes :KI, KII, KIII, KIC) ainsi que les méthodes 

de leurs calcul. 

• Le quatrième chapitre est consacré à l’étude par éléments finis d’un cylindre fissuré à l’aide 

du code de calcul Castem2000. 
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I.4. Equation d’équilibre 

À partir des expressions des puissances virtuelles des efforts extérieurs et des 
efforts intérieurs, on obtient les équations de la statique : 

g( , / ) ( , )M t R div f M tρ γ σ ρ
→

= +
rr                                                                                   (I.8) 

I.5. Comportement élastique  

Selon le dictionnaire du groupe français de rhéologie de 1988: L’élasticité exprime la 
« tendance d’un corps à reprendre la forme et les dimensions qu’il avait avant une 
sollicitation, lorsqu’on supprime cette sollicitation ». Un corps est idéalement élastique 
lorsqu’il évolue de manière totalement réversible (sans déformation permanente), et que 
toute transformation subie  produit une dissipation nulle. Elle s’écrit par une relation 
inversible entre la contrainte et la déformation. Par exemple, lorsque cette relation est 
linéaire et isotrope, la loi de l’élasticité de Hooke (17ème  siècle) est la plus simple (1.5): 

 ௜௝ൌߝ 
஝
E
 T୰ሺߪ௜௝) ߜ௜௝ ൅

ଵା஝
E
 ௜௝                                                                                               (I.10)ߪ 

 
Où : ߪ௜௝, ,௜௝ߝ  ௜௝ sont respectivement les composantes des tenseurs des contraintes, desߜ
déformations et de la tenseur unitaire. T୰ሺߪ௜௝) Est la trace du tenseur des déformations. 
Enfin λ, ߤ sont les coefficients de Lamé. E, ν  sont le module d’Young et le coefficient de 
Poisson.  

I.6 . le comportement élasto-plastique 

Le schéma élasto-plastique pour le comportement des matériaux, a été élaboré à partir 
de constatations expérimentales relatives au comportement tridimensionnel des métaux. 
Actuellement, on résout par voies analytiques ou numériques, des problèmes 
d’élastoplasticité en calcul des structures (structures réticulées, structures à barres 
fléchies), des plaques et coques métalliques, et l’on utilise aussi ce modèle pour 
l’analyse de structures en béton [01].  

Le modèle de comportement élasto-plastique classique ne tient pas compte de tout effet 
de vieillissement et de viscosité du matériau. Du point de vue des formules 
mathématiques par lesquelles on représente le comportement plastique, cela implique : 

1. en conséquence de l’absence de vieillissement, l’invariance par translation sur la 
variable temps ; 

2. en conséquence de l’absence de viscosité, la réponse (déformation) du matériau 
à la variation élémentaire de sollicitation (contrainte) effectuée à un instant donné, 
se produit en totalité simultanément à cette variation et est indépendante de la 
vitesse avec laquelle celle-ci est effectuée. 
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Introduction 

La construction des modèles de comportement non linéaire des matériaux comporte deux 
volets : l’étude  des  propriétés  rhéologiques  et  la  définition  de  la  forme  des  équations  
pour  un  chargement tridimensionnel. La rhéologie, étude des écoulements, permet de relier les 
contraintes, les déformations, et  leurs  dérivées, et  caractérise  la  nature  des  comportements.  
On  va  voir  dans  ce  chapitre  que les  comportements  les  plus  complexes  se  bâtissent  à  
partir  de  briques  élémentaires. 

 
a. Le ressort, qui symbolise l’élasticité linéaire parfaite, pour laquelle la déformation est 

entièrement réversible lors d’une décharge, et où il existe une relation biunivoque entre les 
paramètres de charge et de déformation Fig II.1.a. 

b. L’amortisseur, qui schématise la viscosité, linéaire Fig II.1.b ou non linéaire Fig II.1.c. La 
viscosité est dite pure s’il existe une relation biunivoque entre la charge et la vitesse de 
chargement. Si cette relation est linéaire, le modèle correspond à la loi de Newton.  

c.  Patin représenté la plasticité  Fig II.1.d. 
Ces  éléments  peuvent  être  combinés  entre  eux  pour  former  des  modèles  rhéologiques.   

 
    

a) σ=E ε b)   σ=η  c)    = η σ d)-σy൑ߪ ൑ σy 

Fig II.1 : Les « briques de base » pour la représentation des comportements. 

II.1. Les critères de plasticité 

Lorsqu’un solide est soumis à un champ de contraintes σ, celui-ci se déforme avec un 
champ de déformation ε. Ce dernier peut être décomposé en la somme de deux déformations :  

 
ε ൌ  εe ൅ εp                                                                                                                       (II.1) 

 
Avec : ߝ௘ est la déformation élastique, proportionnelle à σ selon la loi de Hooke: 

  
Kε σ=

                                                                                                                          (II. 2) 
 

 ௣ : est la déformation plastique. Celle-ci n’apparaît que lorsque le champ σ dépasse un certainߝ
état de contrainte. La variation de cette « limite élastique », fonction de ߝ௣, définit l’écrouissage. 
Comme nous venons de le voir, le solide rentre en plasticité pour un certain champ de 
contrainte. Plusieurs critères ont été mis en place pour caractériser cette limite. Ils se présentent 
en général comme une relation de la forme : 
 

 f(σ) < 0   avec :      f(σ) = σeq- ݕߪ                                                                          (II. 3) 
 
Où ݍ݁ߪ, est la contrainte équivalente, ߪ௬ est la limite élastique. La « zone limite de contrainte » 
pour laquelle cette relation est respectée s’appelle la surface de charge. Le modèle « plan 
orthotrope » possède quelques points remarquables qui peuvent être déterminés en trouvant la 
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On pose:   
           

 qijൌ
డ௙
డఙ೔ೕ

௜௝݌        ݐ݁          ൌ  
డ௙
డఌ೔ೕ

                                                                                                  (II.30) 

 
Nous savons déjà que: 
 
ሶߪ  .ாܦ =  ݆݅ ሺߝሶ௜௝ െ    ߝሶ ݆݅

݌   )                                                                                                            (II.31) 
 
  .Matrice d'élasticité : ܧܦ
En combinant (II.27), (II.28) et (II.29) on peut calculer:   
   

ߣ  ൌ   ݆݅ݍ
ሶߝ        .ܧܦ.    ܶ ݆݅

݆݅ݍ  ൅݆݅ݍ.݆ܶ݅݌
݆݅ݍ.ܧܦ.ܶ

                                                                                                        (II.32) 

 
En remplaçant  λ dans (II.28) et (II.30): 
 
ሶߪ        ݆݅ ൌ ݌ܧܦ. ሶߝ  ݆݅                                                                                                                               (II.33)             

 

ൌ ݌ܧܦ    ൌ ܧܦ
ܦ  .݆݅ݍ

ܦ  .݆݅ݍ ሺ  .ܧ
ሻܶ ܧ

݆݅ݍ൅݆݅ݍ.݆ܶ݅݌
݆݅ݍ.ܧܦ  .ܶ

                                                                                                       (II.34) 

 
DEP : est la matrice élasto-plastique. 
Dans le cas de la loi de plastification de Von Mises qui peut s'écrire:     
 

f ൌ  ଵ
ଶ
௢௖௧ଶߪ െ ܴ ൌ 0                                                                                                                           (II.35) 

 
R = 2 ܿ௨2 : variable d'état, ܿ௨ : cohésion apparente 
 

ሶ݆݅ߪ       ൌEߝሶ ݆݅ൌE ሺߝሶ ݆݅ െ ሶߝ ݆݅
݌  ሻൌE ሺߝሶ ݆݅െ

ሶ݆݅ߪ
ܪ )                                                                          (II.36)  

          
 qui  implique :  
 
ሶ݆݅ߪ       =

ܪܧ
ܪ൅ܧ ሶߝ ݆݅                                                                                                                         (II.37) 

 
 
 
 
 
Pour : 
݆݅݌  et  ݐܿ݋ߪ= ݆݅ݍ        ൌ avec H =  ଶ   ݆݅ߪ ܪ

ଷ
ቂ ா.ா೅
ாିா೅

ቃ                                                            (II.38) 

 
E : est le module de Young, 
  Le module d'écrouissage définit graphiquement sur la Fig II.18, on peut appeler : ்ܧ
H : paramètre d'écrouissage; En plasticité parfaite, H = 0. 
 



Chapitre II 

II.3. Mesure

L’endo
quantitativ
choisie po
contrainte 
découlent 
la modifica
 
II.3. 1. Métho

Repre
précédent

 
ߪු ൌ  

 ଵ
Ou : 

ߪ  ൌ ܧ

E : étant l
être interp
est connu
 
D ൌ 1 െ σ/ 
 
soit : 

ܦ  ൌ 1

Toute me
petites. L’e
très faible 
Pour toute
 

1. Uti
l’en

                   

e de l’endom

ommageme
ve, comme
our représe
 effective, 
sont esse

ation des c

odes statique

nons la loi
t, qui sera j

ఙ
ଵି ஽

 ൌ  ௘ߝ ܧ

ሺ1ܧ െ   ௘ߝሻܦ

le module 
prété comm
, toute mes

ሺE ε ୣሻ, et av

1 െ ா෨
ா
          

sure de m
endommag
de l’ordre 

es ces raiso

lisation d
ndommage

                    

Fig II.18 : 

magement  

ent n’est 
e celle de t
nter le phé
associé a

entiellement
aractéristiq

e 

i d’élasticit
ustifiée pa

                 

                  

d’élasticité
me le modu
sure de raid

vecߪ ൌ  ௘ߝ෥ ߪ

                 

module d’él
gement est
de 0.5 à 5m

ons nous p

des éprou
ment, un e

                   

 Essai de tra

pas direc
toute gran

énomène [0
au principe
t liées au 
ques méca

té endomm
r: 

                  

                  

é du matér
ule d’élastic
deur élastiq

 

                

asticité im
 le plus so

mm.  
réconisons

uvettes à 
exemple est

                    

action uniax

ctement  
deur physi

01]. Ayant c
e d’équivale
couplage d
nique des m

magée unid

                  

                  

riau vièrge 
cité du mat
que permet

                 

mpose une 
uvent très 

s la procédu

section 
t donné su

        Modélis

iale, loi de P

accessible
ique, est li
choisi une d
ence  en 
déformation
matériaux e

imensionne

                 

                 

de tout en
tériau endo
t d’atteindre

                

bonne pré
localisé, c

ure suivant

centrale 
r la Fig II.1

sation du com

Prandtl-Reus

e à la m
iée  à la d
définition fo
déformatio

n-endomma
engendrée 

elle, déjà é

                  

                  

ndommage
ommagé. S
e l’endomm

                

écision sur
e qui impo

te : 

affaiblie 
9 à droite.  

mportement é

 

s. 

mesure. S
définition d
ondée sur 

on, les me
agement, c
 par l’endo

évoquée au

                  

                  

ement, ܧሺ1
Si le modul
magement p

                 

r des défo
se une bas

pour bi

élasto-plastiqu

on évolut
de la varia
le concept 
sures qui 
c'est-à-dire
mmageme

u paragrap

            (II.3

            (II.4

െ ሻܦ ൌ ෨ peܧ
le d’Young
par:  

           (II.4

rmations tr
se de mesu

en localis

ue     

33 

ion 
ble 
de 
en 

e, à 
nt.  

phe 

39) 

40) 
 

eut 
  E 

41) 

 
rès 
ure 

ser 



Chapitre II 

 

2. Me
tem
aus

3. Eva
plu

 
II.3. 2. Métho

Le même 
mesure d
cylindre d
l’endomma
et transve

 

෨ܧ ൌ

Dans le ca
et en négl
des expre

 

 ෥௅ݒ 
On tire  

D =

                   

esure de d
mpérature l
ssi petite q
aluation du
s fortes no

ode dynamiq

principe p
e vitesse 
d’un maté
agement pa
rsales.  

ൌ ෥் ଶݒ  ߩ

adre de l’h
igeant la va
ssions : 

ଶ = ா
ఘ
  ଵ
ሺଵା௩

= 1-  ௩෥ಽ 
మ

௩ಽ మ
   

                    

Fig II.19

déformatio
le permet, 
ue possible

u module d’
on linéarités

que par ultra

eut être ut
ou de tem
riau endom
ar D=1-E෩ E⁄  

ଷ ௩෥ಽ మିସ ௩෥೅ 
 ௩෥ಽ మష ௩෥೅ మ

ypothèse d
ariation de

ଵି௩
௩ሻሺଵି௩ሻ

     

           

                   

9 : Procédur

n par jau
ou par ca

e, lorsque l
’élasticité lo
s par défini

a-sons 

tilisé en dy
mps de pro
mmagé co
s’expriman

మ
           

d’isotropie 
 ce qui)  ߩ 

et    ݒ෥௅ ଶ=

             

                    

             

e de mesure

uges de f
pteur de d
a températ
ors des déc
tion d’une 

ynamique p
opagation d
onduit au 
nt en foncti

            

de l’endom
n’entraine 

= ா
෨

ఘ
  ଵି௩
ሺଵା௩ሻሺଵ

            

        Modélis

   

e de l’endom

aibles dim
déplacemen
ture dépas
charges éla
plage de m

par la propa
des ondes
module d

ion des vite

            

mmagemen
pas d’erre

ି௩ሻ
        

             

sation du com

magement. 

mensions : 
nt associé 
se 200°C. 
astiques en

mesure en c

agation d’o
s planes d
d’élasticité 
esses des  

            

t (coefficie
ur relative 

            

            

mportement é

0.5×0.5mm
à une bas

n éliminant
contrainte F

ondes ultra
ans une é
endomma

ondes long

            

nt de Poiss
sur D supé

            

            

élasto-plastiqu

 

m lorsque 
se de mesu

t les zones 
Fig II.19. 

a-sonore. U
éprouvette 
agée E෩ et
gitudinales

         (II.4

son consta
érieure à 5%

         (II.4

         (II.4

ue     

34 

la 
ure 

de 

Une 
ou 

t à 
  v෥L 

42) 

 
ant) 
%),  

43) 

44)



Chapitre II 

 
II.4. Résolut

Les  m
itératives b
utilisant la
 
II.4.1. Algori

Soit un inc
est donné
 

ሼ∆U
 
Avec ሾKୣሿ
élément fi
 

ሼ∆εሽ
 
Avec  ሾBሿ :
C’est l’alg
contrainte 
Ayant cal
élémentair
 
 
 
  

 ሼ∆׎

L’assembl
l’état de co
 

ሼRሽ
 
Si le résid
correspon
(supérieur
résumé l’a
Maillage é

 
 
 
 
 
 
 
 

                   

tion numériq

méthodes d
basées sur

a matrice ra

ithmes de ca

crément de
e par : 

ሽ = ሾKୣሿିଵሼ∆

 Matrice ra
ni un incrém

ሽ = ሾBሿሼ∆uሽ  

: matrice de
orithme de
 correspon
culé ሼ∆σሽ 
res qui équ

ሽୣ׎ ൌ ൜
െ∆N୧
   ∆N୨

age des ve
ontrainte ca

ሽ=   ሾ∆Fሿሼ∆׎

du  est nu
d à un in

r à la préci
algorithme d
éléments fin

                    

que d’un pro

de résolutio
r la minimis
aideur élast

alcul 

e charge  ሼ∆

∆Fሽ             

aideur de 
ment de dé

                  

es relations
 projection
dant (Cet a
nous calc

uilibrent cet

୧
୨
ൠ                

ecteurs élé
alculé à pa

               ሽ׎

ul  (à la  p
ncrément d
sion voulu
du calcul e
nis de la st

                   

oblème élasto

on  numériq
sation d’un 
tique à cha

∆Fሽ  appliq

                   

la structur
éformation

                   

s déformati
 sur le critè
algorithme 
ulons  po
t incrément

                   

émentaires 
artir des lois

                   

précision p
de charge 
e) il faut it

est de la for
ructure  

                    
 

o-plastique 

que d’un p
résidu d’éq

aque itératio

ué  à la  st

                  

re élastique
: 

                  

ions – dépl
ère de plas
est présen
ur chaque
t de contra

                  

permet de
s de compo

                  

rès)  c’est
élastique 

térer en ch
rme : 

        Modélis

problème él
quilibre. D’
on. 

tructure, la 

                   

e A cette 

                   

lacements 
sticité qui n
nté un peu p
 élément 
inte. 

                   

e définir un 
ortement. L

                   

t que la  s
de la stru

herchant la 

sation du com

lasto-plasti
abord, on c

solution él

                   

solution co

                   

de l’éléme
ous perme
plus loin). 
le  vecteu

                   

vecteur fo
Le résidu es

                   

solution ob
ucture), si 
nouvelle s

mportement é

que sont d
considère u

lastique co

                  

orrespond 

                  

nt considér
t de déterm

ur des  fo

                  

orce nodale
st donc déf

                  

tenue est 
le résidu 

solution de

élasto-plastiqu

des méthod
un algorith

orrespondan

             (II.4

pour chaq

             (II.4

ré. 
miner l’état 

rces noda

             (II.4

e équivalen
fini par : 

             (II.4

 bonne (c
est non 

 ሼ∆ܷሽ= ሼܴሽ 

ue     

35 

des 
me 

nte 

45) 

que 

46) 

de 

les 

47) 

 
nt à 

48) 

ela 
nul 
En 



Chapitre II 

 
Calcul
Définit
Définit

 
     Po
          
   
          
          
          
          
          
          
          
 
          
          
 

La Fig II.2
F=k(u).u so
amélioratio
actuel. Ce
tangente  
le cas de 
résultats. 
     En pra
processus
la méthod
 
 
 

                   

l de  ሾKୣሿ et 
tion des loi
tion de l’his

ur chaque 
 Initialisati

     
       Tant q
       
       Calcu
       Projec
       Nouve
        
       Fin ta

Impression
Fin pour 

20 schéma
olution du 
on évidente

ette  matrice
et la résol
la déchar

atique, dan
s. On consi
e de Newto

                    

 ሾKୣሿିଵ . 
s de comp

storique de

incrément 
on du résid

que  ԡሼRሽԡ

l de  ሼ∆Uሽ =
ction sur le
eau résidu 

ant que 

n des résul

F

atise le pro
problème 
e consiste 
e tient  com
ution (calcu
rge élastiqu

s un algor
idère l’algo
on-Raphso

                   

ortement (
e chargeme

ሼ∆Fሽ 
du : ሼRሽ ൌ   ሼ

൐  ߝ

= ሾKୣሿିଵሼRሽ
e critère et c
ሼRሽ ൌ ሼRሽ െ

ltats pour l’

Fig II.20 : Mé

ocessus co
non linéair
à utiliser la

mpte des él
ul de ሾܭሿିଵ)
ue, l’utilisa

rithme de 
orithme et l
n. 

                    
 

.(  ்ܧ ,௢ , Eߪ
ent (incréme

ሼ∆Fሽ 

et ሼ∆εሽ 
calcul de ሼ∆
െ ሼ∆Fሽ 

’incrément

éthode de la 

onsidéré   
re est repr
a matrice ra
léments  pl
) à chaque 
ation de la 

résolution 
le schéma 

        Modélis

. 
ents de cha

   ሽ׎∆

de charge

matrice raid

dans   l’a
ésenté dan
aideur « tan
lastifiés. Da
itération d
matrice ra

on peut u
correspond

sation du com

arge) : 

 

deur. 

algorithme 
ns le cas m
ngente » de
ans ce cas

doivent être
aideur initi

tiliser une 
dant utilisa

mportement é

 précéden
monodimen
e la structu
, le calcul d

e faits, d’au
ale donne 

combinais
ant la matri

élasto-plastiqu

nt. La cour
nsionnel. U
ure dans l’é
de la  matr
utre part da

de meilleu

son des de
ice tangent

ue     

36 

rbe 
Une 
état 
rice 
ans 
urs 

eux 
te : 



Chapitre II 

 
 Maillag
 Définit
 Définit

 
            Po
              
                
 
                
 
                
                
    
                
 
                
 
                
 
            Fin

Remarque
Dans c

est  la pro
détaillons 
différentes
De type va
De type m
Pour trava
Il existe de
 

                   

ge élément
ion des lois
ion de l’his

our chaque

 Initialisati

       Tant q

       Calcu
       Calcu

     Projec
       Nouve

       Fin ta

 Impressio

n pour 

e : 
ces deux a
ojection su
ces calcu

s normes p
aleur maxim

moindre carr
ailler avec d
eux façons

                    

ts finis de la
s de compo

storique de 

e incrément

on du résid

que  ԡሼRሽԡ

l de ሾK ሺu ሻ
l de ሼ∆Uሽ= 
ction et cal
eau résidu 

ant que 

on des résu

F

algorithmes
ur le critère
ls dans le 

peuvent être
male : ԡሼRሽԡ
ré : ԡሼRሽԡ = 
des nombre
 de définir 

                   

a structure
ortement (ߪ
chargeme

t ሼ∆Fሽ 

du : ሼRሽ ൌ ሼ

൐   ߝ

ሿ 
  ሾKୣሿିଵሼRሽ
cul de ሼ∆׎ሽ
ሼRሽ ൌ ሼRሽ െ

ultats 

ig II.21 : la m

s la  seule  
e de plastic

paragraph
e utilisées, 
ԡ =maxሺ|R୧| 
ඥሼRሽଶ    

es sans dim
le résidu :

                    
 

.  
 .( ்ܧ ,଴, Eߪ
nt (incréme

∆Fሽ 

 et ሼ∆εሽ 
ሽ  
െ ሼ∆׎ሽ 

méthode de N

nouveauté
cité et le c
he suivant.

les 2 plus 
) 

mension no

        Modélis

ent de char

Newton-Raph

é  par  rapp
calcul de  l

Pour le te
courantes 

ous testons

sation du com

rge). 

 

hson. 

port à  un c
la force no
est de con
sont : 

s  ԡሼRሽԡ/ԡሼ∆F

mportement é

alcul d’élas
odale équiv
vergence s

Fሽԡ 

élasto-plastiqu

sticité linéa
valente. No
sur le résid

ue     

37 

aire 
ous 
du, 



Chapitre II 

Pour l
de liberté 
de liaison
Comme l’i
 

Project
 
soit  u

nouvel éta
principe d
déformatio
de plastific

 

 R =

X=R

D’où : 
Ԣߪ ൌ

Soit: 
   dσ ൌ

௘ߝ݀

                   

es degrés 
(on tient co
, il tient co
ndique  la 

tion sur le cr

n  état  ac
at correspo

de projectio
on  d ε don
cation. L’ac

=  ஺஻
஺஼

 =  ఙାௗఙ
ௗఙ

R d ε՜  ൜  ߪܤܥܤ

ൌ ߪ ൅ ሺ1 ൅

ሺ1 ൅ ܴሻߝ݀ܧ

ൌ ߝ݀ െ ݀ߝ௣

                    

de libertés
ompte des 
ompte impl
 Fig II.21 po

ritère de plast

tuel (σ, E), 
ondant à u
on sur la fr
né. Nous a
ccroisseme

ఙିఙబᇲ

ఙ೐
 = 1 + ఙ

ܥ ൌ ሺ1 െ ܴሻ݀
ߪ ൌ    ߝ݀ ்ܧ ܴ

ܴሻߝ݀ ܧ ൅ ܴ

൅   ߝ்݀ܧܴ

௣   d݁ߝ ൌ

                   

Fig II.2

s de la stru
réactions a
icitement d
our  une  p

ticité 

 le  problè
un accroiss
rontière du

avons repré
ent  de  con

Fig II.23 :

ఙିఙబᇲ

ௗఙ೐
           

௘ߪ݀
                  

       dε ܶܧܴ

௘= ଵߪ݀    
ா
 d

ܴሺ1 െ ܶܧ
ܧ ) d

                    
 

22 : calcul d

cture (ne t
aux appuis
de l’erreur 

précision do

me  posé c
sement  de
u   domain
ésenté le ca
ntrainte  éla

 Projection s

                 

                  

                  

dε      dߝ௘ ൌ

dε              

        Modélis

e l’erreur. 

ient pas co
). Si le rés
commise  

onnée l’erre

consiste à 
e déformat

ne d’élastic
as  le  plus
astique dߪ௘

sur le critère

                   

                   

                   

ൌ ሺ1 െ ܴ ൅ ܴ

                   

sation du com

 

ompte des 
idu  prend 
sur le cha

eur sur la s

 calculer  p
tion ሼ∆εሽ. L

cité pour un
  général  d
 = E dߝ . 

 

e. 

                   

                   

                   

ܴ ா೅
ா

) dε 

                   

mportement é

CL) Sur tou
 en  compt

amp des d
solution ser

pour  chaqu
La Fig II.22
n accroisse
d’un  éléme

                  

                  

                  

                  

élasto-plastiqu

us les degr
te  les  effo
éplacemen

ra plus peti

ue élément
2 présente
ement     
ent  en  cou

             (II.4

             (II.5

             (II.5

             (II.5

ue     

38 

rés 
orts  
nts. 
te. 

t le 
 le 
de 

urs  

49) 
 

50) 

51) 

52) 



Chapitre II 

 

Le mo
 Dès lors 
déformatio
l’algorithm
Algorithme
 
       Pour 
       Calcu
       Incrém
 ܑ܁       
                
                
       
                
                

       S
                

                

                
             Fi
௣=Rߝ݀       

       dσൌ ሺ

       Calcu
       Fin p

                   

odèle d’écro
les expres
ons plastiq

me de proje
e de projec

chaque élé
ul de l’incré
ment de co
|ߪ| ൒ ) |଴ᇱߪ|
  Si (σ൒ 0 
  Décharge
  Si non 
  Poursuite
  Fin si 
i non    (él
  Si ሺߪ +dߪ

  Si non l’é

  Fin si 
in si 

R (1- ா೅
ா
 ) dε 

ሺ1 െ ܴሻߝ݀ܧ ൅

ul de σ୭ᇱ   en
our 

                    

Fig II.24

ouissage (c
sions ci-de
ue et élast
ction sur le

ction : 

ément 
ment de dé

ontrainte éla
L’élément 
et  dߪ௘ ൏0)
e élastique

e de plastif

ément élas
൏ ߪ ଴ᇱߪ  ) l’él

élément en

௘ߝ݀     ݐ݁    ൌ

൅ ݁    ߝ்݀ܧܴ

 fonction d

                   

4 : Détermin
de déformat

cinématiqu
essus perm
tique. Il no

e critère de

éformation
astique :    
plastique)
) ou (σ൏0 e
 : R = 0 

ication : R 

stique) 
ément rest

n cours de p

ൌ ߝ݀ െ ݀ߝ௣

ߪ   ݐ݁ ൌ ߪ ൅

e l’écrouiss

                    
 

ation les inc
tions plastiq

ue ou isotro
mettent de 
ous reste à
 plasticité.

ߝ∆ : ൌ (uj-
dߪ௘ = E dε

et dߪ௘ ൏0) 

= 1 

te élastique

plastificatio

=ሽ௘׎ሼ݀  ߪ݀

sage et dε୮

 

        Modélis

créments de 
que et élastiq

ope) nous p
déterminer

à ajouter la

- ui)/L 
ε 

e : R = 0    

on : R = 1 +

ቄെߪ݀ݏ    ߪ݀ݏቅ 

୮ 

sation du com

 
contrainte,  

que. 

permet de 
r les incrém

a condition 

                

+ ஢ ି ஢బ
ᇲ

ୢ஢బ
      

mportement é

                   

détermine
ments de c
de charge

            

élasto-plastiqu

                   

r la valeur 
contrainte, 
e pour obte

ue     

39 

                   

de  
de 

enir 

 



 

 

40 

CHAPITRE  III                                       
RAPPEL SUR LA MECANIQUE                

DE LA RUPTURE 
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III.1. Historique 

Grâce aux progrès réalisés dans le domaine de la mise en forme des métaux durant les trois 
derniers siècles, le fer et l'acier ont progressivement remplacé le bois et le ciment comme 
matériaux structuraux de base. Malgré leurs hautes caractéristiques, les structures réalisées à 
partir de ces matériaux ont connu des accidents importants dès le milieu du 19ème siècle. 
L’origine de ces accidents était la rupture inattendue de composants critiques de ces structures. 

L’un des premiers incidents enregistré sur une structure importante fut la rupture d’une 
chaîne du pont suspendu Montrose en Mars 1830 en Grande Bretagne. Depuis, il y a eu un 
nombre important d’effondrements de ponts, dont le King’s Bridge à Melbourne (1962) ou encore 
le Point Pleasant Bridge en Virginie (1967). Les accidents ferroviaires dus à une rupture brutale 
des essieux, des roues ou encore des rails ont également été très nombreux. Entre 1860 et 
1870, le nombre de personnes victimes d’accidents de train en Grande Bretagne s’élevait 
environ à 200 par an. De nombreux accidents intervinrent également sur des pipelines, des 
pétroliers, ou encore sur des avions. En 1950, 2 avions Comet se sont brisés à haute altitude à 
cause d’un problème de rupture par fatigue sur les trous des rivets près des hublots, lesquels 
étaient de forme carrée ! Ces risques d’accidents étaient d’autant plus grand que l’utilisation 
d’alliages à hautes caractéristiques mécaniques (ténacité, rigidité…), permettant la réalisation de 
structures de plus en plus complexes et sollicitées, a énormément augmenté. En fait, les 
estimations de tenue des structures, fondées sur les caractéristiques mécaniques classiques, ne 
tenaient pas compte de la ténacité des matériaux en conditions réelles de service, et les 
chercheurs étaient alors incapables d’expliquer le phénomène de rupture brusque sous des 
sollicitations bien inférieures à celles de la limite d’élasticité. Si Griffith est souvent cité comme le 
premier chercheur à avoir introduit la mécanique de la rupture (en tant que science), ces travaux 
restent basés sur des études antérieures. On peut notamment citer l’article de Wieghardt, paru 
en 1907 et récemment traduit en anglais [Wieghardt 1995], dans lequel l’existence de la 
singularité du champ des contraintes en pointe de fissure dans un matériau élastique linéaire fut 
reconnue. A partir de ces résultats, Griffith [Griffith 1920] s’est intéressé en 1920 au problème de 
la rupture, dans un milieu élastique fissuré, d’un point de vue énergétique. Il a ainsi mis en 
évidence une variable (appelée plus tard taux de restitution d’énergie) caractérisant la rupture, et 
dont la valeur critique est une caractéristique du matériau. Vinrent ensuite les premiers 
développements théoriques d’analyse des champs de contraintes et de déformations au 
voisinage d’une fissure en élasticité. Ces études, menées notamment par Sneddon en 1946 
[Sneddon 1946], puis Irwin [Irwin 1957] en 1957, ont permis de définir les facteurs d’intensité de 
contraintes, caractérisant l’état de sollicitation de la région dans laquelle la rupture se produit. 

Entre 1960 et 1980, la mécanique de la rupture connaît un grand succès scientifique, avec 
notamment l’apparition de la mécanique non linéaire de la rupture qui a permis de mieux prendre 
en compte le comportement plastique des matériaux. De nombreux travaux sont publiés à cette 
période ; on peut 

citer par exemple Rice [Rice 1968] et Bui [Bui 1973] qui introduisent la notion d’intégrales 
indépendantes du contour telles que l’intégrale J, dont les propriétés ont permis de 
caractériser la ténacité d’un matériau lorsque la plasticité n’est plus confinée à la pointe de 
fissure. C’est également à cette période que les premiers travaux concernant la mécanique de la 
rupture dans les matériaux multicouches sont réalisés (Sih(1964), Erdogan (1965) et Comninou 
(1977)). 

Tous les développements théoriques réalisés à cette époque ont permis de déterminer la 
forme exacte de la singularité, et des champs asymptotiques en pointe de fissure nécessaires à 
l’analyse et à l’interprétation des résultats expérimentaux. De plus, ils représentent une solution 
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précise à de nombreux problèmes de géométries simples, et peuvent donc être utilisés comme 
solutions approchées pour des problèmes plus complexes. 

L’apparition de la méthode des éléments finis a permis d’étudier la mécanique de la rupture 
d’un point de vue numérique, proposant ainsi des solutions plus précises à des problèmes plus 
complexes. Apparurent alors une multitude de méthodes permettant de calculer les facteurs 
d’intensité de contraintes, le taux de restitution d’énergie, ou encore de découpler les différents 
modes de rupture. Parmi ces nombreuses méthodes, les plus facilement implémentables 
donnent bien souvent des résultats approchés, ou dépendants du maillage, alors que les autres 
nécessitent des techniques éléments finis avancées. 

 
III. 1. Hypothèses et cadre de l’étude 

Le domaine couvert par la mécanique de la rupture est si vaste qu’il serait présomptueux de 
vouloir en présenter tous les aspects. Il apparaît donc nécessaire de bien préciser les limites de 
cette étude bibliographique. 

 
III. 1.1. Endommagement et mécanique de la rupture 

Lorsqu’une pièce est soumise à des efforts d’origines variées, il existe des limites, en 
contraintes ou en déformations, qu’elle ne doit pas dépasser, sous peine d’endommager le 
matériau et de provoquer sa rupture. Suivant que l’on s’intéresse à la dégradation du matériau 
d’un point de vue micro-mécanique ou macro-mécanique, deux approches peuvent être utilisées 
: 

• La mécanique de l’endommagement propose de décrire continûment la dégradation 
progressive du matériau due à l’apparition, à la croissance, puis à la coalescence de micro-
fissures ou de micro-cavités présentes dans le matériau. Cette approche, initialement introduite 
par Kachanov, a été reprise et développée par de nombreux auteurs tels que Chaboche, 
Lemaitre [Lemaitre 1988], Bui [Bui et al. 1981], Ehrlacher [Ehrlacher 1985], Gurson [Gurson 
1977], Tvergaard, Needleman [Needleman et al. 1987], Rousselier [Rousselier 1987], etc… 
Lorsque les microfissures, les microcavités créées par croissance ou par coalescence des 
défauts sont de taille assez grande, cette façon d’aborder le problème n’est plus valable, et il 
faut alors utiliser la mécanique de la rupture. 

• La mécanique de la rupture a pour objet l’étude du comportement mécanique d’un 
matériau en présence de fissures macroscopiques. Cela revient notamment à déterminer le 
champ des contraintes et des déformations au voisinage de la pointe d’une fissure. L’étude de 
ces champs mécaniques permettant ensuite de juger de la stabilité ou non d’une fissure. Il est 
également possible, comme nous le verrons par la suite, d’aborder la mécanique de la rupture à 
travers une étude énergétique du solide fissuré. 

 
III. 1.2. Fissures statiques, quasi-statiques, dynamiques 

Les premiers travaux réalisés en mécanique de la rupture visaient à établir, de façon 
précise, les champs mécaniques au voisinage d’une fissure statique. La difficulté d’une telle 
étude réside dans la prise en compte de la singularité introduite par la pointe d’une fissure. Le 
calcul précis de paramètres mécaniques tels que les facteurs d’intensité des contraintes, ou le 
taux de restitution d’énergie réside en grande partie dans la bonne prise en compte de cette 
singularité. L’étude des champs mécaniques entourant une pointe de fissure statique est 
considérée dans l’étude bibliographique qui va suivre. 
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• Plasticité confinée 

La concentration de contraintes en pointe de fissure créant une plastification locale, il est 
nécessaire que la taille de cette zone reste petite par rapport à la longueur de la fissure, et aux 
dimensions de la structure, de façon à ne pas trop perturber la distribution élastique des 
contraintes. A titre d’exemple, la norme ASTM impose aux éprouvettes utilisées pour le calcul de 
la ténacité la condition suivante : 

 

Minሺe,a,bሻ ൒   ହ
ଶ
 ቀ௞಺಴

ఙబ
ቁ
ଶ
                                                                                                    (III.1) 

 
σ଴  et k୍C représentent respectivement la limite élastique et la ténacité du matériau. 

Lorsque c’est le cas, on peut continuer à utiliser les concepts de la mécanique linéaire de la 
rupture. Plusieurs modèles proposent de déterminer la taille de la zone plastique en pointe de 
fissure : modèles d’Irwin, et de Dugdale-Barenblatt qui sont détaillés dans [François et al. 1993] 
et [Baouch 1998]. 

 
• Plasticité étendue 

La plasticité étendue est le domaine pour lequel la taille de la zone plastique n’est plus 
négligeable devant la longueur de la fissure ou la dimension du ligament. Elle s’inscrit dans le 
cadre de la mécanique de la rupture à comportement non linéaire, et son étude n’est que très 
récente. 

Si en élasticité linéaire, la singularité est d’ordre –1/2, elle est plus faible en plasticité, et 
vaut -n/(n+1), où n, le coefficient d’écrouissage du matériau, est compris entre 0 et 0,2. La zone 
d’élaboration définie en élasticité linéaire est remplacée par un champ de déformation qui ne 
dépend que de la limite d’élasticité en cisaillement et de l’orientation par rapport à l’axe de la 
fissure (champ de Prandtl). 

A la pointe de la fissure, l’émoussement et le champ de Prandtl conduisent à des contraintes 
finies. Plus loin de l’extrémité de la fissure (zone de champs semi-lointains), la distribution des 
contraintes et des déformations peut être approchée par la solution asymptotique proposée entre 
autre par Hutchinson [Hutchinson 1968], Rice et Rosengren [Rice et al. 1968]. 

Même si l’étude de la mécanique non linéaire de la rupture est en plein essor actuellement, 
la majorité des résultats obtenus d’un point de vue numérique concernent la mécanique linéaire 
de la rupture. Il est souvent difficile de différencier les méthodes applicables à tout type de 
matériau, ou uniquement aux matériaux élastiques. Lors de notre simulation, on considérera une 
analyse élastique du champ des contraintes, en admettant les hypothèses générales de 
l’élasticité linéaire classique, mais en tolérant néanmoins l’existence d’une zone de plasticité 
sous la condition suivante : cette zone doit à la fois être confinée et de dimension constante. 

De plus, notre étude est volontairement restreinte aux fissures planes, et supposées 
rectilignes par morceaux. Enfin, nous nous placerons dans le cas de matériaux homogènes et 
isotropes. 

On peut alors distinguer deux approches concernant l’étude de la zone singulière : 
• Une approche locale, caractérisée par une étude des champs de contrainte et de 

déformation au voisinage du front de fissure ; 
• Une approche globale (ou énergétique), caractérisée par l’étude du comportement global 

de la structure fissurée sur le plan énergétique. 
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déformations planes, le déplacement est une fonction linéaire de √ݎ, et pour ߠ ൌ  KI et KII ,ߨ
peuvent s’exprimer en fonction du déplacement : 

 

ە
۔

ۓ ሻݎூ௨ሺܭ ൌ   
ா

ଵିజమ
 ටగ

଼
௨೤
√௥

ሻݎூூ௨ሺܭ ൌ   
ா

ଵିజమ
 ටగ

଼
௨ೣ
√௥
   

                                                                                                  (III.4) 

 
Puis, par passage à la limite : 
 

൜ ݇ூ ൌ   ݈݅݉௥՜଴ ሻݎூ௨ሺܭ
݇ூ ൌ   ݈݅݉௥՜଴ ሻݎூூ௨ሺܭ

                                                                                                       (III.5) 

 
La même extrapolation peut être faite en exprimant KI en fonction du champ des contraintes. 

La solution obtenue sera cependant moins précise dans la mesure où les contraintes sont 
calculées aux points d’intégration et non aux noeuds. 

 
III.1.6. Approche Globale ou Energétique 

La propagation de fissure est un phénomène dissipateur d’énergie. Dans la théorie de 
Griffith, l’énergie consommée est la différence entre l’état énergétique du système avant et après 
fissuration. Cette énergie peut s’assimiler à une énergie de surface, et Griffith a postulé que 
c’était une caractéristique intrinsèque du matériau. 

 
III.1.6.1. Le taux de restitution d’énergie 

Noté G, le taux de restitution d’énergie représente l’énergie nécessaire pour faire progresser 
la fissure d’une longueur unité. Elle correspond à la décroissance de l’énergie potentielle totale 
Wp pour passer d’une configuration initiale avec une longueur de fissure a, à une autre où la 
fissure s’est propagée d’une longueur da : 

ቊ ܩ ൌ  െ డௐ௣
డ஺

݌ܹ ൌ ௘ܹ ൅ ௘ܹ௫௧
                                                                                                           (III.6) 

 
Avec : 
 

ቐ ௘ܹ ൌ ׬ :ߪ ఆߝ

௘ܹ௫௧ ൌ ׬ ݂. ఆݑ

                                                                                                             (III.7) 

 
Où We représente l’énergie de déformation élastique, Wext l’énergie potentielle des forces 

extérieures f, et ∂A l’incrément de surface correspondant à l’extension de la fissure. 
En utilisant le champ des contraintes dans la zone singulière et la loi de comportement 

élastique linéaire, il est possible de relier le taux de restitution d’énergie aux facteurs d’intensités 
de contraintes par : 

 

G = ሺ௄಺
మା௄಺಺

మ  ሻ
ாᇲ

+ሺ௄಺಺಺
మ  ሻ
ଶఓ

                                                                                                    (III.8) 
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- Expression du taux de restitution d’énergie 

L’énergie potentielle totale du système est définie par : 

௣ܹൌ 
ଵ
ଶ
׬  ߗሻ݀ݑߘߪሺݎܶ െ ׬ ݂. .ݑ ఆఆߗ݀                                                                             (III.19) 

où f représente les forces extérieures appliquées à Ω ( Γ1 sur la Figure IV.10.). 
Le principe des travaux virtuels, à l’équilibre, nous donne la relation suivante pour tout champ de 
déplacements virtuels cinématiquement admissibles u* : 
 

׬ ߗሻ݀כݑߘߪሺݎܶ ൌ ׬ ݂. .כݑ ఆఆߗ݀                                                                                    (III.20) 

Donc en prenant u comme champ de déplacement virtuel, on obtient l’expression de l’énergie 
potentielle totale à l’équilibre : 
 

௣ܹൌ 
ଵ
ଶ
׬  ఆߗሻ݀ݑߘߪሺݎܶ                                                                                                   (III.21) 

La perturbation étant infinitésimale, les opérations de dérivation et d’intégration sur le corps 
perturbé peuvent s’exprimer à l’aide d’un développement limité au premier ordre en fonction des 
mêmes opérations sur le corps non perturbé. Destuynder montre alors que sous les hypothèses 
suivantes : 

- pas d’efforts appliqués au voisinage de la fissure ; 
- pas de déformations d’origine thermique ; 
et en se servant des expressions de σε et uε définies précédemment, le taux de restitution 

d’énergie peut s’exprimer en élasticité pure : 
 

௣ܹൌ 
ଵ
ଶ
׬  ߗሻ݀ߠߘݑߘߪሺݎܶ െ ׬ .௘ݓ .ሻߠሺݒ݅݀ ఆఆߗ݀                                                                   (III.22) 

Où : 

௣ܹൌ 
ଵ
ଶ
 ሻ                                                                                                                                     (III.23)ݑߘߪሺݎܶ 

Cette expression peut être généralisée en élasticité non linéaire (ou élastoplasticité en 
conditions de chargement monotone) en remplaçant l’énergie élastique we par une énergie totale 
wtot , somme de l’énergie élastique we et de l’énergie plastique wp. De même, il est possible 
d’ajouter plusieurs termes supplémentaires pour prendre en compte des forces extérieures près 
de la fissure, le cas d’un chargement thermique, ou encore le cas d’une fissure au voisinage 
d’une interface bimatériaux. 
 
III.1.6.4. Maillage Concentrique 

Afin d’utiliser certaines techniques de calcul propres à la mécanique de la rupture, la gestion 
du maillage à la pointe d’une fissure est primordiale. 

Ainsi, pour pouvoir utiliser les éléments singuliers proposés par Barsoum [Barsoum 1976], il 
est important d’avoir un maillage triangulaire concentrique autour de la pointe de la fissure. De 
même, pour pouvoir implémenter la méthode Gθ, il est nécessaire de créer une couronne 
d’éléments qui servira de surface d’intégration pour le calcul du taux de restitution d’énergie. 
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CHAPITRE  IV                            
SIMULATION NUMERIQUES PAR            

LE CODE CASTEM2000 
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V.2. Modélisation numérique 

Nous allons étudier et montrer tout au long de la section les effets de la plasticité sur le front 
de la fissure et les effets de la fissure sur les résultats de la simulation (géométrie, épaisseur, les 
couches de la fissure, etc…). 

Les hypothèses utilisées pour la simulation sont : 
—  Matériau élasto-plastique à écrouissage isotrope ; 
—  Anisotropie plastique ; 
—  Algorithme Explicite. 
Le cylindre est maillé avec des éléments tridimensionnelles « CUB8 » et « CUB20 » 

(éléments parallélépipédiques respectivement à huit et vingt points d’intégration) de façon à 
assurer la conformité de notre problème. Par souci de clarté et d’organisation du maillage, nous 
préférerons les éléments parallélépipédiques (la forme globale de l’éprouvette étant initialement 
un parallélépipède, la subdivision se fait de manière ordonnée). D’autre part, les déformations 
sont finalement assez simples. Par conséquent, afin de limiter le temps de calcul, nous 
prendrons des éléments à huit points d’intégration, c'est-à-dire des éléments de type « CUB8 ». 
L’emploi de la méthode explicite pour résoudre les problèmes d’élasto-plastique implique 
certaines précautions. En effet, cette méthode  fondamentalement adaptée aux phénomènes 
statiques très rapides (Newton Raphson par exemple). Il s’agit donc de trouver un compromis 
entre la rapidité du calcul et la précision du modèle. 
 
V.3. Distribution des contraintes et des déformations 

On ne possède de valeurs analytiques du facteur d'intensité des contraintes ( dans la 
littérature, il est disponible uniquement pour des géométries très simples avec des chargements 
particuliers). Pour des géométries plus complexes un calcul par éléments finis est nécessaire. 
L’un des problèmes est le maillage qui doit rendre compte des champs singuliers des contraintes 
au voisinage de la pointe de fissure et qui doit permettre un calcul économique du taux de 
restitution d'énergie réduit ou des facteurs d'intensité des contraintes, en fonction de la 
contrainte et du temps. Dans ce qui suit. Le cylindre d'épaisseur (EPAIS), le rayon du cylindre 
(R), la profondeur de fissure (PF), la longueur de fissure (LF) est décrite par la condition de 
liaisons imposées aux nœuds du maillage par éléments finis. Dans le cas symétrique. Par 
exemple pour le maillage de la Fig IV.2.a, les sections en couleurs rouge sont considérées 
comme conditions aux limites (bloqués en rotation et en déplacement). Un maillage très fin 
convergeant  à la pointe de fissure : éléments finis classiques  iso-paramétriques à 8 nœuds (Fig 
IV.2.b), un nombre suffisant de secteurs doivent converger vers la pointe (au moins 6) et les 
dimensions radiales doivent s'affiner à la pointe en progression géométrique, la taille du premier 
rectangle doit être comprise entre 1\1000 et 1\100 de la longueur de fissure dépendant de la 
précision recherchée. 
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IV.6. Courbe  de traction  

Nous savons bien que en plasticité que la raideur n’est pas constante, il est nécessaire 
d'utilise une courbe de traction obtenue expérimentalement fig IV.4.      
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Fig IV.4 : Courbe de traction du matériau PVC Ecoulement F/F. 

IV.7. Courbe  de temps pour la manipulation de la procédure pas à pas 

L'avantage de la procédure pas à pas est de pouvoir faire un pilotage en choisissant un 
paramètre particulier (ici il s’agit d’un pilotage en force).  
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Fig IV.5 : Courbe du chargement / temps. 
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IV.8. Résultats des contraintes de Von Mises 

Les simulations sont faites avec différentes dimensions géométriques du cylindre. Pour  
rendre notre étude plus générale, on utilise une étude paramétrique avecn avec les  rapports (PF 
/EPAIS, PF/ LF, R/ EPAIS). On applique  une pression progressive de manière qu’on peut  avoir  
toutes les valeurs des contraintes ߪ௫௫, ,௬௬ߪ ,௭௭ߪ  ௫௬  et puisque, l’objectif final est la déterminationߪ
de la  contrainte de Von Mises, qui permet d’identifier le début de la zone de plastification. 
Comme on l’a constaté avec les différentes simulations effectuées Fig IV.2 jusqu’à IV.12, la tête 
de fissure se  plastifie en premier temps. 
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IV.8.1. Interprétation des résultats des contraintes de Von Mises  

L’avantage de cette simulation est qu’elle permet de classer les neuf cylindres en  
connaissant la répartition des contraintes de Von Mises aux niveaux de tous les cylindres et  
pour chaque temps de calcul. Les douze  Figures montrent que la contrainte maximale se trouve 
toujours à la pointe de fissure et aussi pour le temps final de la simulation. La fissure qui subit la 
plus grande valeur de contraintes de Von Mises est celle correspondant au rapport (rayon  du  
cylindre / l’épaisseur du cylindre) égal à 10. En d’autre terme l’épaisseur la plus petite. 

Par ailleurs, la fissure correspondant à la plus petite valeur de contraintes de Von Mises est 
celle qui correspond au rapport (profondeur de fissure / l’épaisseur du cylindre) égal à 0.02, c’est 
à dire l’épaisseur la plus grande dans tous les cylindres. 
 
IV.9. Les résultats du calcul de l’énergies de restitution pour les diférentes géométries 

L’étude énergétique d’une pièce fissurée s’effectue à l’aide du taux de restitution d’énergie. Il 
existe de nombreuses façons de calculer ce paramètre. Parmi ces méthodes, la méthode 
G_THETA (exposée dans le chapitre précédent) est à la fois rapide, précise et facile à utiliser. 
Cependant, son utilisation nécessite la présence d’une couronne d’éléments entourant la pointe 
de fissure. Encore une fois, la technique de maillage que nous avons mis en place permet de 
générer facilement cette structure particulière en pointe de fissure. A l’aide de ce type de 
maillage (en couronne), nous avons montré la bonne précision et la stabilité des calculs.  

De plus, il est possible de rajouter plusieurs termes dans l’expression de calcul de 
G_THETA, afin de traiter des cas plus compliqués : matériau élasto-plastique, forces extérieures 
près de la fissure, propriétés du matériau constant et les paramètres géométriques variables 
(dans notre cas, on a neuf cylindres).  
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Fig IV.17 : Courbes des énergies de restitution pour  les trois rapports                                                

(profondeur de fissure / l'épaisseur du cylindre).  
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Fig IV.18 : Courbes des énergies de restitution pour  les trois rapports                                               
(longueur de fissure / profondeur de fissure). 
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Fig IV.20 : Courbes des énergies de restitution pour  les trois rapports :                                              

(rayon du cylindre / l'épaisseur du cylindre).  
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Fig IV.21 : Courbes des énergies de restitution pour                                                                

les trois rapports les mois critiques. 
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Fig IV.22 : Courbes des énergies de restitution pour                                                                

les trois rapports les plus critiques. 

IV.9.1. Interprétation des résultats relatifs à l’énergie de restitution  

- Pour  les trois rapports (profondeur de fissure sur l'épaisseur du cylindre), on remarque que 
l'énergie de restitution est inversement proportionnelle à ce rapport Fig IV.17. 
 
- Pour  les trois rapports (longueur de fissure sur la profondeur de fissure), on remarque que 
l'énergie de restitution est proportionnelle à ce rapport Fig IV.18. 
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- Pour  les trois rapports (rayon du cylindre sur l'épaisseur du cylindre), on remarque que 
l'énergie de restitution est toujours proportionnelle à ce rapport Fig IV.19. 
  
- Pour choisir le cylindre le plus performant, on se base sur la courbe de petite énergie de 
restitution. On constate que le cylindre qui reçoit l'énergie minimale, est le cylindre de plus grand 
rapport (rayon / épaisseur) égal à 3.33, « ce qui nos donne la plus grande épaisseur ». 
 
IV.10. Le facteur d'intensité des contraintes 

Le facteur d'intensité des contraintes est déterminé à partir des résultats  des contraintes 
calculées dans le voisinage  de la pointe de fissure. Pour cela, on doit avoir une grande 
précision des calculs, ce qui à cause de la singularité impose des maillages adaptés. Les 
méthodes préconisées sont basées sur le calcul du taux d'énergie élastique libérée pour un 
accroissement unitaire de fissure. Connaissant G, il est facile de passer à  une valeur 
équivalente du facteur d'intensité des contraintes par la relation :  
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Fig IV.23 : Courbes des facteurs d'intensité des contraintes pour  les trois                                             
rapports (profondeur de fissure / l'épaisseur du cylindre). 
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Fig IV.24 : Courbes des facteurs d'intensité des contraintes pour les trois                                              

rapports (longueur de fissure / profondeur de fissure).                                                            
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Fig IV.25 : Courbes des facteurs d'intensité des contraintes pour  les trois                                             

Rapports (rayon du cylindre /l'épaisseur du cylindre). 

 



Chapitre IV                                                                                                                             simulation Numérique 
 

 

79 

0 2 4 6 8 10 12
-0,001

0,000

0,001

0,002

0,003

0,004

0,005

0,006

0,007

0,008

0,009

0,010

0,011

0,012

Fa
ct

eu
r d

'in
te

nc
ité

 d
es

 c
on

tra
in

te
s 

M
P

a.
m

1/
2

Contrainte MPa

  Rapport LF/ProfF = 0.02 
  Rapport profF/Epaic = 0.5 
  Rapport R/Epaic = 3.33 

 
Fig IV.26 : Courbes des facteurs d'intensité des contraintes                                                        

pour  les trois Rapports les moins critiques. 
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Fig IV.27 : Courbes des facteurs d'intensité des contraintes                                                        

pour  les trois rapports les plus critiques. 

IV.10.1. Interprétation des résultats des facteurs d'intensité des contraintes 

- Pour  les trois rapports (profondeur de fissure / épaisseur du cylindre), le facteur d'intensité des 
contraintes est inversement proportionnel au rapport considéré Fig IV.23. 
 
- Pour  les trois rapports (profondeur de fissure / longueur de fissure), on remarque que le 
facteur d'intensité des contraintes est proportionnel au rapport considéré Fig IV.24. 
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- Pour  les trois rapports (rayon  du cylindre / 'épaisseur du cylindre), le facteur d'intensité des 
contraintes est proportionnel  au rapport considéré Fig IV.25. 
 
- Pour choisir le cylindre le plus tenace, on se base sur la courbe de petit  facteur d'intensité des 
contraintes. On constate que le cylindre qui a un facteur d'intensité des contraintes minimal, est 
le cylindre ayant le plus grand rapport (rayon du cylindre / épaisseur du cylindre) égal à 3.33. 
 
IV.11. Interprétation globale des résultats 

Après une simulation très longue de neuf cylindres fissurés avec des dimensions variables, on 
utilise la technique d'élimination pour avoir le cylindre le plus tenace et le moins reçoit de 
l’énergie de restitution et  qui plastifier le dernier. 
- Le cylindre qui a les bonnes caractéristiques c’est le cylindre de rapport (rayon du cylindre/ 
épaisseur du cylindre) égale à 3.33, « avec une grande épaisseur ». 
- Le cylindre qui a les mauvaises caractéristiques c’est le cylindre de rapport (rayon du cylindre/ 
épaisseur du cylindre) égale à 10, « avec une petite épaisseur ». 
Résumé des courbes des énergies de restitution pour différents cylindres et les facteurs 
d'intensité des contraintes sont représenté par les tableaux suivants : 
 

Variation du Rapport profondeur  
de fissure/l'épaisseur du cylindre 

Energie de restitution 
élastique 

Facteur d'intensité des 
contraintes 

0.02 *** *** 
0.125 ** ** 
0.45 * * 

Tableau (IV.2)  Influence du rapport (profondeur de fissure / l'épaisseur du cylindre). 

-   *  : moins influence. 
-   ** : moyenne influence. 
-  *** : plus grande influence. 
 

Variation de Rapport  longueur de 
fissure/profondeur de fissure 

Energie de restitution 
élastique

Facteur d'intensité des 
contraintes 

0.5 * * 
1.5 ** ** 
2.5 *** *** 

Tableau (IV.3) Influence du rapport (longueur de fissure / profondeur de fissure). 

Variation de Rapport  rayon du 
cylindre/l'épaisseur du cylindre 

Energie de restitution 
élastique 

Facteur d'intensité des 
contraintes 

3.33 * * 
5 ** ** 

10 *** *** 
Tableau (IV.4) Influence du rapport (rayon du cylindre / épaisseur du cylindre). 
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En conclusion,le tableau suivant représente les différentes variations de G et de KI par 
rapport aux paramètres de la géométrie du cylindre: 
 

Paramètres géométriques Energie de restitution 
élastique 

Facteur d'intensité des 
contraintes 

Profondeur de fissure   

Longueur de fissure   

Epaisseur du cylindre          

Rayon du cylindre   

Longueur du cylindre   

Tableau (IV.5) L'influence des différents paramètres sur l'énergie                                                     
de restitution et le facteur d'intensité des contraintes.     
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Conclusion et Perspectives 

 

Nous avons présenté une étude bibliographique dans laquelle nous avons décrit le 

comportement élasto-plastique pour montrer ses spécificités par rapport aux autres lois de 

comportement en mécanique. Une présentation du comportement élasto-plastique incrémental a 

été faite sur un exemple simple constitué par l’assemblage de 3 barres. Cet exemple simple, 

nous a permis de bien comprendre les différentes étapes d’un calcul élasto-plastique et de 

pouvoir l’adapter à des géométries et structures plus complexes. 

Nous avons aussi à travers une recherche bibliographique relativement importante, essayer 

de présenter les concepts fondamentaux de la mécanique de la rupture. Nous avons aussi 

présenté les différentes méthodes de calcul des grandeurs associées à la caractérisation des 

défauts dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture (facteurs de concentration de 

contraintes et taux de restitution de l’énergie,..). Implémentée dans la méthode des éléments 

finis, on a vu que des maillages spécifiques doivent être introduits. 

Pour la simulation et la mise en œuvre de toutes ces approches théoriques, nous avons 

considéré le cas d’un cylindre présentant une fissure sur sa paroi intérieure. Un calcul par 

éléments finis avec un pilotage en force nous a permis de faire ressortir l’influence de diffétents 

paramètres géométrique sur le comportement du cylindre une fois en exploitation. 

L’étude initiée n’a pas été mené à bout en raison principalement du manque de travaux 

spécifiques ce qui nous a pas permis de faire des comparaisons pour la validation des résultats 

obtenus. En plus, la sollicitation thermique a été omise.  

Ce travail peut être valorisé en prenant en compte : 

1- Un calcul mécanique ; 

2- Une fissure initiée dans un coude d’une conduite en PVC par exemple ; 

3- Une étude de la propagation de fissure. 
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  ملخص
 

شق  ذات ةسطوانا في élasto-plastique عامل أثيرت ةفي هذه المذآرة دراس تم
في الجزء الأول نجد دراسة بيبليوغرافية حول مبادئ  .ضغط تأثير تحت  ليخاد

طرق المتبوعة بعرض لمختلف  لمعادنل élasto-plastiqueتأثير  عواملوتقنيات 
على طرق التحليل والمعتمدة  المنتهيةة العددية لهذه التقنية بواسطة العناصر يذجوالنم

 يالميكانيك عاقطالاندراسة حول  تقديمفي الجزء الثاني تم . المتزايدة بواسطة المقاربة
ل المعادن خاد يةقمتبالة قاالطآذلك و تداهاالاج فيثتك معامل جاديإ تم حيث لمعادنل

  .astemC :برنامج لباستعما ةبتطبيقات عددي متبوعة
 

        ,هيةاعناصر متن, يالميكانيك عاقطالان ,élasto-plastique عوامل : آلمات مفتاحية
 .stemaC :برنامج

  

Abstract 
 

In this work, we have studied the influence of the behavior of elasto-
plastic parts on a cylindrical internal crack. The first part is devoted to the 
literature review on the elast-plastic behavior and techniques, and also to 
the presentation of different models of digital behavior by using the finite 
element method, based on the methods of analysis using incremental 
approaches. In the second part, we introduced the study of sensitivity 
parameters of rupture intensity factor constraints and energy refund, 
followed by a numerical simulation, using the software Castem. 
 
Key words: Elasto-plastic, Fracture mechanics, Finite elements,  
Software: Castem. 

Résumé 

Dans ce travail, on a étudié l’influence des paramètres du comportement  
élasto-plastique sur des pièces cylindriques à une fissure interne. La 
première partie est consacrée à l’étude bibliographique sur le principe du 
comportement élasto-plastique et ses techniques, aussi à la présentation 
des différentes modélisations numériques de ce comportement en utilisant 
la méthode des éléments finis, en ce basant sur les méthodes d’analyse 
utilisant des approches incrémentales. Dans la deuxième partie, on a 
présenté l’étude de sensibilités des paramètres de rupture facteur d’intensité 
des contraintes et d’énergie de restitution, suivi d’une simulation numérique, 
en utilisant le logiciel Castem. 

Mots clés : Elasto-plastique, mécanique de la rupture, Éléments finis, 
logiciel : Castem. 


