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RESUME 
 
 
 

      Les interfaces hétérogènes ne sont relativement pas bien connues, hormis pour 
quelques couples métal-oxyde que la cohérence cristalline permet de décrire simplement. 
En général, la structure de l’interface ne résulte pas du raccordement exact de deux réseaux 
et il est nécessaire d’introduire les dislocations interfaciales pour décrire cette interface 
dont de nombreuses propriétés sont tributaires. Notre travail est voué à l’étude des 
systèmes épitaxiques à interfaces semi cohérentes qui contiennent parfois des réseaux 
bipériodiques complexes de dislocations de misfit (MDs). Les champs élastiques causés 
par de tels arrangements observés le long d’interfaces cristallines jouent un rôle crucial 
dans l’amélioration des propriétés physiques des systèmes épitaxiques. Dans cette thèse, 
des résultats nouveaux et exacts en élasticité anisotrope sont proposés pour des réseaux 
hexagonaux de dislocations de misfit incluant des fautes d’empilement intrinsèques et/ou 
extrinsèques. En généralisant une approche antérieur basée sur la périodicité du 
déplacement relatif interfacial et une formulation en séries de Fourier double des champs 
de déplacements, nous développons les expressions des champs élastiques en considérant 
une dissociation possible des MDs. Les coefficients de Fourier et les termes définissant la 
géométrie du réseau interfacial sont déterminés analytiquement. Les termes comportant les 
coefficients de Fourier constituent les éléments second membre d’une matrice 18x18 pour 
le système couche sur substrat et 24x24 pour le bicristal mince. En occurrence, des 
applications numériques sont présentées pour le bilame mince InAs/(111) GaAs analysé 
par microscopie à effet tunnel par J. G. Belk et col et pour une couche de silicium déposée 
en désorientation d’un angle de 5° sur un substrat de silicium observé par H. Föll et col. 
Les effets d’anisotropie, d’épaisseur et de dissociation sont discutés à partir de graphes 
typiques.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 

ABSTRACT 
 
      
 
      The heterogeneous interfaces are relatively little known, aside from some metal-oxyde 
pair which crystalline coherences may described simply. Generally, The interface 
structures do not result from the exact joining of two lattices and it should necessary 
inserted the interfacial dislocations to describe this interface which many properties are 
reliant. Our work is devoted to the study of epitaxial systems with semicoherent interfaces  
which contain sometimes complex periodic networks of misfit dislocations (MDs). The 
elastic fields of  such arrangements observed along  interfaces play a crucial part in  the 
improvement of the physical properties of epitaxial systems. In this thesis, a new  and 
exact results are proposed in anisotropic elasticity for hexagonal networks of MDs which 
contains intrinsic and/or extrinsic stacking faults. We developed, using a previous 
approach  based on the relatif interfacial displacement and a Fourier series formulation of 
the displacement fields, the expressions of elastic fields when there is a possible 
dissociation of MDs. The Fourier coefficients  which defined the interfacial network 
geometries are determined analytically. The terms which involve the Fourier coefficients 
constitutes the second elements of  the 18x18 matrix for the epilayer /substrate systems and 
24x24 matrix for the thin bifoil. In this case, numerical applications are presented for the 
thin bifoil InAs/(111)GaAs wich was analysed by Scanning Tunneling Microscopy (STM) 
by J. G. Belk and al, and for an epilayer of silicon deposited on a silicon substrate with a 
misorientation angles of 5° observed by H. Föll and al. Anisotropy, thickness and 
dissociation effects are discussed from typical graphs.  
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INTRODUCTION  GENERALE 

 
 
 

      Le développement des hétéro-structures est directement lié au progrès des techniques 
d’élaboration et d’optimisation de nouveaux matériaux destinés à des applications où une 
grande précision est requise. La croissance homo ou hétéro-épitaxique de matériaux et les 
nouvelles techniques d’obtention de ces hétéro-interfaces sont, en conséquence, des thèmes 
très attractifs pour bien des laboratoires, avec des applications pratiques très prometteuses, 
voir par exemple [1,6]. Ces techniques impliquent le raccordement de deux cristaux de 
natures identiques (joints de grains) ou différentes (joints interphases), très minces 
(quelques dizaines de nanomètres), leurs réseaux cristallins étant éventuellement tournés 
l’un par rapport à l’autre [7,9]. Les désaccords de longueurs et/ou d’angles le long de 
l’interface génèrent inévitablement des champs élastiques associés au raccordement des 
deux réseaux cristallins, champs élastiques qui peuvent influer beaucoup sur les propriétés 
physiques recherchées, voir par exemple [10,11].   
Notre travail s’insère parmi les efforts actuels qui sont déployés dans le but d’élargir la 
théorie des dislocations aux défauts interfaciaux et faciliter l’identification de ceux ci par 
les méthodes de caractérisation. L’intérêt du sujet s’est focalisé sur le fait que l’interface 
tapissée d’un réseau hexagonal de dislocations de désaccord ( Msfit Dislocations : MDs ) 
ne demeure pas stable en température ambiante pour une longue durée ou encore lors des 
techniques de dépôt, et en conséquence pour certaines applications, il est plus avantageux 
de connaître l’évolution de ce réseau de MDs et d’instaurer la solution adéquate quand la 
géométrie du réseau n’est plus bidimensionnelle mais plutôt tridimensionnelle. Dans ce 
sens, la solution théorique et numérique est établie dans le cadre d’une élasticité anisotrope 
pour  un réseau de dislocations de misfit pures coins quand la dissociation des nœuds 
triples du réseau donne naissance à des imparfaites  de Shockley.  
Une synthèse bibliographique sur les travaux les plus significatifs portant sur la 
dissociation d’une dislocation en faute d’empilement intrinsèque (FEI) et / ou en faute 
d’empilement extrinsèque (FEE) ainsi que la dissociation de réseaux  bipériodiques de 
MDs nous a mené à fonder les hypothèses des modèles suivants :  

a) Un bicristal ultra mince dont l’interface est recouverte d’un réseau hexagonal 
régulier et bipériodique de MDs. Un nœud sur deux de la cellule de base formant le 
réseau est dissocié en donnant une FEI. L’extension de la dissociation est 
caractérisée par un facteur q défini par le rapport de la surface de faute sur la    
surface non fautée. 

     



INTRODUCTION 2

       
 
b) Un modèle géométrique définit par une couche mince déposée sur un substrat mono 

cristallin tel que l’interface est constituée d’un réseau régulier en nid d’abeilles dont 
tous les sommets sont dissociés, alternativement, en FEI et FEE. L’étendue de la 
dissociation de la FEI est caractérisée par un facteur q et celle de la FEE par p tel 
que : q1p     −= . 

Après une brève présentation des hypothèses de calcul adoptées et des conventions et 
symboles utilisés, nous déterminons analytiquement les coefficients des séries de Fourier 
qui tiennent compte de la géométrie des réseaux dans le cas (a) et dans le cas (b). Par la 
suite, nous montrons comment obtenir la solution générale des équations dans le cas d’une 
double périodicité en utilisant les séries de Fourier doubles.  

La solution bute sur un système de neuf équations linéaires à neuf inconnues complexes 
dans le cas d’un milieu semi infini et sur un système de douze équations à douze inconnues 
complexes dans le cas d’un bilame mince. Le second membre des deux systèmes 
d’équations est composé de la somme de deux termes ; un terme Tk qui dépend à son tour 
d’un autre terme  calculé auparavant pour un réseau de MDs non dissocié noté  et un 
terme supplémentaire noté   relatifs aux nouvelles conditions liées à la géométrie du 
réseau de MDs considéré.  

ind
kT

kH

Les systèmes d’équations obtenus ne peuvent être inversés que numériquement.               
En conséquence, nous avons construits des programmes en langage Fortran  qui ont permis 
d’obtenir des résultats analogues à ceux peu nombreux disponibles dans la littérature. 

Le choix de ces deux modèles géométriques impose la division du travail en deux parties 
principales : 

 
Première partie :   

      Nous nous sommes fixés pour objectif, dans un premier temps, de déterminer en 
anisotropie les champs élastiques relatifs à un bicristal mince déformée par une hétéro-
interface cohérente ou semi-cohérente parallèle aux surfaces libres du bilame. Après 
obtention des équations définitives  donnant les champs de déplacements et de contraintes, 
nous avons construit un programme en langage fortran en double précision qui permet 
d’effectuer tous les calculs recherchés dans le problème étudié. 

Une application au système InAs/(111) GaAs a permis  une validation de notre programme 
de calcul en vérifiant que prés de l’isotropie, c’est à dire pour des constantes élastiques 
quasi isotropes, les résultats convergent vers ceux disponibles dans [12]. En effet, la courbe 
d’élévation tracée au dessus des points O, U et V  en quasi isotropie est similaire à celle 
tracée en isotropie. La même courbe tracée en anisotropie souligne un effet d’anisotropie 
important qui n’a pas été relevé auparavant.  
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Une fois le programme vérifié, nous avons calculé les champs de déplacements et de 
contraintes ainsi que des images numériques identiques aux images STM fournies par J. G. 
Belk et col [13].  
L’importance de l’effet d’anisotropie relevé nous a mené à juger qu’une comparaison avec 
l’étude réalisée en anisotropie  pour un réseau hexagonal régulier de dislocations de misfit 
par T. Outtas et col [14]  serait plus raisonnable. Afin de retrouver des résultats 
comparables à ceux obtenus par les auteurs, nous avons considéré le cas où le coefficient 
de dissociation prend la valeur de 2/3 ce qui correspond, dans le modèle abordé, à une 
absence de la dissociation. Nous avons constaté, alors,  que les courbes décrivant la 
topologie des surfaces libres et celles qui illustrent la distribution des contraintes sont en 
parfait accord avec les résultats auxquels sont parvenus T. Outtas et col. Par la suite, les 
effets d’épaisseurs des surfaces libres du bilame mince et de dissociation du réseau de MDs 
sont discutés à partir de graphes typiques. 
 
Deuxième partie :   

      En référence aux travaux réalisés sur l’or par Wöll et col [15], par Barth et col [16] et 
sur du platine par Sandy et col [17] ainsi que Bott et col [18] et en se basant sur la méthode  
présentée par Bonnet [19], nous établissons en élasticité anisotrope, pour un système 
couche sur substrat, une solution détaillée lorsque tous les sommets du réseau hexagonal de 
dislocations coins dont les vecteurs de Burgers sont du type  sont dissociés en 
partielles de Shockley dont les vecteurs de burgers sont du type  ; ce qui nécessite 
l’introduction de conditions aux limites appropriées. Nous retrouvons, à travers une 
application aux cristaux anisotropes de silicium désorientés d’un angle de 5°, des images 
tout à fait cohérentes avec celles observés par H. Föll et col [21] pour un sous joint de 
torsion observé dans la lame mince (111) Si/(111) Si.  

〉〈1102/1  
〉〈1126/1  

Nous avons, également, testé notre programme près de l’isotropie en traçant la courbe 
d’élévation par inclusion des constantes élastiques quasi-isotropes. Nous avons enregistré, 
une fois de plus, un effet d’anisotropie important. Nous avons quantifié la perturbation de 
la surface libre distante de l’interface plane par un nombre N de mono-couches Mcs.          
Il apparaît sur les topologies des surfaces libres une influence de l’épaisseur qui est loin 
d’être négligeable. Aussi, l’extension de la dissociation change complètement la 
morphologie de ces dernières. Finalement, nous traçons les courbes d’équi-contraintes, 
dont les contours doivent permettre de donner des explications plus détaillées sur les 
contraintes localisées au niveau de la FEI et de la FEE. L’idée directrice de cette dernière 
application est de voir l’évolution de la dissociation dans une symétrie tri-axiale. 
 
En conclusion, nous tenons à signaler, qu’à notre connaissance et jusqu’à ce jour, il 
n’existe aucun résultat publié en anisotropie pour cette partie étudiée.  
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La comparaison des résultats a été, de ce fait, effectuée par rapport aux quelques images 
numériques calculées dans le cadre d’une élasticité isotrope pour le cristal Ni75Pt25 recuit 
[19]. 
Aussi, l’absence de résultats semblables en isotropie pour l’application Si/(111)Si a rendu 
l’interprétation plus délicate. De nombreuses idées peuvent, en conséquence, être 
développés pour la même application, ou encore, pour d’autres applications similaires afin 
de donner plus d’explication au phénomène physique observé. 
 
 
 
 



 
 
 
 
 

LES  RESEAUX DE DISLOCATIONS  INTERFACIALES 
 
 
 
 
I. 1 Introduction 

      La technologie moderne utilise, souvent, des matériaux différents qui doivent être 
assemblés en une seule unité. Ce qui conduit, inévitablement, à l’existence d’interfaces 
entre les phases constituant l’unité. L’interface devient, alors, un élément important qui 
peut influencer considérablement les propriétés du matériau. Ces interfaces, ou encore, 
hétéro interfaces sont élaborées de façons différentes suivant le domaine d’application pour 
lequel elles sont destinées. Elles sont, fréquemment, ornées de dislocations qui provoquent 
des champs élastiques inaccessibles à la mesure expérimentale. La mise au point d’un 
matériau exige, en conséquence, la connaissance de ces champs élastiques régnants au 
niveau de l’interface. Ce qui apporterait des propriétés spécifiques aux futures applications 
dans certains domaines, telles que la microélectronique et l’optoélectronique. Parmi ces 
applications particulièrement attrayantes, citons l’exemple de la fabrication de substrats 
auto-organisant. Ces nano-structures ouvrent, en effet, la voie à la réalisation de 
composants électroniques originaux offrant des possibilités d’intégration très importantes ; 
on peut, par exemple, élever la densité des boites quantiques si l’on connaît le champ de 
contraintes dans les couches déposées. Le processus expliquant ce phénomène d’auto 
organisation est basé sur l’effet de diffusion anisotropique des atomes déposés en surface 
et qui subissent l’influence du champ de contraintes des couches enterrées.  Ce chapitre, 
préambule à notre travail, a un double objectif. Il donne, d’une part, un tour d’horizon 
succinct des connaissances expérimentales et théoriques sur les principaux travaux reliés 
directement aux systèmes épitaxiques dont la surface est déformée par des dislocations de 
misfit partielles de type Shockley et fautes d’empilement. Il permet, d’autre part, d’établir 
l’état de l’art sur certaines propriétés que nous rediscutons plus loin sous l’éclairage des 
résultats de notre travail. Nous commençons par des rappels généraux sur les travaux 
réalisés théoriquement et expérimentalement en isotropie et en anisotropie sur les réseaux 
hexagonaux non dissociés. Ensuite nous exposons les travaux disponibles qui traitent le cas 
de la dissociation d’une dislocation de misfit (MDs) et d’un réseau de MDs. 
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I. 2 Réseaux non dissociés 
 
I. 2. 1 Travaux théoriques  

      Pour le cas le plus simple d’une dislocation de misfit  coin avec une ligne et un vecteur 
de Burgers parallèle  à l’hétéro-interface enterrée, le glissement à caractère linéaire de la 
dislocation sur le plan de l’interface est associé à un champ de déplacements élastique 
relatif interfacial. Quand plusieurs MDs interagissent élastiquement, la perturbation 
géométrique de la surface induite par le champ de déformation devient beaucoup plus 
compliquée. A ce moment là, il devient indispensable d’évaluer correctement ces champs 
tri-dimensionnels afin d’apprécier leur contribution à l’explication d’images observées.  
Pour une MDs rectiligne parallèle à la surface libre, la théorie de l’élasticité linéaire 
classique a été appliquée par plusieurs chercheurs pour des conditions aux limites plus ou 
moins compliquées dans l’hypothèse d’un milieu soit homogène, soit hétérogène [22, 29]. 
Cependant, pour des MDs non rectilignes relativement voisines les unes des autres, il est 
souhaitable de prendre en compte leur distribution géométrique le long d’hétérointerfaces, 
le désaccord paramétrique entre les deux cristaux et les constantes élastiques relatives.         
Dans ce contexte, Saada étudie le cas d’un réseau hexagonal formé par des dislocations de 
translation parallèles à la surface libre dans milieu homogène [30]. L’auteur montre, en 
utilisant l’expression du tenseur des déformations donnée par Mura (1971), que les 
propriétés essentielles des réseaux plans, périodiques de dislocations, trouvées dans 
l’approximation d’une élasticité isotrope peuvent être étendues pour les joints de grains à 
bas angle dans un milieu anisotrope. De leur côté, Willis et col [31] ont traité la relaxation  
à la surface libre d’une famille de dislocations parallèles. Les champs élastiques du joint 
interphase à structure périodique (simple ou double) ont été établis, par la suite et 
formellement, par Bonnet [32]. Dans le cas d’un réseau de MDs identiques et parallèles, 
l’auteur détermine analytiquement les champs élastiques et l’énergie élastique stockée. 
Une application est déduite pour le système laitonα/laitonβ. Le problème des réseaux 
hexagonaux périodiques a été résolu partiellement par Rey et col [33] en faisant appel à 
une méthode qui semble être délicate à manœuvrer. Les auteurs déterminent les champs de 
contraintes, en élasticité isotrope, en appliquant la théorie continue des dislocations 
développée antérieurement [34,36]. Ils utilisent la fonction de distribution de Dirac pour le 
traitement des réseaux discrets de dislocations de translation et ils parviennent à obtenir le 
tenseur des contraintes dans l’hypothèse de faibles déformations et petites désorientations. 
Chaque élément de ce tenseur se compose de deux termes : 
- Un terme périodique décroissant exponentiellement avec la distance au plan d’interface et 
nul en moyenne. 
 - Un terme constant dans chacune des moitiés d’espace présentant une discontinuité à la 
traversée de l’interface. 
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Parmi les méthodes disponibles dans la littérature, celle qui a retenue notre attention est 
une contribution basée sur une formulation en séries de Fourier,  définie  en isotropie, pour 
un réseau bipériodique par Bouzaher et col [37] car elle présente des formules explicites 
qui peuvent être vérifiées numériquement. En effet, des applications numériques donnant 
des courbes qui illustrent l’effet de surface sont présentées pour trois hétérosystèmes 
différents CoSi2/Si, les résultats ont été comparés au cas du système Si/Si, dont les 
propriétés élastiques sont identiques pour la couche et pour le substrat. Dans le cadre d’une 
élasticité anisotrope, Bonnet a établit les expressions relatives aux champs de déplacements 
et de contraintes pour un réseau hexagonal de dislocations de misfit situé sur une interface 
plane [38]. En référence à son travail,  j’ai traité le modèle couche sur substrat par 
introduction de conditions aux limites appropriés et les champs précis de déplacements et 
de contraintes sont alors déterminés [39]. Par la suite, Bonnet propose une solution en 
isotropie  pour le cas du bilame mince [40]. La même approche  a été reprise, dans le cadre 
d’une élasticité anisotrope,  par T. Outtas [41].  
 

I. 2. 2 Investigations expérimentales 

      Les observations des réseaux de dislocations sont couramment effectuées par 
microscopie électronique à transmission (MET) sur des systèmes épitaxiques, dans des 
zones d’épaisseur comprise entre 0,1 et 1 µm [ 41,42]. Lorsque le motif bipériodique d’un 
réseau a des périodes de l’ordre de cette épaisseur, les interactions élastiques deviennent           
très difficiles à décrire. Néanmoins, dans le cas particulier où le réseau est strictement 
parallèle à ces interfaces, le problème peut être résolu dans l’hypothèse de dislocations de  
misfit [43,44]. Des réseaux hexagonaux complexes de dislocations linéaires ont été 
observés le long de joints de grains par microscopie électronique à transmission et 
expérimentation à rayons X [45,47], attribuant aux segments de singularités  la propriété de 
dislocations de translation ; ce qui a conduit plusieurs auteurs à chercher la relation 
principale entre les vecteurs de Burgers et la géométrie des réseaux [48,50]. 
Particulièrement, une étude très convaincante par MET donnant précisément les vecteurs 
de Burgers de réseaux hexagonaux de dislocations a été publiée par l’équipe australienne 
[52,57]. Aussi, les contrastes de singularités interfaciales ont été analysés, en se basant sur 
le critère d’approximation g.b, par Hirsch et col [46].  
Des réseaux hexagonaux de singularités linéaires le long d’hétérointerfaces de métaux, de 
semi conducteurs et de systèmes épitaxiques ont été, également, observés [58,63]. Avec les 
développements récents des techniques d’expérimentation, ces singularités deviennent de 
plus en plus difficiles à étudier à cause des effets de surfaces libres sur leurs champs de 
déplacement élastique. En effet, pour une couche très mince déposée sur un substrat 
monocristallin observé par diffraction à rayons X [64,65] , une analyse est faite dans le but  
d’interpréter le champ de déplacement d’un réseau carré de singularités linéaires, mais sans 
tenir compte de sa dépendance  de l’épaisseur h  [66]. 



CHAP. I   LES  RESEAUX  DE  DISLOCATIONS  INTERFACIALES        8

 
 
A partir d’observations en microscopie à haute résolution METHR, des études à l’échelle 
atomique sont présentées  pour une variété d’hétérointerfaces facettées [67,69]. Les images 
montrent clairement que l’utilisation, uniquement, de dislocations à translation finie est 
inappropriée pour le calcul du champ de déplacement. Par contre, l’hypothèse de 
préservation de l’unité atomique structural interfacial, légèrement déformée,  pour estimer 
le misfit est en bon accord avec les observations. Des images montrant la présence de 
réseaux réguliers de dislocations de misfit, pour des échantillons recuits à haute 
température, ont été fournies [70]. Par soucis de compréhension des phénomènes 
d’interfaces, et de contrôle des défauts interfaciaux à l’échelle atomique, d’autres 
observations sont réalisées en METHR [71,77]. La structure et la déformation de la surface 
libre sont, également, étudiées à l’échelle micrométrique par Cullis et col [78,79].            
Par ailleurs, la description à l’échelle atomique d’interfaces comportant des dislocations 
commence à être abordée par des méthodes de calcul numériques.  
Parmi les premiers essais, des interfaces de Si/(001)Ge et de NiSi2/(111)Si ont été simulées 
par Matthai et Ashu [80]. Leurs calculs sont basés sur la relaxation d’un ensemble 
d’atomes contenus dans un volume incluant une période interfaciale. Les conditions aux 
limites à la périphérie de ce volume sont fixées par les propriétés élastiques des 
dislocations de translation. 
 
1. 3 Réseaux dissociés  
 
I. 3. 1 Travaux théoriques 

      La génération et l’évolution des différentes structures de défauts au cours de la 
croissance de films minces dans les systèmes épitaxiques est, ces dernières années, le sujet 
de nombreuses études expérimentales et théoriques. En particulier, citons celles qui  
témoignent de l’intense développement du concept de dislocations de misfit, leur formation 
aux joints d’interphases, entre substrat et film epitaxique, et qui servent de canaux 
efficaces pour la suppression de contraintes causées par le désaccord paramétrique ainsi 
que les propriétés différentes des deux milieux [81,85]. Le rôle des MDs peut, 
actuellement, être joué à la fois par des dislocations parfaites et des dislocations partielles 
qui sont associées à des fautes d’empilement. Une mono couche métallique déposée sur 
une surface dense d’un métal CFC ou HC peut se mettre en fautes d’empilement. L’énergie 
de ces fautes d’empilement sur des surfaces CFC (111) ou HC (0001) de métaux de 
transition, par exemple, est évaluée à 0° K par une méthode de liaisons fortes et en utilisant 
une technique de fraction continue [86]. Dans ce travail, les cas de l’homo et de l’hétéro-
épitaxie sont envisagés. Pour l’homoépitaxie, il a été trouvé que les énergies de ces fautes 
d’empilement sont du même ordre de grandeur en surface et dans le volume.  
Il est discuté dans le cas de l’héteroépitaxie et pour un substrat donné, la possibilité 
d’apparition de fautes d’empilement en surface. 
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Cependant, la majorité des modèles théoriques proposés sont relatifs à la formation de 
dislocations parfaites, bien qu’une comparaison entre MD parfaites et partielles suggère 
l’existence de paramètres dans les hétéro-systèmes pour lesquels la formation de MDs 
partielles est préférable du point de vue énergétique [87]. L’analyse théorique de Gutkin 
[88] qui tient compte de la largeur du misfit entre film et substrat ( ) montre que les 
dislocations partielles se forment dans les hétérostructures avant les dislocations parfaites. 
Cette conclusion est d’un intérêt considérable en vue de l’exigence de la technologie 
moderne utilisant des hétérostructures à large misfit. Mais, parfois, la complexité du réseau  

%1〉

de dislocations de misfit observé implique une difficulté liée à l’établissement de solutions 
convenables.   
En effet, très peu de travaux concernant la dissociation des réseaux périodiques sont 
disponibles malgré les travaux expérimentaux qui confirment la présence de ce type de 
réseaux, citons par exemple les références [89,90]. Dans ce contexte, Bonnet parvient à des 
expressions analytiques du champ de déplacements et de contraintes, en élasticité isotrope, 
pour un réseau hexagonal de misfit qui se dissocie en FEI, en se basant sur une approche 
antérieure présentée par le même auteur. Sa méthode s’avère rigoureuse, il en fait preuve à 
travers une application à l’hétérostructure semi conductrice InAs/(111)GaAs. Ensuite, il 
traite le cas où tous les nœud du réseau hexagonal de DMs sont, successivement, dissociés 
en FEI et FEE [12,19]. Pour le monocristal (111) Ni75Pt25 qui expose un réseau trigonal 
formé par des FEI alternées à des FEE, il montre que les images produites par                   
calcul numérique du relief de la surface libre de surfaces sous jacentes reconstruites 
peuvent être évaluées à partir des propriétés élastiques du matériau quand l’entière 
géométrie de la dissociation est prise en compte. Le principe des calculs est similaire à 
celui proposé originellement pour un modèle unidimensionnel par Frank et Van der 
Merwe, à l’exception de la complexité des conditions aux limites. Un travail récent  
concernant la dissociation d’une dislocation vis sur des plans (111) de matériaux à 
structure CFC est proposé par Günther [91]. Les deux partielles de Shockley sont 
représentées par des dislocations de Peierls séparées par une distance d. L’énergie de misfit 
dans le plan de glissement est obtenue pour N surfaces.  
 
I. 3. 2 Investigations expérimentales 

      L’absence de solutions fondamentales pour ce type de problèmes  a une conséquence 
négative sur la fabrication et l’optimisation des hétérostructures affectées à des  
applications pratiques. Par exemple, pour l’élaboration des faces (111) du silicium, les 
dislocations vis du sous joint (001) se dissocient, généralement, sur des plans (111)Si et 
non dans le plan du sous joint ; ce qui complique le problème théorique sérieusement. 
Durant la dernière décennie, beaucoup de chercheurs se sont intéressés à la caractérisation 
d’interfaces par microscopie à effet tunnel STM (Scanning Tunneling Microscopy) car 
cette dernière s’avère être une technique très encourageante [92,96].   
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Le progrès de la STM offre une meilleure précision, à l’échelle atomique de surfaces sous 
jacente avec des défauts cristallins complexes et /ou des réseaux de MDs interagissant 
fortement avec les surfaces libres [97,98]. Les travaux expérimentaux mettant en évidence 
la présence de défauts d’empilement intrinsèques et / ou extrinsèques sont résumés ci 
après.  
La première évidence expérimentale pour la dissociation d’une dislocation vis dans un 
joint de grain à bas angle (001) de silicium a été présentée par Belov et col [99].             
Les auteurs trouvent qu’une dislocation vis de vecteur 〉〈= 11021b /   peut se dissocier sur 
un plan (111) en deux partielles de 30° formant une FEI. On déduit que la dislocation de 
joints de grain possède le même comportement mécanique que la dislocation parfaite de 
type vis d’un plan de glissement. Par imagerie STM, une dislocation coin dissocié en deux 
partielles de Shockley limitant une faute d’empilement dans l’hétérostructure Cu/(0001) 
Ru est, également, visualisée. On trouve que la relaxation du champ élastique dépend de 
l’épaisseur de la couche. On note une relaxation pseudomorphique pour une épaisseur de 
l’ordre d’une monocouche. Pour une épaisseur égale à 4 monocouches, la structure du 
réseau est quasi hexagonal [100]. 
La même interface est examinée par J. de La Figuera et col, qui ont constaté, après dépôt 
de monocouches de cuivre en tension sur un substrat de Ru, par une réaction de 
sulfurisation que le sulfure réagit avec des dislocations triaxiales en les dissociant. 
L’augmentation de la densité de ces dislocations est accommodée par la modification du 
réseau de dislocations de misfit [101]. 
Par ailleurs, Joël Eymery et col ont élaboré par collage moléculaire de films ultra minces 
de silicium sur des substrats de silicium, de nouveaux substrats pour l’épitaxie présentant 
une nano structuration de la surface. Grâce à la désorientation des deux cristaux,  
le collage moléculaire produit des réseaux nanométriques de dislocations localisés à 
l’interface de collage. On montrera que la modulation périodique du potentiel de surface 
résultant du champ de contraintes des dislocations permet de réaliser une croissance auto 
organisée à la surface des films ultra minces de nanocristaux de Si et de Ge. Des calculs 
d’élasticité isotrope destinés à optimiser l’élaboration des échantillons, ainsi que les 
techniques de rayons X permettant l’étude de ces dislocations et nanostructures sont 
présentées [102].  
En 2001, A. Janzen et col étudient le processus de formation de réseaux ordonnés de 
dislocations activés thermiquement dans l’hétérostructure Ge/(111)Si et ils parviennent à 
trouver des dislocations désordonnées avec un très grand nombre de partielles tri axiales 
dans la couche de Ge pour une température inférieure à 550°C. De même, Ils ont relevé 
pour le même système, qu’aux premières étapes de croissance, la couche de Ge forme des 
nanopyramides déformées conduisant à la nucléation de dislocations à la base des 
pyramides [103].  
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Une analyse quantitative de la déformation est présentée pour le système hétéro épitaxique 
cohérent InAs/(111)AGaAs. L’analyse combine la théorie de l’élasticité linéaire isotrope 
aux mesures expérimentales. 
L’état de déformation de ces exemples est caractérisé par diffraction aux RX. Les distances 
interplanaires le long des directions cristallographiques [111] et [220] obtenues à partir des 
spectres de rayons X indiquent, clairement, que les couches minces se déforment 
parallèlement au plan interfacial InAs/(111)A GaAs, ainsi l’accommodation de la 
déformation est induite par le désaccord paramétrique [104]. 
Une analyse analogue des images obtenues par microscopie électronique à transmission 
MET, pour l’hétérostructure GaAs/ InxGa obtenue par adhésion moléculaire montre que 
des dislocations partielles tri-axiales peuvent glisser pour donner des segments de 
dislocations qui accommodent le misfit interfacial avant que l’épaisseur critique ne soit 
atteinte. Dans l’hétéro structure InAs/(111)GaAs, des images mettant en évidence des 
réseaux de dislocations qui se forment quand la couche atteint l’épaisseur critique ont été 
obtenues par STM. Les colonnes atomiques autour des segments de dislocations et le 
champ de déformation induit par les dislocations de misfit sont tous deux déterminés par 
une mesure de la densité des dislocations [105]. 
De leur côté, C. T. Forwood et col (1986) ont travaillé sur  des micrographies électroniques 
à deux ondes. Des réseaux hexagonaux de dislocations secondaires dans des joints de 
macle cohérents Σ3 dans des échantillons de bicristaux de Cu + 6% Si ont été mis en 
évidence.  Ils ont calculé le module et le signe des vecteurs de Burgers des dislocations 
formant le réseau.  
Le mode de croissance couche par couche des composés GaSe et InSe sur du silicium a 
permis de constater que ZnSe est épitaxié sur la surface InSe de la même manière que 
directement sur Si(111). Par contre, des fautes d’empilement sont générés dans les plans 
(111) avec une plus forte densité en présence de InSe [106].  
Une étude sur l’alliage Si1-xGex qui suscite beaucoup d’intérêt depuis quelques années à 
cause de ses applications potentielles en optoélectronique a été abordée. On note que la 
relaxation des contraintes se fait par nucléation de dislocations de misfit. A forte teneur en 
Ge, la relaxation se fait d’abord par la formation d’îlots cohérents avant l’épaisseur critique 
et par nucléation de dislocations ensuite. Toute fois, ils ont conclu que les techniques 
habituelles ne permettent pas d’étudier en début de croissance (quelques monocouches)    
la relaxation des contraintes et le déplacement atomique [107].  
En utilisant le MET,  Marshall et col ont observé la dissociation d’une dislocation de misfit 
60° à l’interface de multicouches SiGe/Si, étendue à l’intérieur d’un substrat de 5 à 7.5 nm 
d’épaisseur. L’analyse en théorie d’élasticité a montré que la dissociation est une 
configuration d’équilibre pour une dislocation de misfit de 60° et que la déformation par  
compression de multicouches sert, principalement, à la position de dislocations partielles et 
de fautes d’empilement suivant la surface libre [108].  
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Récemment, Le phénomène de reconstruction de surfaces dans les métaux C.F.C à partir 
de la déformation de surfaces sous jacentes de MDs avec un modèle incluant des fautes 
d’empilement a fasciné la communauté de la science des surfaces.                  
Les expériences réalisées par diffraction de rayons X et par STM montrent que les 
contraintes de surface dans de tels systèmes relèvent de la formation de réseaux de MDs 
partielles [109,110]. 
Le premier système métallique dans lequel des FEI et des FEE ont été observées est l’or . 
On voit sur une surface (111) Au un modèle de chevrons constitué d’une double bande 
dont l’orientation change périodiquement [111,112]. Par la suite, quelques modèles de 
dislocations de misfit similaires ont été observé par STM sur la surface Pt (111).  
A la différence de l’or, le platine ne se reconstruit pas sous des conditions normales de 
température et de pression. Les expériences ont montré qu’il peut être induit à la 
reconstruction, soit par élévation de température autour de 1330° K, ou par ajout d’une 
surface dans la vapeur de Pt sursaturée. Sur certaines surfaces denses du Pt (111), la 
reconstruction hexagonale se modifie pour donner un modèle de triangles ondulées [113]. 
Aussi, la structure de la surface de platine a été investiguée par STM [114]. Les auteurs 
montrent que la structure de la surface peut être décrite par une création périodique de 
régions avec des fautes d’empilement et des dislocations partielles. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 

DISSOCIATION A SYMETRIE TRI-AXIALE 
 DU RESEAU DE DISLOCATIONS 

 
 

  
 
II. 1 Introduction 

      Les structures cristallines sont actuellement élaborées et observées à l’échelle 
nanométrique, ce qui constitue une source de nouveaux problèmes théoriques à résoudre 
dans le but de comprendre leurs nombreuses propriétés [113,114]. 
De multiples arrangements de dislocations interfaciales sont observés le long d’hétéro 
structures cristallines et de sous-joint de torsion. Par exemple, les bilames constitués de 
deux phases matérielles sont observés en microscopie électronique à haute résolution 
(HREM) ou en expérimentation in situ afin d’extraire des informations d’aspect chimique, 
structural ou encore mécanique. L’interface, dans ce cas, est tapissée d’un réseau 
bipériodique de dislocations [115].  
Par ailleurs, le sous joint de torsion Si/(111) Si présente un réseau hexagonal de 
dislocations dissocié en deux types de fautes d’empilements ( FEI et FEE) à la fois [21]. 
Cependant, il y a un manque dans la théorie des dislocations tenant compte des propriétés 
élastiques de tels arrangements dans de tels matériaux qu’ils soient homogènes ou 
hétérogènes. 
Dans notre travail, on suppose dans un premier temps qu’un nœud sur les six nœuds 
appartenant à la cellule de base du réseau hexagonal de MDs se dissocie en un triangle 
limité par des dislocations Shockley de type coin. Les trois triangles constituent trois fautes 
d’empilement intrinsèques (FEI). 
Par la suite, les six nœuds se dissocient en donnant trois autres triangles alternés avec les 
premiers et qui représentent des fautes d’empilement extrinsèques (FEE). 
 
 
II. 2 Conventions et symboles attachés à un défaut d’empilement  

      Afin  de réduire son  énergie élastique, la dislocation [ ]1102
a  dans une structure CFC se 

dissocie en deux partielles de type [ ]1126
a .  

Cette dissociation conduit à un défaut d’empilement atomique qui est soit intrinsèque soit 
extrinsèque suivant la séquence d’empilement conventionnelle. En vue d’élucider le 
phénomène de dissociation d’une dislocation parfaite pour former une faute d’empilement, 
considérons en détail l’empilement atomique de la figure (2.2.1).  
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Dans le type intrinsèque, la séquence d’empilement est maintenue dans le cristal sur 
chaque côté à droite de la faute jusqu’au plan de faute. Le défaut d’empilement intrinsèque 
(FEI) se forme quand une couche atomique est supprimée de la séquence normale, après un 
déplacement parallèlement au plan (111) de la moitié supérieure du cristal soit : 

 

Le défaut d’empilement extrinsèque (FEE) se forme par l’addition d’une couche atomique 
à la séquence normale et il suit la formation d’une FEI, soit : 

 
Une représentation convenable, qui simplifie l’ordre séquentiel et qui est utilisée dans le 
traitement de différents types de partielles est établie par N. Thompson. 
En joignant les atomes dans un cube de maille primitive cubique de volume par des 
lignes droites, on forme le tétraèdre de Thompson présenté sur la figure (2.2.2) et reproduit 
de l’ouvrage de Hirth et Lothe [20]. Les faces internes et externes du tétraèdre représentent 
les quatre plans de glissement {111} possibles (huit plans si le signe est pris en 
considération, par exemple (111) et 

3)2/a(

)111( ) et ses arêtes correspondent aux six directions 
de glissement ( douze en tenant compte du signe) d’une structure CFC. L’atome à l’origine 
est noté D et les autres sont notés A, B et C dans le sens des aiguilles d’une montre tels 
que : D(0,0,0), A(1/2,0,1/2), B(0,1/2,1/2) et C(1/2,1/2,0).   

Les projections orthogonales du sommet du tétraèdre (A, B, C, D) vers les faces opposées 
sont désignées respectivement par α, β, γ et δ sur la vue éclatée de ce tétraèdre déplié à 
partir du sommet D, figure (2.1(b)) et les plans opposés sont notés respectivement a, b, c et 
d sur la surface externe et d et c, b, a  sur la surface interne. Les plans {111} sont 
représentés tels que, par exemple (111) devient (d). Sur la base de cette représentation, et à 
titre d’exemple, le vecteur de Burgers [ ]0112

a  sera désigné par BA tandis que le vecteur de  

Burgers opposé [ 1012
a ] sera désigné par AB .  

ABCABC  BCABCABC 

ABCABC B ABCABCABC 

[ ]2116
1  

(111) 

[ ]1126
1[ ]1216

1

[ ]1012
1

[ ]0112
1

[ ]0112
1

C 

A 
B 

Figure 2. 2. 1 : Projection normale au plan (111) montrant les trois types des positions  
                         d’empilement A, B et C.  Notations vectorielles correspondantes à un cristal CFC. 
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La notation [ 〉011  est utilisée à la place de la notation classique [ ]011  pour indiquer le sens 
de la direction. 
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                                                                              (b)   [100] 
 
 
 

 

Figure 2. 2. 2 :   (a) Le tétraèdre de Thompson ouvert sur le nœud D. 
        (b) Plan de glissement, AB Vecteur de Burgers de la dislocation    
              parfaite et Aδ vecteur de Burgers de la dislocation partielle.  

 
Pour une FEI située sur le plan (111), les dislocations partielles  δB et Aδ sont dans l’ordre 
indiqué sur la figure (2.2.3), où le plan (111) est indiqué par sa normale sortante.  
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L’ordre des vecteurs de Burgers, et donc l’orientation du plan, sont importants : sur un plan 
cristallin, il serait erroné de mettre la partielle δB à droite, car le résultat serait un 
empilement AA.   
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Figure 2. 2. 3 : Dissociation intrinsèque de la dislocation AB dans le plan    
                          orienté (111) pour une structure CFC. 

 
 
 
Voyons la dislocation parfaite AB sur le plan (d) à partir de l’extérieur du tétraèdre et le 
long du sens positif de la ligne, la FEI se termine par la partielle δB  sur la gauche et par 
Aδ sur la droite. Si on regarde dans le sens positif de la ligne et de l’intérieur du tétraèdre, 
la FEI se termine par Aδ sur la gauche et δB sur la droite. 
Par conséquent, pour une dislocation partielle de Shockley (b = Aδ = [ 1216

1 ]), vu sur (d),  

c’est à dire de l’extérieur du tétraèdre, le défaut intrinsèque est à gauche de la ligne et le 
défaut extrinsèque est à droite de la ligne de la dislocation, figure (2.2.4). 
 
    Aδ 
 
 
 
 
 
 

 ESF 

ISF 

 
[111]  

 
 

Figure 2. 2. 4 : Relation entre vecteur de Burgers d’une dislocation partielle  
                          et caractère d’un défaut d’empilement.  

 
Cette règle (intrinsèque à gauche, extrinsèque à droite) s’inverse pour chacun des cas 
suivants : 
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- Si le signe de la partielle est changé, on a alors δA. 
- Si l’on considère une double Shockley ( par exemple 2 δA = [ ]1213

1 ). 

- Si l’on observe le plan du défaut depuis l’intérieur du tétraèdre (la direction (111) 

pointerait vers la feuille). 
 
 
II. 3 Réseau hexagonal comportant des fautes d’empilement intrinsèques  

      Comme il a été spécifié dans un travail précédent [5,6] sur un réseau régulier en nid 
d’abeille dont le modèle est représenté par la figure (3.1 (a)), le déplacement relatif inter 
facial entre deux milieux notés respectivement (+) et (-) 02x    u  u  u =−+ −=∆ change 
linéairement à l’intérieur de la cellule UVWRSZ.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

U

W 

S 

'
1X

1X

O 
R V 

Z 

O   bUV

bZU

c

a[ ]211  

[ ]011

3
'
3  X //X

2X

(b) (a)  
 
     Figure 2. 3. 1 : Géométrie du réseau de MDs à motif hexagonal, de vecteurs périodes a et c.  

(a) Les nœuds ne sont pas dissociés. 
(b) Repère cartésien O  de calcul et repère lié au cristal. 321 xxx '

3
'
2

'
1 xxOx

 

 

En utilisant le repère cartésien Ox1x2x3 du modèle hexagonal avec des vecteurs unitaires a 
et c, ce déplacement s’exprime par la fonction :  

                     UVZU
  b   b    u  u  u 3102 XXx +=−=∆ =−+                                                          (2.1) 

où bZU et bUV sont les vecteurs de Burgers des segments ZU et UV respectivement. Au 
milieu de ZU par exemple la fonction est égale à bZU /2 et au milieu de RW elle est égale à  
- bZU /2. Le déplacement relatif bipériodique 02x    u  u  u =−+ −=∆   est développé en série de 
Fourier double sur l’ensemble des vecteurs G(m,n) du réseau réciproque associé.  
La sommation sur G est équivalente à la sommation sur le domaine D du plan (m, n) qui 
s’exerce sur tous les entiers algébriques m et n telles que : )m,0net0m,0n(              ∀>>=  et 
dans ce cas, s’écrit dans le repère  :  u∆ '

3
'
2

'
1 xxOx
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               )2(sin)c
xma

xn(2sin
D D

'3'1 RG   T            T   u (G)(G) ×π=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +π=∆ ∑ ∑                            (2.2) 

où  R est vecteur du réseau direct issu du centre et dont les coordonnées sont (x1, x2, x3). 
Les composantes  des séries de Fourier associées à l’équation (2.1) sont calculés pour  (G)T
un simple réseau hexagonal de dislocations de misfit. Nous rappelons ci après l’expression 
du vecteur  noté par la suite ( vecteur du réseau indissocié).  (G)T indT

Pour un réseau hexagonal régulier, est tel que : (G)T

Pour 0  n2  m  et  0  m2  n  ,0  n  m ≠−≠−≠+  : 

[ ]
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−+π

+π= n2mm2n)nm(
3/)nm(2sin3

2   
b

    
b

   
         T

UVZU
(G)  

Pour  : 0m2net0nm              ≠−≠+

ZU(G) b    
 

    T )nm(
)1( )1n(

+π
−

=
+

 

Pour  0n2met0nm              ≠−≠+

UV(G) b    
 

  T )nm(
)1( )1m(

+π
−

=
+

 

pour  0net0m,0nm               ≠≠=+

[ ] b b   
   T UVZU(G) −

π
= m3

1  

Considérons le même modèle géométrique représenté sur la figure (2.3.1) et supposons, à 
présent, qu’un nœud sur deux de la cellule UVWRSZ se dissocie en donnant une FEI, tel 
que la dissociation du nœud V par exemple est définie par la figure (2.3.2). 

 

 [ ]2116
1b3   =

[ ]1216
1b1   =  

[ ]1126
1b2   =  

b1 b2 

bZU
V
b3 

v w’ 

bUV

u  

 

 

 [111] 
 bUV - bZU

 

 
         Figure 2. 3. 2 : Géométrie de la dissociation triangulaire. Nœud ouvert V. 
                                 Dislocations partielles ayant pour  vecteurs de Burgers b1, b2 et b3.      

           Les flèches le long des lignes de dislocations spécifient leurs orientations. 
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La position de l’apex u du triangle uvw’ le long de UV a été choisi pour spécifier l’étendue 
de la dissociation  tel que : 
                                                    a    c  u )q21(qO −+=  

Un choix quelconque du paramètre q va fixer la géométrie du modèle. Ainsi, pour le 
nouveau modèle géométrique, il est indispensable de faire un développement en série de 
Fourier double le long des triangles uVv, rRw et sZz, figure (2.3.3). 

 
 
 

1X 

'
3

'
1 x21x     −=

'
1X

'
1

'
3 x1x     +=

2/3) (1/3, W −

'
1

'
3 x21x     −−=

z(1-2q,q)s(q-1,q) 

1/3) U(1/3,  

u(q,1-2q) 

v(q,q-1) 1/3) (2/3,V −  

S 

R 

O 

qx '
1   =

qx1x '
1

'
3       −−=  qx '

3   =qxx '
1

'
3      −−=

'
3

'
1 x21x      −−=

1xx '
1

'
3     −=

r 

w 

2/3) 1/3,( Z −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

'
3X 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2. 3. 3 : Coordonnées des points UVWRSZ dans le repère   '
1

'
3 xox

                         les nœuds de type V, R et Z sont dissociés pour former une faute        
                         d’empilement triangulaire, à caractère intrinsèque. 

 
 
 
 
La nouvelle condition au limite en déplacement le long de l’interface est plus générale.  
En notation indicielle : 

[ ] RG T  R)G  H H  (G)
k

(G)
k

(0)
K ∑ ×π+×π+=∆

D
K )2sin(2(cosu                                   

        ∑
≠

×π−+=
0G

)i2exp()i(2
1 RG  T  H   H (G)

k
(G)
k

(0)
k                                                                (2.3) 
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S’il n’y a pas de dissociation, on retrouve le fait que l’antisymétrie des déplacements 
relatifs impose une série en sinus. Les coefficients des termes trigonométriques sont 
déterminés par l’identité de l’expression (2.3) avec l’expression (2.4).  

[ ]) )2sin(b)2cos(a2a(∆u∆u )1(
n,m

)1(
n,m

)1(
0,0

ind)total(  GR  GR     b        
D

1 π−π+−= ∑  

  [ ]))2sin(b)2cos(a2a( )2(
n,m

)2(
n,m

)2(
0,0  GR  GR     b                           

D
2 π−π++ ∑                            (2.4) 

  [ ]))2sin(b)2cos(a2a( )3(
n,m

)3(
n,m

)3(
0,0  GR  GR     b                           

D
3 π−π++ ∑  

Dans l’expression (2.4), le terme  est donné par l’équation (2.2). Pour les trois 

sommations, le terme moyen est égal à 

ind∆u

6
)q32( 2  −

 où q est un paramètre géométrique lié à 

l’extension de la dissociation.  

En conséquence, l’expression (2.4) devient : 

{∑ π++−+++−
−

=− =
−+

D

)3(
n,m

)2(
n,m

)1(
n,m

2

0x )2cos()aaa(2)(6
)q32(

2 GR  b  b  b    b  b  b 
  

  u  u  3 2 1321       

                                          [ ] })2sin()bbb(2 )3(
n,m

)2(
n,m

)1(
n,m GR    b   b   b    T 321

ind π−−++          (2.5)                  

Les indices supérieurs 1, 2 et 3 associés aux coefficients  et  correspondent aux 
développements en série le long des triangles uVv, rRw et sZz respectivement. Après 
calcul, il s’avère que : 

n,ma n,mb

 
Pour les indices supérieurs (1) : 

Si 0mn2et0nm,0n,0m                   ≠−≠+≠≠  : 
[ ] [ ] [ ]

)nm)(n2m(n4
)nm(q2cos)n2m()n2m(q2cos)nm(3/)n2m4(cosn3a 2

)1(
n,m        
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[ ] [ ] [ ] )m(Fm4
qm2cos)2q3(m2qm2sin33/m4sin3b 222
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π
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)n(Fn12
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π
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)n(Fn12
)qn6(sin)2q3(n2b 422
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π

π−−π=  
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)n(Fa 3
)1(
n,m   =    et       )n(Fb 4

)1(
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Pour les indices supérieurs (2) : 

Si 0mn2et0nm2,0nm,0n,0m                        ≠−≠−≠+≠≠  :  
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Pour les indices supérieurs (3) : 

Si                     0nm2et0nm,0n,0m ≠−≠+≠≠ : 

[ ] [ ] [ ]
)nm)(nm2(m4

)nm(q2cos)nm2()nm2(q2cos)nm(3/)nm2(4cosm3a 2
)3(
n,m        

                          +−π
+π−+−π++−π−=  

[ ] [ ] [ ]
)nm)(nm2(m4

)nm(q2sin)nm2()nm2(q2sin)nm(3/)nm2(4sinm3b 2
)3(
n,m        

                         
+−π

+π−+−π+−−π=
 

Si m = 0 : 

)n(Fa 1
)3(
n,0   =     

)n(Fb 4
)3(
n,0   =  
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Les coefficients géométriques sont donnés, suivant les conditions de nullité du 
dénominateur par : 

)3(
n,m

)2(
n,m

)1(
n,m1 a2a2a2   b    b    b   H 32K ×+×+×−=  

)3(
n,m

)2(
n,m2

)1(
n,m b2b2b2   b      b      b    T  T 31

ind
K ××−××−××+=  

  
       
II. 4 Réseau hexagonal dissocié en fautes d’empilement intrinsèques et  
        extrinsèques 

      Le problème de la détermination des champs élastiques résultant de la présence de 
dislocations interfaciales ne peut être traité théoriquement que si l’on connaît exactement 
les vecteurs de Burgers mis en jeu. En général, la comparaison d’images calculées et 
observées en microscopie électronique en transmission permet de les déterminer. 
Sur la figure (2.4.1), les dislocations dissociées ont des vecteurs de Burgers notés b1, b2, 
b3, b4, b5 et b6, tandis que pour un réseau non dissocié les vecteurs de Burgers sont notés 
bUV et bZU.  
 
 

X1  

b3 

b6 

X2 '
3X

'
1X

Q(q,1-2q) 
P(p,1-2p) 

b1 

b4

b2

b5

 [ ]211
 
 [ ]011   
 
 
 

X3  
 
 
 
 
 
 Figure 2. 4. 1 : Représentation de la cellule hexagonale dissociée en FEI et FEE alternées 
 

Considérons une dissociation provenant du nœud V, débutant à partir de l’état où les 
dislocations de misfit ne sont pas dissociées. L’extension de la dissociation produit un 
extra déplacement le long de chaque triangle interfacial uVv, rRw et sZz. De façon 
équivalente, l’extension de la dissociation  provenant  du  nœud U et définie par p, tel que :            

q1p     −= ,  produit un extra déplacement le long des triangles à partir de la convention 
d’orientation indiquée sur la figure (2.4.2), ces extra déplacements  sont décrits 
respectivement  par :  – b1, b2, b3, b4, b5 et – b6. 
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[ ]2116
1b3   =

[111] 
[ ]1126

1b2   =  

[ ]1216
1b1   =  

u
bUV

bZU

b2

V

b1

b3

v v’

b6

b4 b5

z’ z 
U

 

 
 
 
 
 
 
 
 

bUV - bZU
 
 

  Figure 2. 4. 2 : Géométrie de la dissociation triangulaire. Nœud ouvert V. Dislocations  
                           partielles ayant pour  vecteurs de Burgers b1, b2 et b3. Nœud ouvert U.  
                           Dislocations partielles ayant pour  vecteurs de Burgers b4, b5 et b6.  
                           Les flèches le long des lignes de dislocations spécifient leurs orientations. 

 
 
 
 
 
Pour représenter le déplacement relatif total, ces extra déplacements doivent être ajoutés à 
ceux décrit par l’équation (2.1) pour tous les points à l’intérieur de l’hexagone UVWRSZ. 
Les séries de Fourier exprimant la fonction interfaciale finale u∆ peuvent être obtenues, 
après de fastidieux calculs, sous la forme suivante : 
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n,m (2.6) 

Dans l’équation (2.6), les coefficients t  (j= 1,6) sont des expressions analytiques 
définies ci-dessous.  
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Terme général pour  0mn2  and 0n,   m0n           ≠−≠+≠  : 

[ ] [ ] [ ]
)nm)(n2m(n4

)nm(q2)cosn2m()n2m(q2)cosnm(3/)nm2(2cos3a 2
)1(
n,m +−π

π+−−π−++−π−=         

[ ] [ ] [ ]
)nm2)(nm)(n2m(4

)nm2(q2)cosn2m()n2m(q2)cosnm2(3/)nm(2)cosnm(3a 2
)2(
n,m −−−π

+−π−−−π−−+π−=       

[ ] [ ] [ ]
)nm)(nm2(m4

)m2n(q2)cosnm(nm(q2)cosm2n(3/)n2m(2cosm3a 2
)3(
n,m +−π

−π+−+π−+−π=        

)4(
n,ma  est égal à la même expression que a mais q est remplacé par p. )2(

n,m

)5(
n,ma  est égal à la même expression que  mais q est remplacé par p. )1(

n,ma−

)6(
n,ma  est égal à la même expression que a  mais q est remplacé par p. )3(

n,m

 



CHAP. II :  DISSOCIATION A SYMETRIE TRI-AXIALE DU RESEAU DE DISLOCATIONS 24

 
 

[ ] [ ] [ ]
)nm)(n2m(n4

)nm(q2sin)n2m()n2m(q2sin)nm(3/)nm2(2sinn3b 2
)1(
n,m +−π

π+−+π−+−−π=        

[ ] [ ] [ ]
)nm2)(nm)(n2m(4

)m2n(q2sin)n2m()n2m(q2sin)nm2(3/)nm(2sin)nm(3b 2
)2(
n,m −−−π

−π−+−π−++π−=        

[ ] [ ] [ ]
)nm)(nm2(4

)m2n(q2sin)nm()nm(q2sin)nm2(3/)n2m(2sinm3b 2
)3(
n,m +−π

−π+++π−+−π=        

[ ] [ ] [ ]
)nm2)(nm)(n2m(4

)m2n(p2sin)n2m()n2m(p2sin)nm2(3/)nm(2sin)nm(3b 2
)4(
n,m −−−π

−π−+−π−++π−−=        

[ ] [ ] [ ]
)nm)(n2m(n4

)nm(p2sin)n2m()n2m(p2sin)nm(3/)m2n(2sinn3b 2
)5(
n,m +−π

+π−+−π+−π−=        

[ ] [ ] [ ]
)nm)(nm2(m4

)nm2(p2sin)nm()nm(p2sin)nm2(3/)n2m(2sinm3b 2
)6(
n,m +−π

−π+−+π−+−π−=         

- Si n = 0 :  

[ ] [ ] [ ] )m(F
m4

qm2sin)2q3(m2qm2cos33/m4cos3a 122
)1(
0,m           =

π
π−π+π+π−=  

[ ] [ ] [ ] )m(G
m4

pm2sin)1p3(m2pm2cos33/m4cos3a 122
)5(
0,m           =

π
π−π+π+π−=  

[ ] [ ] [ ] )m(F
m4

qm2)cos2q3(m2qm2sin33/m4sin3b 222
)1(
,m         0 =

π
π−π+π−π=  

[ ] [ ] [ ] )m(G
m4

mp2sin33/m4sin3mp2)cos1p3(m2b 222
)5(
0,m           =

π
π−π−π−π=   

Si m = 0 : 

)n(Fa 1
)3(

,n0   =                           )n(Ga 1
)6(
n,0   =

)n(Fb 2
)3(

,n0   =                          )n(Gb 2
)6(

,n0   =
 
Si m - n = 0 :  

)n(Fa 1
)2(
n,m   =                         )n(Fb 2

)2(
m,n    −=

)n(Ga 1
)4(

m,n   =                       )n(Gb 2
)4(

m,n    −=

Si m + n = 0 :  

[ ] )n(Fn12
qn6cos1aa 322

)3(
n,m

)1(
n,m         =π

π−==                             [ ] )n(Gn12
pn6cos1aa 322

)6(
n,m

)5(
n,m         =π

π−==  

[ ] )n(Fn12
qn6sin)2q3(n2b 422

)1(
n,m       =π

π−−π=                           )n(Fb 4
)3(
n,m    −=

[ ] )n(Gn12
np6sin)1p3(n2b 422

)5(
n,m       =π

π−−π=                           )n(Gb 4
)6(
n,m    −=



CHAP. II :  DISSOCIATION A SYMETRIE TRI-AXIALE DU RESEAU DE DISLOCATIONS 25
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De la même façon que précédemment, Les coefficients géométriques sont donnés par : 
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II. 5 Conclusion 

      Dans ce chapitre,  des conventions,  des notations ainsi que des expressions analytiques 
sont détaillées pour deux réseaux différents de dislocations  partielles de Schockley, 
délimitant des fautes d’empilement, situés sur une interface plane. Le premier réseau est 
constitué de défauts d’empilement intrinsèques situés au niveau des nœuds alternés de la 
cellule hexagonale de MDs coins qui est à la base de formation du réseau. L’extension de 
la dissociation de ces nœuds est définie par un paramètre noté q correspondant au rapport 
de la surface de faute sur la surface non fautée. 
Le second réseau est formé d’une succession régulière de fautes d’empilement 
extrinsèques et intrinsèques à partir du nœud U de la cellule notée UVWRSZ.                  
La propagation de la dissociation est indiquée par un paramètre p égal à , tel que q est 
le coefficient de dissociation défini dans le premier modèle. 

q1   −

Dans les deux cas, les vecteurs de Burgers ainsi que toutes les composantes de ces vecteurs 
sont  déterminés. Aussi,  des expressions analytiques relatives aux coefficients des séries 
de Fourier sont calculées.  
 
 



 
 
 
 
 

CALCUL  DES  CHAMPS  DE  DEPLACEMENTS ET DE 
CONTRAINTES ANISOTROPES 

 
 
 
 
III. 1 Introduction 

      Le présent travail considère une déformation élastique tri-dimensionnelle d’un système 
épitaxique comportant un réseau hexagonal de dislocations de misfit. A partir de 
l’extension d’une analyse précédente, une solution est proposée pour résoudre tout 
problème concernant une hétéro interface plane avec une structure périodique, en tenant 
compte de la géométrie du modèle de réseau de dislocations formé. Comme conséquence, 
il est à présent possible, en principe, de prendre en compte la variété des défauts rencontrés 
tels que les segments de MDs courbés ou les MDs dissociés (Schmid et col 1992, Brune et 
col 1994 et Günther et col 1995). La clé de la solution est de noter que pour toute 
géométrie plane, la détermination du champ u peut souvent être réduite à la détermination 
des coefficients de Fourier Hk et Tk des équations (2.3). Pour une géométrie quelconque, 
ces coefficients peuvent être calculés analytiquement dans le cas de l’élasticité isotrope et  
anisotrope. 
Les champs élastiques dus à une interface incohérente tapissée d’un réseau hexagonal de 
dislocations sont déterminés pour trois cas différents. Dans un travail précédent, nous 
avons déterminé les champs élastiques causés par la présence d’un réseau hexagonal 
régulier de misfit. Dans le présent travail, nous généralisons la solution précédente au cas 
de la dissociation du  réseau de MDs en  partielles de Shockley qui délimitent des FEI et 
/ou des FEE. Nous étudions le cas du bilame mince ainsi que le cas d’un milieu semi infini 
en élasticité anisotrope. 
 
 
III. 2 Solution en élasticité anisotrope   

      Les champs de déplacements étant nécessairement bipériodiques pour chaque cristal, 
compte tenu de la périodicité des déformations des unités structurales de part et d’autre de 
l’interface, la solution générale peut s’écrire avec la convention de sommation définie dans 
le chapitre 2 comme suit : 

                                                                                            (3.1)   ∑
≠

π=
0

2k )i2exp()x(U
G

(G)
k GR u  
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Les déplacements (3.1) doivent satisfaire l’équation différentielle de la théorie classique de 
l’élasticité. 

                       avec :   klijklij C ε=σ    )UU(2
1

k,ll,kij      +=ε                                                       (3.2) 

Comme la sommation sur les indices muets k et l se fait de la même façon, la condition 
d’équilibre statique des contraintes dans la région de déformation sera donnée par : 

           0
x j

ij   =
∂
σ∂

                                                                         (3.3)                    0UC jl,kijkl                    =⇒

C’est à dire que : 

           0
xx

U
C

lj

k
2

ijkl    =
∂∂

∂
                                                                                                      (3.4)  

La combinaison des équations (3.1) et (3.4) conduit à une infinité de systèmes de trois 
équations différentielles linéaires du second ordre, dans lesquelles les inconnues sont les 
fonctions . )x( 2

(G)
ku

Un système quelconque sera défini par :  

                                                                            (3.5) 0C24 )(
22k,2k2j

)(
2k,

)(
jk

)(
jk

2   u   u    GGGG =+πϕ+ψπ−
Avec : 
                                                        (3.6) 31

2
3

2
1

G GG      G    G    ×++×+×=ψ )CC(CC 1k3j3k1j3k3j1k1j
)(

jk

Et :                                                               
(3.7) 

31
G G      G    ×++×+=ϕ )CC()CC( 2k3j3k2j1k2j2k1j

)(
jk

Les solutions du système d’équations (3.5) sont de la forme : 

                                                                                                  (3.8) )xpi2exp(u 2
)()(

k
)(

k
GGG     αα πλ=

Dans l’expression (3.8), le terme représente les racines complexes d’un polynôme du 
sixième degré

)(p G
α

)6,1(    =α  et le terme  représente des quantités complexes en fonction de 
. L’introduction de la relation (3.8) dans le système (3.5) conduit à un nouveau 

système défini par : 

)(
k

G
αλ

ijij et ψϕ   

                                                                                                                      (3.9) 0F )(
k

)(
ij    GG =λα

Où :     0pCpF
2)(

2k2j
)()(

jk
)(

jk
)(

jk             GGGGG =×+ϕ+ψ=                                                              

(3.10)   
Afin de simplifier les notations, on adoptera la convention à deux indices de Hirth pour les 
constantes élastiques et on notera les éléments du système (3.10) par , en omettant leurs 
la dépendance avec les vecteurs G tels que :                                

jkF

                                                 2
66111111 pCpF αα +ϕ+ψ=         2

6212121221 pCpFF αα +ϕ+ψ==           

                                                2
22222222 pCpF αα +ϕ+ψ=         2

2423233223 pCpFF αα +ϕ+ψ==           
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                                                 2
44333333 pCpF αα +ϕ+ψ=         2

4631311331 pCpFF αα +ϕ+ψ==           

 
 
On obtient alors un système dont le déterminant est donné par : 

           0FFFFFFFFF2FFFF 11
2
2333

2
2122

2
31312312332211jk                             =×−×−×−×××+××=      (3.11) 

Le développement du déterminant donne une équation du sixième degré en αp )6,1(    =α  
qui s’écrit : 

                                                              (3.12) 01
2

2
3

3
4

4
5

5
6

6 KpKpKpKpKpKpK             ++++++

dont les coefficients sont définis par : 

            2
2133

2
3122

2
23113123123322110 2K ψψ−ψψ−ψψ−ψψψ+ψψψ=           

           [ ])(2)(K 123123233131231211332222333322111 ϕψψ+ϕψ+ϕψψ+ϕψψ+ϕψ+ϕψψ=              
                 )2()2()2( 231111232321333321213122223131 ϕψ+ϕψψ−ϕψ+ϕψψ−ϕψ+ϕψψ−            

            )C()C()C(K 2266221133331144112233223322112 ψ+ϕϕψ+ϕϕ+ψψ+ψ+ϕϕψ=             
                  [ ])C()C()C(2 236223123112463112233124312312 ψ+ϕϕψ+ψ+ϕϕψ+ψ+ϕϕψ+             
                               )C(2C)C(2 332633212122

2
3122

2
312246223131 ψ+ϕϕψ−ψϕ−ψ−ψ+ϕϕψ−

                    11
2
2366

2
23112411232333

2
2144

2
21 C)C(2C ψϕ−ψ−ψ+ϕϕψ−ψϕ−ψ−            

            3322112233332266113333112211222211443 )(C)(C)(CK ϕϕϕ+ϕψ+ϕψ+ϕψ+ϕψ+ϕψ+ϕψ=              
                [ ]312312233131236212313112241223231246 )(C)(C)(C2 ϕϕϕ+ϕψ+ϕψ+ϕψ+ϕψ+ϕψ+ϕψ+                
                   )(C2)C2()(C2 332121332622313122313122223146 ψϕ+ψϕ−ϕϕ+ψϕ−ϕψ+ϕψ−            
                   )C2( 3321214421 ϕϕ+ψϕ−    )C2()(C2 11232366232311112324 ϕϕ+ψϕ−ϕψ+ϕψ−        

            3322661133663322112266222211444 C)C(C)CC(CK ϕϕ+ϕϕ+ψ+ϕϕ+ψ+ψ=             
                  [ ]312362311262312423126223241246 C)C(C)CC(C2 ϕϕ+ϕϕ+ψ+ϕϕ+ψ+ψ+             
                   )C(C2CC)C(C2 332144212622

2
46

2
31222231223146 ϕϕ+ψ−ψ−ϕ−ϕϕ+ψ−            

           11
2
24

2
23661123662324223122314633

2
26

2
2144 CC)C(C2)C(C2CC ψ−ϕ−ϕϕ+ψ−ϕϕ+ψ−ψ−ϕ−                

           [ ]312462622324124633224422664422115 CC)CC(C2)CC(CCCK ϕ+ϕ+ϕ+ϕ+ϕ+ϕ=              
                   )CC2(C)CC2(C)CC2(C 241166232426334421264622223146 ϕ+ϕ−ϕ+ϕ−ϕ+ϕ−−              

            2
2466

2
2644

2
46224624624422666 CCCCCCCCC2CCCK           −−−+=

Les coefficients du polynôme sont réels mais les solutions de l’équation (3.12) sont 
complexes et conjuguées deux à deux tels que : 

            0pet3,2,1avecpipp iir                                               〉=α±= αααα

Les termes  sont également complexes, ils sont obtenus par résolution du système 
(3.9) et ils s’écrivent :         

kαλ
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            3et2,1ki i
k

r
kk                     =λ+λ=λ ααα

 
 
Les utilisés pour le calcul des déplacements et des contraintes sont normalisés de façon 
à obéir à la relation suivante : 

kαλ

            12
3

2
2

2
1       =λ+λ+λ ααα

Les équations (3.5) ont pour solutions générales des combinaisons linéaires des solutions 
trouvées pour chaque . α

                                                                                   (3.13) )xpi2(expPu
0G

2
)()(

k
)()(

k ∑
≠

αα πλ= GGGG   

Les constantes complexes seront déterminées par les conditions aux limites en 
déplacement à l’interface. 

)(P G
α

 
 
III. 2. 1 Expression du déplacement Uk

      En tenant compte du fait que la sommation sur l’ensemble des vecteurs G est 
équivalente à la sommation sur le domaine D défini dans le chapitre 2 et en remplaçant 
l’expression de donnée dans (3.13) dans l’équation (3.1), on obtient : )(

ku G

[ ] [ ][ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +πλ++πλ= ∑∑

=α
αααααα

D

3

1
2

)()(
k

)(
2

)()(
k

)(
k )xp(i2expQ)xp(i2expPRe2U GR      GR         GGGGGG  (3.14) 

 
 
III. 2. 2 Expression des contraintes

      Par dérivation de l’équation (3.14) et en appliquant les relations (3.2), on obtient : 

           
3

i
3kli

2

i
2kli

1

i
1klikl x

UC
x
UC

x
UC

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=σ                                                                          (3.15) 

 
Posons :           et           )xp(i2 2

)(G GR   α+π=θ )xp(i2 2
)(G GR   α+π=θ  

Chaque terme de l’équation (3.15) est développé, en variant l’indice i, sous la forme 
suivante :  

           3,2,1i
x
UC

1

i
1kli                 =
∂
∂  

           
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ θπλ+θπλ=

∂
∂ ∑∑ αα

=α
αα

D
1

3

1
1

1

1 )2(expQ)2exp(PRe2
x
U

11 G    G        

           
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ θπλ+θπλ=

∂
∂ ∑∑ αα

=α
αα

D
2

3

1
2

1

2 )2(expQ)2exp(PRe2
x
U

11 G    G              

           
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ θπλ+θπλ=

∂
∂ ∑∑ αα

=α
αα

D
3

3

1
3

1

3 )2(expQ)2exp(PRe2
x
U

11 G    G        
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ θλ×+θλ×π=

∂
∂ ∑∑ αα

=α
αα

D
1

3

1
11kl111kl

1

i
1kli expQCiexpPCiRe4

x
UC  G   G     11  

 
 
En introduisant les trois termes développés dans l’expression (3.15) et en posant : 

            [ ] )(
j2klj

)G(
3klj1klj

)(
kl CpCCL G

31
G    G  G  ααα λ++=

           [ ] )(
j2klj

)G(
3klj1klj

)(
kl CpCCL G

31
G    G  G  ααα λ++=  

L’expression (3.15) s’écrira finalement : 

           
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ θ+θπ=σ ∑∑ ααα

=α
α

D

)()(
kl

)(
3

1

)(
klkl expQLiexpPLiRe4          GGGG                                           (3.16) 

L’exigence numérique impose une expression explicite de la contrainte en quantité réelle. 
Posons : 

            i
kl

r
klkl LiLL ααα +=     

           i
kl

r
klkl LiLL ααα −=      

            )PLPL(i)PLPL(PL ii
kl

rr
kl

ii
kl

rr
klkl αααααααααα ++−=         

           )QLQL(i)QLQL(QL ri
kl

ir
kl

ii
kl

rr
klkl αααααααααα −++=           

           [ ] 2
i

2
i

2
r

2
ir xp2'xp2)xp(i2x)pip(i2 ααααα π−θ=π−+π=++π=θ        GR        GR     

           [ ] 2
i

2
i

2
r

2
ir xp2'xp2)xp(i2x)pip(i2 ααααα π+θ=π−+π=+π=θ        GR      -  GR     

            AiBPLi kl     +−=αα

           CiDQLi kl     +−=αα  

L’équation (3.16) devient alors : 

[ ] [ ] )xp2exp('sinC'cosD)xp2exp('sinA'cosB4 2
i

D

3

1
2

i
kl α

=α
α π−θ+θ−π−θ+θπ−=σ ∑∑                 (3.17) 

Cette expression est de nouveau développée afin d’avoir des termes plus explicites pour 
que la matrice à inverser soit plus simple. 
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III. 3 Solution pour un bicristal mince 

      Pour un bicristal mince d’épaisseurs respectives et comportant une interface 
tapissée d’un réseau hexagonal dissocié en FEI alternées, la solution du problème passe par 
une formulation en séries de Fourier double avec la considération des conditions aux 
limites liées au modèle géométrique décrit par la figure 3.3.1. 

+h −h

 
 

o 

X2 

X1 

X3 

 
 

 

 

 

 

 
h+ 

 
h- 

 

 

 

 Figure 3. 3. 1 : Géométrie du réseau de dislocations situé à l’interface d’un bilame mince  

 

III. 3. 1 Conditions aux limites 

a- Conditions en déplacement : 

      1- Le champ des déplacements u est bipériodique parallèlement à l’hétérointerface.     
Il est discontinu au travers de l’hétéro-interface, excepté au centre des hexagones formant 
le réseau MDs. La discontinuité de u le long de l’interface notée  est relativement 
complexe à formuler analytiquement dans le cas de la dissociation mais on peut l’écrire 
sous sa forme complexe compacte comme suit :  

∆u

                        [ ]∑
≠

=
π−=

0
0x

)i2exp()i(2
1

2 G
kk GR T  H    ∆u                                                 (3.18) 

Dans l’expression (3.18), les vecteurs T et H ne dépendent que de la géométrie des lignes 
de MDs et de leurs vecteurs de Burgers. 
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Reprenons l’équation (3.14) à laquelle nous allons appliquer cette première condition en 
déplacement, nous aurons respectivement les équations (3.19) pour la couche notée (+) et 
(3.20) pour la couche notée (-).   

 
 
 
- Pour : 0x 2   〉

          +⎢⎣
⎡ +πλ+λ×+= ∑∑

=α
α

+
α

+
α

+
α

+
α

+   GR           G )xp(i2exp)i()PiP(Re2U 2

3

1

)(i
k

r
k

ir

D
k

                                                           (3.19)     ])xp(i2exp)i()QiQ( 2
)(i

k
r

k
ir G GR       α

+
α

+
α

+
α

+
α +πλ−λ×+

- Pour : 0x 2   〈

          +⎢⎣
⎡ +πλ+λ×+= ∑∑

=α
α

−
α

−
α

−
α

−
α

−   GR           G )xp(i2exp)i()PiP(Re2U 2

3

1

)(i
k

r
k

ir

D
k

                                                            (3.20) ])xp(i2exp)i()QiQ( 2
)(i

k
r

k
ir G GR        α

−
α

−
α

−
α

−
α +πλ−λ×+

Au niveau de l’interface, c’est à dire pour , le déplacement relatif interfacial s’écrira, 
après développement des équations (3.19) et (3.20) comme suit : 

0x2   =

         
0xkk0xk

22
UUU

=
−+

=
−=∆                                                               (3.21)  

Explicitement (3.21) aura pour expression : 
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+
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α
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−
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−
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−
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−
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−
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k
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k
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k
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k
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α

+
α

+
α

+
α

+
α

+
α

+
α

+
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k
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k
rr

k
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k
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−
α

−
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−
α

−
α

−
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−
α

−
α 2sin)QQPP r

k
ii

k
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k
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k
r

 
b- Conditions en contraintes : 

1- Continuité des contraintes à l’interface k2σ

L’interface séparant les deux milieux est en équilibre si les composantes normales des  
contraintes qui leur correspondent satisfont les conditions suivantes : 

1- Continuité des contraintes à l’interface k2σ

L’application de la condition (3.23) à l’équation (3.17) conduit à l’expression suivante : 

                      
0xk20xk2

22 =
−

=
+ σ=σ                                                                                     (3.23) 

- Pour la couche (+): 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ π++π++π=σ ∑∑ +

α
+
α

+
α

+
α

+
α

+
α

=α

+
α

+
α

+

D

i
k2

r
k2

iri
k2

r
k2

3

1

ir
k2 i2exp)LiL)(QiQ(ii2exp)LiL)(PP(iRe4 GR  -    GR           

                                                                                                                                       (3.24)                    
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- Pour la couche (-) : 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ π++π++π=σ ∑∑ −

α
−
α

−
α

−
α

−
α

−
α

=α

−
α

−
α

−

D

i
k2

r
k2

iri
k2

r
k2

3

1

ir
k2 i2exp)LiL)(QiQ(ii2exp)LiL)(PP(iRe4 GR  -    GR           

                                                                                                                                        (3.25) 

 
 

2- Equilibre des contraintes aux surfaces libres : k2σ
Pour , la contrainte normale est nulle et elle l’est également pour .                               += hx 2   +σ k2

−= hx 2   

                   0
hxk2

hx
k2

22

    =σ=σ
=

−

=

+
+                                                                            (3.26)   

En tenant compte de la condition (3.26), on aboutit aux expressions suivantes :  

[ ] GR               π
⎩
⎨
⎧ θ+−+θ++−∑
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[ ] GR               π
⎩
⎨
⎧ θ+−+θ++−∑

=α

−
α

−
α

−
α

−
α

−
α

−
α

−
α

−
α 2sinexp)QiQ)(LiL(exp)PiP)(LiL(Re
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(3.28)        

L’application des conditions aux limites du problème aux expressions générales du champ 
de déplacement et de contraintes  mène au système d’équations suivant :    

2
TiHQPQP kk

kk
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1
kk

          −=λλ−λ+λ −
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−
α

−
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−
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0L Q LPLQLP k2ααk2α
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0) hpi2(expLQ)hpi2(expLP
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1
k2k2           =×π+×π ++

α
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++
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α∑                                            (3.31) 

0) hpi2(expLQ)hpi2(expLP
3

1
k2k2           =×π+×π −−

α
=α
∑ −

α
−
α

−−
α

−
α

−
α                                            (3.32) 

ur 
 nombre d’harmoniques à inclure. 

a matrice contenant 576 termes est défini ci après.  
 

 et 

                       

 
L’inversion du système (3.29 à 3.32) nous paraît impossible analytiquement vu la 
complexité du système 24x24 à inverser. Cette inversion requiert des évaluations s
machine avec le mode double précision avec un grand
L

)hp2cos(Ac r
11

+++ ×π=       et   )hp2sin(As r
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+++ ×π=      
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+++ ×π=      
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+++ ×π=      )hp2sin(As r
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)hp2exp(11exp i
1

++ ×π−=      et   )hp2exp(21exp i
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++ ×π=     
)hp2exp(12exp i

2
++ ×π−=      et  )hp2exp(22exp i

2
++ ×π=     



CHAP. III :  CALCUL DES CHAMPS DE DEPLACEMENT ET DE CONTRAINTES ANISOTROPES    34
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euvent être observés. La densité de défauts dépend, 
en particulier, du misfit interfacial entre les deux cristaux, lequel, peut être soit de nature 

 

III. 4 Solution pour un milieu semi infini  

      Lorsqu’une couche est déposée sur un substrat monocristallin, différents modes de 
croissance prennent place [116]. Après une hauteur suffisante de matière déposée, une 
grande variété de défauts interfaciaux p

longitudinale soit de nature angulaire.  

Dans ce qui suit nous allons considérer une couche mince d’épaisseur h déposée sur un 
substrat placé vers 0x 2   〈 , tel que l’interface est tapissée d’un réseau hexagonal de 
dislocations coins de type 〉〈1102/1 qui accommodent, initialement, un misfit   
bidimensionnel ou un angle de torsion le long du plan (111). Par la suite, au prix d’un 
accroissement raisonnable de complexité, les nœuds se dissocient par glissement, ce qui 
peut conduire à deux types de triangles fautés. En accord avec l’orientation 
cristallographique des segments de dislocations et

                

 la convention utilisée pour les vecteurs 
de Burgers dans Hirth et Lothe [20],  le nœud V est remplacé par une FEI, tandis que le 
œud U est substitué par une FEE, figure (3.4.1). 

ar la microscopie 

n

 

 

X3 

X1 

X2 

O

h 

Figure 3. 4. 1 : Hétéro-interface  tapissée d’un réseau hexagonal de dislocations dissocié      
                         en fautes d’empilement intrinsèques et extrinsèques. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
III. 4. 1 Conditions aux limites du modèle géométrique  

      La supposition de la répétition de l’unité atomique structurale à l’intérieur de 
l’hexagone UVWRSZ au niveau de l’interface a été confirmée p
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électronique à transmission haute résolution (METHR) [5,7]. De là, des conditions sur les 
ép posent sur le milieu semi infini. 

 

ise dans le cas du milieu semi 
nce l’équation (3.18) est appliquée et on obtient alors respectivement les 

équations (3.33) pour la couche et (3.34) pour le substrat.   
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a- Conditions en déplacement : 

      La même condition en déplacement interfacial est repr
infini, en conséque
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2- Pour , le champ u doit converger vers zéro. Cela n’est possible que si 

séquence l’équation (3.34) se réduit à : 
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c le déplacement relatif interfacial aura pour expression : 
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ou encore : 
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b- Condition en contraintes : 

1- Continuité des contraintes σ à l’interface k2

                      k2k2
−+ σ=σ                                                                              (3.38) 

0x0x 22 ==
                   

 condition (3.38) à l’équation (3.17) conduit à l’expression suivante :     
 
- Pour la couche : 
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                                           (3.40)           
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Les conditions aux limites du modèle géométrique étudié sont définies par le système 
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Le système (3.42) à (3.44), comme dans le cas précédent, ne peut être inversé que 
numériquement et pour cela nous allons le développer afin d’obtenir une matrice réelle

++++++

 de 
8x18 qui sera inversée par la méthode classique de Gauss. En reprenant les mêmes 

notations que pour la  de la matrice sont définis comme suit :  
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quations établis. Les solutions permettent 
 calculer les champs de déplacement et le tenseur des contraintes qui est déduit ensuite 

ar dérivation et application de la loi de Hooke. 

 

 

 
III. 5 Conclusion  

      Dans ce chapitre et après détermination de toutes les expressions analytiques des 
coefficients de Fourier, nous appliquons la théorie de l’élasticité anisotrope avec une 
formulation en séries de Fourier double. La mise en équation du problème conduit à une 
équation polynomiale d’ordre six. Les conditions aux limites de raccordement des deux 
milieux à l’interface génèrent, respectivement, 12 équations linéaires à 12 inconnues 
complexes pour le bilame mince et un système de 9 équations linéaires à 9 inconnues 
complexes pour le système couche sur substrat.  La résolution de ces systèmes d’équations 
ne peut se faire que numériquement.  Nous avons, alors, développé ces derniers en 
systèmes d’équations à inconnues réelles afin de faciliter leur inversion. Les coefficients 
géométriques intervenant dans ces systèmes sont explicités, en chapitre 2, en fonction de la 
géométrie du réseau et des vecteurs de Burgers. Ainsi sur le plan théorique, le problème est 
réduit à l’inversion numérique des systèmes d’é
de
p
  
 
 

 

 

 

 



 
 
 
 
 

APPLICATIONS AUX INTERFACES COMPACTES 
 
 
 
 
IV. 1 Introduction 

      Le système hétéro-épitaxique InAs/(111)GaAs permet d’obtenir des couches ultra-
minces régulières de InAs de quelques nanomètres sur le substrat GaAs(111), en épitaxie 
cube/cube. On suppose que la couche d’InAs débute sa relaxation par formation de 
dislocations de misfit à une épaisseur comprise entre 1 et 2 Mcs. A une épaisseur plus 
élevée, de petits triangles bordés par trois lignes de dislocations apparaissent [107].          
La même observation est reportée pour le système CoSi2/Si [93] et le système Si/Ge [118]. 
En outre, la reconstruction de surfaces cristallines peut correspondre à une structure   
complexe avec différents types d’empilements atomiques. La déformation de la surface est 
supposée provenir d’un réseau bipériodique d’une surface sous-jacente de dislocations de 
misfit partiellement dissociées en dislocations de Shockley limitant alternativement des 
fautes d’empilement intrinsèques et extrinsèques. Prenons l’exemple du mono cristal 
Ni75Pt25 recuit observé par STM par Schmid et col [119] et le sous joint Si/ Si observé par 
Föll et col [21]. Les constantes élastiques anisotropes des deux milieux considérés sont 
prises dans le référentiel classique de Nye. Près de l’isotropie ou en quasi isotropie, nous 
tenons compte évidemment du fait que le milieu est défini comme élastiquement isotrope 
si les propriétés élastiques sont complètement indépendantes de la direction.  

Dans le cas de la symétrie cristalline cubique ceci se réalise quand : µ=−= )CC(2
1C 121144                                      

La déviation de la limite d’isotropie peut être quantifiée, dans les réseaux cubiques par le 

 facteur d’anisotropie de Zener :     
1211

44

CC
C2A

  
   
−

=  

Avant de passer à l’application aux cas concrets cités ci-dessus, nous présentons 
l’organigramme des programmes en Fortran que nous avons construit. 
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                                            Début 

 

                                         Initialisation                                Déplacements et contraintes    

 

 

                                  Cij, R, a, c, θ , q et 

                          les vecteurs de Burgers 

 

 

                                                 Ip = 0                       

                                                m = -lim              

 

 

                    Non                   m < 1 

 

                                         Oui                        

                                                 Ip = 1 

 

 

                                                n = Ip 

 

 

                           Calcul des Cij dans le repère de calcul                     Délasto           

 

                          Calcul des coefficients du polynôme de 6ème   degré                  Dcalcul 

 

 

                          Résolution de l’équation du sixième degré                                 L1 et L2       

                                  par la méthode de Laguerre    

 

       1                 Résolution du système 0t jk   =               Daij                                    2                                      

A 
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1                                                                                                                                              2         

 

                                         Remplissage du système 18x18  

                                                    ou du système 24x24                           

 

 

                                               Calcul des Tk et Hk                               DVSM 

 

                           Résolution du système par la routine de Gauss             Darray et 

                                                                                                                        Dsimq                                

 

                         
                        Calcul de l’élévation en fonction de la dissociation  

 

 

                            Calcul du champ des déplacements : Topologies et images 

 

                   Calcul du champ des contraintes : Distribution et équi-contraintes 

 

                                     Non                

             Ip = Ip +1                        n = lim     

                                                                Oui                                     

                                                                                   Non                      

                                                      m = lim                                        m = m+1 

                                                                 Oui                     

A 

                                             Ecriture des résultats 

 

 

                                                           Fin                            
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IV. 2 Bicristal ultramince 

      L’objet de cette application est de représenter exactement les champs élastiques pour 
un bilame mince hétérogène d’épaisseur totale choisie en se basant sur les études 
expérimentales réalisées en METHR ou en STM. L’hétéro-structure semi-conductrice 
InAs/(111) GaAs observée est prise comme exemple.  
Le cristal situé du côté x2 > 0 a un paramètre de maille aInAs = 0,6058 nm et celui situé du 
côté x2 < 0  a un paramètre aGaAs = 0,5653 nm.  

Le désaccord paramétrique est bidimensionnel, il est défini par : 
)aa(
)aa(2

−+

−+

+
−

=ε = 6,9%.  

La période du réseau est calculée par la relation suivante : 
)aa(2

aa
a

GaAsInAs

GaAsInAs

−
= = 5,98 nm. 

Les constantes élastiques anisotropes relatives à chaque cristal sont prises dans le 
référentiel classique de Nye. Dans ce référentiel, les données, en Gpa, sont :   
Pour l’arséniure d’indium :            C11 = 86,5        C12 = 48,5    et     C44 = 39,6. 
Pour l’arséniure de gallium :         C11 = 119          C12 = 53,8    et     C44= 59,5. 

l’épaisseur totale du bilame est prise égale à n mono couches (Mcs), telle que :  

ht = =  = −+ + hh   sMcn   ×
3

an InAs . Le module du vecteur de Burgers d’un réseau de 

dislocations non dissocié est égale à la longueur moyenne de deux vecteurs 〉〈1102
1  des 

deux réseaux, soit 2/3
GaAsInAs

2
)aa(b +=  = 0,414 nm 

Similairement, pour les partielles de Shockley, le module est 
3

bbp =  = 0,239 nm.                 

Les composantes du vecteur de Burgers sont alors : 

)b,0,0(bUV − , )2
b,0,2

3b(bZU −− , )2
3b,0,2

b(b pp
1 − , )2

3b,0,2
b(b pp

2 −−  et . )0,0,b(b p3

Le nombre d’harmonique donnant une bonne convergence des séries de Fourier est égal à 
30. 
 
 
IV. 2. 1  Courbe d’élévation  

      La courbe d’élévation en fonction de r est tracée en anisotropie  et en quasi-isotropie en 
considérant un bilame d’épaisseur totale égale à , tels quest Mc9h    = sMc3h    =+  et 

. Le coefficient r caractérise l’étendue de la dissociation, c’est le rapport 
(surface de faute/surface non fautée) et il varie avec le coefficient de dissociation q suivant 
la relation : 

    sMc6h =−

                     
))q32(2(

)q32(
r 2

2

−−

−
= . 
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Lorsque r varie de 0 à 1, le changement d’altitude des points de surface situés à l’aplomb 
du centre O de la cellule hexagonale, varie, en anisotropie, de 0,0665 nm jusqu’à 0,0542 
nm en passant par un maximum de 0,071 nm pour r = 0,12. En quasi isotropie, les valeurs 
respectives de l’élévation varient entre 0,073 nm et 0,058 nm. 
Au dessus du nœud non dissocié U, la variation est limitée (en nm) entre – 0,090 et – 0,123 
en anisotropie, et entre – 0,093 et – 0,143, en quasi-isotropie. 
Pour le cas non dissocié, les niveaux d’élévation aux points O d’une part et U et V de 
l’autre sont nettement décalés, ce qui reflète deux états de surface bien différents : juste 
autour des nœuds triples U et V et même le long des segments de la cellule UVWRSZ.     
La couche est latéralement en traction bidimensionnelle du fait de l’écart paramétrique 
positif, ce qui se traduit par une compression de la couche comprise à l’intérieur de cette 
cellule d’où son élévation comme à l’aplomb du demi plan supplémentaire d’une 
dislocation. La dissociation du nœud V donne naissance à une zone fautée limitée par un 
triangule de dislocations MDs Shockley orientées selon 〉〈110 .  
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 Figure 4. 2. 1 : Variation de l’élévation dans la surface libre à l’aplomb des points O, U  

                          et V de la cellule hexagonale : (1)  en quasi-isotropie 
                                                                           (2)  en anisotropie     
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La différence la plus remarquable concerne le nœud V dissocié en donnant une FEI, 
lorsque le coefficient r tend vers 1, la superposition pour un maximum de dissociation soit 
q = 1/3 obtenue en isotropie ainsi qu’en quasi-isotropie n’a pas été relevée en anisotropie. 
Le programme en quasi isotropie donne des résultats très comparables à ceux obtenus par 
Bonnet en isotropie [12] ce qui est satisfaisant pour valider le programme. Les calculs 
effectués en anisotropie montrent clairement une différence notable entre l’isotropie et 
l’anisotropie qui n’a pas été relevée auparavant.    
 
 
IV.  2.  2  Topologie des surfaces libres  

      Dans le but de voir l’effet de la dissociation en anisotropie sur les déplacements , nous 
avons tracé la topologie des surfaces libres pour des bilames d’épaisseurs respectives  
égales à : –2 Mcs /+ 2Mcs, – 4 Mcs /+ 4 Mcs, – 6 Mcs /+ 6 Mcs, – 8 Mcs /+8 Mcs  et – 10 Mcs 
/+ 10 Mcs. Les résultats montrent des différences remarquables pour les déplacements.    
De ce fait, nous avons jugé plus intéressant de comparer les résultats obtenus en 
anisotropie avec ceux obtenus également en anisotropie par Outtas et Col [14] dans le cas 
du réseau en nid d’abeilles de dislocations de misfit.  
La figure (4.2.2(a)) montre les déformations des surfaces libres pour un réseau non encore 
dissocié c’est à dire pour q = 2/3 et les résultats sont en parfait accords avec ceux obtenus 
par Outtas et col, quoique l’épaisseur du bilame n’est pas la même. En effet, dans le soucis 
d’une représentation plus réaliste, les épaisseurs choisies pour représenter la figure (4.2.2) 
sont en fonction du nombre de Mcs. Dans les plans (x2,x1) et (x2,x3) parallèles à l’interface, 
les déformations sont importantes même pour une épaisseur totale du bilame égale à 20 
Mcs. Lorsque le réseau de dislocations est dissocié c’est à dire pour un coefficient q =1/3, 
Figures (4.2.3 (a) et (b)),  l’effet de la dissociation sur les surfaces libres est distingué et la 
périodicité de la déformation relative à la symétrie tri-dimensionnelle est claire. Nous 
recherchions également l’épaisseur totale du bilame pour laquelle l’équilibre atomique est 
atteint. Les calculs montrent que les surfaces libres du bilame se stabilisent à une épaisseur 
totale de 34 Mcs, épaisseur très voisine de celle choisie par T.Outtas [41] dans le cas du 
réseau hexagonal régulier de misfit. Notons que les zones situées à l’aplomb du centre O 
de la cellule sont d’autant plus déformées qu’au dessus des segments de la cellule 
UVWRSZ. Les tensions autour de ces zones provoquent des compressions 
proportionnelles des zones intermédiaires qui s’estompent avec l’épaisseur.  
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 Figure 4. 2. 2 : Topologies des surfaces libres  dans le plan (x
 (a) Le réseau hexagonal non dissocié 

2,x1)     

(b) Le réseau hexagonal dissocié 
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 Figure 4. 2. 3 : Topologies des surfaces libres  dans le plan (x
 (a) Le réseau hexagonal non dissocié 

2,x3)          

(b) Le réseau hexagonal dissocié  
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Dans le plan (x2,x3), la déformation élastique est représentée pour trois périodes en partant 
du centre O de la cellule hexagonale, le cœur de la dislocation noté UV est retrouvé trois 
fois pour x3 = 2,99 nm, x3 = 8,99 nm et x3 = 14,99 nm. 
Dans le plan (x2,x1) la déformation est périodique et elle s’étale sur deux nœuds triples 
notés Z à partir du centre O et dont la position est indiquée sur les courbes par des flèches. 
Il est évident que la couche ne se déforme pas de façon équivalente de part et d’autre du 
nœud Z, vu les coordonnées de ce point. 
Nous remarquons, dans le plan (x2,x1) et pour une épaisseur h+ = 2 Mcs, une perturbation 
qui est due essentiellement au nombre d’harmonique M utilisé. Pour une plus haute 
précision M peut être pris supérieur à 30 ; la limite utilisée dans la représentation des 
figures (4.2.2) et (4.2.3). Il faut noter, cependant, que le temps de calcul est prohibitif et 
que cette épaisseur n’est pas très significative dans les applications pratiques. 
 
 
IV. 2. 3  Images STM numériques  

      Afin de bien illustrer le changement du relief de la surface libre quand le paramètre de 
dissociation q prend les valeurs successives q = 2/3 (pas de dissociation), q = 1/2, q = 5/12 
(dissociation limitée) et q = 1/3 ( maximum de dissociation), nous avons tracé les images 
numériques d’une cellule centrée en O similaires à celles observées par microscopie à effet 
tunnel (STM). Une grille rectangulaire de 60 x 60 points est considérée pour une 
évaluation de  avec . Pour le contraste, nous avons choisi la 
couleur noire pour un minimum égal à 0 et la couleur blanche pour un maximum égal à 1. 

)x,h,x( 312   u + sMc4h    =+

La grille rectangulaire est limitée par 4 plans de symétrie du champ u, tous parallèles à 
l’axe Ox2. Deux de ces plans sont également parallèles à Ox1 et passent par les extrémités 
des vecteurs – c et c, tandis que les deux autres plans sont parallèles à Ox3 et passent par 
les extrémités des vecteurs – a et a.  
La figure (4.2.4) montre en détails la transformation du réseau initialement hexagonal en 
un réseau triangulaire quand la dissociation augmente de (a) à (d). La couche d’InAs est en 
compression bidimensionnelle et ceci s’explique par le fait qu’au dessus du centre O, 
l’élévation est maximale et elle diminue progressivement autour de O en formant une 
bosse. Théoriquement, le misfit est positif car le paramètre de maille de l’InAs est 
supérieur à celui du GaAs ce qui nécessite une compression de la couche d’ InAs sur du 
GaAs. L’hétéro interface expose de petits triangles de fautes d’empilement aux nœuds 
alternés du réseau hexagonal de base. Au dessus des triangles de fautes, la surface libre est 
soumise à un changement d’élévation important. La topographie des images obtenues est 
comparable à celle disponible dans la littérature en isotropie [12] et  à celle fournie par les 
observations expérimentales par (STM) [13]. Sur les images observées par J. G. Belk et col 
et après dépôt d’une couche d’InAs d’épaisseur égale à 5 Mcs on voit clairement la position 
des MDs avec apparition de petits triangles formés par trois lignes de dislocations.  
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Ceci suggère que la relaxation de la couche commence par formations de MDs à une 
épaisseur comprise entre 1 et 2 Mcs. 
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Figure 4. 2. 4 :  topographies numériques calculées pour des valeurs du coefficient de  
                          dissociation q égales respectivement à 2/3, 1/2, 5/12 et 1/3. 
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IV. 2. 4  Distribution des contraintes  

      La différence mettant en évidence un effet d’anisotropie important sur les contraintes 
 le long de Ox11σ 2 en absence de dissociation est prouvée [120]. Les calculs montrent que, 

pour chaque abscisse x2, les contraintes calculées en isotropie sont au moins deux fois plus 
importantes qu’en anisotropie.  
En outre, nous voulions suivre exactement le comportement des contraintes  et  en 
fonction de l’épaisseur du bicristal. En effet, les figures (4.2.5), (4.2.6) a et b illustrent 
l’effet de l’épaisseur sur les variations des contraintes  et  le long de l’axe Ox

11σ 22σ

11σ 22σ 2, pour 
quatre bicristaux et un système couche sur substrat. Les bicristaux minces ont des 
épaisseurs respectives : h = 8 Mcs, 12 Mcs, 16 Mcs et 20 Mcs; le système couche sur 
substrat est constitué d’une couche d’InAs d’épaisseur égale à 10 Mcs  sur un substrat 
semi-infini de GaAs (courbe fléchée). Nous remarquons que la compression des couches 
est d’autant plus forte que les épaisseurs sont faibles et ceci est valable  pour les deux types 
de réseaux ( r = 0 et   r = 1). La contrainte  change de signe à l’intérieur de chaque 
cristal ce qui correspond à un équilibre tension-compression. Par contre la valeur de  
atteint son maximum pour une épaisseur  de la couche d’InAs égale à 10 Mcs. Cette 
dernière est parfaitement superposable à une couche de la même épaisseur déposée sur un 
substrat de GaAs. Le signe de la contrainte  dans la couche correspond à une 
compression de l’InAs sur du GaAs. Enfin, nous constatons la cohérence de nos résultats 
avec ceux obtenus en anisotropie dans  [14].      

11σ

22σ

22σ

 
 
IV. 2. 5 Effet de la dissociation sur la distribution des contraintes  

      Les figure (4.2.7) et (4.2.8) permettent d’avoir une idée sur la dissociation des nœuds 
de type V sur la distribution des contraintes. Nous avons sélectionné quelques bicristaux 
d’épaisseurs totales respectives 16 Mcs et 20 Mcs, telle que . Nous observons que 
la contrainte , au niveau des surfaces libres, est plus grande quand le réseau n’est pas 
dissocié par rapport au réseau dissocié. La valeur absolue de cette contrainte peut diminuer 
jusqu’à 50% si on considère des bicristaux plus minces. La dissociation permet plutôt de 
réduire la tension des zones avoisinant les surfaces libres que la compression des zones 
situées juste en dessous. Par ailleurs, nous remarquons que la contrainte  est 
caractérisée par un léger déplacement des pics vers l’interface lorsque le réseau est 
dissocié. L’intersection des deux courbes , pour r = 0 et r =1, se fait en se rapprochant des 
deux surfaces libres et elles finissent par s’annuler conformément à la condition aux limites 
imposée. Notons dans ce cas que pour une épaisseur de  8 Mcs, la valeur de  passe de    
– 0.20, pour le réseau non dissocié, à – 0.50 GPa, pour le réseau dissocié (figure 4.2.7), 
sachant que les valeurs de , pour les deux cas sont voisines (figure 4.2.8).    

−+ = hh   
11σ

22σ

22σ

11σ
Ce comportement  doit  traduire  une légère  baisse du  niveau  d’élévation de la couche à  
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l’aplomb du point O; or l’examen de la courbe d’élévation de la figure (4.2.1) confirme 
bien cela.    
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Figure 4. 2. 5 : Effet de l’épaisseur sur la distribution de la contrainte σ11 

                  (a)  Réseau non dissocié (r = 0) 
                  (b)  Réseau dissocié (r = 1) 
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Figure 4. 2. 6 : Effet de l’épaisseur sur la distribution de la contrainte σ22      

                  (a)  Réseau non dissocié (r = 0) 
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       Figure 4. 2. 7 : Effet de la dissociation sur la distribution de la contrainte σ11 

                                Réseau dissocié (r = 1) 
                           Réseau non dissocié (r = 0) 
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       Figure 4. 2. 8 : Effet de la dissociation sur la distribution de la contrainte σ22 

                                Réseau dissocié (r = 1) 
                           Réseau non dissocié (r = 0) 
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IV. 3 Conclusion  

      Nos investigations numériques indiquent que, pour le système InAs/GaAs(111)A 
observé par Yamaguchi et col (1997),  et dont l’hétérointerface illustre de petits triangles 
de fautes d’empilement aux nœuds ouverts alternés d’un réseau hexagonal, les images 
numériques calculées décrivent la perturbation de la surface libre en fonction de l’étendue 
de la dissociation. L’élévation à l’aplomb de points typiques du réseau est calculée. 
Directement au dessus des triangles de fautes, la surface libre est soumise à un grand 
changement d’élévation. D’autre part, la distribution des contraintes pour lesquelles il 
n’existe pas d’expressions analytiques sont représentées  avec précision. 
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IV. 4  Milieu semi infini 

      En général, la qualité cristalline d’une couche déposée sur un substrat monocristallin est 
fortement dépendante des premiers stades de germination, et en particulier de l’orientation 
des cristaux les uns par rapport aux autres. Ces orientations mutuelles conditionnent la 
densité des défauts structuraux crées aux joints de grains lors de l’étape de coalescence. 
Dans les conditions standards de dépôt où le substrat choisi est le silicium monocristallin, 
il n’existe aucune orientation préférentielle des cristaux et l’on aboutit à la formation de 
films intensément fautés. On se donne pour cette application un joint interphase plan 
séparant une couche d’épaisseur h et un substrat semi infini. Le réseau de dislocations 
initialement hexagonal est dissocié en tous ses nœuds triples en partielles de Shockley 
délimitant alternativement des fautes d’empilement intrinsèques et extrinsèques. 
Nous nous sommes proposé de déterminer les champs élastiques relatifs à au système 
Si/(111)Si observé par H. Föll et col. La couche est légèrement désorientée en torsion par 
rapport au substrat d’un angle  autour de l’axe Ox°=β     5 2 à l’interface.  
Commençons par déterminer les vecteurs de Burgers le long des segments UV et ZU de la 
cellule hexagonale et qui sont relatifs à la désorientation de 5°. 
Le déplacement relatif au point (x1,o,x3) est autour de O : 
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Le déplacement relatif au point (x1,o,x3) est le même autour de C, tel que : 
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Le long du segment UV des deux hexagones juxtaposés, la discontinuité du déplacement 
relatif définit le vecteur de Burgers du segment de dislocation. 
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En répétant la même analyse du déplacement autour de A, on trouve que : 
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Le module du vecteur de Burgers d’une dislocation de misfit non dissocié est égal à la 
moyenne de deux vecteurs 〉〈1102

1  du cristal. La partielle de Schockley correspondante, 

est calculée par la relation :
62
aab mp

p
    += . En conséquence, les composantes de tous les 

vecteurs de Burgers sont données par ce qui suit : 
 

)2
3b,0,2

b( pp      b1
− , )2

3b,0,2
b( pp      b2

−− ,   , b)0,0,b( p      b3 5 = b1,  b4 = b2 et b6 = b3.        

Le matériau est homogène, il est caractérisé par les constantes élastiques anisotropes 
suivantes : C11 = 165.7 GPa,   C12 = 63.9 GPa   et  C44 = 79.6 GPa. 
L’épaisseur de la couche h varie en fonction du nombre de mono-couches inclus dans les 
calculs. Par soucis de précision, nous avons pris un nombre d’harmoniques égal à 30.    
Une précision plus grande est possible mais le temps de calcul est important.                    
En conséquence, nous avons jugé que le nombre d’harmoniques utilisé est satisfaisant. 
 
 
IV. 4. 1 Courbe d’élévation  

      En référence au travail réalisé par Bonnet [12] qui traite le même modèle en isotropie, 
nous avons tracé, en quasi isotropie, la courbe d’élévation. Les courbes des figures 4.4.1 
(a) et (b) sont, alors, représentées pour une épaisseur de la couche égale à 4 Mcs.            
Les résultats sont similaires à ceux obtenus en isotropie. En effet, lorsque nous analysons 
la courbe de la figure 4.4.1 (b) et la courbe obtenue par Bonnet, dans le cas isotrope, pour 
le monocistal (111)Ni75Pt25 recuit, nous constatons que l’allure de la courbe que nous 
traçons en quasi-isotropie est très conforme, ce qui permet de conclure une validation du 
programme de calcul.   
Comparée à l’élévation tracée dans le cas étudié en première partie du présent travail,       
la variation de l’élévation au dessus du point O, pour minime qu’elle soit, est plutôt 
croissante contrairement à celle présentée en figure 4.2.1. En réalité, cela est directement 
lié à l’orientation du réseau de dislocations MDs considéré dans chaque cas.                     
La dissociation s’accompagne d’un relâchement de contraintes qui correspond dans ce cas 
à une tension (compression dans le cas précédent),  ce qui se traduit  par une légère hausse 
du niveau d’élévation (baisse dans le cas précédent). 
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 Figure 4. 4. 1  : Variation de l’élévation de la surface libre directement au dessus des points O, U  

                           et V lorsque l’extension des FEI et des FEE augmente simultanément. 
                    (a)  en anisotropie,  (b)  en quasi-isotropie 
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Notons, aussi, que l’élévation est moins importante en quasi-isotropie qu’en anisotropie.  
Ce qui est vraiment impressionnant, c’est  la différence qui existe en terme d’élévation au 
dessus de la FEI (point V) et de la FEE (point U) et qui est de l’ordre de 0.02 nm lorsque le 
réseau est complètement dissociée. L’évolution de cette élévation en fonction de la 
dissociation des nœuds U et V rend bien compte de deux états différents de surfaces sous 
jacentes générés par la dissociation des MDs en partielles de Schockley limitant 
alternativement des fautes d’empilement intrinsèques et extrinsèques décrites par 
l’orientation des vecteurs b1, b2, b3 et b4, b5, b6 respectivement. 
 
 
IV. 4. 2 Effet de la dissociation sur la surface libre  

      Les images représentées sur les figures 4.4.2 et 4.4.3  sont des images numériques 
équivalentes aux images STM. Elles décrivent l’effet de l’étendue de la dissociation sur la 
déformation de la surface libre. Nous relevons que quand le nœud U n’est pas dissocié            
(q= 1/3 et p =2/3), la FEI située au niveau du point V est complètement dissocié en un 
triangle bien déterminé par contre quand le nœud U est dissocié, la FEE apparaît un peu 
vague en contraste (fig. 4.4.2 (b)) mais elle est bien définie lorsque le contour est tracé en 
se servant de lignes.  

L’étoile de David obtenu par Bonnet en isotropie [19] pour 21qp     == est retrouvée et les 
triangles fautés situés aux sommets de la cellule hexagonale ont presque la même 
dimension. Il est important de noter que les points P et Q ne se superposent pas 
parfaitement comme prévu (fig. 4.4.3). Ceci s’explique discrètement par le fait que 
l’arrangement est déterminé par une balance énergétique entre fautes d’empilement. 
L’expérience indique que, réellement, l’énergie d’une FEE excède celle d’une FEI [20]. Ce 
qui confirme que l’effet d’anisotropie est loin d’être négligeable et que l’isotropie dans ce 
cas ne fournit pas la précision requise pour certaines applications.    
Pour la figure 4.4.3 (d), nous avons essayé d’ignorer la relation q1p     −= et nous nous 
sommes proposé de voir quelle serait la topologie de la surface libre pour p = q = 1/3.   
Nous relevons que la dissociation est presque totale pour tous les sommets de la cellule et 
que la dimension des triangles fautés peut être comparée aux cas (a) et (b) qui représentent 
respectivement un maximum de dissociation pour V et pour U. 
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Figure 4. 4. 2 : Images simulées correspondant à une évolution de la dissociation de (a) à (d),   
                          tel que le réseau hexagonal initial se transforme en réseau triangulaire.  

(a)  Le nœud U n’est pas dissocié ( q = 1/3 et p=2/3). 
(b)  Le nœud U est dissocié ( q = 2/3 et p = 1/3) 
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 Figure 4. 4. 3 : Images simulées correspondan

                          tel que le réseau hexagonal in
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IV. 4. 3 Effet de l’épaisseur sur la déformation de la surface libre 

      Il est connu que lors de l’épitaxie, les contraintes d’épitaxie relaxent généralement par 
l’introduction de dislocations et/ou la propagation de dislocations préexistantes.                
La relaxation se fait progressivement avec l’épaisseur de la couche déposée car les 
dislocations interagissent de façon répulsive et il faut augmenter l’épaisseur de la couche 
pour alimenter la force motrice qui les fait avancer.   
En ce sens, nous présentons les topologies de la surface libre dans les plans (x2,x3) et 
(x2,x1) pour une épaisseur de la couche allant de 4 à 20 Mcs à raison d’un pas égal à deux et 
pour un coefficient de dissociation p = q = 1/2 figure (4.4.4). Il apparaît au dessus du point 
x1 = x3 = 0 dans le plan (x2,x3) et pour h = 4 Mcs une légère tension liée à la valeur du 
vecteur b1. Cette tension disparaît totalement à partir de h = 6 Mcs. 
Notre objectif, à travers cette application, est d’avoir une idée sur l’épaisseur pour laquelle 
la couche ne présente plus de déformation. En effet, pour h = 20 Mcs, l’ondulation existe 
mais  elle est moins prononcée. La différence en grandeur entre le point le plus haut de la 
surface et le point le plus bas est de l’ordre du millième de nanomètres.     
En analysant les topologies de la surface libre, nous nous sommes rendus compte que pour 
une épaisseur de la couche h = 20 Mcs, la couche est encore déformée; ce qui a suscité 
notre curiosité pour observer de près cette déformation à partir de cette hauteur.    
Les courbes de la figure (4.4.5), représentées à trois dimensions, montrent le relief de la 
surface libre et son changement lorsque  l’épaisseur h augmente. Les couches sont prises 
distantes de l’interface de 20, 30 et 40 Mcs, Le calcul montre que la couche reste sous 
l’influence, quoique très faible, du réseau de DMs, situé à l’interface même pour une 
épaisseur de la couche de l’ordre de 40 Mcs. 
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Figure 4. 4. 4 :   Topologies des surfaces libres pour une épaisseur de la couche   
                            allant  de 4 à 20 Mcs et pour p = q = 1/2. 
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Figure 4. 4. 5 :   Relief de la surface libre pour une épaisseur de la couche         
                           égale successivement à 20, 30 et 40 Mcs et pour  q = p = 1/2. 
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IV. 4. 4 Représentation schématique des équi-contraintes  

      On veut illustrer les équi-contraintes pour une épaisseur égale à 6 Mcs afin de vérifier 
l’évolution de celles-ci dans une symétrie tri-axiale. En effet, nous avons choisi pour cette 
application des points typiques de la cellule hexagonale et qui sont d’une part, l’apex u  
correspondant à un nœud quadruple après dissociation et d’autre part, le centre du repère O 
correspondant à la zone saine. Les iso-contraintes sont tracées dans le plan (x2,x1) autour 
de u et autour de O en englobant les dislocations partielles notées respectivement  Z’’ et 
W’’ ( figure 4.4.6).  Il s’agit suivant la même représentation, de décortiquer en détails un 
phénomène précis relevé sur les courbes de topologie des surfaces libres pour une 
dissociation, prévue de même taille, lorsque le coefficient  p = q = 1/2.  
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 Figure 4. 4. 6 : cellule de MDs dissociée ( p = q = 1/2)  
 
 
Le contraste a été choisi tel que le maximum de la contrainte correspond à une couleur 
noire et le minimum à une couleur blanche. Celui-ci renseigne sur un phénomène de 
tension- compression entre la couche et le substrat comme le montrent les courbes des 
figures 4.4.8, 4.4.9 et 4.4.10. 
Nous avons suivi le comportement de  le long de l’axe x11σ 2 (figure  4.4.7) ; les courbes 
déploient clairement l’effet de la contrainte de surface ou réciproquement l’influence de la 
surface libre sur la contrainte .  11σ
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Il est notable que l’étendue de la contrainte  se fait symétriquement, autour de u; nœud 
quadruple situé à x

11σ

3 = 5 nm et x1 = 0 nm et, également, autour  du centre O en englobant 
les partielles de Shockley situées de part et d’autre de ce point. 
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Figure 4. 4. 7 : Equi-contraintes σ  dans le plan (x11 2,x1) représentées respectivement  
                         autour des points O et u. 

 
 
 
La contrainte , quant à elle, vérifie bien la condition de nullité à la surface libre (figure 
4.4.8). Les contours de la contrainte autour de O ainsi qu’autour de u indiquent une  
symétrie satisfaisante après dissociation du réseau. Aussi, le contraste définit bien la 
compression de la couche de silicium. 
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Figure 4. 4. 8 : Equi-contraintes σ  dans le plan (x22 2,x1) représentées respectivement  
                         autour des points O et u.  

 
En outre, nous avons choisi de représenter en plus des contraintes  et , la contrainte 

 pour bien décrire l’effet des partielles. Une influence de ces dernières sur la surface 
libre surgit. Un phénomène uniforme de tension-compression localisé à l’interface autour 
des partielles notées Z’’ et W’’ est relevé. Nous remarquons un contraste inversé des 
courbes de la contrainte tangentielle ,  s’étalant de part et d’autre du centre O. La même 
forme des courbures représentées au niveau des zones comportant les partielles est 
retrouvée au niveau de u. 
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Figure 4.  4. 9 : Equi-contraintes σ  dans le plan (x12 2,x1) représentées respectivement  
                           autour des points O et u. 
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IV. 5 Conclusion  

      Nous avons restreint cette application à l’étude d’un système homogène constitué 
d’une couche de silicium désorientée d’un angle de 5° par rapport à un substrat possédant 
les mêmes propriétés, en nous inspirons des travaux de Föll et col sur le sous joint de 
silicium et ceux de Bonnet et col sur le mono cristal Ni75 Pt25(111) recuit. Après nous être 
attachés à calculer les champs de déplacement et de contraintes générés par les fautes 
d’empilements interfaciaux, nous nous sommes rendu compte d’un effet d’anisotropie 
important, d’une influence de l’épaisseur de la couche en compression et d’un changement 
de morphologie de la surface libre qui est du essentiellement à la dissociation.   
 



 
 
 
 
 

CONCLUSION  GENERALE 
 
 
 

      Les méthodes théoriques et expérimentales constituent deux approches indispensables 
pour concevoir des matériaux; seulement dans l’élaboration de certains systèmes 
épitaxiques celles-ci s’avèrent insuffisantes pour répondre aux défis actuels de la 
technologie moderne, particulièrement en microélectronique et en optoélectronique.      
D’une part, les approches théoriques font souvent appel à des approximations importantes, 
parfois difficiles à justifier. D’autre part, les interprétations expérimentales sont 
fréquemment délicates à cause de la complexité des phénomènes observés au niveau des 
interfaces cristallines. La réalisation d’expériences de laboratoire sur des modèles idéaux 
employés par le théoricien peut, dans certains cas, être totalement impossible.                  
En conséquence, les chercheurs ont eu recours à une frontière entre ces deux approches : 
les méthodes numériques. 
En effet, celles-ci sont en voie d’acquérir une place aussi importante que les deux 
approches classiques. Elles permettent de réaliser des calculs exacts et de mieux 
comprendre les phénomènes observés. Il est possible en modélisation numérique de 
contrôler les paramètres de la structure épitaxiée et de vérifier les hypothèses 
simplificatrices. Cependant les techniques numériques ne se limitent pas à un seul rôle, 
elles peuvent être, également, un outil de prédiction quantitatif des propriétés physiques.      
De plus elles se substituent en partie à l’expérience réelle, lorsque le coût de celle-ci est 
grand ou lorsqu’on a besoin de mesurer des grandeurs physiques dans des conditions 
expérimentales extrêmes. En ce qui nous concerne, nous avons étudié théoriquement et 
numériquement un modèle géométrique d’interface plane lorsque celle ci : 

1) appartient  à un bilame mince. 
2) est comprise entre un substrat monocristallin et une couche mince. 

Nous avons supposé, dans le premier modèle que l’interface est tapissée d’un réseau 
hexagonal de dislocations de misfit (MDs) dont les nœuds alternés sont dissociés en 
partielles de Shockley délimitant des fautes d’empilement intrinsèques. Nous avons établis, 
dans le cadre d’une élasticité anisotrope, les champs élastiques relatifs au modèle étudié en 
se basant sur une formulation en séries de Fourier doubles. La formulation théorique mise 
au point intègre de façon explicite l’arrangement des dislocations.           Les termes qui 
tiennent compte du réseau de dislocations considéré sont définis à partir des coefficients de 
Fourier,  déterminés analytiquement, et sont, par la suite, introduits dans les expressions 
des champs de déplacements. Le tenseur des contraintes est obtenu par dérivation et 
application de la loi de Hooke. L’étendue de la dissociation est définie par un facteur q qui 
représente le rapport de la surface de faute sur la surface non fautée. 
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L’analyse débouche sur un système de 12 équations à 12 inconnues complexes dont la 
résolution ne peut être que numérique. Afin de simplifier les calculs sur machine, nous 
avons développé ce système d’équations en un système de 24 équations réelles à 24 
inconnues réelles. Nous avons, alors mis en place un programme en langage fortran, en 
double précision, qui permet de résoudre le problème et de donner les champs de 
déplacements et de contraintes. A travers une application au bilame d’InAs/ (111)GaAs 
observé par J. G. Belk et col, nous avons validé notre programme, comparativement aux 
résultats disponibles en isotropie. En effet, la courbe d’élévation que nous avons tracé en 
anisotropie et en quasi isotropie souligne un effet d’anisotropie important. Suite à cela, 
nous trouvons plus objectif de comparer nos résultats avec ceux obtenus par T. Outtas pour 
le cas d’un réseau hexagonal régulier de dislocations de misfit . Comme l’étendue de la 
dissociation est contrôlée par le facteur q, nous supposons que le réseau de MDs analysé 
n’est pas encore dissocié. Les champs de déplacements et de contraintes calculés sont en 
parfait accord avec les résultats cités ci dessus. Nous déterminons, après, l’effet de la 
dissociation sur les surfaces libres du bilame et l’effet de l’épaisseur sur la topologie de 
celles-ci. La distribution des contraintes, pour laquelle, il n’existe pas d’expressions 
analytiques est également illustrée. 
Dans une deuxième partie du travail, nous étudions le cas d’un réseau hexagonal de MDs 
qui donne un réseau trigonal composé de fautes d’empilement intrinsèques alternés à des 
fautes d’empilement extrinsèques. Les interactions élastiques entre MDs sont déterminés 
théoriquement en utilisant la même analyse définie dans la première partie. La mise en 
équation du problème aboutit à un système de 9 équations linéaires à 9 inconnues 
complexes que nous avons développé en un système de 18 équations linéaires à 18 
inconnues réelles. La géométrie du réseau de MDs est définie par un facteur noté p et égal 
à  , tel que q est le paramètre qui représente le rapport de la surface de faute sur la 
surface non fautée. La résolution du problème et l’application au système Si/(111)Si 
observé par H. Föll ont permis de remarquer ce qui suit : 

q1   −

- La courbe d’élévation tracée en anisotropie montre qu’au dessus des nœuds U et V 
de la cellule hexagonale UVWRSZ qui est à la base du réseau ne présente pas 
d’intersection en en début de la dissociation et lorsque cette dernière est à son 
maximum. Contrairement à cette allure, une courbe identique tracée en quasi 
isotropie, c’est à dire près de l’isotropie, montre que l’élévation à l’aplomb des 
mêmes points est pratiquement la même. En conséquence,  un effet des surfaces 
sous jacentes est  relevée. 

- Les topologies de la surface libre calculées en fonction de l’épaisseur de la couche 
h déposée, au dessus des points U et V indiquent pour que p = q = 1/2, la 
morphologie de la couche est pareille mais l’ordre de grandeur de la déformation 
est un peu plus élevé au dessus de la FEE. 
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Dans le soucis de trouver une explication à cela, nous avons représenté dans le plan (x2,x1) 
et suivant l’axe x2 les courbes d’équi-contraintes autour du nœud quadruple u, médiateur 
de la ligne UV, et autour du centre du repère O définissant la zone saine de la cellule mais 
en incluant les deux partielles de Shockley formées de part et d’autre de ce centre après 
dissociation. Nous constatons que l’étendue de la symétrie de la dissociation, prévue 
parfaite, se fait désormais uniformément. Par ailleurs, et quoi que  la convergence des 
séries de Fourier est vérifiée, le nombre d’harmonique utilisé ne semble pas être très 
suffisant particulièrement, pour certaines représentations exigeant une très grande 
précision. L’augmentation de ce nombre est possible pour d’autres applications mais le 
temps de calcul est important. 
Finalement, nous avons l’occasion de signaler que, l’étude a permis d’atteindre les 
objectifs visé. Le problème théorique est complètement résolu et les programmes construits 
sont vérifiés et validés rigoureusement. Il s’en est dégagé des résultats nouveaux et précis 
de modèles théoriques assez complexes. Néanmoins, cette étude ouvre la voie à beaucoup 
de questions, notamment pour la deuxième partie traitée, qui trouveront leurs réponses 
dans une continuité et un éventuel développement du présent travail.  
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ANNEXE I : LES DISLOCATIONS PARTIELLES 
 
 
 
La dissociation d’une dislocation parfaite en deux dislocations partielles est possible si : 
                      2

1
2
3

2
2 bbb     〈+

Les partielles de Schockley créent une faute d’empilement dans la séquence d’empilement 
ABCABC…de la structure CFC. Sur la figure A1. 1, on voit la déformation élastique 
autour des partielles, lesquelles se déplacent de façon répulsive (a). Comme l’énergie est 
proportionnelle  au vecteur de Burgers, elle peut renseigner sur la distance entre partielles.  
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Figure A1. 1 : (a) Distorsion élastiques autour de dislocations partielles.
                         (b) Faute d’empilement entre les partielles.            

 



 
 
 
 
 

ANNEXE  II :   CALCUL  DES  COMPOSANTES  DU  
VECTEUR  G  DU  RESEAU  RECIPROQUE 

 
 
 

Le système  est untrièdre orthonormé. Le système  est le système 
oblique lié au réseau de dislocations ; figure A2. 1, tel que : 

321 xxxO '
3

'
2

'
1 xxxO

θ=⇒θ=θ−π= sin
xxsinx)2(cosxx 1'

1
'
1

'
11                                                                                   (A2. 1) 

Afin d’exprimer en fonction de  et , on fait une rotation de ('
3x 1x 3x θ−π   2 ) du système 

d’axes lié au réseau de dislocations dans le sens des aiguilles d’une montre. On obtient : 

θ−θ=⇒θ−π−θ−π= cosxsinxx)2(sinx)2(cosxx 13
''
313

''
3                                                          (A2. 2) 

Exprimons en fonction de  dans le système  ''
3x '

3x ''
3

''
1 xxO  :

θ=θ−π= sinx)2cos(xx '
3

'
3

''
3                                                                                                  (A2. 3) 

La substitution de  dans (A2. 2) donne : ''
3x

θ−=⇒θ−θ=θ tg
xxxcosxsinxsinx 1

3
'
313

'
3                

3x  aura finalement l’expression suivante :                                       (A2. 4)       θ+= cosxxx '
3

'
33     

                           
 
 1X
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1X

''
1X  

θ

'
22  X //X  
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θ

''
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Figure A2. 1 : Transformation des systèmes d’axes du  réseau direct au réseau réciproque. 



ANNEXE II : CALCUL  DES  COMPOSANTES  DU  VECTEUR  G  DU  RESEAU  RECIPROQUE 
 

 

Considérons les composantes du vecteur G du réseau réciproque tel que : 
** c  a G mn +=  

Comme le réseau est plan, on prend 1  j  b ==  ; figure (A2. 2) 

]cossin[a   k   i    a θ+θ=  et  k   c c=
 
 

3X  

c 
'
3X  

a 
θ

'
1X

1X  

'
2X

2X 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Figure A2. 2 : Définition du système de calcul de a* et c*

 
 
soit :  θ= sincaV     

i   i   kj     cb    a *

θsinac
c

V
c ][V

c][V
1 ==∧=∧=  

i   a *

θ= sina
1                                                                                                                   (A2. 5) 

])cossin([θsinac
a][V

1 jk   i       ba    c * ∧θ+θ=∧=  

)]cossin([θsinac
1 i   k      c * θ−θ=                                                                                      (A2. 6) 

 
Donc : 

k   i    G c
m

sinac
cosmanc +θ

θ−=                                                                                              (A2. 7) 

'
3

'
1 xc

mxa
n      GR +=  

31
1

3
1 xc

mx)sinc
cosm

sina
n()tg

xx(c
m

sina
xn

     
            

 
 GR +θ

θ−θ=θ−+θ=  

31 xc
mx)sinca

cosamcn(      
        GR +θ
θ−=  

 
                                   



 
 
 
 
 

ANNEXE III 
 
 
 

Montrons que :  )()( pp GG    α
−
α −=

Rappelons l’équation :                                                 (A3. 1) 0pCp 2)(
2k2j

)()(
jk

)(
jk         GGGG =+ϕ+ψ

Calculons cette expression pour –G : 

0pCp 2)(
2k2j

)()(
jk

)(
jk         GGGG =+ϕ+ψ −−−−                                                                                 (A3. 2) 

 
Comme les composantes du vecteur G sont G1 et G3, on obtient : 

                                            (A3. 3) )()()CC(CC 1k3j3k1j3k3jkl1j
)(

jk 31
2
3

2
1

G G G       G   G   −−+++=ψ −

 

et                                                    (A3. 4) )()CC() ()CC( 2k3j3k2j1k2j2k1j
)(

jk 31
G G       G      −+++=ϕ −

 
donc :                                                                              (A3. 5) 0pC 2)(

2k2j
)(

jk
)(

jk        GGG =+ϕ−ψ −−−

   
Effectuons le changement de variable suivant :  )()( qp GG    α

−
α −=

On aura alors : 
 
               0qC 2)(

2k2j
)(

jk
)(

jk        GGG =+ϕ−ψ
 
Cette équation a les mêmes racines que ( A3. 1)  et par conséquent :      )()( pq GG   αα =

Il s’ensuit que :          )()( pp GG    α
−
α −=


