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Symboles et Abréviations

a : Célérité du son (m/s)

C,: Chaleur spécifique a pression constante

: Chaleur spécifique & volume constant
: Energie totale (cinétique+interne) (J)
- Vecteur flux suivant l'axe x

: Vecteur flux suivant l'axe y

Cv

E

E

F

K : Conductivité thermique
M : Nombre de Mach

P : Pression (Pa)

P,

: Nombre de Prandtl
N, : Nombre de Nusselt

qg.: Flux de chaleur suivant x (W)
qg.: Flux de chaleur suivanty (W)

g : Flux de chaleur suivant z (W)

R : Constante des gaz parfaits (j/ mole.K)
T : Température (° K)

t: temps (s)
At : Pas de temps At

AXx : Pas de l'espace Ax

U : Vecteur a variable dépendante
U : Vecteur vitesse suivant x
V : Vecteur vitesse suivant y
W: Vecteur vitesse suivant z

X,Y,Z : Coordonnées dans le domaine physique



&,n,<¢ - Coordonnées dans le domaine de calcul

U

,Ll'

: Coefficient de viscosité dynamique

: Second coefficient de viscosité

: Masse volumique (kg/m3)

: Concentration des espéces (mole/c.c)
: Enthalpie (J/°K)

: Richesse du mélange

: Contrainte normale suivant x

: Contrainte normale suivant y

: Contrainte normale suivant z

: Contrainte tangentielle suivant xy

: Contrainte tangentielle suivant xz

: Contrainte tangentielle suivant yz

: Section de passage du fluide (m*2)
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Introduction générale

Le statoréacteur est un systeme de propulsion par réaction des aéronefs, dont la
poussée est produite par éjection de gaz issus de la combustion d'un carburant,
généralement le kérosene cas des statoréacteurs a combustion subsonique (Ram jet),
mais il est important d'envisager le cas de statoréacteur a combustion supersonique
(Scramjet). 1l n'est constitué que d'un tube et ne comporte aucune piéce mobile, d'ou le
terme « stato » pour statique.La seule motorisation permettant a ce jour de propulser
une navette dans l'espace demeure le moteur fusé, capable de fonctionner sans
atmospheére. Cependant, ce qui est un avantage et également un inconvénient étant
donné que ce moteur doit emporter d'énormes quantités de carburant et de comburant.
Afin de réduire la quantité de comburant a emporter il est toutefois possible dutiliser
des statoréacteurs pendant certaines phases du vol, puisqu'ils permettraient d'utiliser
I'oxygene atmosphérique au lieu d'avoir a I'emporter au complet dans ses réservoirs.
Pour ce type d'opérations, un statoréacteur est préférable a un turboréacteur car il peut

fonctionner a des vitesses beaucoup plus élevées.

Malgré l'apparente simplicité du concept, l'efficacité d'un tel moteur dépend
grandement des formes intérieures du « tube ». La premiere partie, dite entrée dair,
permet de comprimer lair en abaissant sa vitesse. Cette baisse de vitesse
s'accompagne également d'un échauffement de l'air. L'air arrive donc dans la chambre
de combustion avec une pression et une température élevées et une vitesse réduite.
Cette zone est dotée en geneéral de plusieurs couronnes d’injecteurs qui pulvérisent le
carburant et entretiennent la flamme. La forme de cette chambre et la disposition des
injecteurs doit assurer la stabilité de la flamme et la qualité de la combustion et
constitue la partie la plus complexe a mettre au point. Enfin, comme pour tout autre

moteur a réaction, la forme de la tuyére génére la poussée par détente des gaz brilés.



Introduction générale

L'énergie thermique est transformée en énergie cinétique, dans 1’état actuel des
choses les puissances telles que les USA et la Russie se donnent de grands challenges
concernant les voyages orbitaux et lanceurs de satellites a moindres codts. Pour
réaliser une telle entreprise les grands laboratoires se tournent vers un des procédés les

plus connus est le statoréacteur.

Mais comme on le sait un tel propulseur ne peut a lui seule assurer une poussée
consistante pour arracher a la pesanteur des charges utiles importante et développer
une poussée consistante pour atteindre une vitesse hypersonique; hélas un tel défis ne
peut étre achever que par le dimensionnement de chambre de combustion, accroches

flamme, injecteurs et carburant.

Cela nous pousse a assimiler a I'echelle moleculaire le phénomene de combustion,
exigeant la compréhension et I'étude approfondis des phénomeénes (écoulements)

supersoniques ou I’existence d ondes de chocs est omniprésente.

De telles ondes de chocs constituent des discontinuités ou les caractéristiques des
fluides fluctuent brutalement en grandeurs ce qui entraine un trés grand pic de

pression, de température, et de masse volumique

Ainsi on développe dans le premier chapitre I'état de I'art des recherches qui ont
eu lieu dans le domaine de la CFD appliquée aux écoulements supersoniques, pour le
deuxiéme chapitre on entame les formulations mathématiques analytiques permettant

de mettre en jeu les équations décrivant de tels phénomeénes.
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C'est au troisieme chapitre qu'on mis en évidence les équations gouvernantes du
phénoméne, quant au quatrieme chapitre on aborde le coté numérique tout en
essayant d'expliquer les équations additives permettant la résolution du probléme, en
ce qui concerne le cinquieme chapitre on développe les résultats obtenus ainsi que les
commentaires nécessaire a leurs explications, enfin en dernier on cl6ture par la

conclusion et les perspectives future.



Chapitre |
Etat de L'Art
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Chapitre | Etat de I'Art

1.1 Introduction

Les équations régissant ce type de probléme sont des équations aux dérivées
partielles de types hyperboliques dont la solution analytique est presque impossible.
Par conséquent 1’outil informatique constitue une plate forme intéressante pour la
compréhension, I'approche et la résolution des problemes en mécanique des fluides
appliqués aux vitesses hypersoniques, car le calcul peut se faire sous différentes

conditions, rendant 1’étude moins onéreuse comparativement a I’expérimentale.

En plus, les pas gigantesque en matic¢re d’élaboration des algorithmes, logiciels
et super calculateurs contribuent énormément a la compréhension physique des

écoulements.

L’objectif de cette étude est la simulation d’un jet supersonique dans un
diffuseur approché par un schéma aux différences du deuxiéme ordre appliqué a la
résolution numérique des équations de Navier Stokes régissant les écoulements
supersoniques aux seins des chambres de combustion de statoréacteur, et de le

valider par la méthode spectrale de Tchebychev.
1.2 Historique

La compréhension des écoulements supersoniques nous menent a la résolution
des équations de Navier Stokes dans leurs formes la plus compléte, composées de
I’équation de continuité, des équations de quantit¢ de mouvement et enfin de

I’équation d’énergie, tout en considérant 1’écoulement en compressible.

A savoir que les équations sont écrites sous forme conservative afin de capturer

toute discontinuité signe caractéristique de ce type d’écoulement.

L’équation ainsi obtenue est sous forme vectorielle, simplifiant le calcul et la

rendant applicable a la discrétisation du probléme.
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Chapitre | Etat de L'Art

L'équation écrite dans un domaine physique, elle est transférée dans un domaine de
calcul régulier. L’usage des transformations de coordonnées algébriques permet
I’application des conditions aux limites avec exactitude évitant ainsi les erreurs
d’interpolations dues au non alignement des nceuds du maillage avec les parois ceci
d’une part, d’autre part ce genre de maillage permet le raffinement dans certaines

régions ou les gradients sont importants.

L’une des techniques utilisée dans cette étude a été élaborée par R.Smith [1],
communément connue sous la dénomination de “’Technique aux deux limites’’, elle
est fondée sur des relations fonctionnelles directes entre le domaine physique est le
domaine de calcul, transformant les limites d’un domaine a un autre. Cette méthode
est directe, applicable aux problemes bidimensionnels, tridimensionnels ou la matrice

Jacobienne est obtenue par différenciation analytique.

Apres transformation des équations, elles sont discrétisées dans 1’espace et dans
le temps. La résolution se fait d’'une manieére numérique et elle basée sur la méthode
standard de Mac-Cormack [2].Cette méthode explicite de prédiction-correction,
développée en 1969 pour modéliser certains problémes aerodynamiques a vitesse
supersonique. Elle a été établie pendant plus de vingt ans comme étant précise,

efficace, et fiable.

Sur le plan numérique elle apparait comme une simple variation du schéma du
second ordre de Lax-Wendroff [3]. Elle est aisément applicable aux géométries
complexes et faciles a programmer. On utilise successivement dans I’étape de
prédiction les opérateurs différences en avant et dans 1’étape de correction les
opérateurs différances en arriere. A cause de son efficacité cette méthode est
largement utilisée dans plusieurs codes appliqués a la modélisation des écoulements

dans les statoréacteurs.
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Parmi ces codes le programme bidimensionnel TWODLE [4-6] élaborée par
I’inévitable Drummond en 1977 et qui modéliser les écoulements internes dans les

chambres de combustion des statoréacteurs.

Puis Drummond [7] développa ce code en rajoutant des corrections basée sur la
théorie cinétique des gaz, ainsi que des options traitant le terme de la source
chimique implicitement proposé par Bussing et Murmum [8], pour donner
naissance enfin au nouveau né dit SPARK a deux dimensions résolvant les
équations gouvernante complétes. Par suite Carpenter [9] développa ce méme code

pour résoudre des problémes tridimensionnels du méme type.

En plus de la méthode standard de Mac-Cormack [2] des algorithmes d’ordre
supérieur ont été utilisés pour résoudre les équations régissant les écoulements
supersoniques, ils ont pour avantage d’améliorer la précision et de réduire la phase
d’erreur comparativement aux méthodes d’ordre inférieur. L’une de ces méthodes a
été développée par Carpenter [9] utilisant un schéma aux différances finies du
quatrieme ordre. Ce schéma a été initialement élaboré par Abarbanel [10] afin de
résoudre les ¢équations d’Euler pour les problemes bidimensionnels et

tridimensionnels.

Carpenter [9] améliora ces mémes idées pour les équations de Navier Stokes et
les utilisa afin de modifier la méthode originale de Mac-Cormack aboutissant enfin

a un schéma du quatri¢éme ordre appelé *’Compact Mac-Cormack’”’.

Durant les soixante derni€res années les travaux avaient pour but d’améliorer
les techniques numériques permettant la résolution des équations gouvernant les

écoulements supersoniques dans les statoréacteurs.
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Les travaux de Ferri [11] et Digger [12] dans les années cinquante ont beaucoup
contribuées au développement de ce type d’engin. Durant les années soixante-dix
les techniques numériques étaient appliquées a 1’é¢tude des écoulements

supersoniques avec réaction chimiques grace aux travaux de White [13].

Afin de modeliser les écoulements, Ferri et al [14-18] utiliserent des modeles
explicites hybrides en divisant les équations gouvernantes en deux parties :
hyperbolique et parabolique, suivis d’une solution numérique pour chaque partie.
A partir des travaux de ces derniers Spalding et al [19] augmentait I’efficacité de
cette approche en développant une technique de solution implicite pour les
¢quations gouvernant 1’écoulement dans les chambres de combustion des

statoréacteurs.

Ces codes englobaient le programme axisymétrique a deux dimensions
CHARNEL [20] et le programme & trois dimensions SHIP [21]. Tous supposaient
I’existence d’un état chimique en equilibre, ce qui fut modifie par Evans [18] en
introduisant 1’effet des réactions chimiques. Ces codes sont utilisés pour étudier les

mélanges et les réactions pouvant avoir lieu au sein des chambres de combustion.

Dash adapta les travaux de Ferri et Spalding pour développer le programme
SCORCH [22] et utilisa une méthode hybride explicite-implicite pour modéliser
les écoulements supersoniques avec effet aérothermodynamique. Cette approche
divise aussi les équations gouvernantes en une partie hyperbolique résolue par la
méthode aux différences finies Upwind et une autre partie parabolique utilisant un

schéma aux différences finies implicite.
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Les travaux concernant ce programme et ses applications aux problemes de
combustion supersonique ainsi que les programmes CHARNEL, SHIP et HRE

[20,21] continuent a étre utilisé aujourd’hui.

Tandis que Ferri, Spalding et al [14-19] développaient des techniques pour les
appliquées directement aux problémes des écoulements supersoniques avec
réactions chimiques dans les statoréacteurs, d’autres algorithmes sont développés
pour résoudre les problémes d’écoulements supersoniques externes. Le précurseur
de ses algorithmes fut la méthode de prédiction correction de Mac-Cormack [2] qui
est une méthode explicite développée initialement pour modéliser les problémes

d’impact a vitesse supersonique.

Cette méthode est une variation robuste du schéma du second ordre de Lax
Wendroff [3], facilement applicable aux géométries complexes. Pour ses qualités,
cet Algorithme est aisément adapté et utilisé pour étudier une grande classe de

problémes d’écoulements externes.

Des méthodes implicites étaient développées pour résoudre les équations de
Navier Stokes compressibles sous forme conservative par Brieley et Mc Donald
[23] ; Beam et Warming [24] en proposant le schéma ADI (Alternating Direction
Implicit) du second ordre dans le temps, supposé inconditionnellement stable,
Mac-Cormack et Candler [25,26] développérent un schéma implicite comme
extension de la méthode explicite de Mac-cormack pour résoudre les équations de
Navier Stokes en considérant 1’écoulement supersonique de I’air dans un état de
non équilibre chimique et thermodynamique. Le systeme d’équations obtenu est

résolu par la méthode de Gauss Seidel.
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En général ces algorithmes implicites étaient développés pour les problémes

d’écoulements externes nécessitant I’inversion de matrices tri diagonales.

Par conséquent ils sont difficilement programmables. Cependant lorsque la
solution a 1’état stationnaire est exigée, ces méthodes convergent plus rapidement
que les méthodes explicites qui étaient appliquées largement dans 1’étude des

écoulements existants dans les chambres de combustions.
1.3 Position du probleme

La problématique consiste dans I'approche numérique du phénomeéne qui ait
lieu dans les chambres de combustion des statoréacteurs a combustion
supersonique. C'est ainsi qu'on suppose que lair rencontre le combustible
traversent une section en forme d'entonnoir divergeant siége de la combustion a

vitesse supersonique avec réaction chimique, comme le montre la figure I.1.

Se traduisant par la naissance d'une onde de choc oblique, source de
perturbation et de discontinuités, ce qui entraine aussi la présence de dissipation et
de forte turbulence se répercutant sur la nature du mélange, nécessaire a la bonne
combustion optimale, de plus naissance de phénomene de dissociation lié a I'aspect

de la Combustion.

Ainsi on peut dire que dautant que la géométrie des chambres est adéquate

meilleure sera la combustion et le rendement du moteur.
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Entree

—— ]

Figure I.1 Schéma de chambre de combustion.
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Preambules Mathematiques
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Chapitre Il Préambules Mathématigues

La discipline de la mécanique des fluides est diversifiée et pleine de phénoméne
non linéaire, ce type de mouvement est régi par des équations aux dérivées

partielles de types suivants :

-Equations hyperboliques.
-Equations paraboliques.
-Equations elliptiques.

Dans la réalité une multitude de phénomeénes sont gouvernés par ce types
d’équations, mais il est important de comprendre et décortiquer ces phénomenes et

de les modélisés sous formes d’équations.

I1.1 Classification des équations

Sur le plan physique les probléemes de mécanique de fluide peuvent étre
classés en deux types :

-Problémes d’équilibres,
-Problémes de propagation (évolution).

Les problémes d’équilibre sont des phénoménes exigeant la solution des
équations aux dérivées partielles dans un domaine fermé soumis a des conditions
aux limites, ils sont appelés problémes aux valeurs limites. Mathématiquement les
problémes d’équilibre sont régis par des équations aux dérivées partielles
elliptiques, la répartition stationnaire des températures élucide parfaitement ce type
de phénomeénes.

En ce qui concerne les problémes de propagation (évolution) ce sont des
problémes dont la solution des équations aux dérivées partielles est exigée dans un
domaine ouvert soumis a la fois a des conditions aux limites et a des conditions

initiales, ils sont appelés problemes aux valeurs initiales.

19



Chapitre Il Préambules Mathématigues

D’un point de vue mathématique ces problémes sont gouvernés par des équations
aux dérivées partielles de type hyperbolique ou parabolique, le cas de propagation

de chaleur illustre bien ce genre de probleme.

Mathématiquement on distingue trois types d’équations aux dérivées partielles

du second ordre :

Les équations elliptiques données par I’équation de Laplace :

0% u
——=0 2.1
P (2.1)

Les équations paraboliques données par I’équation de la chaleur.

ou 0°u

——=a—— 2.2

ot G 22)
Par contre les équations hyperboliques sont données par 1’équation d’onde.

ou_.ou 2.3)

ot 0 X

La solution analytique de telles équations reste pour des cas trés particuliers
pour que les phénomeénes soient tenus en compte, par contre la résolution
numérique de ces équations dans un domaine physique rapporter a un domaine de
calcul constituent une approche a explorer.

Parmi les méthodes numeériques on cite la méthode des différences finies.

1.2 Schéma aux différences

Pour la résolution d’un probléme physique dont la phénoménologie est décrite
par une succession d’équations aux dérivées partielles requiert un transfert des
fonctions en arguments continus par certains ensembles discontinus et semblables.
Les variables dépendantes existent seulement a des points discrets, de cette
maniere le probleme a été transformé en un probleme algébrique de maniére que
chaque équation aux dérivées partielle est identifiée par une équation aux

différences.
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Chapitre Il Préambules Mathématigues

Les schémas aux différences sont de deux modeles :
- Explicites.
- Implicites.

Pour les schémas explicites résolvant le probleme de cette maniere mais ne
nécessitent pas la résolution des systémes d’équations, du fait de I’apparition d’une
seule inconnue dans I’équation qui est fonction des autres variables connues a la
couche temporelle précédente.

Par contre les méthodes implicites exigent la résolution d’un systéme
d’équations aux différences pour toutes les grandeurs et pour une couche temporelle,
par suite le systeme est résolu par I’une des méthodes classique.

Parfois il est souhaitable de discrétiser les équations gouvernantes sous forme
conservative [3] pour permettre de capturer toute discontinuité. Cette forme
d’équations fut dévoilée pour la premiere fois par Courant et Friederichc en 1948
[32] et Lax fera son usage pour réaliser des schémas aux différences conservatives en
1964 [33], assurant ainsi la conservation homogene de la masse, du moment et de
I’énergie. En 1961 Longley [34] veérifie ces méthodes de différenciation separées et
trouva qu’elles produisent des vitesses sonique correctes a cause de 1’usage des
équations de conservations. En 1964 Gary [35] prouva en utilisant la méthode de Lax
Wendroff aux équations non conservatives, en pouvaient produire des erreurs
majeurs sur les vitesses de chocs ainsi que sur les variables d’état et de célérité.

Sur le plan mathématique, les équations aux dérivées partielles de formes
conservatives possédent la faculté d’avoir les coefficients des termes de dérivées
constants, et si ils sont variables leurs dérivées n’apparaissent nullement dans

I’équation. A titre indicatif on donne 1I’équation de continuité comme suit :

g§+V(pV) -0 (2.4)

Pour ce qui des problémes aux différences finies, on a deux types de solutions :
-solution exacte,

-solution approchee.
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Chapitre Il Préambules Mathématigues

La solution exacte est analytique des équations aux dérivées partielles, et elle
n'est envisageable que dans un domaine ou I'écoulement est continu. La solution
approchée est du type numérique des équations aux dérivées partielles, on assiste
donc a un transfert de variables des équations aux dérivées partielles (EDP) aux
équations aux différences finies (EDF).

L'introduction du concept de dissipation artificielle [3] fut introduite pour la
premiére fois par Von Neumann et Richtmyer [37], en ajoutant aux équations le
terme explicite de la viscosité artificielle dans les régions ou se produisent d’intenses
compressions dues aux chocs afin de stabiliser les fluctuations importantes.

D'un point de vue mathématique la viscosité artificielle n'est autre que l'erreur de

troncature. En effet c'est Von Neumann et Richtmyer [37] qui ont attribués que ce

terme est proportionnel & Ax? pour assurer enfin une cohérence mathématique.

11.3 Convergence

Le concept de convergence n'est valide que pour les systemes linéaires, pour ce
faire on admet que la théorie linéaire est largement utilisee comme référence pour les
problémes non linéaire et la justification vient justement des expériences
numériques, on peut parler qu'une méthode numérique est convergente si I'écart entre
la solution exacte D et la solution approchée D" tend vers zéro lorsqu'on affine le
maillage donc:

Lim (D-D*)=0 (2.5)

Lorsque la convergence savere difficile a obtenir on fait appel a la théorie de
P.Lax dite théorie de I'équivalence qui pose un probléme aux valeurs initiales,
satisfait I'approche aux différences finies a la condition de consistance et nous guide
a la condition ciné quoi none pour la convergence. La représentation aux différences
finies de I'équation aux dérivées partielles est consistante, si on peut vérifie que la

différance entre I'équation aux dérivées partielles (EDP) et sa
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Chapitre Il Préambules Mathématigues

Représentation aux différences finies (EDF) quand le maillage est raffiné est

nulle, d’ou I'écriture mathématique.

Lim (EDP-EDF)= Lim (ET)=0 (2.6)

Maille— 0 Maille >0
Ou ET:Erreur de troncature.

La stabilité [3,38] a été définie par O'Brien, Hyman et Raplan [39] et par Eddy
[40] en termes d'amplification ou atténuation des erreurs d'arrondis. En 1956 Lax
et Richtmyer [41] définissent la stabilité en général en exigeant un domaine limité
dans lequel n'importe quelle composante des données initiales peut étre amplifiées
dans une procédure numérique bien établie.

Un schéma numérique est stable si la solution est inscrite dans le domaine
lorsque l'intervalle de discrétisation tend vers une valeur nulle.

Il'y a trois voies pour I'analyse de la stabilité a savoir:

-L'Analyse de la stabilité de perturbation discrete,
-L'Analyse de Von Neumann,
-L'Analyse de stabilité de Hirt.

Mais c'est la méthode d'analyse de Von Neumann qui lI'emporte en matiere
dutilisation & cause de sa fiabilité surtout pour le traitement des problemes
multidimensionnels.

L'apercu de cette méthode fut montrer pour la premiére fois en 1944 [42],
puis c'est Charney avec Von Neumann [44], de telles méthodes sont basées
toujours sur le développement en séries de Taylor.

C'est dans cette logique qu'on utilise I'équation d'onde pour une dimension du

premier ordre selon [38],

u M _g (2.7)
ot oX

C: célérité de I'onde
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En utilisant I'approche de Lax a I'équation (2.7) on aura:

u:1+l: u:+1+uinl_CAt(u?+l—u?l] (2-8)

2 AX 2
Ou la solution de I'équation est une fonction de Fourier:
ur =v' e (iax) (2.9)
Avec Vn : fonction d'amplitude au temps n

k . : le nombre d'onde :

L:Z_I_I
K.
Si on définie I'angle de phase :
0 =K, AX
On obtient : u =v'e" (2.10)
De méme U=y el (2.11)
En remplagant (2.11) dans (2.8) on a:
n _ j(i+1) n _j(i-1) n _j(i+1)e L j(i-1)e
v -velv'e _Cit[v e v'e ] (2.12)
X 2

Divisant I'équation par ejmvmlzvn[e”zeje _CMLGjQEGJQJJ (2.13)
AX

En utilisant les identités trigonométriques suivantes:
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(2.14)
ej‘%—efjg =2jsing
On obtient:
Faisant intervenir le nombre de courant
At
=Cc— 2.15
7= (2.15)
L'équation (1.13) sera
v =V (cos@— jysin o) (2.16)
Définissant G comme facteur d'amplification pour I'équation (2.16)
V' =G\ (2.17)
A partir des équations (2.16) et (2.17) on extrait G:
G=cos@— jysing (2.18)

Selon I'équation (2.16) pour que la solution soit dans le domaine il suffit que:

G|<1ve (2.19)

Et alors ly]<1 (2.20)

L'équation (2.20) est appelée condition de stabilité de Courant et Friederichc
Lewy en abrégé CFL. Une telle équation est largement appliquée en
incompressible, par contre pour les écoulements compressible le nombre de

courant est donner par:

o erajat (2.21)
AX

a : célérité du son= »
P
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On utilisant la loi de conservation aux équations suivantes:
-Equation de continuité,
-Equation de quantité de mouvement,

-Equation d'énergie.

I11.1 Equation de continuité

Basée sur la loi de conservation de masse traversant un fluide en mouvement

dans un volume de contréle de dimension infiniment petit,
op
E+V(pV): 0 (3.1)

o : Densité du fluide,
V : Vitesse du fluide.

a—'0: Indique le taux d'augmentation de la densité dans le volume de contrdle.

V(pV): Indique le flux massique traversant la surface de controle.

Dans un repére cartésien avec u, v, w représentant respectivement les

composantes de vitesses selon les axes X, y, et z I'équation (3.1) deviens donc:

op , apu)  a(pv) , opw) _ (3.2)
. ox oy |

111.2 Equation de quantité de mouvement
Equations fondées d'aprés la deuxieme loi de Newton, appliquées a une entité
fluide infiniment petite traversant un volume de contrdle ce qui donne:

(3(27t\/)+vch=pF+V~Gij (3-3)

Le premier terme de gauche indique le taux des moments par unité de volume
dans le volume de contrdle. Par contre le second terme de gauche représente le
taux des moments dissipés par convection a la surface de controle.

En utilisant la transformation analytique suivante :
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V-pW = pVV-V +V(V-pV) (3.4)

En substituant I'équation (3.4) dans I'équation (3.3) en tenant compte de
I'égalité (3.1) on obtiens donc I'équation des moments :
(3.5)

DV
== pF 4V
Py =P o

Le premier terme du membre de droite de I'¢équation (3.5) met en évidence les
forces massiques par unité de volume pour notre cas cette force F n'est autre que
I'accélération de la pesanteur g. Par contre le second terme du membre de droite
de la méme équation illustre les forces surfaciques par unité de volume

appliquées par les contraintes extérieures.

A savoir que le tenseur des contraintes o &St formé de:

-Contraintes normales,

-Contraintes tangentielles.

Dans le cadre des fluides Newtoniens et selon la bible de la mécanique des
fluides [58] a introduit la loi universelle de déformation qui lie le tenseur des

contraintes a la pression et aux composantes des vitesses on a donc:

aui+6u,}+5 ou,  (i,j.k=1,2,3) (3.6)

J-;z_p5uj+ﬂ[axj 2 X, ij 2 X,

Avec :
o - Symbole de Kronecker = 0 si i+ et égale a 1si i=j

u, v, w : Composantes de la vitesse selon x, y, z.
X, Y, z : Composante du vecteur position.

u : Viscosité dynamique,
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- o S L,
L4 - Second coefficient de viscosite sachant que ;; = A y

L'équation (3.6) sera donc :

ou. ou) 2 . oul (i k=123  (37)
(Tnjz_p5|1+|:[a)(j+a)(i]_35uﬂa)(k:|

D'une maniere abrégée on écrit :

O :7p5ij+’z-ij (38)
7 - Tenseur des contraintes visqueuses
Soit : U, %2U; 2 U, (3.9
Tii =#Haxj+ axi]_35w X,

En tenant compte de toutes ses transformations, en remplacant (3.7) dans (3.5)

on aura l'équation:

6ui+6uj}2 6Uk:| (310)

pP——=pF —Vp+ vz SO M
[[xj o X, 37T O X,

Dt O X

)

L'équation (3.10) n'est autre que I'équation de Navier Stokes sous sa forme la
plus généralisée.
En faisant usage de I'équation (3.3) et I'équation de Navier Stokes dans un

repere cartésien on obtient:
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a(a/OtU)+§(pu2_o-X)+%(puV_Txy)'F%(qu—sz):p f )
%4_%(/OUV_Txy)"'%(pvz_o-y)q-%(lavw—z-yz): pf, (3.11)
0 0 o o

22 (g 1o 2 (i, Jo 2w - )

Ou les composants des tenseurs i et Ti sont définis d'apres l'analyse tensorielle.

I11.3 Equation d'énergie

Une telle équation est congue d'aprés la premiére loi de la thermodynamique
appliquée a un fluide traversant un volume de contréle infiniment petit, ce qui

donne alors:

—6(a'otE)+V.pEV =%—V.q+pf.\/ +V(Gijv) (3.12)

E: Energie cinétique +Energie potentielle par unité de masse.

Le premier terme du membre de gauche donne le taux d'augmentation de
I'énergie totale par unité de volume dans le volume de contréle.
Le second terme illustre le taux d'énergie totale dissipée par convection a travers la

surface de controle.
Le premier terme du membre de droite illustre le taux de chaleur cédée par les

intervenants extérieurs par unité de volume.
Le second terme donne le taux de chaleur perdu par conduction/unité de volume a

travers la surface de contrdle formulée par la loi de Fourier:

qg=-KVT (3.13)
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Le troisieme terme représente le travail fourni par les forces massiques/unité de
volume.
Par contre le quatrieme terme indique le travail développé par les forces
surfaciques/ unité de volume.

L'équation (3.12) dans un repére cartésien devient alors:

111.4 Forme vectorielle des équations

Il s'agit bien d'un probléme d'écoulement supersonique, compressible, 2D avec
source de chaleur. La résolution d'un tel phénomene nécessite les équations
Suivantes:

- de continuité,
- de quantité de mouvement,
- d'énergie.
De plus en prendra les hypotheses simplificatrices suivantes.

f =0

(3.15)
99
oz

Puisqu'il s'agit d'un écoulement compressible (gaz), Les dites équations citées
précédemment seront combinées sous une forme vectorielle pour donner naissance

a I'équation d'Euler trés utilisée pour régir ce type d'écoulements telle que:
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oU OE OoF
— t—+—=

ot

(PE - O‘y)'

Avec :
U: vecteur colonne.
E: matrice.

F: matrice.

111.5 Equations additives

ox

ouv
PN

oy

(3.16)

0
ou
é
E= rsU ~— O«
pUV _z-xy
(PE—O'X)U VT, +q,
_Txy
-,
7u'z-xy

Afin de rendre le probleme résoluble, il est capitale de faire I'inventaire des

équations et des inconnues; dans notre situation nous énumérons les inconnues aux

nombres de cing a savoir: p, u, v, E, pet seulement quatre équations a savoir:

équation de continuité, deux équations de mouvements(équation de quantité de

mouvement et équations de Navier Stokes) et I'équation d'énergie , il nous manque

alors une équation pour fermé la systeme; c'est alors que le salut viens de la

thermodynamique est plus exactement de I'équation des gaz parfait:
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p=pRT (3.17)

R: Constante des gaz parfait.

La chaleur spécifique a pression constante est donnée par une loi polynomiale

de la température est nommée aussi modele Thermodynamique:

C,=A+BT +CT?+DT? (3.18)

On aura besoin des équations définissant le modéle chimique, pour notre étude
on se préoccupe de la réaction du combustible hydrogene, en réaction avec 1’ Air. La

corrélation est donnée par la loi modifiée d’Arrhenius

E, J (3.19)

ka—A,T’,\IeXp[— R T

L’équation (3.19) est définie selon [55], déterminant les espéces, ou les termes
A, N, et E sont donnés par les tableaux.

Alors que I'énergie totale est I'addition des énergies interne et cinétique on a
donc:

e_P UV (3.20)
£ 2
Par contre la viscosité est donnée par la relation de Sutherland [38] tel que :

C.T* (3.21)
- T+C,

y7i

Avec la définition des constantes comme suit:
C,=1.458x10°Kg / msvK
C,=110.4°K
Lors de I'exécution des simulations numériques des écoulements a travers des

formes complexes, il est trés probable que les limites des domaines étudiés sort du

maillage engendrant ainsi des erreurs d'interpolation.
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D'une autre maniére, il est capitale de capturer les sauts rapides dans les
changements des variables d'états survenant dans la couche limite, choc par
exemple, pour se faire on fait appel a une approche trés importante dite Génération
de Maillage.

Une telle méthode consiste a discrétiser les équations dans un domaine
uniforme dont les frontiéres contiennent les limites de la forme choisie dite
domaine de calcul. C'est alors que les équations définies par la forme vectorielle
(3.16) sont utilisées pour mieux approcher les transformations des équations du
domaine physique au domaine de calcul.

On devra définir les techniques de maillage et leurs avantages selon la
référence [38] Anderson et Tannehill on a:

-Méthodes différentielles,
-Méthodes algébrique,
-Méthodes a variables complexes.

Les méthodes a variables complexes sont applicables aux cas bidimensionnels,
par contre les méthodes différentielles calculant leurs matrices jacobienne par
différenciation numérique.

On se penche alors vers la derniére option qui est les méthodes algébriques pour
leurs applications aux problemes a trois dimensions, et les transformations sont
calculées analytiqguement.

La chronologie bibliographique montre que la méthode des multi surfaces de
Eismann [46], puis l'approche de Gordan et Hall [47] ainsi décrites et améliorer par

Rizzi et Erikson [48], pour aboutir et enfin a la technique aux deux limites élaborer

par R.Smith [1].Une telle approche est une technique dans laquelle deux limites
distinctes sont définies comme des fonctions algébriques dont la variables
indépendante est normalisée & 1.Les dites fonctions sont liées par l'autre variable
définie par un pas de 1 (l'unité).

Ces deux variables représentent les coordonnées du domaine de calcul qui

défini un carré dans le plan et un parallélépipéde dans l'espace.
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Le principal avantage de cette méthode est son application en bidimensionnel
et tridimensionnel et dont la matrice jacobienne des transformations est obtenue
par simple différenciation analytique.

Selon la référence [49] Chaouki Abdelhamid (1992) on peut élucider le

chemin logique qui caractérise cette méthode a savoir:

111.6 Transformation des équations

Dans un domaine physique les coordonnées sont X, y par contre dans le
domaine de calcul sont &et #; ainsi la relation entre ces deux domaines s'écrit

comme Suit:
E=&(x,y) n=n(xy)

Et inversement on écrit donc:

X=x(&,n) y=y(&,m)

[ ]

v

An

v
o

Ag

Domaine physique Domaine de calcul

Fig. 111.1 Transformation du domaine physique au domaine de calcul.

A partir de I'équation (3.16) sous forme vectorielle on écrit :
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oU oOE oF
+—+ =

=T oo
ot ox oy

Avec U, E, et F constituent des vecteurs qui seront translatés dans le repére
physique, ainsi apparait la nécessité de transformer les équations dans le domaine de
calcul.

On suppose alors:

E=E(S.7)
Differenciant I'équation:

dE=E 4. Eq4,-E.d d
oF §+a77 n=g.ds+E,dn

Enfin: E-ES.En  © F.=F.5.+F,7,

L'équation (3.16) sera déployee dans un systéme de coordonnées en & et n7 par
la formulation suivante:

U-+<& E.+vnp E,+&E F.vnp, F,=0 (3.22)

Les termes suivants:

& on, ,§y, 17, Sont dits: Métriques.

I11.7-Domaine de calcul et métriques.

La transformation de I'équation gouvernante (3.16) du systeme de coordonnées
cartésiennes au systeme de coordonnées de calcul équivalentes (3.22), I'ajout des
quatre inconnues dits métriques et sont détermines a l'aide de la technique de
maillage.

Il va sans rappeler que le domaine de calcul est un carré on écrit:

0<e<1 0<p<1 (3.23)

A& =Constante 1

An =Constante 2
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Il est & noter que la relation entre le domaine physique et celui de calcul est

donner par:

X=x(&,1) y=y(£.n)
D’ou les limites du domaine de calcul aux limites du domaine physique:
XB:X(fB’nB) YB:Y(fB'nb)

X Y 5 Limite dans le domaine physique.
58, 1, :Limite dans le domaine de calcul.

La relation fonctionnelle inverse s'écrit:

E=E(x,y) n=n(xy)
On déduit alors les formules différentielles suivantes:

dfzé‘xdx+§ydy

d77=77xdx+77ydy

D'une maniére matricielle on écrit:

oe-15 = [a]

IR

Remplacant la deuxieme équation dans la premiére ce qui donne:

EAS P Ak

Ce qui donne enfin:

37



Chapitre 111 Equations Gouvernantes

S, <, {xg x}
n. 1, LY: Y,
Rappel sur I'analyse matricielle donne donc:

AadjA=|A-1 ce qui se traduit par: A= adjA ()

A" : Matrice inverse de A,
adjA: Matrice adjointe de A,

|A| : Déterminant de la matrice A,

I : Matrice identité.

D'une maniere similaire que I'équation (i) on écrit:

L [Y,, - x,,}
|:X§ X77:| _ Y. X
Y Y Xé Xn
< n Y. V.

Les métriques peuvent étre trouvées par simple permutation des colonnes en lignes:

R
[éx §Y:|: _Y": X":
77x 77Y Xé‘ Xn

Y: Y,

D'une maniere analytique on peut écrire:
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&=
* (Xng_Yé Xn)

_ - X,
v = (X.Y,-Y-X)

(3.24)

= 7Y§
7T (XY, -Y . X )

X

77,

(XYY X))

Faisant intervenir le terme contenant le Jacobien de la transformation noté J:

I=&,17,-5,71,
D’ou I'inverse du jacobien j‘l =X.Y,-Y:X,

Bien entendue: j:/l
]

Nous essayons de rendre I'équation (3.22) plus simpliste; on I'écrira sous forme

conservative faible notte WCLF [51] en divisant la méme équation par le terme
Jacobian, on aura donc:

jU~+d 71(§x E.+77, E,,)+ J ’1(§y F.+7, |:’7): 0 (3.25)

Mais :

JEE)-Q ¢ E) -EQE)

5
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Ainsi I'équation (3.25) sera:

n

F[(jlgyl +(J'177y],7]:° (3.26)

vl e g Fl (it Een )] g (ite) (i) |-

Par commodité on définie les quantités suivantes:

E-jllEErs F) (3.27)

On pose donc:

G.C.L= E[[ j‘lng +(3 177),,} F{(\] lgy)g + j‘lnym -0 (3.28)

Remplacant le terme de G.C.L dans I'équation (3.16) (équation d'Euler) on aura:

YL OF OF el (3.29)
ot o  on

Equation d'Euler transformée dans le domaine de calcul exprimée dans le cas le plus
généralisé.
111.8 Technique aux deux limites

On partant de I'analyse du sous chapitre 111.6, et on se rapportant a la technique aux
2 limites élaborée par R.Smith [1] qu'on a pris pour notre cas, qui n'est autre qu'une
relation fonctionnelle explicite reliant le domaine de calcul et le domaine physique.

Mathématiquement on écrit donc:
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X =X(&,n)

Y =Y(&n)

(3.30)
0<é<l

0<np<l

De cette technique il apparait que les limites dans le domaine de calcul doivent étre
transformée dans le domaine physique, voir figure 111.2.

Prenant le cas ou 17 =0et 77 =1 dans le domaine de calcul I'équation (3.30) devient:

(3.31)

Sachant que les notations suivantes désignent les limites dans le domaine physique.

X)X, () Y. (€)Y, (&):
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Ha X A
X&) Y, ()
é:; »
x.(£)y.(€) Y
Domaine de Domaine
Calcul. Physique.

Figure 111.2 Transformation des limites du domaine de calcul au domaine physique.

Pour cette approche, la variable ;7 varie indépendamment des parameétres reliant la

position et les dérivées des limites. On peut ainsi écrire I'équation (3.30) de la maniere

suivante.

x=x(£,1)=X(x, () x,(£)7)
(3.32)
y=y(&m =Yy (&) y, (&)
Les equations (3.32) sont choisies pour étre exprimées sous forme linéaire de la

maniere suivante; dites équations de Connections.

x= X, (&0 +x,(£)X1-7)
(3.33)

y=Y,(En+y (£)N-n)
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0<n<1

La dispersion des nceuds dans une direction ou une autre est grande, dans un tel cas

de figure on prendra la concentration dans la direction 7, définie par I'équation :

n=n(n)

Avec les conditions 0<z7<1,0<p<1, 3—"}0 (3.34)
n

Selon R.Smith [1] on tire la fonction suivante:

,_eﬂy”_l
T B
e’ -1
0<n<1,0<y<l, d%ﬂw (3.35)

Avec S constitue un parametre qui montre le degré de concentration des nceuds

dans un repére bien détermine.

111.9 Modéle Chimique

La nature de la réaction hydrogéne oxygene nous mene & modeler la réaction
globale selon le modéle de Rogers et Chinitz [55], ce modéle préconise que le
phénoméne se décrit selon deux réactions réversibles, la premiere produit un
composant hydroxyle, et la seconde combine I'nydroxyle avec I'nydrogéne pour formé

I'Eau chimiquement on écrit:

H, +0, — 20H (3.36)
20H + H, —2H,0 (3.37)

Sachant les coefficients stocheométriques dans les deux réactions ci-dessous, la
production des espéces peut étre approchée par la loi de la fraction molaire [55]

comme:

43



Chapitre 111 Equations Gouvernantes

N, . N. . _
jzzllyijcj_)jz:l:yijcj' ! 1’2""’NR) (338)

La loi donnant I'évolution de la concentration des espéces j par la réaction i est
donné par l'équation:

; T N. N,
[CJJ :(J/ijij/ij {kﬁlj_!C?“kbi];I[C%’u] (339)

Le taux de variation des especes j change de concentration selon toutes les

réactions N ., et on la trouve en faisant la somme de chaque réaction [55]:

- N 3.40
Cj= ;[C jj- ( )
Enfin le taux de production des especes j est donner par:

En appliquant la loi d'action des masses aux modeles de réactions (3.36) et (3.37),

on obtient alors les concentrations des espéces selon [55].

CO =—k,C H2C02+kbchOH (342)
C H.0= z(kuCéH CC)2 —Kpo CZHQOJ (343)
(3.44)

. . 1 .
Ch, "Co, —2CH,0
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_ . (3.45)
Con | 2C02 +CHZO
C : Concentration
On définit donc:
cm®
k — T —lOe—4865/R T ’
n=A mole —sec
6
cm
k — T —13e—42500’ RT ’
2 =A mole — sec
Sachant que:
A = (8.917¢ + 31;33 - 28.95)1047
A = [2.0 + % - 0.833¢J1064
¢ :La richesse du mélange (Carburant/ Comburant)
k . - Constantes d’équilibres.
Le terme source de I'équation i dans I'équation d'Euler selon [55]:
ot OX

H: source d'enthalpie des espéces i.
Ce terme source est déterminer en utilisant la fonction (3.40).
On définie maintenant la corrélation des délais d'auto inflammation pour I'nydrogéne
[55] :
tnC” Cl, = A% (3.47)
A a, 3,0 Sont données par des tableaux.

t,.. : Délai d'auto inflammation.

45



Chapitre 1V

Aspects Numeériques

46



Chapitre IV Aspects Numériques

Dans ce chapitre on essaye de donner les méthodes numériques qui permettent la
résolution des équations telle que I'équation d'onde (équation de Burger), et la méthode

est celle de Mac Cormack.

ML A% g (4.1)
ot OX

Mais il est préférable de cité la chronologie historique précédant son apparition au

grand public des numériciens.

1V.1 Méthode de Lax

Cette approche apparue en 1954 [53] est basée sur le développement limité de la

série de Taylor du premier ordre tel que

uir”l:uin+Ataat—u+ ...... (4.2)
On appliquant cette méthode a I'équation d'onde qui est:

u__oF (4.3)
a oX

On a:

our—ar (4.4)
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. . F
En substituant la relation (4.4) par sa valeur moyenne et le rapport 2—)( par les

différences centrales on aura en fin de compte:

u_n+1 _ (urﬂ"' u:,l)_ At I:in+1_ I:in—l (45)
! 2 AX 2

1V.2 Méthode Lax-Wendroff

L'apparition de cette méthode entre 1960 et 1964 [54,33] et aussi basée sur le

développement en série de Taylor du second ordre:

.”+l=u."+Ata—u+ (At) 5221.1 + o (4.6)
! ! ot 2 ot
2
En faisant usage de I'équation (4.3), et en substituant a_zu par i(Aﬁ] et
ot oX oX
enfin les dérivées par leurs diffeérences centrales, on aura donc:
n+1 n A iﬂ+1_ :\71 1 A 2 n n n n n n .
u =uU _A)t( E 2 E +E[§j [Ai+%(Fi+1_ Fi)_ Ai—%(lzi - Fi—l)] (4 7)
Avec:
n U + Ui (48)
-

1VV.3 Méthode de Mac-Cormack

Elle utilise alternativement les différences en avant et en arriére pour les deux pas,

dans le cas & une dimension on peut écrire:

48



Aspects Numériques

Chapitre 1V

ult Ul - o (FL-FY) (4.9)

1V.4 Méthode de Mac-Cormack du Second ordre

A partir de I'équation d'Euler précitée et numerotée (3.16) on écrit alors:

ouU oE oF
—+ +—=0

ot ox oy
0
U= A
o
pE
_ pU
E= U’ — O
Puv Ty
(pE—O‘X)-J —V Ty +(,
=
psuv Ty
Ve -,
(PE*O'y)' —Uz, +q,

En faisant appel au schéma original de Mac Cormack 1962 [2] a I'équation (3.16) on aura

Prédiction:
(4.10)

n

in+1,j_ E.nj) AL (Fin,j+1_ Fi,j)

At At
AY

Ul -Ul - E
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Correction:

Ul -3Ul U - (BT -EN) - (FI-FIL)| (4.11)

Sachant que:
X =iAX

= JAY , AX,AY constituent les pas spatiaux.

t=nAt , Atdéfinie le pas temporel.

A savoir que les dérivées qui apparaissent dans les termes visqueux de E et de F
exigent étre différenciées d'une maniéere correcte pour maintenir la précision du
deuxieme degré.

Les termes dérivables par rapport a X qui sont visibles dans E sont dérivés dans la

direction contraire a celle utilisée pour a%x , par contre les dérivés par rapport a Y

sont approchés par différence centrale.
Afin de mieux assimiler la méthode on prend la composante de F dans I'équation

des moments:

ou oV 412
F,=puv— ”ay M ( )

Par similitude en appliquant I'approche prédiction vérifie par I'équation (4.10) ce

qui donne:

Il en ai de méme pour I'étape de correction vérifie par I'équation (4.11) ce qui suit:
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n-+1 n-+1 n—+1 n—+1

)n+1 n+1 Ui,j _Ui.j—l n-+1 Vi+1.j—1_Vi—1,j—1 (414)

i,j—l_/’li,j—l AY i, j—1 ZAX

(F2) .- (ouv

IV.5 Méthode de Mac Cormack du quatriéme ordre

Elle se base sur la méthode originale de prédiction correction de Mac Cormack
1969 [2], elle fait appel a un schéma aux différences finies du quatrieme ordre. Elle
est citée pour donner une idée bien claire, que le raffinement des résultats est
accentués, mais demande un temps et un espace de calcul accrue.

Le chemin logique est appelé Cross Mac Cormack élaboré par Carpenter [9].
Appliquant cette méthode a I'équation d'Euler vérifiée par (3.16):

Soit:

oU OE oOF
— t—t+—=
ot oX oY

Prédiction:

(4.16)

En tenant compte des vecteurs qui constituent I'équation d'Euler on peut

exprimer certains parametres:
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g-Us
U,

La discipline thermodynamique nous permet d'écrire:

C, : Chaleur spécifique a volume constant.

On fera aussi usage de I'équation des gaz parfait pour boucler le systéme d'équation:
p=pRT
R: constante des gaz parfait.

1V.6 Etude de stabilité de la Méthode de Mac Cormack

A cause de la complexité des équations de Navier Stokes, il ne serai facile d'avoir
une forme simple pour la fermeture de lI'expression de stabilité du schéma de Mac
Cormack appliqué aux dites équations. Par ailleurs, la formule ampérique (Tanne Hill

et all., 1975) [38] peut étre normalement utilisée.

(4.17)

O_(At )CFL

o : Facteur de sécurité (~0.9).
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(At) : Condition CFL pour un écoulement invicide (Mac Cormack, 1971).

1 4.18
(At) = |U| 4 |V| 4 |VV| ta 1 " 1 N 1 ( )
cFL AX AY A\Z (AX)Z (Ay)z (AZ )2
Re.-min(Re...Re, Re.) (4.19)
Avec:
_ plujAx
ReAx - #
_ Ay (4.20)
_ Anaz
ReAZ - P

Enfin a: Célérité locale su son.

RS

Avant ces étapes, Atest calculée pour un maillage en utilisant I'équation (4.17).
La plus petite valeur de At est utilisée pour prédire la solution dans le domaine.

Si on cherche seulement une solution dans un régime permanent, elle est d'apres
Li (1973) dans de tels points, et peut étre avancer en utilisant le maximum possible
de At, d'apres I'équation (4.17).
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IVV.7 Conditions initiales et conditions aux limites

L'approche des problémes de mécanique nécessite la definition des
conditions aux limites et des conditions initiales, qui doivent étre bien définis
sur tout le domaine d'étude ou le phénomeéne se passe.

On remarque l'existence de quatre catégories de conditions a savoir:

- Condition d'entrée,
- Condition aux parois,
- Condition de symeétrie,
- Condition de sortie.
Dans le cadre de I'étude d'un écoulement dans le diffuseur de la chambre de

combustion les conditions peuvent se limiter a:

i- A I'entrée tous les parameétres thermodynamiques et hydrauliques sont fixés par
des données expérimentales.
Ii- Suivant la longueur des parois solides, on impose la condition de non
glissement pour le vecteur vitesse, (u=v=w=0),
P _o g
on on
Ou
n: désigne la normale a la paroi.
iii- A la sortie toutes les variables sont calculer par extrapolation a partir de
I'écoulement juste avant la frontiéere.
On l'occurrence on aura besoin des conditions initiales, pour ce faire on
initialisera les vitesses, les températures, et les pressions.
Une fois les conditions fixées, les équations peuvent évoluées dans le temps

en fonction du temps initial.
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Les conditions a l'entrée sont :

Les conditions a la sortie sont :

M=14

U =123of%
T =1900K

P =0.081MPa
$=03
A=0.79mm?
A =3.14mm?
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Dans cette section, nous allons entamer I'application en utilisant [l'outil
informatique, pour ce faire on utilise le code SPARK2D, code élaborer par
Drummond pour le compte de la trés serieuse NASA afin dapprocher les problémes
aérothermodynamiques siéges de tels phénomenes dans les statoréacteurs, exactement
c'est le probléme de dimensionnement de la combustion dans les chambres des super
statoréacteurs utilisant de I'nydrogéne comme carburant et I'air comme comburant.

Mais puisque un tel code sous sa forme standard contient pres de 8800 lignes,
décrivant ainsi les phénomenes cités auparavant; vu que ce code est applicable pour
les supercalculateurs de la NASA, pour notre cas on doit I'appliquer a notre échelle
avec les machines commerciale de rang nettement inférieur.

La démarche consiste a I'élimination des sous programmes non important a la
description du phénomeéne, modifié d'autres pour les rendres adaptable au probleme.
La phénoménologie du processus consiste a placer dans 1’écoulement du fluide un
diffuseur cylindro-paraboloide, a son amont on placera un avant corps pour décélérer
le fluide qui vient de I’infini amont a une vitesse hypersonique
( 4<M <7) par le biais du phénomeéne d’ondes de chocs oblique les particules du
fluides serons freinées a des vitesses nettement supersoniques. Dans la chambre de
combustion, le combustible est injecté dans 1I’écoulement de 1’air (envisager aussi une
injection du combustible a contre courant) a vitesse supersonique.

Les conditions sont telles que le mélange s’auto-enflamme (spontanément) est la
combustion se réalise toujours dans un régime supersonique. On parle dans ce cas de
«Combustion Supersonique».

Dans cette situation un dilemme s’impose de lui-méme : quel laps de temps est
nécessaire pour que le mélange réactif séjourne dans le tube a flamme ?

A priori I’expérience a toujours montrée que le délai de sejours du mélange riche
ne peut dépasser le seuil de quelques millisecondes (expériences réalisées avec des
tubes a chocs a vitesse hypersonique).

Notre approche consiste étudier numeériquement le comportement du jet (mélange)
supersonique par la méthode des différences finis principalement de Mac-Cormack et

la comparer a la méthode spectrale de Tchebychev.
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La méthode de Résolution est celle des différences finies, Les équations aux
dérivées partielles sont discrétisées en espace et résolues en temps comme les
équations différentielles ordinaires.

Un schéma explicite en temps, explicite centré en espace est utilisé. Un pas
d’espace de 2 cm et un pas temporel variant de 2.10 *s & 10°s. L’ensemble de la
modélisation est écrit en bidimensionnel. Chaque grandeur est supposee constante sur
une section droite de 1’écoulement ou des matériaux selon le cas. Le mélange fluide
dans le canal sera considéré comme homogéne (une seule phase).

Les grandeurs sont a priori toutes fonctions de la position en espace et du temps.
Les flux de chaleurs sont monodirectionnels et toujours orthogonaux au fluide ou a la
paroi. L’écoulement sera traité en laminaire bien que les équations décrivant les
nombres adimensionnels Reynolds et Nusselt donnant ces nombres soient en turbulent.

Pour le rayonnement, tous les matériaux sont supposés gris a émission diffuse,
I’émissivité ne dépend donc pas de la direction du rayonnement ni de sa longueur
d’onde. Son émissivité est donc égale a son coefficient d’absorption selon la loi de
Kirchhoff. Comme dans notre cas entrée-chambre de combustion —tuyére (cas d’un
canal fermé) on ne considere pas le rayonnement des parois sur elles mémes.

D’un point de vue chimique, on suppose que le fluide refroidisseur (carburant)
s’il ya, n’est pas corrosif et ne réagit pas avec les parois du canal.

L’¢établissement d’un modéle de cinétique chimique comme celui dans le Spark
2D est considérer comme élément clef pour la simulation de la combustion
supersonique parce que le temps de séjours du mélange réactif dans la chambre de
combustion est tres court donc le dégagement de la chaleur dépend fortement de la
cinétique chimique.

Dans la grande majorité des recherches sur la combustion supersonique dans les

statoréacteurs on définis les exigences suivantes :
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1-Le model doit étre capable de prédire correctement le délai d’auto inflammation
et 1’évolution temporelle des quantités macroscopiques durant la combustion jusqu’a
I’équilibre chimique dans les milieux homogene et avec la diffusion.

2-Le modele doit étre valable dans un domaine assez large de conditions en termes
de pression de température initiale et de composition du mélange.

L’attention est porter sur le fait que pendant I’auto inflammation du
combustible (hydrogéne) au contacte du comburant (oxygene) il y a dégagement
d’une grande quantit¢ de chaleur et formation d’espeéces majeures et d’autres
mineures a haute température.

C’est sous l’action du combustible mélangé, chauffé, comprimé qu’il y a
pyrolyse de I'hydrogéne et de I’air en plusieurs composants, mais cela ne doit en
aucun cas se répercuter sur le rendement de la combustion, il y’a formation
d’oxydant et de résidu de flamme tel que le Coke dans le canal de combustion, mais
d’une maniére générale la formation d’oxydant demeure inévitable dans les moteurs a
combustion interne et en a formation d’oxydant qui reste toujours un probléme
inhérent a ce type de phénomeéne.

On note aussi que durant la combustion on assiste a 1’émergence d’un
phénoméne dit « Dissociation» qui partage les différents composants
carburant/comburant en des espéces majeures et mineures, pour que la combustion
demeure de mise il est important que les espéces majeures soient toujours formées,
de plus il est capitale qu’il y a recomposition des autres especes (mineures) pour que
la flamme continue et les gaz se détendent dans la tuyére provoquant ainsi la poussée.

On attire 1’attention sur un parameétre nécessaire a la combustion : c’est la

richesse ¢ qui est le rapport combustible-air, comme pour les moteurs a combustion

interne alternatifs on donne une breve échelle, pour les moteurs de voiture la richesse
est considérer que pour une molécule de combustible il faut 14 molécules d’air, dans
notre étude la richesse ¢ = 0.3[29].
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Le choix d’un carburant comme 1’hydrogene, produit hautement inflammable et
explosif surtout dans sa forme cryogene nous menent a éviter un phénomene trés
dangereux a savoir I’auto inflammation explosive (Période d’induction suivie
d’inflammation et de combustion tres rapide), de méme L’atténuation (étouffement)
de la flamme peut s’avérer aussi mortelle que dangereuse car un tel inconvénient peut
cesser la poussée allant méme vers le crache de I’engin (envisager le cas de ré
allumage).

Pour notre étude le diffuseur est le générateur de tourbillons de forme
hélicoidale en son sein se produit la combustion Figure V.1, V.2 selon la référence
[31] il est & noter que la flamme se produit dans un régime d’écoulement laminaire,
ce n’est qu’une partie de combustible qui est consumée par la flamme.

L’autre demeure sans combustion. Le diffuseur en question Figure V.3 est de
dimension bien déterminée de longueur de 2 metres est pris a titre expérimental,
mais dans la réalité la longueur est au moins cing fois supérieure pour obtenir I’effet
thermopropulsif supersonique dans la tuyére.

La figure V.4 présente la distribution de la fraction massique globale du
mélange en fonction [31] du temps. C’est a ’entrée du diffuseur Figure V.5 que
I’onde de choc oblique se manifeste juste apres dans la chambre en produisant une
détente (d'une celérité nettement hypersonique a une vitesse nettement
supersonique), il s’ensuit alors une baisse de pression sur toute la longueur du tube.
Ainsi montre la figure V.6 que le combustible subit dans les premiers dixieme de
meétres une dissociation brutale de sa composition interne au contacte du comburant
et de I’onde de choc sous I’effet de la flamme.

En réalité ce sont les premiers instants a I’entrée du diffuseur qui sont
cruciale : car si le model chimique n’est pas pris convenablement, la flamme risque
de s’éteindre ou d’étre soufflée, ainsi les especes majeures doivent prédominées
dans le processus spontané de la combustion les figures V.7, V.8, V.9, V.10, V.11
montrent que la proportion de I’hydrogéne reste a une abscisse bien avancée ce qui
peut se traduire par le fait que la flamme existe est que la combustion est

maintenue.
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Le paramétre vitesse en fonction de la position Y est donné par la figure V.12
selon [31], on constate que la vitesse normale a X est trés prononcée mais elle ne
constitue pas une anomalie car le vecteur prédominant est celui des X.

De méme pour la distribution de la température donnée par la figure V.13, au
fur et a mesure qu’on se rapproche du centre la température diminue et I’inverse
est possible, cela est di a I’effet de la turbulence et du gradient de pression.

La figure V.14 montre que I’oxygene se trouve a une abscisse faible de
longueur par contre 1’hydrogeéne reste prépondérant méme pour les abscisses
avancées selon les axes X et Y, mais sur la figure V.15 la fraction massique de
I’eau prend naissance sur 1’axe des Y et évolue suivant X pour donner vie a la
formation de 1’eau ce qui est en accord avec la formation de trainées de

Condensation a la sortie de la tuyeére.

Pour les espéces mineures, la figure V.16 donne leurs variations en fonction
d’Y et on remarque une recomposition de I’eau dans le sens normal a I’écoulement
mais demeure négligeable par rapport a X.

La validation des résultats montre qu’il y a accord entre notre approche est
les expériences faites dans les références [30,31].

La figure V.17 donne la vitesse en fonction de X pour plusieurs positions de Y,
et constate que la vitesse est trés grande de 1’ordre de 2.0 kilométres par secondes,
cela est due au pouvoir de détonation et de 1’énergie liée a la dissociation du
combustible, par contre la figure V.18 exprime la vitesse du jet en fonction de la
position Y, pour différant abscisses X on constate que méme selon Y la vitesse reste
supersonique d’ordre supérieur.

La figure V.19 exprime la variation de la température en fonction de X, pour
différents position de Y, d’autant que Y est proche du centre du diffuseur la
température est élevée (proche du foyer de la flamme), pour la figure V.20 on
schématise la variation de la température en fonction de Y, pour plusieurs position
de X, le graphe n’a de signification physique que pour des ordonnées nulles ou

négatives.
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Le maillage étudié est de 31x31 retenant un temps machine trés important, il
est & noter que pour un tel maillage et pour un temps d’écoulement de 6
secondes la simulation demande un temps machine de 10 heures sur un P4 —
3GHZ, a I’aide d’un programme Fortran, exécuté sur Spark 2D, cela est du au

pas temporel réduit a cause de la vitesse élevée du fluide.
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Figure V.1 Mélange avant detonation.
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Figure V.2 Schématisation de la combustion.
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:

Entree
M=14
U =1230m/s
T =1900K
r =0,081 MPa
¢ =03 fe——X=2 m ———

Figure V.3 Schéma du diffuseur.
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Figure V.4 Fraction massique du mélange.
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Figure V.6 Fraction Massique du carburant.
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Figure V.12 Evolution de la Vitesse selon Y.
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Figure V.13 Température selon Y.
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Figure V.14 Fraction Massique du comburant.
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Figure V.15 Fraction Massique de I'Eau.
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Conclusion générale

Dans notre approche pour 1’étude numérique d’un mélange supersonique, la
méthode consiste a eétablir les équations gouvernant les écoulements
supersoniques avec phénomeénes de combustion par dissociation et recomposition
des produits de combustion pour I’hydrogéne et I’oxygéne. L’approche
numérique est celle de Mac-Cormack d’ordre 2 explicite, O combien la tache été
difficile pour élaborer un modéle (corréelation) chimique capable de tenir en
compte touts les phénomeénes meconnues qui aient lieux dans le diffuseur
accompagnant la combustion.

Les résultats obtenus se superposent avec ceux de I'approche de Tchebychev,
ce qui confirme que notre étude reste dans les tolérances de la référence [31].
L’accent est mis sur le fait que cette étude élucide la combustion supersonique a
I’échelle physique, mais reste une énigme qu’il faut explorer par une autre étude
complémentaire, qui consiste a approcher le phénoméne de formation d’oxydant
et de coke, de plus expliqué le moyen de refroidissement de la chambre (approche
par génie des matériaux).

Il est a considérer aussi le cas d'un autre carburant, comme celui du
Meéthane, et d'investiguer le phénoméne de combustion supersonique.

Un autre axe demeurant a découvrir, est celui de 1’augmentation de la
poussée en utilisant la post combustion (qui consiste a I’injection de carburant
dans le sens de I’écoulement des gaz de combustion apres les injecteurs, et ré
allumage), et enfin et non des moindres la configuration et le design de la
chambre de combustion avec ces arrétes et accroches flammes, et les moyens

adéquats pour la refroidir sans toucher a 1’efficacité de la combustion.
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