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Introduction:

L’étude du mouvement turbulent de fluide en présence de variation importantes de
masse volumique est, depuis quelques années, la source d’un intérét croissant. Un intérét
particulier tant sur le plan de la compréhension de la physique de tels phénomenes que sur
celui de I’application industrielle, comme en combustion ou lors de la phase critique
d’entrée dans I’atmosphere, d’un objet volant, ou les différences de température entre la
paroi et la couche externe donnent lieu a de fortes variations de masse volumique, ou
encore lors de refroidissement des pales de turbines par injection d’un gaz différent. En
effet, malgré I’importance de ces écoulements, il existe relativement peut d’études
complétes, numériques ou expérimentales. L attrait fondamental réside tous
particulierement dans le fait que le couplage des équations de conservation
thermodynamique et de la mécanique (masse, quantité de mouvement, ...) devient fort par
I’apparition d’une variable supplémentaire : la masse volumique.

Ces écoulements ont été étudiés en utilisant plusieurs schémas de décomposition
moyenne. Nous en distinguerons, pour les modeles de fermeture au second ordre, trois
types.

Le premier, utilisant des moyennes conventionnelles au sens de Reynolds, a fait I’objet
de certains travaux comme ceux de Donaldson et col cite: dona , Janika et Kollman

cite: jlan , Janika et Lumley cite: aj , et Panchapakesan et Lumley cite: apan .

Le second, originalement proposé par Favre cite: afl cite: af2 cite: af3 cite: af4,
utilise des moyennes dites ” pondérées par la masse ”. Notons que cette décomposition
prend en compte de fagon implicite certains effets de masse volumique rendant 1’écriture
des équations pratiquement identiques a celles du cas isovolume. C’est ainsi que de
nombreux auteurs comme Kent et Bilger cite: kentl , Borghi et dutoya cite: abrl , Jones

cite: jlon , Chassaing cite: acl , Vandromme cite: van , Viollet et col , Ruffin et col

cite: arul , adoptent cette décomposition pour étudier des écoulements turbulents a masse
volumique variable, et ce, avec des modeles essentiellement développés pour des
écoulements a masse volumique constante.

Notons, en particulier, les calculs de Chassaing cite: ac2 cite: achl , qui mettent en
evidence des différences significatives entre deux modeles de fermture semblables avec des
regroupements binaires (Flux de masse inclus dans les grandeurs moyennes) ou tertiaires
(Flux explicités en fonction des moments d’ordre deux) il a utilisé les moyennes
conventionnelles, en regroupant les corrélations convectives en trois contributions,
dégageant un terme de flux basé sur la valeur instantanée de la masse volumique, il montre
que les corrélations doubles impliquant la fluctuation de masse volumique sont liées, dans

différents cas, au termes précédents, c’est a dire toute corrélation du type f est liée au

terme de flux principal correspondant de type fii;, ces flux principaux font 1’objet
d’équation de bilan en tous points semblables a celles obtenues en situation ou la masse
volumique est constante.

Enfin, un trosiéme type de décomposition appelée "mixed-weighted ”, représentant un
cas hybride des deux décompositions classiques de Favre et Reynolds, a été développée par
Ha Minh et col cite: ahl et Mac Innes cite: amac .

En définitive, les différentes méthodes actuellement mises en oeuvre permettent, pour
la plupart, une assez bonne prédiction du comportement global d’un jet a masse volumique
variable. Cependant il apparait nettement qu’un raffinement est nécessaire, notamment en
ce qui concerne la structure fine de la turbulence et plus particulierement les modélisations
de termes d’ordre supérieur ( moments d’odre trois, corrélations pression-vitesse, ...). Ceci



est d’autant plus critique dans la région de proche sortie des jets, ou la turbulence est loin
d’étre en équilibre. Il ressort nettement de la littérature que la variation de masse
volumique affecte de maniére considérable 1’évolution des grandeurs turbulentes.

Sarh cite: assur remarque que 1’énergie cinétique de la turbulence, d’un jet d’air plan
fortement chauffé, est plus forte que celle d’un jet froid. De plus, il note que le paramétre
v2/u?, qui peut étre considéré comme un indicateur du mélange turbulent Browne et col

cite: brow , augmente : une tendance a I’isotropisation semble apparaitre lorsqu’un jet
débouche dans un milieu ambiant qui est plus lourd. Panchapakesan et Lumley cite: apan
observent, eux aussi, dans un jet d’hélium, une augmentation de 1’énergie cinétique de la
turbulence. Ces auteurs concluent que les différences rencontrées au niveau de la structure
de la turbulence sont essentiellement induites par les effets de gravité, et ce, méme dans les
régions ou les forces d’inertie sont censées €tre dominantes.

L’éxistence d’un mouvement organisé dans les écoulements de jets a été¢ mise en
évidence par de nombreux auteurs parmi lesquels on peut citer, pour I’étude de la région de
proche sortie, Bradshaw et col cite: brad , Cohen et wygnanski cite: cohe , Chua et
antonia cite: chu . Ce mouvement contribue de fagon significative au transfert de chaleur
et de quantité de mouvement et joue un réle important dans le controle du taux de réaction
chimique en combustion Kumori et Ueda cite: kumo . L’entrailnement d’un jet est aussi
dépendant de 1’éxistence de ces structures cohérentes Dahm et dimotakis. Dans les jets
axisymétriques fortement chauffés étudiés a L’IMST Bahraoui cite: abah et Amielh

cite: aami , une augmentation notable du nombre de prandtl de la turbulence a été obsevée.
Ceci est également obtenu par Sarh cite: assur dans le cas d’un jet plan. Ce fait semble
étre 1ié a la diminution de I’importance des structures cohérentes ou au développement de
structures de plus petites échelles ayant un caractére moins anisotrope; ce qui soutient
d’ailleurs le resultat précité relatif a la tendance a une isotropisation de 1’écoulement quand
diminue. C’est d’ailleurs une des conclusion du colloque Euromech 237 Fulachier et col

cite: fula :”puisque les variations de masse volumique affectent les flux turbulents, en
particulier les tensions de Reynolds, on peut s’attendre a ce que les structures cohérentes
soient aussi modifiées”.

Une autre manifestation de 1’influence des variations de densité sur la structure de la
turbulence peut étre appréhendée a travers le rapport de temps caractéristiques dissipatifs
attachés au champs de scalaire 2/2 et vitesse &/ . En effet une comparaison, entre
résultats numériques et expérimentaux, effectuée a I’IMST Anselment et col cite: ansel a
montré que ce rapport diminuerait pour de forts chauffages, résultats cohérent avec celui de
Chassaing et chibat cite: acha qui préconisent de prendre 0.7 pour un jet de co»
s’épanouissant dans de I’air au lieu de 0.5, valeur alors établie pour le cas d’un contaminant
passif. Notons que les échelles de temps caractéristiques dissipatifs sont essentielles pour
bien caractériser la turbulence et le mélange; en particulier, les modélisations de
combustion turbulente de type Lagrangien Borghi et Gonzales cite: abor font intervenir

des temps de mélange qui semblent reliés aux temps caractéristiques Eulériens précités.
La stabilité des jets est aussi affectée par la variation de masse volumique; Monkewitz
et Sohn cite: amok montrent que, lorsque le rapport des masse volumiques S est inférieur
a 0.72, le jet devient absolument instable. Or la présence d’une instabilité absolue peut
donner naissance a des oscillations auto-entretenues qui sont la cause de changements
conséquents dans le développement d’un jet. Nous pouvons citer les travaux de

Sreenivasan et col cite: sree pour des jets d’hélium dans de I’air ambiant, ou encore ceux
de Monkewitz et col cite: monz sur des jets d’air fortement chauffés. Les visualisations de



Riva cite: ar, dans un jet d’hélium, dans lesquelles on observe des éjections intermittentes
transversales de gaz, confirment ces resultats. Soulignons, toutefois, que lorsqu’un
co-courant existe, méme trés faible, I’instabilité disparait. On peut également penser que,
pour un jet pleinement turbulent dés I’émission, le phénomene n’existe plus.

En ce qui concerne les grandeurs globales la majorité des travaux s’est consacrée a
tester les lois de décroissance générales, il ressort nettement que les décroissances de
scalaire demeurent supérieures a celles de la vitesse : ’le scalaire se mélange mieux que la
quantité de mouvement”. Par ailleurs, de nombreux travaux montrent que I’entrainement et
le mélange augmentent lorsque la masse volumique du jet diminue. Les toutes premicres
expériences de Corrsin et Ulberoi cite: acor sur un jet d’air fortement chauffé

S j/ < 0.49 montrent que les décroissances axiales de vitesse et de température sont
plus pronongées que celles d’un jet avec faible chauffage S 0.95 . Ricou et Spalding
cite: arico mesurent un entrainement, pour un jet d’hydrogeéne s’épanouissant dans de 1’air
aurepos S 0.07 , plus fort que celui obtenu dans le cas d’un jet a densité constante. De
méme, Tombach cite: ato trouve qu’un jet d’hélium débouchant dans de I’air a un
épanouissement plus important et une décroissance axiale de vitesse plus rapide que dans le
cas d’un jet homogene. Des obsevations similaires ont été faites par Abramovich et col

cite: ABR pour des rapports S variant de 0.14 a4 0.79. Ainsi, la plupart des resultats
s’accordent sur un effet global significatif de la variation de masse volumique : ”plus le jet
de gaz est l1éger, meilleur est son mélange”.

D’autre part, il est rare, comme le soulignent Russ et Strykowski cite: arus , de
retrouver des études systématiques concernant les effets des conditions initiales sur le
développement d’un jet. Antonia et Bilger cite: aant se sont intéress€s, pour un jet d’air

Cte , a I’étude de I’effet d’un co-courant, et ils concluent que I’écoulement ne serait
en similitude que pour des rapports »  U./U; suffisamment inférieurs a ’unité.
L’éventuelle présence d’un confinement est elle-méme slirement a prendre en considération
et une étude systématique de ce confinement, auquel s’ajoutent d’autres parameétres
formant les conditions initiales, serait nécessaire. D’ailleurs, Matsumoto et col cite: matsu
montrent que I’épaisseur de la paroi de la buse d’éjection peut avoir une influence
considérable sur la croissance d’un jet et que celle ci est d’autant plus forte que 1’épaisseur
de la buse est importante: néanmoins, lorsque le rapport , demeure faible », 0.2 , les
effets précédents deviennent négligeables. Le nombre de Reynolds Re; est aussi un
parameétre d’importance. En effet, Pitts cite: pit obtient, indépendamment de la masse
volumique, une diminution de la croissance d’un jet lorsque Re; augmente.

D’autre parametre globaux sont importants : les demi-largeurs L, et L . Comme il est
¢tabli que la décroissance axiale du champ scalaire est plus rapide que celle du champ
dynamique, il semble logique que L soit 1égerement plus forte que L, ce qui est,
d’ailleurs, généralement observé, Fulachier et col cite: aful . De plus, la pseudo-similitude
ne prévoit aucune influence de la masse volumique sur la croissance de ces grandeurs alors
qu’il semblerait que, lorsque S diminue, la demi largeur augmente: c’est d’ailleurs ce que
souligne Hinze cite: hinz . Notons que les mesures de Sarh cite: assur effectuées dans un
jet chauffé de canal rectangulaire indiquent un comportement inverse. En fait, la similitude
¢tant approchée, il subsisterait un effet de masse volumique alors non pris en compte.
Soulignons que I’effet de densité sur la demi-largeur n’est en aucun cas comparable a celui
qui existe sur le développement axial des champs dynamique et scalaire.

La configuration adoptée ici dans ce travail est celle d’un jet coaxial de deux tubes
concentriques axisymétriques. Deux situations avec et sans variation de densité ont été
considerées, avec un rapport de masse volumique variant de 0.14 He air al air air,



pour un flux de quantité de mouvement M; constant a la sortie de la buse voir figure 1,1 .
Ce choix se justifi par le fait que cette configuration de jet, est la plus repondue d’un point
de vue pratique.

\

D:i=27 mm

figure (1-1) Schéma de la buse coaxial.

Parmi ces applications pratiques on cite principalement le domaine de la combustion

pour améliorer le mélange en combustion liquide, largement gouverné par la

dynamique des écoulements

pour améliorer la performance des injecteurs de moteur de fusées pour éviter une

mauvaise combustion et une flamme instable.

Les injecteurs sont composés de deux jets concentriques circulaires ou parviennent le
carburant et le comburant, qui ne sont pas prémélangés. Les combustibles utilisés sont
I’oxygene liquide et I’hydrogéne gazeux. Le premier, lourd et a faible vitesse, est injecté
dans la buse centrale. L’hydrogéne, trés léger et trés rapide, est injecté dans la buse
annulaire. Nous sommes donc en présence d’un écoulement diphasique, complexe par
nature et encore plus complexe si I’on considére qu’il s’agit d’un écoulement réactif,
donnant lieu aussi a de fortes augmentations de température dues au processus de
combustion. La région d’étude est assez limitée dans 1’espace: quelques stations en aval
suffisent pour la combustion.

Une autre application est la réduction du bruit des moteurs d’avion, il a été observé
empiriquement que le bruit produit par un jet simple pour une vitesse de sortie fixée peut
étre réduit grace a un jet co-axial.

C’est dans le but de nous rapprocher de ces type d’écoulement que nous avons mené
des recherches sur les jets coaxiaux, monophasique, isotherme, avec fortes différences de
densité.

Les jets turbulents coaxiaux axisymétrique a densité pratiquement constante ont fait
I’objet de nombreux travaux,on peut citer ceux de Ko et Chan, Ko et Au, Ko et Kwan

cite: ak , plusieurs d’entre eux concernent des expériences réalisées avec des rapports de
vitesse extérieure / intérieur plus petites que 1’unité le plus ancien de ces travaux que nous
connaissons est celui de Morton cite: am , qui développe un modéle simplifié¢ mais qui ne
prend pas en compte la région des cones potentiels, ou la plus grosse partie du mélange se
réalise.

Champagne et Wygnanski cite: ach , réalisent un important travail expérimentale, ou
ils mesurent les composantes axiale et radiale de la vitesse par thermo anémométrie. Ils
présentent deux types de buses, avec des rapports de diamétre différent et comparent les
résultats obtenus. On peut citer, aussi le papier de Williams et Al cite: aw , ou le but de
I’¢étude est de trouver le jeu de la vitesse qui permettra de prédire 1’atténuation du bruit du
jet central.



D’autres travaux ceux de Ko et Kwuan ou les vitesses intérieures plus grandes que les
vitesses extérieures sont a partir des mesures au fil chand et au microphone.

Il y a aussi quelques travaux sur les jets coaxiaux homogenes, avec des rapports de
vitesse de I’ordre de 1, ainsi, Ribeiro et Whitelaw 1980 , présentent des jets coaxiaux a
ry 0,68,1et 1,54, avec une partie de 1’étude consacrée aux jets avec une composante
hélicoidale.

L’équipe du Pef.Ko, de I'université de hong kong, a réalisé d’autre travaux sur les jets
coaxiaux a densité constante, pour des rapports de vitesse entre 1 et 6.7. Ils ont réalisé des
mesures des vitesses axiales et de pression (avec un microphone). Les travaux de Ko et Au

1985 etde Auet Ko 1987) ou les jets qu’ils étudient ne présentent pas de région de
recirculation, comme conséquence de la géométrie de la buse bien profilée et de la
laminarité des écoulements en sortie de buse.

Dahm et Al cite: ad montrent fondamentalement des visualisations réalisées dans des
jets d’eaux coaxiaux, ils examinent les types de convection des grandes structures des
couches de mélange initiales, en fonction des rapports de vitesse et des vitesses absolues.
Ainsi a faible rapport, les tourbillons sont convectés comme les structures d’un sillage, et
pour les forts rapports, ils sont convectés comme les tourbillons d’une couche de
cisaillement. Tang et Ko cite: tang font une étude similaire sur les structures dans la
région proche d’un jet coaxial homogene, a r, 3.

Par contre, I’effet de forts gradients de densité lorsque la masse volumique est variable
a été étudier récemment par 1’équipe de E. Hopfinger, du LEGI-IMG, qui a réalisé des
¢tudes expérimentales sur les jets coaxiaux, tant homogenes qu’hétérogeénes, pour un projet
d’¢tude des injecteurs de moteurs fusée.Villermaux et al. cite: av ont développé un modéle
simplifié pour I’établissement du début du régime de recirculation, en fonction du rapport
des flux de quantité de mouvement extérieur/intérieur, M;. Ils ont réalis¢ des mesures de
vitesse, pression et concentration, pour différents rapports de vitesses, dans des jets
coaxiaux homogenes (a eau).

Parmi les études sur les jets coaxiaux ou les effets de densité variable ont été considérés
a ¢té faite par Gladnick et al. cite: ag . Ils ont utilisé une configuration de trois jets
concentriques, avec de ’air et du CFC-12 ( crc 12/ «ir 3.8 . Les rapports de vitesses
extérieure/intérieure ont varié de 0.26 a 2, et pour ce dernier cas la valeur du rapport M, est
de I’ordre de M; 15, ce qui se situe dans la partie inférieur de la gamme de valeurs que
nous avons envisagées.

Les jets axisymétriques simples avec différence de densité on été largement étudiés,.
Plusieurs de ces études concernent le champ lointain du jet. Ainsi, on peut citer les articles
de Pitts cite: ap , ou il présente des mésures pour différents gaz injectés dans un
¢coulement co-courant, en fonction du nombre de Reynolds.

Ruffin et al., cite: aru on montré que le parametre le mieux adapté aux différences de
densité dans les jets est le rapport des flux de quantités de mouvement initiales, entre le jet
et le co-courant. L’¢étude est numérique et considere le champ lointain du jet. Dans la méme
ligne, Djeridane cite: adj présente une étude expérimentale du champ proche x/D 40 ,
ou sont mesurées deux composentes de la vitesse et la concentration, en utilisant
I’anémométrie laser. Il présente aussi une étude numeérique, afin d’évaluer les termes qui
n’ont pas pu €tre mesurés ou estimeés a partir des mesures. Il conclut qu’il n’existe pas de
véritable similitude, mais il établit des lois d’affinité.

Pour les jets a masse volumique variable, immergés dans un écoulement co-courant,
nous pouvons citer I’étude de J.-C.Sautet 1992 , L’auteur a mesuré 1’évolution axiale des
vitesses et concentrations par anémomeétrie laser. Afin d’étudier la dissipation scalaire, il a
réalisé des mesures instantanées de densité par diffusion de MIE. Cette méthode, de mise



en oeuvre difficile, donne de bons résultats, malgré un grand rapport signal-bruit. Ainsi,
pour les gaz plus légers, les profils présentent plusieurs pics et de plus grande amplitude
que pour les gaz lourds. Pour un jet de gaz léger, les grandes structures sont plus
développées et pénetrent profodément dans le jet, tandis que pour les gaz lourds, elles sont
limitées a la région de la couche de mélange.

Objecifs du travail

Le premier objectif qui motive cette étude consiste a explorer le comportement des jets
coaxiaux turbulents homogenes et hétérogenes en fonction des vitesses et des densité
initiales, et de comprendre la dynamique et les processus de mélange des jets coaxiaux
avec fortes différences de densité. La détermination de 1’existance d’une zone de
recirculation ou d’un cone potentiel, pour chaque type de jet, sont des priorités de ce
mémoire. Les rapports initiaux des vitesses et des densités sont les parameétres qui vont
definir le type de jet. En faisant varier les vitesses et densités, nous allons nous déplacer
entre les deux extrémes. Il y aura des combinaisons vitesse-densité initiales qui
développeront un cone potentiel et d’autres qui conduiront a I’établissement d’une zone de
recirculation. Un parametre important dans cette étude est la longueur du cone potentiel et
sa variation avec les paramétres de 1’écoulement. Du point de vue de ’application aux
injecteurs de moteurs fusée, c’est le cas intéressant, car il ne doit pas y avoir de
recirculation a la sortie des injecteurs.

Le deuxiéme objectif de ce travail numérique c’est d’établir et formuler les équations
des écoulements turbulents ou la masse volumique est variable, dii 4 un mélange de gaz
différent. Sur le plan de la modélisation de ce type d’écoulement, il existe plusieurs
schémas de fermeture au second ordre, qui seront comparés et discutés. Le schémas adopté
ici c’est la proposition de favre.

Dans notre ¢étude, la vitesse du jet annulaire sera toujours plus grande que celle du jet
central et la densité du fluide annulaire sera toujours inférieure ou égale a celle du fluide
injecté au centre.

Organisation du mémoire

La premiere partie de ce mémoire, commence par démontrer 1I’importance des jets
coaxiaus, et fournir une bref étude bibliographique sur le sujet.

La deuxieme partie est consacrée d’une fagon détaillée a la description des jets
coaxiaux et des couches de mélange. Et en rappelant les différentes formulations des
équations ouvertes du mouvement turbulent d’un fluide a masse volumique variable, en
présentant briévement les principales propositions existantes, depuis la proposition de
Favre qui a introduit la notion de moyenne pondérée par la masse volumique jusqu’a la
nouvelle proposition de P.Chassaing.

La trosiéme partie illustre les équations de transport fondamentales de la mécanique des
fluides.

La quatrieme partie traite la méthode numérique basée sur des intégrales locales sur des
volumes finis, et les principes de la discrédisation des équations de mouvement.

Enfin, dans la derniére partie de ce mémoire en présente les principaux résultats en
appliquant la méthode numérique discutée au chapitre 4, ou les résultats numérique pour
chaque cas, homogeéne comme le cas hétérogéne sont commentés et comparés avec les
résultats expérimentaux pour povoir ensuite tirer les conclusions et faire les remarques
nécéssaires.

La physique de la turbulence des jets
co-axiaux et des couches de mélange:



Les jets co-axiaux sont composés de deux tubes axisymétriques qui forment deux
injecteurs séparant deux écoulements de fluide, central et annulaire. Le fluide ambiant est
au repos.

Le champ d’écoulement, siege d’un fort gradient de vitesse produit par deux courants
paralleles de vitesses U; et U, différentes, est dit couche de mélange.

dans le champ proche des jets co-axiaux, on distingue deux régions d’écoulement
potentiel appelées cones potentiels interne et externe. La fin du cone potentiel externe
délimite la zone de développement initial des couches de mélange tandis que celle du cone
potentiel interne marque le raccordement des deux jets en un jet simple. Au-dela de ce
raccordement est la zone dite pleinement développée, qui est séparée de la premicre (de
développement initial) par une zone intermédiaire.

Dans la zone initiale, développent deux couches de mélange qui croissent vers 1’aval.
Le saut de vitesse a I’interface extérieure, entre le jet annulaire et le fluide ambiant, Etant

U U2 U3 0 lacroissance spatiale de la couche de mélange qui s’y développe est
indépendante du rapport des vitesses initiales r,, , alors que celle de I’interface intérieure est

. R U . .
proportionnelle a”—l, ru 71 voir figure ci-dessous.
ru 2

Cone potentiel externe

Céne potenti?l interne

1
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Figure (2-1) Les trois régions d’un jet coaxial
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Figure(2-2) Couches de mélange
Notons €galement que les structures tourbillonnaires de la couche de mélange



extérieure dominent rapidement I’écoulement et gouvernent la dynamique du jet co-axial
sir, 3.
Les couches de mélange représentent le mécanisme moteur de la dynamique du champ
proche et méritent ainsi une attention particuliére.

Couche de mélange:

Une couche de mélange est une sorte d’interface correspondant a une brusque
différence de vitesse dans le fluide. On peut obtenir une couche de mélange telle que la
figure (2-3 ) dans le sillage d’une plaque trés fine de part et d’autre de laquelle les deus
courants ont des vitesses différentes.
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Figure (2-3) Couche de mélange

Notons ici que des tourbillons en spirale se forment et sont responsable d’une
croissance de 1’épaisseur de la couche x). Il a fallu cependant attendre les célebres
expériences de A.ROSHKO et ses collaborateurs au CALECH dans le début des années
soixante dix pour montrer 1’existence de tourbillons cohérents de ce type dans des couches
de mélange a trés grand nombre de reynolds. L’évolution spatiale de ces structures
tourbillonnaires est exprimée en terme d’épaisseur de vorticit¢é  par la relation linéaire
(Brown et Roshko, 1974):

d U 2 U 1 Iy 1 < U 2
W 018—U2 U1 0.18 Y 1 oury —1 #

la relation entre et I’épaisseur de la quantité de mouvement

[+ (45 J #

ou
v Yt "
2
vitesse convective
u U, U
t R
es 5

Dans la couche de mélange, la vorticité (vitesse angulaire de rotation du tourbillon
latent) est approximativement uniforme. A I’extérieur de la couche elle est nulle puisque
les courants y sont uniformes.Une couche de mélange apparait donc comme une nappe de
vorticité (ou nappe tourbillonnaire) plongée au sein d’un écoulement sans vorticité
(irrotationnel). Dans la nappe tourbillonnaire la vitesse du fluide parallélement a la nappe
qui subit un quasi discontinuité de part et d’autre de celle-ci, d’autre part dans le régime



laminaire, les parcelles fluides voyageront d’un c6té ou I’autre de I’interface sans la
traverser.

Supposons maintenant q’une perturbation extérieure conduise a I’oscillation de la
nappe tourbillonnaire voir figure 2 4 .
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figure (2-4) Formation d’un tourbillon en spirale par instabilité d’

On premier lieu, un raisonnement analogue a celui fait pour la portance d’une aile
permet de dire que la pression dans les parties concaves de la nappe va étre supérieure a la
pression dans les parties convexes. Donc le fluide va pousser la nappe tourbillonnaire vers
le haut et vert le bas figure (2-4,b), accroissant I’amplitude de 1’oscillation. On applique
ensuite le théoreme de Kelvin qui permet de dire, si I’on accepte de négliger la viscosite,
que la nappe tourbillonnaire va étre emportée par le fluide. En premiére approximation, la
partie supérieure de la nappe sera donc emportée par le fluide du haut, et la partie inférieure
par le fluide du bas. Puisque ce dernier est moins rapide la partie supérieure de la nappe
tourbillonnaire va rattraper la partie inférieure, et provoquer une sorte de raidissement du
front figure (2-4,c), puit par un nouveau mécanisme intervient, conduisant a I’enroulement
de la nappe tourbillonnaire par induction de vitesse, la partie inférieure va tendre a mettre
en rotation autour d’elle la partie supérieure (dans le sens négatif, correspondant au signe
de la vorticité de la couche de mélange que nous avons choisi de considérer ). En méme
temps la partie supérieure va tendre a faire tourner la partie inférieure autour d’elle, dans le
méme sens, il en résulte un enroulement en spirale de la nappe tourbillonnaire, donc une
concentration de vorticité dans la partie spirale (tourbillon de Kelvin-Helmoltz), au
contraire, la vorticité dans les tresses extérieure diminue (figure (2-4,d ete)

Remarquons enfin que 1’on peut observer trés souvent dans la vie réelle ce type de
tourbillon de Kelvin-Helmoltz: Dans 1’eau d’un ruisseau ou d’une riviére, derriére un
¢largissement brusque du lit dans I’océan, derriere un cap, dans 1I’atmosphere, on trouve des
tourbillons spiraux (d’axe horizontal) en aval des montagnes (dans des situations
d’inversion thermique), ils sont alors marqués par des nuages. La tache rouge de Jupiter
pourrais €tre aussi I’un d’entre eux, en aérodynamique, ces tourbillons sont lachés derriere
les avions, trains et automobiles, dans les chambres de combustion des moteurs d’avion,
ces tourbillons sont nécessaire pour le mélange efficace du combustible a I’air.

Quelques caractéristiques générales de I'écoulement

Le caractere aléatoire:
Les variations irrégulieres et imprévisible de la vitesse, et des autres variables attachées
au fluide, en fonction de I’espace et du temps constituent la manifestation la plus
immédiatement perceptible de notre écoulement turbulent. Le recours a la méthode



statistique est apparu trés tot comme nécessaire pour faire face au défi que représentaient
ces variations et pour obtenir les propriétés moyennes nécessaires a 1’ingénieur. En dépit du
caracteére un peu artificiel de la séparation du mouvement instantané en un mouvement
turbulent et un mouvement moyen qui n’a en fait d’existence qu’au plan statistique, cette
méthode est toujours la plus utilisée. L’¢tude expérimentale couplée a 1’analyse théorique
puis a la modélisation des divers types de moyennes en un point (a travers les  moments

) ou en plusieurs points (a travers les  corrélations et  fonctions spectrales ) a
en effet conduit a une bonne compréhension globale de la physique des écoulements
turbulents et a des méthodes de prévision relativement fiables de leurs propriétés
essentielles.

Cette approche classique est cependant aujourd’hui battue en bréche pour deux raisons.
La premiére est une prise de conscience de plus en plus nette de ce que la turbulence n’est
pas un phénomene totalement aléatoire puisque 1’on peut y identifier des mouvements
organisés, les structures cohérentes, qui s’y répetent plus ou moins régulierement et
exercent une action parfois déterminante sur son évolution. La seconde est la possibilité
offerte par les calculateurs les plus modernes d’une simulation numérique des irrégularités
du comportement spatial et temporel des plus grandes échelles du mouvement turbulent, les
gros tourbillons a d’ailleurs ne pas nécessairement confondre avec les structures cohérentes
évoquées ci-dessus. Ainsi, la fronti¢re entre la partie de 1’écoulement qui pourra étre
calculée directement (et qui devra 1’étre si I’on recherche une précision maximale), et celle
qui relévera d’un traitement purement statistique sera vraisemblablement dans quelques
années fixée par I’ingénieur lui-méme en fonction de critéres de colt et d’efficacite.

Cette évolution n’est d’ailleurs pas sans poser des problémes au niveau conceptuel :
existe-il a la limite une physique de la turbulence autre que celle contenue dans les
équations de Navier ?

Le caractere non linéaire:

Une seconde caractéristique physique fondamentale de cet écoulement est la
coexistence en son sein d’'une gamme large et continue d’échelles de mouvements. Ceci est
une conséquence directe de la non linéarité des équations de Navier-Stoces : méme si
I’énergie est concentrée au départ dans un domaine spectral restreint, cette non linéarité a
pour effet une répartition sur toute 1’étendue disponible en un temps fini. La non linéarité
assure par ailleurs une interaction permanente entre toutes les échelles. La prédictibilité des
grosses structures est donc nécessairement limitée par I’effet des petites, dont
réciproquement I’universalité du comportement statistique est compromise par 1’influence
des grosses.

La physique des interactions non linéaires est aujourd’hui assez bien appréhendée, tout
au moins dans les situations les plus simples. Dans les cas pratiques de turbulence
développée, les plus grosses structures, nécessairement inhomogenes et anisotropes en
raison des conditions aux limites, possedent les échelles maximales autorisées par ces
derniéres. Les gros tourbillons responsables des flux et de la production d’énergie cinétique
du mouvement turbulent par interaction avec le mouvement moyen, a un taux noté P, ont
des échelles typiques de vitesse et de dimension de I’ordrede u  U/S5et!/ L/SsiUetL
sont les échelles globales correspondantes de 1’écoulement considéré. Pour la turbulence
tridimensionnelle a laquelle est généralement confronté I’ingénieur, les interactions de ces
gros tourbillons ont pour effet un transfert, ou cascade de 1’énergie cinétique produite, a un

3 .
taux de I’ordre de ”l—, vers des échelles de plus en plus petites pour lesquelles le
comportement local de la turbulence devient progressivement isotrope et homogene, et

donc universel. Le processus n’est limité que par la viscosité, lorsqu’il atteint des échelles
suffisamment petites pour que le flux d’énergie transféré soit dissipé en chaleur sou I’effet



de celle-ci, a un taux noté . Les échelles des petits tourbillons dissipatifs sont celles de
Kolmogorov, v 14 et 3/ 14 mais leur structure exacte reste mal connue.
L’expérience et I’analyse des différentes constantes de temps montrent que la turbulence a
tendance a étre en équilibre interne, c’est-a-dire que les taux de production, de transfert, et
enfin de dissipation sont, au moins en moyenne, approximativement ¢gaux :

P U?/25L

Ceci a des conséquences fondamentales pour des écoulements turbulents dont le
nombre de Reynolds global, R, U.L/ , est grand ou méme trés grand. La turbulence
accroit la dissipation de I’énergie cinétique en chaleur dans une proportion considérable :
son taux est en effet U?/25.L au lieu d’étre de I’ordre de ~ U/L 2, soit un rapport de
R./25 a 1. Paradoxalement, cette dissipation accrue n’est pas controlée par la viscosité, qui
n’agit que sur I’échelle a laquelle elle s’opére, mais par les échelles globales qui fixent les
taux des mécanismes inertiels de production et de cascade. La gamme d’échelles mise en
jeu est treés étendue, puisque les échelles dissipatives sont de 1’ordre de R dela
dimension des plus grosses structures. Enfin, les taux de cisaillement associés a ces petites
échelles, de I’ordre de / , sont trés supérieurs a celui, U/L caractérisant le mouvement
moyen /  U/L.RY*/5 .

Cet accroissement considérable des mécanismes moléculaires sous 1’effet de la
turbulence n’est pas limité a la dissipation visqueuse, mais s’étend aux diffusions de la
chaleur ou de la masse dont I’efficacité croit en fonction des cisaillements locaux. C’est
bien pourquoi le recours au mélange turbulent s’impose chaque fois que 1’on désire
uniformiser la composition d’un mélange fluide. En I’absence de diffusion moléculaire, le
brassage par la turbulence aurait déja pour effet une dispersion des hétérogénéités initiales
vers des échelles de plus en plus petites, avec un accroissement corrélatif de la surface de
contact entre les composants. Le mélange moléculaire s’exerce ainsi sur une surface
considérablement accrue, mais son efficacité est encore augmentée par les cisaillements
locaux qui réalisent un flux de variance vers les plus petites échelles, assez analogue a la
cascade de I’énergie cinétique.

Le caractere diffusif':

L’effet de la turbulence qui a certainement la plus grande importance pratique pour
I’ingénieur est sa capacité a diffuser spatialement toutes les grandeurs attachées au fluide
avec une efficacité trés largement supérieure a celle de la diffusion moléculaire. Par
exemple, pour la quantité de mouvement, le rapport de la viscosité turbulente a la viscosité
moléculaire est de I’ordrede ,/  u/l/ UL/25  R./25 (on retrouve naturellement le
rapport des taux de dissipation).

Les causes et les effets de cet accroissement des transferts au sein du fluide son trop
bien connus pour que nous nous y attardions. Un point sur lequel il convient cependant
d’insister est que la diffusivité turbulente, étant une caractéristique non pas du fluide mais
de I’écoulement, peut étre dans une plus ou moins grande mesure controlée en agissant sur
ce dernier. Lorsque, comme c’est souvent le cas en aéro ou en hydrodynamique, la
diffusion turbulente a des effets néfastes d’accroissement des trainées de frottement ou des
pertes de charge, on s’efforce d’en retarder 1’apparition ou d’en diminuer le niveau. Il est
cependant bien des situations ou la diffusion turbulente a des effets bénéfiques : on
s’efforce alors de la favoriser. C’est la situation de loin la plus fréquente dans les génies
thermique et chimique ou 1’on recherche des transferts de chaleur et de matiére les plus
¢levés possibles.

La diffusion par la turbulence est trés généralement modélisée par 1I’intermédiaire de
coefficients de diffusivité turbulente. Les limites de cette approche sont aujourd’hui bien
connues : la dispersion par la turbulence met en jeu des échelles de plus en plus grandes a
mesure que 1’on s’¢éloigne de la source, et dans les situations permanentes, fait donc



intervenir les échelles les plus grandes présentes dans 1’écoulement. Ces dernicres
devraient rester petites vis-a-vis des échelles de variation des variables moyennes
considérées pour que le concept de diffusivité turbulente, impliquant une relation de
proportionnalité entre des flux et des gradients locaux, ait un sens. Cela étant impossible,
ce concept se trouvera plus ou moins gravement en défaut dés que 1’on sortira des
situations les plus simples : un exemple bien connu est I’apparition de flux a
contre-gradient.

En conclusion, la physique de la turbulence intéresse 1’ingénieur a deux titres. D’abord
parce que la turbulence est un phénomene auquel il est trés fréquemment confronté et qu’il
doit donc bien connaitre pour mieux en comprendre, et si possible en prévoir les effets.
Ensuite parce que la turbulence apparait de plus en plus comme un outil dont il doit
pouvoir mieux maitriser I’emploi grace a une meilleure connaissance de son origine et de
ses mécanismes.

Les équations des écoulements turbulents

Ecrire des équations pour les écoulements turbulents ne pose pas beaucoup de
problémes, mais les resoudre est toute une autre histoire, une histoire qui continue de
s’écrire a I’heure actuelle et qui n’est pas prés d’étre achevée.

La résolution direct des équations de Navier-Stockes se heurte a de formidables
obstacles, comme les grandeurs U; et P sont des variables aléatoires, il faudrait resoudre le
systéme a tout instant, mais de telles simulations ne peuvent étre envisagées et pour encore
longtemps, pour le calcul d’écoulements pratiques, car elles sont trés gourmande en taille
mémoire et temps de calcul, on est donc contraint de travailler sur des équations
moyennees.

Il est presque paradoxal qu’a la fin du vingt unieme siecle, alors que I’on a pu
comprendre et modéliser de nombreux phénomenes a 1I’échelle des microparticules (
domaine de la mécanique quantique ) ou a I’échelle de I’univers ( domaine de la mécanique
relativiste ), les écoulements des fluides les plus courants, comme I’eau et 1’air, phénomene
a I’échelle humaine, a I’éxacte portée de notre vue, de notre ouie, de notre toucher, soient
encore aussi mystérieux, alors qu’ils appartiennent au domaine de la mécanique
classique.Un mot résume le grand défi scientifique, la turbulence.

Considérons maintenant 1’équation du bilan de quantité de mouvement dans un repére
absolu fixe :

Vi ViV g L i

t X Xi X

ou j; représente le tenseur des contraintes de viscosité et g; les composantes de
I’accélération de la pesanteur.

En introduisant un opérateur de moyenne statistique classique (moyenne d’ensemble),
tel que par définition, toute fonction du champ de I’écoulement F' x;,¢ puisse étre
décomposée en :

F)Cj,t F)Cj,t f xj,t #
avecf x;,t 0 #
L’équation ref: hhh donne immédiatement par passage a la moyenne :
7 ViV, g P i 4
t Xj X X

Toute la question consiste alors a expliciter, sur la base de la décompositions ref: ppp les



différents termes de cette équation, et tout particuliérement la valeur moyenne du produit :

M ViV, #
Fluide a masse volumique constante:
Dans le cas ou la masse volumique est constante ( o cte on obtient:
M; oViV; ViV, oviv; #

— ——

On note alors que :

(1) les deux seules contributions qui s’introduisent par passage a la moyenne,
regroupent, de facon indépendante, la vitesse moyenne et la fluctuation.

(i1) En convenant de définir « le mouvement moyen »» a partir du champ de vitesse
moyenne, I’interprétation du terme (a) est immédiate.

(ii1) La corrélation convective (b) peut €également s’interpréter en terme de <« contrainte
» dans le bilan de forces relatif au <« mouvement moyen »>.

(1111) Les deux contributions conservent la symétrie initiale de tenseur M;, propriété
importante puisque M; intervient par une divergence.

Donc ces €quations moyennes appel€es les équations de reynolds, elles ne différent des
équations de Navier-Stokes que par les termes v,v; qui sont des inconnues supplémentaires
on dit que le systéme n’est pas fermé, pour pouvoir resoudre ce systéme, il faut trouver des
équations supplémentaires en nombre suffisant, c’est le probléme central de la turbulence
ou probléme de la fermeture c’est a dire le probléme de la modélisation.

Depuis les années 1840 les chercheurs ont développé plusieurs modeles, il se posa alors
rapidement le probléme du choix d’un mode¢le par un utilisateur potentiel, qui se trouve
dans une situation analogue a I’acheteur d’une voiture confronté a un large éventail de
produits ne sachant a priori lequel choisir. Les critéres de choix peuvent étre multiples:
qualités, fiabilité, souplesse, mise en oeuvre économique ect... . Le choix est rendu difficile
car les différents modeles ont rarement été testés dans des situations identiques. Pour
clarifier la situation, une compétition a été organisée a I’'université de STANFORD en
californie en on a parlé avec humour des premieres olympiades de la modélisation comme
au decathlon, chaque mod¢le concurrent devait se soumettre aux mémes épreuves. En
additionnant les points, on aurait une base objective pour consacrer le champion. En fait,
I’évaluation a également tenu compte du dopage des modeles, a savoir du nombre de
constantes empiriques exigeés par chacun d’entre eux. les meilleurs etant évidemment ceux
qui en avait le moins. Les chompions qui s’y révélerent furent les modeles a plusieurs
équations de transport de type ROTTA.

Le modele K est certainement un de ces modeles de turbulence les plus populaires
et les plus utulisés. 11 est fondé a nouveau sur I’hypothése de boussinesq, consistant a
postuler 1’alignement entre le tenseur de déformation du champ moyen et le tenseur des
contraintes de reynolds par I’intermédiaire d’une viscosité turbulente. On doit a Jones et
Launder une des premieres formulations de ce modele et & Launder et Splading la
détermination des constantes usulles:

Par analogie au tenseur des contraites dans les écoulements laminaires Boussinesq a

propose:

k: 1’énergie cinétique turbulente
; : viscosité cinématique turbulente estimée par la méme analogie avec la viscosité
laminaire, elle est proportionnelle a une certaine vitesse caractéristique ainsi q’une
longueur caractéristique.



¢ V.L
L: longueur caractéristique
V: une vitesse caractéristique de la turbulence par analogie avec les vitesse moyennes
des molécules dans le cas d’une viscosité laminaire
: coefficient de proportionalité

La vitesse caractéristique de la turbulence est vk d’ou on peut écrire: , ¢ .Jk.L
3
avec L K2
> k2
Dou: ; c¢ .=

D’ou le modele K- , nécessite la résolution de deux équations de transport
semi-empiriques pour ’énergie cinétique £ et le taux de dissipation de I’énergie turbulente

Cela permet la détermination de , et de la contrainte de reynolds v;v;.
Equation de I’énergie cinétique turbulente:

(B (7)1 L], )

X; k X;

Equation de la dissipation:

7, t
il QR Bl I LG ?

ol le terme P est le terme de production de 1’énergie cinétique turbulente k par
I’écoulement moyen :

P o ( Vi Vf) Vi o2p, 0 4

Xj X Xj 3 Xj

Ce mod¢le posséde 5 constantes, que 1’on souhaite les plus universelles possible, ces
constantes ont ét¢ déterminées dans les configurations de référence suivantes :

C Ci Co
0.09 144 192 1.0 13

Fluide a masse volumique variable:
Lorsque la masse volumique est une fonction aléatoire, il vient:

]\Ti- _Vin _VZVJ _V/Vl Vl-Vj Vl'Vj #

Cinq contributions apparaissent ainsi, dont le regroupement peut étre envisagé de
différentes fagons. Le coeur du probleme est alors (1) d’expliciter d’un point de vue formel
et (i) d’interpréter sur le plan physique la distinction entre :

« mouvement moyen > (ou macroscopique) et mouvement d’agitation nécessairement
associée a un tel regroupement.

Ainsi pour I’équation de conservation de la masse, en introduisant la décomposition de
reynolds pour la masse volumiqe et pour la vitesse V;  V; v;,puisen
moyennant, on obtient :

t Xi

(7 w] o #

Nous avons donc une nouvelle corrélation a modéliser, v;
Nous allons passer brievement en revue les principales propositions existantes:
I- A I’exception de Janicka et Lumley cite: aj la majorité des auteurs s’accorde pour



utiliser une formulation« conservative »» des équations générales de bilan cite: ah Ainsi,
dés 1958, Favre cite: afl introduit la notion de moyenne pondérée par la masse volumique
qu’il développe dans une série de publications cite: af2 , cite: af3 , cite: af4 . Cette
moyenne permet de retrouver formellement un systéme d’équations proche de celui obtenu

pour un écoulement ou la masse volumiqe est constante.
posant :

et on y associe la nouvelle décomposition de la variable V'

~

V,‘ V,‘ Vl‘” #
avec .

N . V-
v?’; 0  mais Vv’ —! 0 #

et notant ici que la moyenne de favre n’est donc pas centrée, contrairement a la
décomposition de reynolds.

Donc la valeur instantan¢e de n’importe qu’elle fonction /' peut s’écrire comme suit:

F F f o avec f 0 et f 0 (Favre)

F F favec f 0 et f O (Reynolds)

La valeur moyenne donc s’écrit:

¥ £ g L #
F F [ #
et on peut facilement déduire la relation entre fluctuations:
frf #
donc on peut obtenir:
ror #

en appliquant ref: B3 de fluctuation pour la nouvelle fonction G en multipliant par
f et en faisant la moyenne on obtient:

reg fe g f  fg #
en multipliant maintenant ref: B3 par g et faisant la moyenne on déduit:
fe fg [ g #
En basant sur ref: B4 et ref: B5 on peut avoir la relation entre
g Teg £ #
I’expression M;; se reduit alors a :
M;; _AI}I'N./' Viv;. #

A~

En utilisant les relations de conjugaison des deux opérateurs et par
exemple ref: al ), on peut aisément virifier que le regroupement des termes s’opere de la
facon suivante :
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Reprenons I’exemple de I’équation de conservation de la masse. On écrit maintenant

que :
Vi AV’} V; #
et en prenant la moyenne d’ensemble, il vient :
Nz ~V,, puisque v, O #
Finalement, la conservation de la masse s’écrit :
- —=(7) o #

On transforme de la méme fagon 1’équation de Navier-Stockes, en décomposant toutes
les variables selon favre, a I’exception de la masse volumique et de la pression P il vient :

) 7)) 2 1, v ;

v,,l‘v,,j
X X X

Ainsi, grace a I’'usage de moyennes pondérées, le terme convectif ne comporte plus, en
moyenne, que deux contributions, comme c’est le cas pour un fluide incompressible. Cette
simplification du formalisme n’est évidemment pas obtenue de facon artificielle mais
résulte de la conception méme du raisonnement physique. En bref, I’analogie avec la
situation incompressible ne peut étre réalisée qu’en considérant une évolution moyenne (
ou macroscopique ) d’un systeme fermé (consevation de la masse en moyenne ), ce qui
conduit manifestement a limiter ce systéme par une surface mobile a la vitesse
macroscopique U;. Dés lors, et comme tous les bilans sont effectués dans des volumes, on
assure I’étanchéité des surfaces de courant tangentes a cette vitesse et, partant,
I’introduction d’un seul terme de flux (corrélation convective Vv’;v”;.).

La méthode est donc particulerement bien adaptée a la formulation et a I’interprétation
de la moyenne des termes convectifs du bilan de toute propriété « transportable »»
exprimée par unité de volume.

Modele £ ou la masse volumique est variable :

, . . , . e e V.V , .
L’équation de la conservation de I’énergie cinétique turbulente & —=+, s’écrit

2
comme suit :
KV
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La signification de différents termes a droite de 1’équation ref: eq est comme suit :
Le premier terme represente I’intéraction entre les fluctuations et le gradient de vitesse
moyenne, il est responsable de la production de 1’énergie turbulente par le mouvement
moyen.

Le deuxiéme terme represente la triple corrélation qui est encore la manifestation de
fermeture du probléme a ce niveau, si on veut pas considérer des corrélations d’ordre



plus élevé, ce terme doit étre modélisé

Le troixieme terme represente 1’intéraction des fluctuations de vitesse et la pression.

Les deux derniers termes representent respectivement les forces de masse et les forces

de viscosité.

La modélisation de ces différents termes est bien expliquée et discutée dans la
littérature pour le cas ou la masse volumique est constante, on va discuter et considérer
brievement ici uniquement le cas ou la densité est variable.

Effets de la densité variable et de I’accélération:

L’effet de I’intéraction pression-densité dans la modélisation des écoulements a densité
variable turbulents, a été constaté dans les travaux de Starner et Blinger cite: starn et
Librovich et Lisitsyn cite: libr , ils ont remarqué que ce terme a une grande influence sur
les écoulements réactif, pour le cas de flamme de diffusion que pour la flamme turbulente
de prémélange. Un effet trés important a ét¢ démontré qu’il existe pour les deux cas meéme
pour un relatif petit gradient de pression. Son effet est li€¢ avec le mécanisme de flotabilité,
ou les morceaux de fluide a faible densité sont accéléré en relation avec le gradient moyen
de pression vers les morceaux de fluide ou la densité est plus importante, donc 1’effet de ce

terme ne peut étre négligé comme il a été opté dans des études précédentes et la
P

mod¢lisation du terme v”’; de I’équation ref: eq est nécessaire afin d’introduire des

1
termes additionnels dans 1’équation de I’énergie cinétique turbulente & et dans son taux de
dissipation

Le terme v” iTP englobe aussi I’effet de ’accélération gravitationnelle puisque le

i
terme u; g; dans I’équation moyenne de favre est nul.
On peut écrire :

99 P 55 }_) (V”lp ) V”i
X . i Xi P Xi #

29

Vi

Le terme p on peut le n’égliger il implique la fluctuation de pression générée

1
géneralement par des toubillons a I’echelle sub-kolmogorov ou ils seront immédiatement
dissipé par la vixcosité.

()

Xi

Le terme est incorporé dans le terme diffusif de turbulence dans le processus

de modélisation.

= |~

Donc le terme qui reste 4 modéliser est v, —— .
i
On peut écrire:
—_P Vi P
boxi h Xi
Et en appliquant I’approximation de la diffusivité turbulente pour la corrélation v; on
obtient:

— t
v, ——
! pPre x;

On a donc:

- _P 1 P
G V[X,' pPre 2 x; x; #

Cette approximation avec pr; 1 a été introduit en premier dans les équations du
model £ par Jones Mcguirk cite: jone , sans aucune explication.
en écrivant :



1_P

Xi

ou a; est ’accélération local, la génération de la turbulence par la flotabilité peut étre
obtenue de I’équation ref: dv , comme il a été présenté par Rodi, cite: rod1l cite: rod2 ,

Rodi propose p,» 0.8 pour un observateur en mouvement avec le fluide, ’accélération
par un champs de pression extérieur est équivalent au champs gravitationel, on peut

remarquer que les deux effets sont inclus dans 1’équation ref: dv .
La question qui se pose est pourquois on doit introduire le terme G dans 1’equation de
production de 1’énergie k et dans son taux de dissipation a la fois?

aj

lorsque la vorticité se forme d’un fluide plus leger que le fluide environnant, celle ci est
stable pour une longue periode du temps, et lorsque la vorticité se forme d’un fluide plus
lourd que le fluide environnant, la vorticité est instable, cette instabilité¢ conduit vers une
désintégration trés rapid des tourbillons de fluid lourd.

L’explication est présenté par Turner cite: turn : de leger toubillons stabilise le
mouvement de la méme maniére que la stratification de deux gaz dans le champs
gravitationel sauf que la gravité du vortex est remplacée par la force centrifuge de rotation.

L’accélération des tourbillons de fluide léger géneére généralement 1’energie turbulente
(fluctuation de vitesse structurée), et peut de dissipation, par contre 1’accélération des
tourbillons de fluide lourd provoque principalement la dissipation (intensification des
petites echelles de mouvement) et genere peut d’energie.

Donc I’équation de 1’énergie cinétique turbulente s’écrit comme suit:

<_tk> (_k%) [( _t _k} P G #

x]' k x]'

L’introduction de I’effet de I’accélération dans I’équation de dissipation est plus difficile
que I’équation d’énergie, Jones et Mc Guirk cite: jone estiment que la production de la
dissipation par le processus d’accélération est équivalent a celle des contraintes de
cisaillement et inclu deux termes utilisant le méme coefficient egale a 1.44. Rodi propose

I’équation de production de dissipation suivante:

P 14 P G 1 R

ou P et G sont respectivement les termes de production de 1’energie turbulente par les
contraintes de reynolds et
I’accélération, C> est une constante et Ry est le nombre de flux Richardson:

R &
La constante C, peut étre considérée nulle quand 1’accélération est du méme sens de
I’écoulement moyen et 0.8 quand elle est perpendiculaire a se derniér.

Dans les écoulements turbulents de cisaillement la production d’énergie par les contraintes
de reynolds et la dissipation sont approximativement égales, et I’accélération a relativement
un petit effet qui peut changer considérablement la distribution d’énergie turbulente.
Equation de la dissipation donc est la suivante:

_ -
( J) [( _t)_} —C,P G C, #
t X X Xj K
ot le terme P est le terme de production de I’énergie cinétique turbulente k par
I’écoulement moyen :

P Wl z( Vi Vj) Vi lk ll #

<

Xj Xj 3 Xj



et le terme G est le terme de production de 1’énergie turbulente par le mécanisme de
flotabilité :
= P r 1 P
G 1% r—;; 227—7;—;;"—;; #

2- Une autre possibilité de traitement consiste a définir «« le mouvement macroscopique
» a partir des seules valeurs moyennes des fonctions, et a considérer comme « corrélations
convectives » I’ensemble des termes de I’expression ref: al , a I’exclusion donc de  V;V;
une partie de la difficulté se trouve ainsi reportée au niveau de 1’idendification de ces
diverses corrélations.

3- Enfin, une troisiéme proposition exploite 1’idée selon laquelle il y aurait lieu de
distinguer, dans le regroupement des termes de 1’équation ref: al la vitesse responsable du
transport et la grandeur transportée, ici, la quantité de mouvement par unité¢ de volume
(Bauer, Summalt et Fila 9 ). Largement développée et approfondie par Ha Minh, Launder
et Mac Innes 10, cette procédure revient a écrire M;; indifféremment sous I’une ou ’autre
forme :

M; VY nz v.Vi v, #

ou:

M; VY, v.Vi vV, vy, #

« J = 5 [

Y GIVL Y g gjvi

Ainsi, selon ces auteurs, la contribution « macroscopique » est prise égale & G;7; (ou
G,V;), le nouveau tenseur de reynolds étant défini par g,_vj ou ﬁ . On peut aisément
vérifier que cette proposition, comme celle de Favre - équation ref: a2 - regroupe, dans la
contribution <« macroscopique »> certaines corrélations. Par contre, et contrairement a
I’expression de Favre, la symétrie indicielle est rompue au niveau de chaque contribution

GV, GVet giv; gv; etn’estrétablie que pour leur somme. Ces termes intervenant
par leur divergence, il est manifeste que le traitement des équations, selon cette procédure,
différera radicalement de ce qu’il était en situation isovolume.

La nouvelle proposition de P.Chassaing:

le regroupement en trois termes:

le traitement des équations ouvertes du mouvement turbulent d’un fluide a masse
volumique variable, tel qu’il est envisagé ici cite: ac2 , vise a :

- ne pas inclure de modifications séveres par rapport au cas incompressible, afin de
permettre une référence simple aux schémas de fermeture largement développés dans ce
cas.

- identifier aussi clairement que possible les analogies et différences entre les deux
situations.

Considérant alors I’expression ref: al , il est clair que les fluctuations de masse
volumique et de vitesse sont liées de deux fagons : vecteur et tenseur du 2¢ ordre. Compte
tenu des objectifs poursuivis, seules les corrélations vitesse-masse volumiquede caractére
tensoriel, offrent, a 1évidence, une possibilité d’analogie avec le cas isovolume -équation

ref: nnn -. Il est donc naturel de regrouper les termes de I’expression ref: al en trois
contributions, en posant :

ﬁZg ]Zi ﬁh/ Ki Rj #

avece
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La différence de position des indices est utilisée ici simplement comme un moyen de
distinguer un tenseur du second ordre symétrique ( deux indices en position inférieure )
d’un tenseur de méme ordre non symétrique ( un indice en position inférieure, un autre en
position supérieure).

Discussion

-Les expressions ref: zzz a ref: eee font intervenir une méme décomposition du
vecteur vitesse, que la masse volumique soit ou non constante. Les notions fondamentales
de cinétique en régime laminaire vont donc se transposer aux champs de vitesse moyenne
et d’agitation du régime turbulent sans modifications entre les deux situations. Ainsi
conservera-t-on une identité de propriétés au niveau du rotationnel, du tenseur des vitesses
de déformation et des fonctions qui leur sont associées, telles que dissipation ou enstrophie
par exemple.

Cette particularité assure en outre que lorsque la masse volumique varie, on poura
encore utiliser le fil conducteur de la modélisation en situation incompressible, en
continuant d’analyser, les réponces d’un champ turbulent a des sollicitations caractérisées
par des champs de gradients moyens spécifiques.

Enfin, cette méme procédure permet de traiter de fagon unitaire la classe des
l

mouvements isovolumes en moyenne 0 , caractere qui n’implique nullement que

i
la masse volumique du milieu soit constanie.

- Dans I’equation ref: aaa , la contribution M;; peut étre considérée comme
caractéristique <«d’un mouvement moyen»» dans le sens ou elle ne fait intervenir que les
seules valeurs moyennes des fonctions. Pour un fluide incompressible, elle s’identifie
naturellement au terme ( a ) de ’équation ref: nnn .

- La deuxiéme contribution 77; implique le mouvement d’agitation. A I’évidence, elle
apparait, par sa divergence, comme une extension directe du terme b de 1’équation
ref: nnn oxij -. On notera, en outre, que c’est la valeur instantanée de la masse
volumique qui figure dans cette corrélation, tout comme lorsqu’il est fait usage de la
moyenne pondérée - équation ref: kkk -. Mais, contrairement au cas du fluide
incompressible, et a celui du fluide compressible traité en moyenne de Favre, cette
corrélation, ne rend pas compte, a elle seule, de I’ensemble des contributions de 1’agitation
turbulente. Cependant, comme nous le verrons par la suite, cette corrélation, et plus
largement toute corrélation du type fv estrégie par une équation de bilan. C’est
pourquoi, nous lui réserverons le qualificatif de « flux principal ».

- La troisiéme contribution K; K; qui s’introduit dans I’équation ref: aaa , apparait
ainsi comme I’élément essentiel qui singularise le mouvement du fluide a masse volumique
variable, aussi est-il jugé préférable - dans le souci d’identification des différences- de ne
pas la réduire dans un regroupement a deux termes. En plus de I’aspect formel déja signalé

K, I_(} cette proposition correspond a une conception particuliere de I’analyse physique
que nous allons préciser ci-apres.




Les différents types de <« flux »:

En référence aux équations ref: kkk et ref: aaa, on peut dire qu’il existe deux
possibilités de traitement en moyenne du terme de convection :

ou I’on définit une évolution macroscopique qui assure, en présense de variations de

masse volumique, la conservation de la masse d’'un domaine matériel dans un suivi

lagrangien de celui-ci et en référence a cette évolution. On se retrouve alors dans une
situation bien ¢lucidée, de raisonnement sur un systéme fermé. Sur le plan formel, cela
se traduit par une expression de M; ayant deux contributions : I’une pour la partie
macroscopique, I’autre pour le flux

ou bien I’on considére un mouvement macroscopique qui n’assure pas la conservation

de la masse. Le systéme reste <« ouvert », ce qui a pour consequence d’introduire, en

plus des corrélations v,v; justiciables d’equations de bilan, des corrélations du type

v qui, par définition, sont & I’origine d’un terme « source » dans I’équation de

continuité. Ces corrélations qui ne peuvent faire 1’objet d’une équation de bilan simple

ne doivent pas étre interprétées dans un cadre strictement <« mécanique » : en fait,

comme nous allons le voir, elles sont a expliciter en tenant compte d’une loi d’état

thermodynamoque. C’est cet ensemble de considérations que cherche a traduire la

dénomination de « flux extérieurs » ou « pseudo-flux »» résevée a ces corrélations.
Expression des corrélations vitesse-masse volumique:

Lorsque la masse volumique varie, on sait qu’il n’est plus possible de découpler le
probléme dynamique de 1’ensemble du probleme massique. Il parait alors naturel de mettre
a profit cette interdépendance des diverses équations pour exprimer la corrélation K .

Nous allons voir si la variation de masse volumique résulte du seul mélange isotherme
de deux gaz non réactifs et sous une pression constante, on peut aisément établir 1’équation
d’état comme suite cite: acl :

1 2

1 C 1c¢ 4

ou C représente la fraction massique de 1’espece 1
L’équation ref: sl est équivalente a :

a C b #
ou a 1—12 et b 2
En introduisant la décomposition de reynolds C C c et - on trouve :
= - (T o] b
al C C —¢ c b
— ¢
a[=C C «¢] b
En prenant la moyenne on peut obtenir :
- a[_C c:| b
En faisant la soustraction on obtient :
a[ C vc c:|
aC a( ¢ ¢) dou:
% C _C #

1 aC
ol a est une constante, C et ¢ la moyenne et la fluctuation de la fraction massique
d’une des especes.
Multipliant par la fluctuation de vitesse v ou par la fluctuation de fraction massique



c et prenant la moyenne, on obtient respectivement :

K v —4_ ¢y et c —4_ c? #
1 aC 1 aC
donc la corrélation K et plus largement toute corrélation du type /st liée au
terme de <« flux principal »» correspondant.
Les équations:

continuité :
_t T/ _Vj TI ]_<] 0 avecl_(j Vj #
Dynamige:
= e - _ P _
— Ve — ViV, — Vi A; P —— — T #
t Xj / Xj ( Vi) ) g Xi Xj /

ou A; regroupe I’ensemble des termes complémentaires, par référence au cas densité
constante, soit:
_ K , . S -
i _tl _. (K]l KJ[) _( V[) _. ( V[ij VjVi) #
X; t X;
Concentration:

En I’absence de réaction, le bilan d’éspece en terme de fraction massique conduit, par
passage a la moyenne, a 1’équation :

'

—(70) 7},(_671) 7}( cv;) A Tj(flj) #
ou d; est le vecteur densité de flux de masse par transfert moléculaire et avec :
A () —(Ce? w0 #

La procédure proposée pour le traitement statistique des équations du mouvement
turbulent d’un fluide & masse volumique variable repose sur I’emploi de moyennes
conventionnelles. Elle se caractérise par une distinction, introduite au niveau des
corrélation convectives, entre les« flux principaux »» —de type f'v; — et les « corrélations
extérieures » — de la forme f — Ces derniéres qui incluent notamment le terme source de
I’équation moyenne de bilan de masse, peuvent tre explicitées a partir des flux principaux
en tenant compte de I’équation d’état relative a la variation de masse volumique
considérée. Les «« flux principaux »», au contraire, font I’objet d’équation de bilan, en tous
points semblables a celles obtenues en situation isovolume, a I’exclusion de termes

complémentaires de méme forme générique (7‘2—? )

Sur le plan physique, cette distinction résulte de la prise en considération d’une
évolution moyenne d’un systéme a masse non conservative. Sans prétendre a 1’obtention
d’on ne sait quels avantages décisifs au niveau de la formulation des équations ouvertes, on
peut conclure que cette alternative permet d’engager la procédure de modélisation, sur la
base suivante :

— absence de modifications séveres par rapport au cas incompressible,

— identité des propriétés cinématiques des champs de vitesse moyenne et d’agitation
qu’il y ait ou non variation de masse volumique,

— identification des différences, selon qu’elles résultent de la perte du caractere
1sovolume ou de fluctuations de densité,

— fixation du niveau de fermeture ( 2¢ ordre ) en raison de I’expression des« flux
extérieurs »

— progression graduée de la modélisation en traitant par exemple les écoulements de



fluides a masse volumique variable en deux temps, selon qu’ils sont ou pas isovolumes en
moyenne.

Formulation mathématique

Depuis quelque décennis Prandtl, Navier-Stockes et Reynolds ont pu decouvrir les lois
fondamentales de la mécanique des fluides, il restait au ingénieurs et homme de science a
exploiter ces lois et a les mettre au service de I’homme.

Equation de continuité:

C’est un principe de physique il exprime la continuité de fluide c’est a dire qu’aucune
partie de fluide ne peut y avoir un prélevement ou un apport de masse du milieu extérieur,
le principe est exprimé par I’equation suivante:

U a_ W ,
t x r r r

Equations de Navier-Stockes(équations de quantité
de mouvement):

Le principe de conservation de la quantit¢ de mouvement permet d’établir les relations
entre les caractéristiques du fluide et son mouvement et les causes qui le produisent, ou on
peut dire que le taux de variation de quantit¢ de mouvement contennu dans le volume de
controle est égale a la somme de toutes les forces extérieures qui lui sont appliquées.

Suivant la direction axial ox:
u yp U p U w_u l_P[zU 2U1£]12UJ

t X r r X

Suivant la direction u, :

vV oV yV WV W 1P [ZV 2y
t X r r

suivant la direction u

w w W w W wv 1 P 2w 2w
U V L= —

t X r r r 7 x2

w1

1
r

Ces équations générales vont etre simplifier dans le cadre des hypotheses générales
suivantes considérer dans notre étude:
h1: Evolution isotherme
h2: le fluide est incompréssible ( cte
h3: L’écoulement est axisymétrique
h4: L’écoulement est permanent
Les équations deviennent donc comme suit:
Equation de continuité:
U % rV 0 4
X r
Equation de quantité de mouvement suivant ox:
gLy U L T Y
X r X x? r?

~|—
~ S
L
T+

Equation de quantité de mouvement suivant or:

s
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Il est bien entendu légitime de se poser la question de la validité de ces équations du
mouvement (équation de navier-stokes) qui rappelons le, expriment le principe
fondamental de la dynamique F m™ pour une parcelle fluide. Dans le cas laminaire, il ya
de nombreuses validations de 1’équation : pour I’écoulement de poiseuille dans un canal ou
un tuyau par exemple, on retrouve expérimentalement les profils de vitesses paraboliques
et la loi de perte de charge prédits par la théorie. Il en est de méme pour le profil de vitesse
dans une couche limite, un jet ou un sillage, ou dans 1’écoulement entre deux cylindres
tournants (écoulement de couette-taylor). D’autres validations existent pour des fluides
chauffés, ou pour des écoulements compressibles.

Quand les écoulements sont turbulents, ces prédictions théoriques ne sont plus valables,
mais c¢’est parce que I’hypothese d’écoulement paralléle et indépendant du temps faite dans
le cas laminaire n’est plus staisfaite. Ceci ne remet pas en cause 1’équation de
Navier-Stokes elle méme. Comme cette équation effectue une moyenne des fluctuations
caractéristiques des mouvements moléculaires, on peut s’attendre a ce qu’elle soit correcte
tant que les plus petites échelles d’espace ( I’échelle de kolmogorov ) et de temps sont plus
importantes que les échelles d’agitation moléculaire. Ceci est vrai pour la plupart des
¢coulements, méme chauffés et compressibles. Notons cependant qu’au dela d’un nombre
de Mach de 15, I’échelle de kolmogorov devient du méme ordre que les €chelles
moléculaires, et I’équation de Navier-Stokes n’est plus valable : il faut alors considérer
directement les équations au niveau moléculaire (équation de Boltzman). Nous retenons de
cette analyse que tous les écoulements turbulents, méme hypersoniques, peuvent étre
décrits par I’équation de Navier-Stokes en dessous de Mach 15.

La résolution numérique directe de ces équations instantanées du mouvement turbulent
nécessitent des moyens informatiques trés puissants que ce soit du coté capacité de
stockage ou du temps de calcul. Ceci est dii au mouvements désordonnés des particules les

une par rapport aux autres, ou en un point considerer le vecteur vitesse 7 n’est pas stable ni
en grandeur ni en direction.

C’est pour cette raison les chercheurs ont orienté leurs travaux vers la modelisation de
la turbulence, c’est a dire les theories cherchant a prédire statistiquement les
caractéristiques de la turbulence, sans resolution explicite de 1’équation de Navier-Stockes.

Ces mod¢lisations sont trés importantes dans un contexte industriel, elle peuvent aussi
dans certains cas simples fournir des informations theoriques intéressantes sur le
comportement de la turbulence. Les divers parametres (vitesse, pression, ect...) seront
decomposés en une partie moyenne et une partie fluctuante, nous prenons I’exemple d’une
expérience de laboratoire, telle une couche de mélange, supposons que 1’on ait placé une
sonde a une certaines distance X, celle ci enrigistrera un signal trés fluctuant dans le temps
autour d’une valeur moyenne. On peut determiner cette derniere en prenant I’intégrale du
signal sur une trés longue période T, deés que T est assez grand devant les périodes
d’oscillation correspondant aux gros tourbillons cohérents.

Dans ce sens, tous les parametres de 1’écoulement auront une composante moyenne et
une fluctuation c’est cette dereni€re qui a un caracere aléatoire est qui oscille autour de
zéro. Pour la vitesse U dans la direction de I’écoulement on auradonc: U U u t ot U
est la vitesse)” dans la moyenne (qui peut dépendre de la position de la sonde ) est u la
fluctuation dépendant du temps. La vitesse direction transverse peut de la méme fagcon
s’écrire V' Vv t bien que les fluctuations oscillent autour de zéro, leurs carrés sunt
toujours positifs, ils ont donc des valeurs moyennes non nulles, on pourra ainsi introduire
les quantités u?, v2, dans une couche de mélange, ou dans un sillage turbulent,



ces quantités sont de I’ordre de 0.1.U% ou U est la vitesse moyenne amont du fluide, en
fait v2,w? sont inferieurs d’environ 30% a u?, ce qui traduit le rdle prépondérant de la
vitesse longitudinale dans la géneration de la turbulence, les racines carrées de ces
quantités, appelées écart-type donnent un ordre de grandeur des fluctuations instantanées
de divers composantes de la vitesse, elle sont d’environ le tiers de U. Notons enfin que la
pression P P p peut aussi étre séparée en une partie moyenne et une partie fluctuante.

L’idée de Boussinesq et Reynolds donc etait d’oublier le mouvement instantané du
fluide, trop complexe, et de chercher des équations prédisant simplement le mouvement
moyen, auquel se superposent les mouvements d’agitation tourbillonnaires et de
turbulence.

On peut écrire donc:

[0t

U + Udt
to
to t
T 1
v L v
to
to t
D 1
P L par

to
Regles de la moyenne:

La moyenne statistique définit précédament vérifie les propriétés xuivantes:

F G F G
(F F
(FG FG fg
_F _F

Xi Xi

F et G désignant deux fonctions aléatoires quelconques.
une constante.
D’aprés ces propriétés on aura :

u 0

v 0

Ov 0

o UV w
UU UU u?

Les équations moyennes (EQUATION DE
REYNOLDS):

- Equation de continuité:
En prenant la moyenne de 1’équation instantanée de continuité on obtient :
_U 1 _r V 0 #
b ror
En se basant sur lapropriété : U U wu etV V v ontrouve:

U 1 rr u 1 rv 0 "
x ' r X A
Faisant la soustraction des deus équations ont obtient :
u 1 rv 0 "

X rr
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Equations de quantité¢ de mouvement:
Equation suivant ox:
Equation suivant or: o
ur v |44 v? 1 p |:2I7 1 |:rl7:| £:|

Aprés le traitement statistique des équations instantanées gouvernant notre écoulement,
le systeme qui se forme est ouvert en raison de la présence des doubles corrélations: v,

La question est donc de savoir s’il est possible d’obtenir la fermeture des équations du
mouvement moyen, d’ou le recour a un modéle de turbulence qui procede a la fermeture du
Modele a deux équations de transport (modele k- )

Par analogie au tenseur des contraites dans les écoulements laminaires Boussinesq a

Donc le mouvement moyen et les fluctuations vérifient le principe de la continuité.
uu  _u? oy _w 1p [ U
x x r r X x2
X X r r r x2 ror r r?
u?V2, les équati d bre égal a celui des i
u*,v*, les équations ne sont donc pas en nombre égal a celui des inconnes.
systéme ouvert en reliant directement les grandeurs: u?, v2, v, aux caractéristiques du
mouvement moyen.
propose:
U; U;
uu; t —L —L ; le #
Xj X 3

k: I’énergie cinétique turbulente
¢ 1 viscosité cinématique turbulente éstimée par la méme analogie avec la viscosité
laminaire, elle est proportionnelle a une certaine vitesse caractéristique ainsi q’une
longueur caractéristique.
t . VL
L: longueur caractéristique
V2 une vitesse caractéristique de la turbulence par analogie avec les vitesse moyennes
des molécules dans le cas d’une viscosité laminaire
: coefficient de proportionalité
La vitesse caractéristique de la turbulence est /& d’oti on peut écrire:

3
. ¢ JEL avec L K2
K

Dou: ; ¢

D’ou le modéle K- , nécessite la résolution de deux équations de transport
semi-empiriques pour 1’énergie cinétique & et le taux de dissipation de I’énergie turbulente

Cela permet la détermination de , et de la contrainte de reynolds u;u;.

Les equations a densité variable(Equations de Favre):
- Equation de continuité:
v g () 0 #
X F r

Equations de quantité de mouvement:
Equation suivant ox:




(_ﬁﬁ 7 1 (r_’lvﬁ} 1 (ruv) 1P |:25 L_|:r'i’]
X X ¥ r r r X ror

Equation suivant or:
() o (W

X X

avee |

#
Modele k- a densite variable:
Les deux équations de transport sur 1’énergie cinétique turbulente k et la partie
incompressible de la dissipation s’écrivent:
—k ~kU;
t X X k X

= GRE) B

:| =C 1P G C, #

J K
avec:
P u;u; U t( i lj]) Ui 24 i U; 4
Xj Xj Xi X 3 Xj
-~ P V% P 1 _« ~_P ‘
G U X = TP x x avec: 0.7 pr, 1 #

ou pr, désigne le nombre de prandtl turbulent, dans la version du mode¢le ou la masse
volumique est variable on conserve les valeurs standard du modéle ou la masse volumique

est constante, a savoir:
c 0.09 C 1 144 ¢, 192 r 1.0 1.3

Equation de transport de la concentration:

(@ () 1, 2]

X SC[ Xj

t

d

ou Sc, le nombre de Schmidt,

La masse volumique

Dans le cas d’un mélange non-réactif, ou la fraction massique de chaque espece est
conserveée, I’inverse de la masse moléculaire peut étre décomposé linéairement en fonction
de Cqu- . Laloi des gaz parfaits permet, pour un écoulement isotherme a pression constante
M/ Cte , de déduire la masse volumique moyenne du mélange (gaz air) comme suit:

1 1 C 1 C C 1 C "
Mmélange Mgaz Mair gaz air

L’équation ref: fu est équivalente a :

NNHZ



a C b #
ou a 1—12 et b 2
En introduisant la décomposition de Favre pour C C ¢ etde Reynolds pour

- on trouve :
- @ )]

a|:_6 C ¢ c :| b

a[_z Cc ¢ :| b
En prenant la moyenne on peut obtenir :
- aC b
(1 aZ’) b
ce qui donne:

b

(1 aﬁ) ?
Modele numeérique
Introduction:

Les phénomeénes physiques d’intérét dans cette présente étude sont gouvernés par des
équations différentielles générales pour la variable transportable . Notre objectif essentiel
est de développer les moyens de la résolution de ces équations. A cette étape, intervient le
concept de la discrétisation. L’équation discrétisée est une relation algébrique reliant les
valeurs de par un groupe de point du maillage. Une telle équation est dérivée des
équations différentielles et alors exprime les mémes informations physiques que 1’équation
différentielle.

Il existe plusieurs méthodes de discrétisation des équations différentielles aux dérivées
partielles telles que : la méthode des volumes finis, la méthode des différences finies, la
méthode des ¢éléments finis.....

Dans la présente étude, on utilisera la méthode des volumes finis qui consiste a diviser
le domaine de calcul en un nombre de volumes de contrdles entourant les noeuds du
maillage, les équations aux dérivées partielles sont alors intégrées sur chaque volume de
contrdle. Le résultat de la discrétisation en un point est une équation algébrique liant sa
valeur de la variable aux valeurs des variables des points adjacents. Cette méthode présente
I’avantage d’étre efficace, stable, convergente et préserve le principe de conservation de
tous scalaire transportable dans le domaine d’écoulement, ce qui n’est pas le cas pour les
autres méthodes numériques.

Forme générale de I'équation de transport:
Les équations différentielles aux dérivées partielles présentées dans le chapitre (2),
peuvent se mettre sous la forme générale d’une équation de conservation de la quantité
dépendante , qui s’écrit comme suit :

U 1 _rv L L_|: _:|
t X r r x|: x:| ”rr r § #

ou:
: est la variable dépendante.
: Le coefficient de diffusion



S: Le terme sources/puits.
Le tableau suivant rappelle les variables et les coefficients des équations qui gouvernent
les phénomenes physiques.

Equations
Continuité 11]0 0
o L 2
Quantité de mouvement ox | U y e (p 3 k) Su
g _ 2 4
Quantité de mouvementor | V ¢ p (p 3 k) i 7 S
Energie cinétique turbulente | K —i Py G
. . . t
Dissipation ; C. 2 P, G C; T
Concentration C D 10
SC;
2 2 2 2
avec: Py p |:2((—U) (—V) (%) ) (—U —V) :|
X r X r
P t 1 P
G Vi X; pre 2 x; x;
s [~ ou
X X r X
s, [— . L —, U]
r r X r

Maillage

Le domaine d’étude est divisé en un certain nombre de volumes de contrdles de telle
facon qu’il soit entierement recouvert par eux Figure 4 1 . Chaque volume de contrdle
de dimension X. R.1, doit conserver les grandeurs scalaires P, k&, et C dans le noeud du
maillage p qui se situe au centre du volume de contrdle et les grandeurs vectorielles U et
J au milieu des segments reliant les deux noeuds adjacents. Ces quatre faces sont repérées
a I’aide des quatre points, cardinaux e, w, n, s et les centres des volumes adjacents par E,
W, N, S.

Ce volume de contrdle est utilisé pour I’expression des bilans des grandeurs scalaires,
appelé volume de controle typique Figure 4 1 , et pour I’expression des grandeurs
vectorielles, le volume de controle décalé (Figure (4 2aet4 3)estutilisé pour les
avantages suivants :

- Une localisation des vitesses apportant une bonne estimation des flux convectés dans
les bilans des grandeurs scalaires.

- Une localisation de la pression permettant une bonne estimation de la force de
pression dans 1’équation de quantité¢ de mouvement.
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Figure (4-1) volume de controle typique

Figure(4-2) volume décalé & droite
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Figure (4-3) volume décalé vers le haut

Discrétisation de I'équation de transport:

Afin de faciliter la résolution numérique des équations différentielles qui gouvernent
les phénomenes physiques, nous sommes portés a utiliser le concept de la discrétisation
cite: sp , qui consiste a remplacer les équations différentielles par un systéme d’équations
algébriques. Par conséquent, elles sont réduites a un nombre fini de parametres.

L’équation de transport est intégrée sur le volume de contrdle typique, avec 1’évaluation



des termes (diffusif, convectif et source) aux interfaces.
Lyt [ 2] el <)
X r r X X LT r S #

Terme diffusif et convectif :

En faisant intervenir les flux totaux aux interfaces suivant X et R définis par :
J. Vv r—

r
Jx U _x
I’intégration du flux J, sur le volume de contrdle donne :
e n 1 Jr t t
- —=rdrdx o, I X #
wos r t
avec:

o [ ()] [ ()]

Pour exprimer les flux sur les interfaces du volume de contrdle, on suppose que le
profil de la variation de la variable dépendante est linéaire entre les noeuds du maillage.
On aura donc :

N P
o, o,

2
(r ) p N P
n n
r ), r
P__ S
rJ r

avec:
E P E P
Je, 1ryU,———— r _—
Xe pUe 2 D e X,
P W P W
Jow nrnuyy—m——— r, j—m———
P 2 p X

Le terme source:
t

t —
Srdrdx Sr, rx #

t
Le terme S est supposé constant dans le volume de controle.

En rassemblant tous les termes de I’équation générale de transport apres leur intégration
, on obtient I’équation suivante :

Jo Jwrpr J, J, x Sr,xr #

Coefficient de I’équation de discrétisation finale.
On définit les flux convectifs sur les différentes interfaces :
Fe rU:r
F, rU, r
F, o, x
F Vs x
Les flux diffusifs :

D _e I
e xe
D _w I
w X

X
p, —rX

I'n



D s X
S

rs
définissons les nombres de Pecklet correspondants :
Fe FW
i "D,
n Ls
P}’l Dn PS DS
considérons maintenant I’équation de continuité
7
U % r 0 "
X r
I’intégration de cette €quation sur un volume de contréle typique donne :
e n e n 1 v V
rdrdx S ———vrdrdx 0 #
w N x w S r
on aura :
U wUw ¥p 1 rV, rVs x 0 #

exprimée en flux convectif :
Fe FW Fn Fs O

on multiplie cette dernieére équation par la grandeur physique p et on la soustrait de
I’équation ref: ee on aura :

Le probléme dans cette équation est de déterminer les flux aux interfaces. Pour cela des
schémas d’approximation sont entrepris sous la forme générale suivante :

Forme générale d’approximation:

On s’intéresse au flux total J qui traverse I’interface entre les noeuds ieti 1

< >

® —> ®

1 i1

Figue (4-4) Schématisation du flux

La valeur du flux total qui traverse 1’interface est donnée par:
J U — #
X
on pose la forme adimensionnelle
J J=X P, — #

(=)
X

Ou : P, est le nombre de Pecklet.

La valeur de a l’interface est interpolée entre ; et ;

i1 i1 #
et le gradient sera un multiplede ;1



Ou et sontdes coefficients adimensionnels, ils dépendent du nombre de Pecklet.
On aura donc :

J P, i 1 il il #
qui peut se mettre sous la forme :
J B, A4 i1 E
ou 4 et B sont des fonctions de P,
BP P #
AP P P #

—— AP)=P/(exp(PH)
—4@— BP)=Pep(P)/(exp(P)1)

Figure (4-5) Variation de A et B en fonction du nombre

D’apres les propriétés de ces deux équations 4 P et B P) présentées par
Patankar cite: sp

1.Si i 1 donc le flux diffusif doit étre égal a zéro ce qui mene a

J P, P i, it
De I’équation ref: wwa et ref: wave on obtient :

B A P i
2. La deuxieme propriété des équations A4 et B est la symétrie de ces deux fonctions par
rapporta P 0

D’ou:

A P BP #

B P AP #

Par conséquent si la fonction 4 P est définie uniquement par les valeurs positives de P
de ces deux propriétés on peut définir 4 P et B P sur tout le domaine de P.
Pour les valeurs de Peclet négatives

L’équation ref: iii donne :

AP, BP, P, i
Et de I’équation ref: qqq on obtient :

AP, A4 P. P, i



Donc:
A P, A |P.| P, #

De ce fait pour toutes les valeurs de Peclet fonction 4 et B sont données par les
expressions suivantes :

AP, AP | PO #
BP., B|P| [P0 #

ou:
I’opérateur |a| donne la valeur absolue de a
I’opérateur ||a, b|| donne le maximum des deux grandeurs a et b

En combinant I’équation ref: wwa et la premiére propriété exprimée par 1’équation
ref: iii on aura :

J Peir A i i #
donc d’apres la définition de pecklet on aura:

J F i AD ; i1 it

J F i1 BD i i #

on appliquant les formes des équations ref: uuu et ref: ooo sur le noeud principal P,
on aura suivant X :

Jo Fep AD, » & #
Jv Fwp BD , w p #
et suivant R :
Jo Fop AD , p n #
J Fsp BD, s p #

N

en remplacant ces équations dans 1’équation ref: zor , on aura enfin :
AD P E BD w P AD P N BD S P S_ rp X r

e w n s

#
I’équation ref: jjj peut se mettre sous la forme :
Ap p Ap £ Aw w Av N As s b #
ou:
A  D.A |P.] max F,.0
Aw DwA |Py| max F,,0
AS DsA |Ps| max Fs,O
Ap AE AW AN AS #
b [S I xr #

Fonction 4 P pour différents schémas numérique.
Le Tableau suivant donne les expressions de la fonction 4 |P| pour différents schémas
numériques.



Shémas A |P]

Différence centrée | 1  0.5|P]

Upwind 1

Hybrid max 1, 1 0.5|P|
Power-law max 1, 1 0.5|P| °
Exponentiel ﬁ

Expression de la source pour les différents équations
Avant d’aboutir a la forme finale de I’équation discrétisée, il faut discrétisé la source de
chaque variable
Expression de la source de la composante U:
L’intégration se fait sur le volume de controle de la figure (4-6)

sl (P % 5) {5

X r X
S, rS, xr
- [ _(p 2 {— U nay
Su |: x(P 3 K) x ! X ro ! X rxer
N Uy
Ve n - Vg
W| Uy w P | Up e E]l Ug Tr“
Ar > > > TrP
‘VS“ S VSE Trs
xS Us
e Tt »
’ AXy A AXe R
Figure (4-6) Volume de contrdle pour U
on pose:
S. A4 B C
ou:
L 2 P Prp 2 K, K p
4 x(P 3 K) Vu [ X 3 X Vu
R SO I
s w X X s X
t _U:| de t _U:| Ay
L X Jde X dy
t eUE Up a. |: t WUP UW:| a
- n e Xe € e Kw w
C |:{— ‘ r :|rxr |: — —V}:|rx n
s w r X w r X
t _V n :|an |: t —V s :|CZS
L X X v
n ¢t n Ve Ve n :|a,1 |:I"s t SL s :|as
L XU XU

En regroupant et en arrangeant les termes en U, on aura les expressions de S, et S, de

I’équation linéarisée :



o [ ][ ]
'xe xW

Expression de la source de la composante V:
L’intégration se fait sur le volume de contrdle correspondant de la figure 4 7 :

A
Vn |~
N
A Uwn n Un
In > > fy
Ar My AVp . 4v,
W P E TFP
Ar. > > .
Uw VSAg Up AV Trs
S s
Ax
R SEEEERERE >

Figure (4-7) Volume de controle pour V

o :LT(P )45 - 5 Y]

S, rS, xr
(2 _ v U1
Sy |: r(P 3 K) {r ! r x r} rxr
on pose:
S, A4 B C D
ou:
_ 2 Py Pp 2 Ky Kop
A r(P 2 K) Vo - : - v
B |: %—r ¢ —V}:|rxr
s W r r
Vv |:rn t n VN VP s t s VP VS:|
rp rrve I'n e ’ Vs
C |:{— : —U}:|rxr
s _w X r
Vv[ _U _U }
t e t w
X r r
VV|: Uyv Vp Uny, UW:|
X ! e y ! s ry
o (2. %)
Tp

Expression de la source de 1’énergie turbulente k :

Sk Py rrox
Sc Sk SyK,

ou:

St P

Spk Vi ( ’C Lf) Vi



_ e
P Prrx
N W.
Pn peut écrire le terme Py sous la forme:

P, A B
ou:

CO() () ()]
A [ﬂ(;xw) (BY (%)
B i W|:(—(r] —;/) :|r2rx

[l]N b% VE VW’}

r X
Expression de la source du taux de dissipation

Vi

s legr) (2 g))rs
S s s, ,

S (lepk) \%

Sp Cz F \%

avee

P, A B

ou : 4 et B les expressions déterminées précédemment

Conditions aux limites:

Condition a I’entrée:

Généralement dans la simulation des écoulements, le profil d’entrée est déduit des
données expérimentales. Dans cette étude on a pris un profil uniforme.

La distribution d’entrée de la vitesse transversale est :

ViJ 0, J l,n

Les conditions initiale de I’énergie cinétique turbulente et sont taux de dissipation sont
¢valu€es en considérant les approximations de prandtl :

K 1,J 0(1)51 U 1,J

1.J K2 1,J

Condition a la sortie:
A la sortie le régime est établi ( écoulement développé ), ce qui traduit par la non
variation par rapport a x donc on a:
U Vv K _ _C
X X X X X
En discrétisant cette condition on aura :
Ag NIM2,J 0 avec:U NIM1,J U NIM2,J

Condition a I’axe de symétrie:

Prés de I’axe de symétrie, il n’ya pas de variation par rapport a r pour les variables

UK, etC,avecV 0.
‘v K . _c
r r r r
La discrétisation de cette condition se fait comme suit:

Sur I’axe de symétrie, la face inférieure du volume de controle est nulle figure, ce qui
signifie par conséquent que le flux sud sur cette partie du maillage est égale a zéro.

D’apres 1’équation de transport discrétisée pour le noeud; 2 :

Ap pi,2 Ay ni,3 As si,l  Ap yi 1,2 Aw si 1,2 b

desflux sudnuls ¢ 0 doncds O



Sachantque Ap Ar Aw An As on peut réécrire I’équation discrétisée comme
suit :
Ag i 1,2 pi,2 Aw wi 1,2 pi,2
Ay ~ 1,3 pi,2 As si,1 pi,2 S 0
As 0 ,doncleterme As s 1,1 pi,2 0
s il pi,2 0 , d’ou la condition au limite : g 7,1 pi,2
Condition a la frontiére libre:
Prés de la frontiere libre, il n’ya pas de variation par rapport a r pour les variables
UV, K, etC
U v K _ _C
r r r r r
La disrétisation s’effectue comme suit :

Ay i,njm2 0 avec V i,njml V i,njm2
Equation algeébrique de pression.

Algorithme simple:

Pour la résolution des équations de quantité de mouvement, il faut connaitre le champ
de pression, or ce dernier est inconnu. Pour cette raison Patankar et splading 1980 ont
deéveloppé¢ une méthode qui utilise I’équation de continuité pour obtenir le champs de
pression, si le bon champs de pression est pris en compte dans le traitement des équations
des quantités de mouvement, alors les vitesses obtenues vérifiant I’équation de continuité.
Cette derniére apparait donc comme une contrainte a vérifier par le champ de pression.
Cette méthode est basée sur le principe suivant:

On peut écrire I’équation de continuité discrétisée aprés I’intégration comme suit :

U ,a. U ,aw V., an Vas 0 #
On suppose une distribution de pression P aprés la résolution on obtient U , V' la
substitution de U et /' dans I’équation de continuité donne :
U .a. U _ay, Vo a, V as m #

e w n N
m est un résidu massique dii au champs de pression incorrect P pour avoir un résidu
massique nul on introduit des vitesses correctives U et V dans 1’équation de continuité on
obtient:

(v v)a (U U)a (V V)a (V V)a 0
#
D’apres les deux équations précédentes nous pouvons déduire:

( U)eae ( U)Waw ( V)nan ( V)sas m #

Retournons maintenant aux équations discrétisées des composantes de vitesses U, V en
fonction du champ exact de pression.

ApUp AEUE AWUW ANUN AsUS PW Pp }"}"U #
AV, AgVe AwVw AnVy AsVs Ps Pp rx” #
Les équations précédentes s’écrivent de la méme sorte pour les vitesses approchées:
AU, ArUg AwUy ANUy AsUg Py Pp rr? #
AV, ApVy AwVy ANVy AsVs Pg Pp rx” #

Aprés soustraction on trouve:
ApUp AEUE AwUW ANUN AsUS (PW Pp)l"l"U #



APVP AEVE AwVW ANVN AsVS (PS Pp)l"xV #

On suppose maintenant que la vitesse se corrige en un point en fonction des corrections
de pression seulement sans tenir compte des corrections des vitesses des points voisins,
donc les équations pour les correction se réduisent a:

AV, (Ps Pp)rx’” 4
Par conséquent on tire les valeurs des corrections des vitesses:
(P w P p) rr v

Up A% #
v (PS PP> rr v 4
P T
U v
On note par : du 4 ’;j et dv 4 ’;,
Ap Ap

Les r r Yet ror?V

U et V respectivement:
Up du(PW Pp) . Vp dV(PS Pp)

Rappelons que les (e,w,n,s) du volume de contrdle de la pression P contiennent les
noeuds du stockage des composantes de vitesse, on aura par un méme raisonnement :

U e due (P P P E)

U, du, (PW P P)

Vo dva(Pr Py)

Ve dvi(Ps Pp)

En substituant les valeurs des corrections des vitesses précédentes on obtient 1’équation
discrétisée de la correction de pression P :

due<Pp PE)ae duw<PW Pp)aw dvn<Pp PN>a,, de<PS Pp)as m

sont les aires des faces des volumes de contrdle des composantes

#
APPP AEPE AWpW ANPN ASpS m #
avece
Ag duca, , Ay  dvaa,
AW duwaw 5 AS dvsas

Séquence des opérations itératives:

Les étapes sont les suivantes:

1- donner un champ de pression initial P

2- résoudre les équations de quantité de mouvement pour les vitesses U et V'

3- résoudre 1’équation de la correction de pression P

4- corrigerP: P P P

5- corriger les champs des composantes de vitesses U et V en utilisant les formules des
corrections.

6- résoudre 1’équation de la concentration C.

7- calculer la nouvelle valeur de  d’aprés I’équation d’état.

refaire les étapes de 2 a 7 jusqu’a la convergence.

Methode de résolution (Algorithme TDMA)



Le systeme d’équations algébriques non linéaires contient /L 2 JL 2 équations,
cect apres incorporation des conditions aux limites, avec/L et JL représentent
respectivement les nombres totaux des noeuds suivant X et R.

L’équation algébrique s’écrit pour le noeud P du maillage comme suit :

Ay p Ar b Aw w Av N As s S #

Le systéme d’équations obtenu peut se mettre sous la forme :

4 (5]
Ou: A estune matricede IL 2 JL 2 ¢éléments.
Vecteur des inconnues  i,j .

La résolution directe du systeme étant compliquée, on utilise donc une méthode de
résolution itérative qui détermine les valeurs de la variable sur chaque colonne
indépendamment des autres colonnes. Ainsi pour déterminer les valeurs de la variable sur
la colonne (i), on suppose que ces valeurs sont connues sur les colonnes (i-1)et(i 1).

L’équation algébrique est alors réduite a une équation qui ne contient que trois
inconnues p, nvet s .

Pour le noeud i,; du maillage, I’équation algébrique pourra s’écrire :

Asi,j ij 1 Apiyj i) Awniyj ij 1 Apiyj i l,j Awiyj i 1

En posant :
aj Api,j
bi Ay i,j
C;j AS i,j

d Agiyj i 1,j Awij i 1, S
I’équation ref: aa s’écrit donc sous la forme suivante :
¢ijur oaj bpj1 d #
avec: C; Oetby O

Pour tous les noeuds J  2,JL de la colonne, on a un systéme tridiagonale on utilise
I’algorithme TDMA pour le résoudre :

Les équations ref: rl peuvent s’écrire de la maniére suivante :

4 b d 4
Ou:
© b d
a21 a) 3 ar

3 b3 ds
as 2 as Y a3
jl I b i1 1 Lk
aj J aj J aj
Puisque | est connu, on élimine ; puis 3 et ainsi de suite jusqu’a obtention d’une
relation de récurrence pour  :

3

i Pij1 O #
Determination de Pj et Qj
Pourlenoeud i,j 1 ,ona:
i Py O #
En remplacant ref: r4 dans ref: rl on obtient :
¢ Pivj Qv aj b1 df #

D’ouona:



aj ¢Piv ; di ¢y b #

b; di ¢ ju "
J Jl 5
a; Cij 1 a; Cij 1
De ref: 12 et ref: 13 ona:
b

P; J #

T4 Py

di ¢ ja
;o =L #

o aj ¢iPi

On peut dire finalement qu’on a résolu la matrice en faisant un balayage suivant X
(colonne par colonne).

Pour la résolution de la matrice en faisant un balayage suivant » (ligne par ligne), on
utilisera les mémes étapes que le balayage suivant X, en supposant que les valeurs de la
variable sur les lignes (j-1) et (j 1) sont connues.

Structure du code de calcul

Le code de calcul utilisé est constitué d’un programme principal et de sous
programmes, la fonction de chaque subroutine est :

Init: calcul des différents paramétres géométriques du maillage et initialisation des

variables

Calcu: calcul des coefficients 4; et résolution de 1’équation de transport de la

composante approchée U de la vitesse.

Calcv: calcul des coefficients 4; et résolution de 1’équation de transport de la

composante approchée V' de la vitesse.

Calcp: calcul des coefficients 4; et résolution de 1’équation de la correction de pression

P et correction des composantes de vitesses U et V.

Calcte: calcul des coefficients 4; et résolution de 1’équation de transport de 1’énergie

cinétique turbulente K.

Calced: calcul des coefficients 4; et résolution de 1’équation de transport du taux de

dissipation

Calcc: calcul des coefficients 4; et résolution de I’équation de transport de la

concentration.

Modu: calcul des conditions aux limites de la composante U.

Modyv: calcul des conditions aux limites de la composante V.

Modte:calcul des conditions aux limites de I’énergie cinétique turbulente.

Moded:calcul des conditions aux limites de la dissipation.

Modc:calcul des conditions aux limites de la concentration.

Lisolv:résolution du systéeme d’équations algébriques associé a la variable en général.

Print: impression des résultas.

Critére de convergence:
On procede au calcul du résidu comme suit:
ni 1 nj 1
Resor ||: AV 174 S Ap p:|| #
iz j2
La solution est considérée avoir convergé si la somme absolue des résidus de chaque
variable est inférieure a 0.5% du flux d’entée
Remarque:
-Resor somme absolue des résidus correspondant a la variable générale



-Sorce maximum de resor (resorm, resoru, resorv, resork, resor ,resorc)

- sormax

Un test se fait, durant le calcul, sur le nombre d’itérations. Ce dernier niter est fixé a
une valeur maximal (maxit), si cette valeur est atteinte (niter maxit), sans que le premier
test soit vérifié sorce sormax , le calcul s’arretera, dans ce cas la solution n’a pas
converge.

La sous relaxation :

Puisque la variable varie fortement d’une itération a une autre, on est amené a
introduire un coefficient de sous relaxation de la variable comme suit :

A

_pp AEEAWWANNASSS1 App

Ainsi que pour la pression :

P P (P Pu)avec: 0 1

Discussion des résultats

Nous présentons dans ce chapitre les résultats obtenus, par le code de calcul ¢élaboré. La
figure (5-1) montre la géométrie du probléme étudié:

A X

Air
D:i=20 mm
Di=27 mm

Figure (5-1) Géométrie du probleme
Le tableau suivant donne les valeurs numériques des parameétres caractéristiques de la
géométrie.

Rim (Rhm |Rm |Lm
0.01 |0.0135| 0.10 | 0.80

Les parametres utilisés ici sont:

-le rapport de diametre caractérisant la géométrie, D./D;

-le rapport de vitesses débitantes, caractérisant la cinématique, ,  U./U;

-le rapport de densité, S o i

-le rapport caractéristique de la quantité de mouvement, M;  riS

Dans notre étude les parametres précédents ont pour valeurs :

- 1.35, constante dans cette étude,

-r, variable entre 3 et 12 (r, pour le cas limite d’un jet annulaire).

-S 1 pour les jets homogenes air-air; S 0.14 pour les jets hélium-air.

Les vitesses débitantes extérieures ont €t¢ maintenues constantes pour un gaz donné
(U, 6m/spour’airet U, 16m/s pour ’hélium) et on a fait varier », en modifiant la
vitesse du jet central U;, et pour évaluer I’influence des différences de densité¢ sur le
développement des jets coaxiaux, on a mené des calculs en gardant constante la quantité de

mouvement du jet extérieure (une vitesse U,  16m/s d’hélium correspond a U,  6m/s
d’air).



Les calculs sont effectués sur un maillage non uniforme comportant 40 30 noeuds,
pour la stabilité numérique des facteurs sont utilisés pour sous-relaxer a chaque itération les
champs de vitesse et le champs de pression P. La solution est considérée avoir converge si
la somme absolue des résidus de chaque variable est inférieure a 0.5% du flux d’entée
correspondant.

Cas homogeéne

Profils radiaux de vitesse — air/air — M 9

Les figures 5,2 ,est 5,3 montrent que le jet coaxial présente 02 pics de vitesse
moyenne, qui persiste au -dela de 4D; pour les mésures expérimentales 6.88D; pour les
calculs numériques et disparaisse a une distance egale 10.17D;. On a donc une transition de
comportement du jet coaxial a un jet rond, entre ces deux distances, le jet coaxial a un
comportement similaire au jet simple, pour une distance approximative égale 6D; et 10.17
pour le calcul numérique.

Donc les profils indiquent 1’éxistance d’une region central d’écoulement potentiel,
appelée coeur potentiel interne, entourée d’une region d’écoulement potentiel externe et
des deux couches de mélange aux interfaces.

Le fluide situé sur le bord du jet central est donc fortement acceléré entre ces deux
positions, par entrainement dans la couche de mélange interne. Corrélativement, par
consevation du debit, I’écoulement est decéléré dans la partie central, et la vitesse sur I’axe
a chut¢ entre la section de sortie et la section a x/D;  1.43, on note également le
ralentissement du jet annulaire entre les deux sections.

La longueur du cone potentiel de ce jet est donc inferieure a 1.43D; pour cette
configuration d’écoulement, au dela de x/D;  1.43, les effets d’entrainement par la couche
de mélange interne se sont déja fait sentir dans la region central, et pour x/D; 5.5 1a
vitesse sur 1’axe a augmenté par rapport a la section précédente. On assiste donc
progressivement a un transfert de quantité de mouvement du jet annulaire vers le jet
central, jusqu’a ce que la bosse des profils des vitesses, ait disparu et que le maximum des
vitesses a travers une section du jet est situé sur I’axe. On constate que cette condition est
realisée a x/D; 6 a7 pour les mesures expérimentales est a x/D;  10.17 pour les calculs
numériques.

On remarque aussi d’aprés la figure 5 4, lorsque le rapport de vitesse devient
supérieur a une valeur critique r,, une zone de recirculation apparait prés de la buse sur
I’axe du jet coaxial, marquée par des vitesses négatives indiquant le retour du fluide vers
I’arriére .
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Figure (5-4) Profils radiaux de vitesse d’un jet coaxial homogene(

Profils axiaux de vitesse dans la zone proche de la buse:



La fiigures 5 5 montre les profils axiaux de la vitesse moyenne, rapportées a la

vitesse débitante exterieur, U.,, les profils de vitesse moyenne présentent une diminution de

la vitesse central U, d’autant plus marquée que M augmente, pour arriver a un minimum
aux alentours de 1D;, ensuite, le fluide est réaccéléré. Ces resultats nous permettent de
préciser la position du minimum relatif de U/U, soit x/D;
64 r,
négative, par contre, pour un écoulement avec forte vitesse de retour M;
vitesses sont toujours négatives au sein de la bulle de recirculation 0.3
Prés de la buse, la couche de mélange interne se referme sur elle méme, pour aller se

M, 36r, 6, etM

0.5 0.9, pour

8 , les profils indiquent une région de vitesse moyenne

,l’v

x/D  0.5.

les

pincer sur I’axe du jet. Elle crée une dépression par entrainement du fluide interne, qui en

fonction de la vitesse d’entrainement et des densité des courants, mesure sa force avec la
pression dynamique du jet central 0.5 ;U?, lorsque la dépression est suffisament grande
une zone de recirculation proche de la buse s’installe, ce phénomene apparait quand le

rapport des flux de quantité de mouvement, M, atteint une valeur critique M.
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Figure(5-5) Profils axiaux des jets coaxiaux homogenes (air-air) en
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Figure (5-6) Superposition du profil numérique et expérimental
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Figure (5-8) Superposition du profil numérique et expérimental
Profils radiaux de 1’énergie cinétique turbulente £:

La figure 5 9 montre les profils radiaux de I’énergie cinétique turbulente k en
différentes stations. L’évolution des profils confirment celle des vitesses moyennes, les
deux couches de mélange interne et externe sont trés clairement mises en évidence prés de
labuse ax/D; 1.43, marqué par une intensification de la turbulence liée au gradient de
vitesse plus €¢levé pour la couche externe que pour la couche de mélange interne. On note
un trés faible niveau de I’énergie cinétique turbulente &, dans le jet central, puisque la
couche interne n’a pas encore atteint cette région pour cette distance de la buse, ce n’est
plus le cas pour x/D;  4.08, il ya une augmentation importante de 1’énergie cinétique
turbulente ce qui indique que la couche de mélange interne a atteint 1’axe du jet a cette
distance. Cette énergie turbulente importante au niveau de 1’axe de symétrie n’est pas le
résultat d’une production local puisque le gradient de vitesse moyenne est nul, mais c’est
d( aux mécanismes de transport par convection et par diffusion.

On observe d’aprés la figure 5 10 , que pour des rapports de vitesses trés €levés
apparait une zone de recirculation, marquée par une turbulence intence prés de la buse sur
I’axe du jet.
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Figure (5-9) Profils radiaux de ’energie cinétique

0.35 1
] o
0.30 I
i “ — X/Di=0
0.25 4 e —e x/D=0.52
1 R x/D=2.8
020 | —v—x/D=4.08
015 . | \\ x/Dii5.5
ol lg |
0.10 - °®® | Ve x/D=8.
e e —e x/D=10.17
0.05 - N ansthiA Y :
::::‘:ﬂvﬁ/.\ \ \v NS
0.00 mummmunu® am S0 f-—F—w S— 9 o o
0 1I I"/D 2I :::

Figure (5-10) Profils radiaux de 1’énergie cinétique

¢paississement du jet coaxial:

la figure 5.11 montre que la vitesse maximale rapportrée a la vitesse annulaire est
inversemnent proportionnelle a la distance X/D;

La figure 5 12 montre I’epaississement du jet coaxial noté (71, . Le calcule de ce
dernier est determiné a chaque stations par la positions radiale ou la vitesse U est données
par la relations suivante:

U/U,
max
Le jet s’épaissit dans le sens de I’écoulement a cause de I’influence du frottement et
pour cette raison que la viteese maximale décroit dans cette direction, sachant que la
quantité¢ de mouvement reste constante d’une station a une autre.
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Figure (5-12) croissance spacial du jet coaxial

Contraintes de reynolds:

La figure 5,13 présente les profils radiaux des contraintes de reynolds, en ce qui
concerne les doubles corrélations u?, v2, I’allure générale des courbes est similaire a celle
de £, les pics correspondent aux couches de mélange interne et externe, alors que les creux
correspondent au cone potentiel central et extérieur. On note ici que le modéle & ne
capte pas bien I’anisotropie des contraintes de reynolds. Pour le profil de la contrainte zv le
premier pic est négatif dii au gradient de vitesse moyenne positif, puis il devient positif la
ou il ya un gradient de vitesse négatif. Ensuite elle diminue progressivement jusqu’a ce
qu”elle s’annule dans la zone de 1’écoulement libre, ou on peut négliger I’effet de la
turbulence.
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Figure (5-13) profils radiaux des contraintes de deynolds, a x/

Bilan d’énergie:

La figure 5,14 présente le bilan d’énergie de k dans une station, on constate que
I’énergie convective est négative pres du centre puis elle devient positive proche de la
frontiere du jet; dans la région du centre 1’énergie cinétique turbulente augmente vers
I’aval, donc le flux convectif sortant dans un volume de contrdle est plus grand que le flux
convectif entrant, ce qui donne une contribution négative. Par contre dans la région prés de
la frontiere 1’énergie cinétique turbulente diminue en se déplacant vers I’aval, donc il va'y
avoir dans le volume de contrdle un flux convectif entrant plus important que celui sortant,
ce qui donne une contribution positive.

La production a une valeur nulle au centre, au niveau de I’axe de symétrie, ou le
gradient de vitesse est nul puis elle augmente jusqu’a une valeur limite correspondant a un
gradient de vitesse maximal. Apres elle diminue progressivement jusqu’a ce qu’elle
s’annule a la frontiére de la couche visqueuse.

On remarque aussi que la region ou le taux de dissipation est maximal correspond a
celle du taux de production.

En ce qui concerne le flux diffusif de I’énergie ; on constate qu’il est négatif dans la
région ou on a enregistré un maximum de production puis il devient positif loin de cette
région c’est a dire au centre et au frontiere du jet. On voit donc ici que la diffusion joue le
role d’un distributeur, c’est a dire, elle transporte I’énergie produite vers le centre, et la
frontiére, 1a ou il n’y a pas de mécanisme de production.
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Figure (5-14) Bilan énergétique, a x/D 6

Cas hétérogene:

D’aprés les figures 5

Dynamique des jets coaxiaux hétérogenes:
15,5 16,5 17,5

18, 5

19,5 20, 5 21 et

5 22 on observe que les jets coaxiaux avec différences de densité sont le sicge
d’instabilités déja obsevées dans les jets homogenes. Par contre I’influence de la variation
de la densité sur I’entrainement du fluide extérieur par le jet, est clairement remarqué dans

la région initiale. Un gaz plus 1éger que ’ambiant dans lequel il s’épanouit, se mélange
plus rapidement, et posséde un entrainement plus important, qu'un gaz lourd figure

5 17.
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Figure (5-15) Profils numériques radiaux de vitesse d’un jet
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Figure(5-17) comparaison de 1’entrainement du jet annulaire entre
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Figure (5-19) Croissance spacial du jet coaxial
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Figure (5-23) Bilan d’énergie pour a X/D 6, pour Mj 9 et
Profils axiaux de vitesse dans la zone proche de la buse:

On peut observer d’aprés la figure 5 24 que les courbes ont les méme allures que
pour les jets homogenes. Lorsque le rapport M, est faible, le jet central est trés peu affecté
par la présence de I’écoulement extérieur. Une augmentation du rapport M; se traduit par
un entrainement accru du fluide provenant du jet central, par I’installation d’une dépression
de plus en plus grande dans les couches de mélange, et des vitesses qui diminuent sur 1’axe.
Cet effet s’accentue si r, est plus élevé et, en conséquence, I’abscisse x/D; du minimum se
rapproche de la buse. Au-dela, la couche de mélange interne a envahi la region centrale et
le fluide est réaccéléré sur ’axe. On peut observer encore 1’écart important entre les jets
homogene et hétérogene. Pour le jet homogene, le rapport critique 7. vaut
approximativement 6 a 5, tandis que pour les jets hétérogéne ..  20. Si on trace la méme
figure en fonction du rapport des quantités de mouvement M; ,on constate un assez bon
regroupement des resultats en valeur critique M. correspondent a I’apparition de la
recirculation est de I’ordre de 30 pour le cas homogéne et 40 pour le cas hétérogene,
I’entrainement devrait étre favorisé par ’effet de densité lorsque I’écoulement rapide est le
moin dense. L.’écart entre les deux cas pourrait toute fois s’expliquer par le ralentissement
du jet annulaire au contact de 1’air ambiant.
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Figure (5-24) Profils axiaux de la vitesse des jets coaxiaux hétérogenes,

Les champs de densité des jets coaxiaux:

Les calculs du champ de concentration nous ont permis de determiner les évolutions
axiales et radiales de la masse volumique moyenne des jets coaxiaux.

Afin d’étudier le mélange et pouvoir comparer les profils de la densité moyenne, la
masse volumique a été adimensionnalisée par  a 1’aide des densités du fluide du jet
annulaire a I’entrée ., et du jet central ;

ou _ .,

la moyenne est —,

le gaz injecté au centre est I’air , et dans 1’anneau, c’est I” hélium.

La figure 5 25 présente les profils axiaux de la masse volumique moyenne pour le
couple hélium-air , §  0.140, et pour différentes valeurs du rapport de quantité de
mouvement, M;. Sur I’axe On peut observer que ’allure des courbes est la méme lorsque
M; augmente, la densité moyenne présente une variation axiale plus importante pour les
faibles valeurs de M, le gradient axial est beaucoup moins raide.

Une estimation de la longueur du cone potentiel peut €tre faite a partir des valeurs
moyennes,  moyenne reste égale a 1 jusqu’a une abscisse qui correspond a la longueur
du cone potentiel. A partir de cette abscisse la couche de mélange interne atteint 1’axe du
jet, la densité moyenne est affectée par 1’arrivée du fluide riche en hélium, et la densité
décroit en conséquence, et le jet annulaire entraine le fluide ambiant (1’air ), ce qui fait
augmenter la densité moyenne.
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Figure (5-25) Profils axiaux de densité normalisée, en

Lafigure 5 26 montre la comparaison entre le profil axial numérique et
expérimental de la densité normalisée, pour un jet coaxial hélium-air, M; 9, le fluide
ambiant est 1’air, on remarque que les calculs numériques prévoient un cone potentiel plus
long que les mesures expérimentales, mais I’allure est la méme pour les deux cas.
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Figure (5-26) Comparaison entre profil numérique et

Profils radiaux des jets coaxiaux helium-air,M; 9:

Les figures 5,27 a et 5,27 b montrent les profils radiaux de la densité moyenne,
en différentes stations. Plus on se déplace vers ’aval, a1 x 2, les deux couches de
mélange interagissent, et au centre du jet annulaire 7/D;  0.62 , on ne retrouve plus
d’hélium pur. La couche de mélange interne atteint I’axe du jet ax/D;  2.09. A partir de
I’abscisse x/D;  2.09, on assiste a une homogénéisation de la densité dans la partie
centrale de I’écoulement. Ainsi, ax/D;  5.16, le profil moyenne présente encore un
minimum prononcé 0.26,7/Di 0.5 , mais la densité moyenne sur 1’axe s’est
beaucoup enrichie en hélium 0.35 ,pour x/D; 10.17,le minimum de  est
pratiquement sur I’axe .
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Figure (5,27-b) Profils radiaux de la masse volumique
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Figure (5-28) résultats expérimentaux de la densité en

L'influence de I'ambiante, pour M; 9 etS 0.140:

Du fait des fortes différences de densité entre les gaz utilisés et I’ambiance, il nous a
paru intéressant d’étudier 1’influence du fluide ambiant sur le jet. Notre étude traitant des
jets coaxiaux ou le jet annulaire est trés 1éger (hélium) et I’ambiant (air) 7 fois plus lourd, il
est possible que ce dernier produit un ralentissement du jet coaxial sur les bords et une



augmentation de I’angle d’ouverture du jet.

Les profils de densit¢ moyenne des figures 5 29 et 5 30, se superposent bien,
jusqu’a 4D;, pour le cas axial et 0.67/Di pour le cas radial puis nous trouvons une courbe
qui décroit asymtotiquement a zéro, dans le cas ou ’ambiant est de I’hélium. On a donc
une couche de mélange externe qui dépend assez fortement du fluide ambiant, et du fluide
injecté dans 1’anneau.
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Figure (5-30) Profils radiaux des jets coaxiaux a Mj 9, pour
Pour la largeur du jet pour un fluide ambiant différent de 1’air de la figure on remarque
la meme largeur, néanmoins, la présence d’air comme fluide ambiant favorise
I’entrainement. L.’évolution axial de la vitesse maximal représentée sur la figure montre
une décroissance plus prononcée pour le couple (air-hélium), avec I’ambiant de 1’air que le
cas homogene, et le cas avec ’ambiant de I’hélium.
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Figure (5-32) Influence de I’ambiante sur la décoissance de

Conclusions et perspectives:

Cette étude avait comme objectif principal de simuler numériquement la dynamique et
le processus de melange des jet coaxiaux avec forte différence de densité, d’un point de
vue technologique, ce type de jet est appliqué aux injecteurs de moteurs de fusée, d’ou
I’importance de délimiter le cas avec et sans recirculation. L’établissement d’une bulle de
recirculation ainsi que le développement d’un cone potentiel sont fortement dépendants des
conditions initiales d’injection, c’est a dire le champs de vitesses et de densité et du
développement du mélange entre les deux jets. Ainsi, sur la base des resultats numérique
obtenus, nous pouvons tirer les conclusions suivantes :

1-les différents résultats s’accordent pour montrer que, si le rapport des vitesses 7,
devient supérieur a une valeur critique r,., le jet coaxial est le siége d’une recirculation
d’autant plus intense que le rapport des vitesses est grand.

2-Nous avons vérifi¢ que le rapport de vitesse, r,, n’est pas un parametre représentatif
de I’écoulement de jet coaxiaux héterogene, les calculs effectués avec différents couples de
gaz permettent d’explorer 1’influence du rapport de densités S de 1 a 0.140. L’étude montre
que les resultats sont trés différents d’une valeur de S a I’autre si on adopte une
représentation en fonction de r,, mais qu’un bon regroupement est opéré si on utilise
M 7S, le rapport des flux de quantité de mouvement initiaux, qui prend en compte



simultanément les effets de vitesses et de densité.
3-les resultats montrent que la recirculation apparait pour une valeur critique M.
estimée approximativement, 30 a 40 pour I’ensemble des gaz utilisés.
4-la largeur du jet est plus petite pour S plus grand, puisqu’un gaz plus leger que
I’ambiant dans lequel il s’épanouit, se melange plus rapidement, et donc possede un
entrainement plus important, qu’un gaz lourd.
5-une augmentation du parametre M produit une augmentation de 1’activité turbulente
et du mélange.
Plusieurs études futures peuvent se dégagent de ce mémoire on peut citer:
simuler numériquement 1’écoulement en utilisant d’autres méthodes que la moyenne de
favre, comme par exemple la proposition de P.Chassaing.
¢tudier I’écoulement avec forte différence de densité en inversant la position de la buse,
c’est a dire que I’écoulement peut avoir soit la direction de la pesanteur, soit la
direction contraire, pour capter les zones ou I’écoulement présente des caractéristiques
convectives et les zones ou les effets de flottabilité sont prépondérants.
Nous envisagons ¢galement d’étudier I’effet d’une rotation du jet extérieur et ses
conséquences sur I’écoulement dans le champ proche.
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Nomenclature

C Fraction massique ou concentration
D; Diameétre intérieur de la buse coaxiale
D, Diameétre extérieur de la buse coaxiale
M; Rapport de quantités de mouvements initiales
Iy Rapport de vitesse initiale
S Rapport de masse volumique initiale
M La masse molaire
Ui Vitesse du jet central ou intérieur
U, Vitesse du jet annulaire ou extérieur
S. Nombre de Schmidt
R. Nombre de Reynolds
Se Terme de source relatif a la variable ©
k Energie cinétique turbulente
Ap
Ag
Aw Coefficients du systéme d'équations algébriques
Ax
Ag
R Nombre de Richardson
uju; Contrainte de Reynolds en notation indicielle
u’ Contrainte de Reynolds suivant ox
v Contrainte de Reynolds suivant or
uv Contrainte de Reynolds tangentielle
X,r,0 Coordonnées cylindriques
Symboles grecs
p Masse volumique ou densité de fluide
v Viscosité dynamique
s Viscosité turbulente
v Viscosité cinématique
€ Taux de dissipation de I'énergie cinématique turbulente
Ojj Symbole de KRONECKER
Iy Coefficient de diffusion de la variable @
Ok O¢ Constantes empiriques de la modélisation




Indices et exposants

o =

e N N W W
~ N~

Relative a la buse intérieure
Relative la buse extérieure
Relative a I'ambiant

La moyenne de Favre

La moyenne de Reynolds
Indice du plan EST

Indice du plan OUEST
Indice du plan Nord

Indice du plan Sud
Turbulent




