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Résumé

Le but de cette these est la synthése d’observateurs pour les systemes dynamiques hybrides
modélisés par les réseaux de Petri différentiels. Ces systéemes sont définis structurellement par
la coopération de deux sous systemes, I'un de type continu et le second de type événementiel.
Ainsi, ce mémoire débute par une introduction aux notions de I’aspect hybride. Nous
poursuivons alors notre préambule par les différentes méthodes de modélisation et d’analyse
de stabilité de ces systémes. La méthodologie de la modélisation des systémes hybrides par le
modele retenu est également explicitée et illustrée a travers des exemples simulés.

La stratégie d’estimation de I’état hybride s’appuie sur un schéma d’observation combinant
un observateur de réseau de Petri et d’un observateur continu de Luenberger en interaction.

A partir du marquage discret initial, I’observateur continu estime I’état continu du systeme.
Ce dernier est exploité par I’observateur discret pour la détection de nouvel évenement.

Ainsi, I’observateur discret restitue le mode discret en estimant le marquage discret et fourni
le mode actif a I’observateur continu. Les gains de I’estimation sont calculés pour obtenir une
convergence exponentielle de I’observateur continu aussi bien dans le cas ou I’observateur
discret détecte correctement le mode que dans le cas échec.

De la méme maniére que les cas précédents, des approches de synthése se basant sur la
contrainte du temps de séjour sont également prise en considération. Pareillement, En absence
de I’état hybride la commande par retour d’état est analysée. Les techniques de la synthése
dans ce cadre s’appuient sur le principe de séparation. Les conditions de stabilisation et
d’estimation sont formulées sous forme d’un ensemble d’inégalités matricielles (LMI).



Introduction génerale

En automatique, les systéemes physiques sont souvent décrits par un modele continu ou
bien par un modele a événement discret. Or, les systemes complexes sont souvent de nature
hétérogene et ne peuvent pas étre considérés comme continus ou discrets. Ce type de systemes
est présent dans la vie quotidienne et nous pouvons citer : le controle du trafic, les systémes
continus commandés par logique discréte, des usines chimiques avec des vannes et des
pompes, le pilotage automatique des avions, etc....

Ainsi, le mixage de deux types de composantes de nature différente a donné une nouvelle
catégorie de systemes dynamique dite “’hybride’”. Cette derniere se caractérise par
I’interaction de la partie continue décrite par les équations différentielles et de la partie
discréte, représentée par les automates a états finis ou des réseaux de Petri.

La maitrise du comportement des systemes dynamiques hybrides (SDH) nécessite la
connaissance des variables d’états continus, des modes du systeme ainsi que des informations
sur les événements qui orchestrent les transitions. Or, il est souvent que des contraintes
physiques et/ou économiques empéchent la mesure directe de I’état d’un SDH ainsi que celle
des instants de passage d’un mode a un autre. Le recours a des observateurs permettant
d’estimer les états continus et discrets du SDH est dans ce cas la solution classiquement
préconisée.

Ainsi, cette thése se focalise sur le probleme de I’estimation de I’état pour une large classe
de systemes hybrides. Ceci est motivé par le fait que I’estimation de I’état est une étape
importante, méme indispensable pour la synthese de lois de commande, pour le diagnostic ou
la supervision des systemes industriels. Par ailleurs, cette thése adopte une approche de
synthese basée sur I’utilisation d’un formalisme hybride dés la phase de modélisation.

En effet, le choix d’un modele « simple » reproduisant parfaitement le comportement d’un
systeme est une tache tres difficile particulierement quand il s’agit d’un systeme combinant
deux aspects de natures différentes.

A nos jours, il existe dans la littérature principalement deux formalismes permettant la

modélisation de I’aspect hybride : les automates hybrides [Henzenger, 1996] ou bien par les
réseaux de Petri hybrides [David, 2001]. D’une maniére informelle et générale, un automate
hybride est I’association d’un automate d’états finis et un ensemble d’équations dynamiques
continues pilotées par ce dernier. Les équations modélisant le comportement continu a un
instant donné dépendent de I’état de I’automate, ce dernier pouvant évoluer en fonction des
valeurs des grandeurs continues.
Toutefois, I'utilisation de ce formalisme est limitée par la taille du modéle qu’il engendre
(explosion combinatoire du nombre d’états du graphe). D’ou le besoin de disposer de
mécanismes de structurations plus puissants comme les réseaux de Petri. Ces derniers sont
largement utilisés dans la modélisation des systémes a événements discrets et dans les etudes
de shreté de fonctionnement des systéemes dynamiques. lls se caractérisent par une évolution
asynchrone dans laquelle les transitions des composantes paralleles sont franchies les unes
apres les autres, et par une représentation explicite des synchronisations et des mécanismes
d’allocation de ressources. Ces caractéristiques sont trés intéressantes pour modéliser les
aspects événementiels des systemes hybrides. Ainsi, cette thése s’intéresse a I’utilisation
d’une classe particuliére de réseaux de Petri lors de la phase de modélisation.



Introduction genérale

Une fois, le formalisme de modéelisation est choisi, nous nous basons sur son exploitation
pour la synthése d’observateurs hybrides ayant une structure originale. Cette derniere est
composée d’un observateur discret et un observateur continu en interaction. Le réle du
premier est d’estimer la composante discréte du systeme hybride. Quant au second, il estime
la composante continue.

Ainsi, ce manuscrit sera débuté par un chapitre introductif sur les SDH et les contributions de
ce travail seront résumées dans trois chapitres. L’ensemble est organisé comme suit :

Chapitre 1

Dans le premier chapitre, nous présenterons la notion des systemes dynamiques hybrides
allant de la définition de ces derniers a la description et la classification des aspects hybrides.
Par la suite, nous entamerons les concepts de modélisations et nous discuterons des conditions
classiques de stabilité des SDH. Notons que ce chapitre ambitionne, d’une part, a présenter les
outils facilitant la lecture des chapitres et d’autre part a justifier le choix des Réseaux de Petri
Différentiels comme outil de modélisation.

Chapitre 2

Ce chapitre sera consacré a la presentation de I’outil de modélisation adopté et a la
présentation de nos contributions de modélisation de quelques classes de SDH par Réseaux de
Petri Differentiels. Ainsi, nous présenterons la méthodologie de la modélisation des systemes
a commutations dépendant de I’état, du temps, ainsi que de la conjugaison du temps et de
I’état. Nous aborderons ensuite la modelisation des systemes hybrides Piecewise par cet outil
et nous discuterons du cas des SDH non autonomes.

Chapitre 3

Le noyau de notre travail sera congu autour des deux derniéres parties du manuscrit
(troisieme et quatrieme chapitre). Dans cette partie, nous aborderons le probleme de la
synthése d’observateurs hybrides, dont le modéle discret est basé sur les réseaux de Petri et
I'évolution des variables continues pendant chaque configuration est un systeme d'équations
différentielles algébriques. Une présentation des approches proposées dans ce contexte
permettra d’établir un bilan sur les travaux existants dans la littérature. Par la suite, nous
entamerons les stratégies de synthése que nous proposerons. Nous déterminerons également la
preuve de convergence pour chaque cas abordé et nous formulerons I’ensemble de contraintes
sous forme d’inégalités matricielles linéaires (LMI).

Chapitre 4

La derniere partie du manuscrit présente la continuité du chapitre précédent. Dans ce
dernier chapitre, nous aborderons le probléme de la stabilité et la stabilisation des SDH dans
le contexte de I’estimation d’état hybride. En effet, nous considérerons I’estimation de I’état
hybride selon deux aspects : la premiére porte sur le temps de séjour et le deuxiéme sur la
recherche d’une loi de commande stabilisant le systeme hybride en boucle fermé.
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Introduction

Les progres technologiques liés a I’automatisation et a I’informatisation ont largement
contribué a la croissance de la complexité des systémes et des processus industriels. En effet,
I’absence de plus en plus, de I’intervention humaine et I’introduction de I’informatique
industrielle dans I’industrie ont imposé de nouvelles méthodologies dans le développement et
la conception des systéemes complexes en particulier sur le plan de la supervision, de la
commande et de la surveillance.

Du point de vue de I’automaticien, la plupart de ces processus présentent une évolution a la
fois continue et évenementielle. Avec de telles structures, la dynamique de ces derniers
nécessite de plus en plus des outils qui tiennent compte de I’ensemble des dynamiques, ce que
les approches classiques ne peuvent pas. En effet, la séparation des systemes a événement
discret (SED) et des systéemes continus (SC) et le traitement de chaque type a part peuvent
engendrer d’une part des simplifications significatives mais aussi de nouvelles problématiques
de modélisation, d’identification, d’analyse et de synthése de commande....

Ainsi, il vient qu’une description adéquate de I’évolution réelle des systemes complexes
par la prise en considération simultanément des deux visions s’impose. De ce fait, le couplage
de I’aspect continu avec I’aspect discret nous oriente vers de nouveaux concepts et de
nouvelles approches par I’intégration des méthodologies des deux théories dans une nouvelle
classe de systeme nommee ‘’systéme hybride’’.

En effet, le formalisme hybride peut étre vu sous deux angles distincts :
e L’aspect de la commande hybride.
e L’aspect hybride hétérogéne.

La Figure.l illustre le principe du premier aspect que I’on peut résumer a une commande d’un
processus continue via un contréleur discret de type automate a état fini ou de réseaux de
Petri. De nos jours, plusieurs applications dans I’industrie se basent sur ce type de structures
tel que le domaine du génie des procédés [Lennartson, 96] [Schild, 2007]. Nous pouvons
également citer I’exemple de I’oscillateur harmonique ou le probléme de la stabilisation a été
contourné par I’utilisation d’un retour de sortie avec une dynamique discrete décrite par un
automate a état fini [Artstein, 96].

Processus Physique continu

Controleur Discret

Figue. 1. Aspect de la commande hybride
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Le second aspect que nous avons cité constitue le comportement naturel des processus
complexes Figure.2 i.e. certains présentent des commutations entre différentes dynamiques,
que ce soit par inhérence a la physique du systeme (telles les réactions entre composants au
cours d’un procéde chimique, les collisions de deux particules ou le cas des robots marcheurs
ou suite a IPintervention d’un operateur, qui peut provoguer une commutation (un

automobiliste et sa boite de vitesse).
\événementexterne
/ Evénementsinternes \

X RN

T SS Sortie
—

Entrée sS,

sous systemes

\ Comportementd’un processus complexe /

Figure.2. Systeme hybride hétérogéne

On peut se rendre compte rapidement que, dans le cas des quelques exemples cités
précédemment, une modélisation adéquate s’impose de prime abord pour résoudre les
problématiques dues a I’insuffisance des méthodes conventionnelles pour répondre aux
exigences technologique. L’émergence de cette nouvelle facon de considérer les systemes
complexes depuis moins d’une vingtaine d’année a entrainé un développement rapide de la
théorie des systémes hybrides.

Aussi, dans ce chapitre introductif, nous nous consacrerons, dans un premier temps, a
présenter les systemes hybrides et a revenir sur la définition de ces derniers. Par la suite, nous
abordons par un tour d’horizon les problématiques liés a ce type de systéemes. Dans ce
contexte, nous ferons un bref apercu sur la panoplie de résultats et d’outils de modélisation de
la littérature, dans le but d’argumenter le choix du modeéle considéré dans notre travail.

1.2. Preésentation des systéemes dynamiques Hybrides

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons un ensemble de définitions et de concept des
systemes dynamiques hybrides nécessaires pour faciliter au lecteur initié ou pas la prise en
main des travaux présentés tout au long de ce travail.

1.2.1. Notion de modele
D’une maniere générale, un modele est caractérisé par la nature de ces variables d’état. En

fonction des caractéristiques de ses parametres, ces dernieres sont généralement présentees
soit par des variables d’état continues (et/ou échantillonnées), soit par des variables d’état
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discrétes (événementielles). A partir de 13, nous pouvons situer le concept hybride des
systemes.

Pour ce faire, considérons le schéma de la Figure.3, a travers lequel nous spécifions les
notions de base suivantes :

== Evolution d'un SC
="=" Eveolution dun SED
:’aé’:::,l € — Evolution d'un SDH
événement
Etat discret

. —_— . Evolution
~ .. -
o continue
E TN ,- ~
I, -\\
- ‘-.
- —
- -—
--—"' L'
Temps

Figure.3. Evolution d’un systéme dynamique selon sa nature

+ Un modeéle continu est un modeéle pour lequel les variables d’état sont considérées
comme des fonctions continues et dérivables en fonction du temps. Une telle
variable d’état présente une trajectoire continue en fonction du temps. Ainsi, le
modele correspondant exprime le taux de progression de I’état du systeme en
fonction du temps. Nous considérerons les systemes dits échantillonnés dans cette
méme classe de systemes.

¢ Un modele a évenement discret est un modele pour lequel les variables d’états
(événements) prennent leurs valeurs sur un ensemble fini (sous ensemble des réels).
Il s’agit en quelque sorte d’une abstraction de type logique. L’état du systeme
change dés I’apparition d’un événement instantané et demeure constant durant
I’intervalle de temps séparant deux événements consécutifs. Ainsi, le modéle est
caractérisé par des transitions d’état instantanées et le temps évolue en fonction de
la date des prochaines transitions. Cette évolution correspond dans la plupart des
cas a I’état ouvert ou fermé (marche ou arrét).

¢ Un modele hybride regroupe les deux précedents modeles. Il présente des phases et
des séquences déecrivant les modes ou bien les différentes taches et activités du
systeme. Chaque phase est décrite par une évolution continue. Ainsi, un modele
hybride est caractérisé a la fois par une évolution continue et évenementielle.

1.2.2. Définition

Les systémes dynamiques faisant intervenir explicitement et simultanément des
phénomeénes ou des modeles de type dynamique continue et événementielle sont appelés les
Systémes Dynamiques Hybrides (SDH).



Introduction a la théorie des systemes dynamiques hybrides SDH

Ainsi, un SDH est un systéme dynamique qui évolue selon une série de modes dynamiques.
La succession des modes est régie par des conditions liées a la fois de la progression continue
et discréte. Les conditions de transitions sont formées par un ensemble de contraintes égalités
et un domaine d’admissibilité (décrit par des contraintes inégalités). Afin d’illustrer nos
propos, considérons I’exemple physique suivant.

Exemple.1.1

Considérons le cas des processus batch. L’évolution de ces systemes est décrite par un
ensemble d’entité définissant les taches a réaliser [Champagnat et al, 98a]. De ce fait,
I’ensemble des taches est associé a des variables d’états continues décrivant I’évolution des
phénoménes physiques correspondant. Afin d’illustrer la notion de SDH, considérons
seulement la partie réservoir du systeme.

La Figure. 4 décrit la structure du systeme composé d’un réservoir et de deux vannes tout
ou rien notées v, et v,. Le réservoir est décrit par son volume V qui varie entre deux valeurs

minimale et maximale V,_,, et V_,. . Notons que le réservoir est alimenté avec un débit d, .

Figure. 4. Exemple du réservoir
L’evolution du niveau de liquide est régit par I’équation différentielle suivantes :

dv

W=|d| (1.2

avec d =d, —d,, d, estle débit d’entrée et d_ est le débit de sortie.

Nous constatons que la variation du volume par rapport au temps est égale a plus ou moins le
débit d . L’ alternance entre +d est en lien directe avec I’état du réservoir, i.e. selon que I’on
remplisse ou que I’on vide. De ce fait, la prise en compte de ces situations devient
impérativement obligatoire. Par conséquent, elles peuvent étre exprimées par trois modes :

mode remplissage correspond & I’évolution V' =d . mode vidange décrit la variation V ==,
et mode reposV =0.

Notons que I’évolution des phases de remplissage, vidange et repos sont liée a I’ouverture et a
la fermeture des vannes associées au réservoir. Ces actions (ouverture et fermeture) sont
provoquées par un ensemble fini d’événements internes. Ainsi, I’analyse du systéme réservoir
indique que le modele du systeme est décrit par :
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1. Lavariable d’état continue décrite par le volume du liquide dans le réservoir.
2. Les variables d’états discretes décrites par les différentes phases que peut avoir le
réservoir (remplissage, vidange et repos).

Sous ces contraintes, la modification de I’état discret du systeme est liée aux valeurs limites
de sa variable d’état continue. Par conséquent, I’intégration de ces conditions aux modeéles
discret et continu nous permet d’obtenir les expressions décrivant I’évolution du systéme
réservoir :

Mode remplissage V. =d siV <V_.
Mode vidange V. =—-d siV <V
Mode repos V =0 correspond & une valeur du volume constante.

max

Finalement, la partie discrete pilote le systeme d'équations (elle détermine quelles sont les
équations actives), alors que le systeme d'équations contréle I'évolution de la partie discréte.
C’est en effet ce dernier qui permet de connaitre les dates de franchissement des transitions.
Nous avons donc deux parties distinctes en communications. A partir de cette illustration,
nous pouvons exprimer la structure générale d’un SDH qui sera donnée dans le paragraphe
suivant.

1.2.2. Structure d’un systeme hybride

Un SDH est un systeme dynamique composé de I’interaction d’une partie événementielle
et d’une partie continue. Les deux composantes continue et discréete d’un SDH sont
interconnectées avec une loi qui orchestre cette interconnexion (voir Figure.5) [Antsaklis,
2000].

Entrée Sortie
discréte) discrete
— Systéme a événement discret —
A
Interface
Entrée Y Sortie
continuej continu
—> Systéme continu

Figure.5. Structure d’un systéeme hybride

e La partie « Systeme a Evénements Discrets » (SED) représente I’état discret du SDH.
Son évolution est gouvernée par l'occurrence d'événements tels que I’opeération
d’usinage sur une piéce, I’instruction traitée par un processeur, un interrupteur ouvert
ou ferme .... D’habitude, les SED sont classiquement représentés par I’algebre de
Boole combinée a des formalismes états transitions décrits par les modeles usuels tels

6
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que les automates a états finis [Ramadge, 87] [Cassandras, 2008] ou bien les réseaux
de Petri [Alla et al, 2004] [Zhou, 2007].

e La partie continue symbolise I’environnement physique dans lequel évolue le systéme.
Elle est constituée d’une infinité de valeurs décrivant le comportement d’un
phénomene physique tel que la température d’une piece ou d’un objet, la vitesse d’un
mobile, le niveau dans un réservoir..... L’étude de ces systemes fait appel a des outils
mathématiques capables de représenter la dynamique continue: équations
différentielles, inclusions différentielles, méthodes d’état a forme matricielle....

e L’interface ou bien I’interaction exprime la relation liant la partie discrete a la partie
continue et vice versa. Le rble de cette partie est de fournir des informations a la partie
discréete respectivement a la partie continue sur I’évolution continue ou discrete. Sous
I’effet d’un évenement interne ou bien d’un événement externe, le systeme peut
changer de configuration ou de mode.

De ce fait, les interactions entre les deux modéles se font par I'intermédiaire des évenements.
Au niveau de la partie discréte, un événement correspond a un franchissement de transition.
Alors qu'au niveau des systemes continus, il s'agit d'un dépassement de seuil d'une variable
continue. Une transition d’un mode vers un autre mode a lieu lorsque certaines conditions
logiques sont vérifiees.

Ainsi, selon le type de I’évenement, Branicky [Branicky, 96] a proposé une classification des
comportements hybrides sous une formulation unitaire du concept hybride et que fera

I’objectif du paragraphe suivant.

1.2.3. Classification du comportement Hybride

De fagon générale, un systeme hybride peut étre décrit par le systeme d’équation (1.2).

(1.2)

L état continu x €R", le vecteur commande continu u e R" I’état discret g eQ = N et la
commande discrete également u, eQ < N.

Rappelons que le passage d’un mode g a un mode successeur g correspond a un

changement de [I’état discret qui engendre soit une commutation exprimée par une
modification du modele d’état continu, soit un saut défini par une discontinuité au niveau du
modele d’état continu. Ainsi, comme [I’illustre la Figure.6, la transition exprime le
basculement d’un mode a un autre. Elle apparait si et seulement si la variable d’état continue
satisfait certaines conditions. Par consequent, il existe deux domaines ou régions caracterisant
une transition [Branicky, 96].
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e Domaine de départ: c’est un domaine de I’espace d’état continu. Il correspond a
I’ensemble de départ de la transition du mode discret g; vers un autre mode g;. Ce

domaine représente I’ensemble des valeurs de I’état continu entrainant une transition
vers un nouveau mode discret.

e Domaine d’arrivée: Ce domaine correspond a I’ensemble des valeurs continues que
peut prendre I’état continu lors du changement d’un état prédécesseur.

7z N .
Vs Sa q i
AN Domaine d’arrivée

Sy

£ Domaine de dépar

Trajectoirede I'état

Figure.6. Transition de I’état Hybride

Ainsi, nous pouvons distinguer plusieurs formes de comportement hybride. Leur définition
repose sur la notion de changement brusque ou instantané de I’état ou du modele. Ces
changements peuvent étre autonomes ou controlés. Le changement autonome résulte d’une
évolution interne du systeme, alors que le changement contr6lé est dii a une action extérieure.
Une classification des comportements hybrides selon les sauts et les commutations est donnée
par [Branicky, 96] comme suit :

1.2.3.1. Commutations autonomes:

Ce type de comportement est la conséquence de I’évolution de la variable d’état continue.
Ainsi, une commutation autonome est caractérisée par un changement discontinu du champ de
vecteur lorsque I’état atteint certains seuils. La Figure.7 illustre que le systéme change de
dynamique des que la variable d’état atteint une valeur donnée dans I’espace d’état. De ce fait,
la représentation d’état (1.2) s’écrit:

x+(t)= f(x(t).a(t)) (13)
g
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Etat ,

Transition

Temps

Figure.7. Commutation autonome

Plusieurs exemples dans la littérature présentent ce type de comportement. Nous citerons le
cas d’un circuit électrique contenant une diode. Ainsi, un changement de configuration aura
lieu quand la tension aux bornes de la diode sera inférieure ou supérieure a la tension du seuil
de cette derniere.

1.2.3.2. Commutations contrélées:

Il s'agit de transitions provoquées par une commande ou dues a une modification de
I’environnement, donc a une action extérieure au systeme considéré. C’est le cas d’une
transmission manuelle ou du systéme a réservoir de I’exemple 1 de la section 1.2.2 lors du
passage de I’état “’vidange’’ a I’état “’remplissage’” apres action sur les vannes. Cette derniére
affecte le vecteur champ du systéeme d’une facon instantanée. Ainsi, la représentation d’état
du SDH s’écrit :

(1.4)

1.2.3.3. Sauts autonomes:

La transition subit un saut de type autonome quant la variable d’état atteint une certaine
région de I’espace d’état. Il effectue un saut; i.e. il passe de fagon discontinue de sa valeur
courante a une autre. C’est le cas par exemple lors de la collision entre deux corps ou la
vitesse change de signe brutalement et subit un saut (balle qui rebondit). Notons que ce type
de phénomenes est généralement engendré par une approximation lors de la modélisation qui
suppose que certains phénomeénes sont infiniment rapides. Il se traduit par une discontinuité
de la valeur courante a une autre valeur (Figure.8).
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Etat 4

Saut

/
A

Temps

Figure.8. Saut autonome
1.2.3.4.  Sauts contrlés :

Ce comportement est exprimé par un changement de I’état sous I’effet d’une commande. La
réponse du systeme se fait d’une facon discontinue. C’est le cas d’un modele de stock ou on
dépose les quantités ay, a,, ... de matiére aux instants t;<t<...

En conclusion, quelque soit la nature de I’événement provoquant la transition entre les sous
systemes, les difficultés liées a I’intégration des deux aspects (continue et discret) ont conduit
les scientifiques a mener des recherches dans plusieurs domaines de maniere a répondre aux
besoins et aux exigences des systemes réels, complexes et industriels.

1.3. Bref apercu sur les travaux autour des SDH

Une présentation exhaustive de I’ensemble des travaux constitue un travail conséquent.
Cela donne une idée sur I’intérét des chercheurs et la prolifération des résultats dans le
domaine des systemes hybrides. Aussi, nous nous limiterons a donner un apercu sur les
différents travaux. Le lecteur pourra se faire sa propre opinion en consultant en détails la
bibliographie tres riche dans le domaine et selon ses centres d’intérét. Il aurait été tres long de
détailler et de dénombrer les différentes études effectuées sur les SDH
Une approche complétement unifiée pour I’étude des systemes hybrides étant encore
prématuré. La plupart des travaux ont d’abord eu comme démarche d’adapter les outils du
continue et de I’événementiel pour I’étude des SDH. Nous pouvons citer les travaux menés
dans les domaines de la modélisation [Tavernini, 87] [Stiver, 92] [Buisson, 94] [Tittus, 95]
[Branicky,96] [Mosterman, 2000] [Lygeros et al, 2003] [De Schutter et al, 2003], de I’analyse
[Asarin, 2004] [Asarin, 2007] [Aswani, 2007], de la stabilité [Branicky, 93] [De carlos,2000]
[Goebel, 2004] [Sella, 2007] [De la Sen, 2008] [Hien, 2009] [Hai, 2009] [De la Sen, 2009],
d’observabilité [Bemporad, 2000] [De sentis, 2003] [Vidal, 2003] [Collins, 2004] [Babaali,
2004] [Chaib, 2006] [De Santi, 2006] [De sentis, 2006], de la commande [Titus, 94] [Borrelli,
2003] [Sun, 2005] [Xie et al, 2005] [lung, 2006] [Xie et al, 2009], d’observateurs, [Balluchi
et al, 2001] [Juloski, 2003a] [Petterson, 2005] [Saadaoui, et al, 2006a] [Barbot, 2007]
[Hwang,. et al, 2006]. Pour plus de détail nous invitons le lecteur de consulter [Antsaklis,
2002] [Goebel et al, 2009] ou les auteurs ont présenté un manuel de base contenant certaines
études menées sur ces systemes.

10
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Dans ce contexte et dans cette partie, nous allons nous restreindre qu’aux etudes liées aux
problématiques de notre travail a savoir I’estimation de I’état hybride pour une large classe
des SDH.

1.3.1 Modélisation des systemes hybrides

Les résultats obtenus autour de la modélisation de tels systemes sont nombreux. Chacune
des approches développées est spécifique et dépende souvent du type de la classe des SDH
consideérés et parfois méme de I’application mise en ceuvre [Pettersson, 95] [Kurovsky, 2002]
[Paruchuri, 2005] [Tolba, 2008]. D’une fagon générale, quelque soit le formalisme adopté, la
différence réside dans la structure de la loi de commutation. Cette différence n’est pas de
nature conceptuelle mais plut6t, due a la grande diversité des classes des systéemes hybrides.
Ainsi, les modeéle proposés sont souvent une extension des modeles existants [Zaytoon, 2001]
gu’ils soient continus [Mosterman, 97] [Mosterman, 2002] ou discrets [Alur, 99] [Chouikha,
98] [David, 2001], au cas mixte [Champagnat, 97] [Villani et al, 2005] [Villani et al, 2007].

Il est bien évident que le formalisme mixte semble le plus précis dans I’interprétation du
comportement hybride. En effet, ce dernier combine les modéles discrets et continus dans une
méme représentation. Chacune des deux parties (continue et discrete) est représentée de fagon
rigoureuse et explicite et leur interaction est traitée au sein de I’interface qui les relie. D’apres
la littérature, I’approche mixte se base sur deux aspects :

1. Le premier aspect prend en charge I’aspect hybride sous plusieurs formes: la
premiere forme se voit dans I’extension de I’automate a état finis en automate
hybride [HenZenger, 96] [Goebel et al, 2009]. La deuxieme forme se base sur
I’extension des réseaux de Petri [Demongodin et al, 96], [Koustoukous, 98],
[Valantin, 99] et [Ramirez et al, 2000].

2. Le deuxieme aspect consiste a intégrer des variables binaires au sein du modele
continue. C’est le formalisme MLD « mixed logical dynamic » [Bemporad, 99].

Nous présentons dans la suite, les définitions liées au premier aspect, I’approche MLD
n’étant pas du tout exploitée dans ce travail. Signalons enfin que notre attention s'est
particulierement portée sur les modeles dont la partie événementielle s'appuie sur les réseaux
de Petri (RdP), formalisme sur lequel sont basés les modéles étudiés. De ce fait, aprés une
breve introduction sur les automates hybrides, nous présenterons ensuite, plus en détail les
RdP, les RdP hybrides et nous introduisons les RdP couplés avec des equations différentielles.

1.3.1.1. Le modele basé sur I’automate hybride

L automate hybride prend en charge explicitement la partie discréte et la partie continue
dans une structure unifiée. Les auteurs [Lygeros et al, 2002] décrivent I’automate hybride
comme étant une extension de I’automate a état fini associé a une dynamique continue. La
représentation graphique de I’automate hybride est formée d’un ensemble de sommets et
d’arcs (Figure. 9). Les sommets définissent les états discrets du SDH contenant des jeux
d’équations, décrivant la dynamique continue (équations différentielles ou de différences) aux
quelles est associé la structure de commutation spécifiant le domaine d’invariant. Les
sommets reliés par des arcs représentent les transitions liées a des conditions nommées garde.
En général, la condition de garde d’une transition est exprimée en fonction de la région de
I’espace d’etat continu. Elle peut étre représentée par des intervalles. Ainsi, une transition est
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franchie si la condition de garde correspondant est vérifiée par les valeurs des variables d’état
continues du systéme a I’instant consideré.

xeG(a,q'

x"eR(q,q,x) < xeG(d.q)

Figure.9. Automate hybride

Formellement, un automate hybride est defini par la collection :

H =(Q,X,f,it,Inv,E,G,R) (15)

Les modes discrets du SDH sont definis par la variable Q ={q1,q2,...,qs} , la variable d’état

continue est décrite par X e R".
f:Qx X — X :le vecteur champs décrivant I’évolution continu de chaque mode appartenant

al’ensemble Q.
Init c Qx X : I’état initial hybride qui indique le mode discret initial et I’état continu initial.

Inv:Q — P(X) : I’'ensemble d’invariant.

E < QxQ :I’ensemble des évenements

G:E —P(X) :lacondition de garde

R:E— P(X X X) . la fonction réinitialisation « Reset » qui assure la mise a jour de I’état

continu lors de la transition.
P(X) : la collection contenant tout les sous ensemble de X .

L’état hybride du SDH est donné par le couple (q,x)eQx X, le systeme demeure dans le
mode q et I’évolution de x est régie par I’équation différentielle :

x=f(q,x) (1.6)

La variable d’état continue reste dans Inv(q) tant que la condition de garde n’est pas atteinte.

Des qu’un événement se presente le systéme bascule vers un autre mode. Nous constatons que
I’état continu change de valeur de x~ a une nouvelle valeur x*, avec (x*,x*)e R(0,q') ou

q' est le mode successeur de g, ainsi le cycle se poursuit.

12
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L’utilisation du modele automate hybride se voit dans divers travaux. Par exemple, la
représentation des systemes a commutations en fonction du temps et des systemes Piecewise
ont été formulées dans [De santi et al, 2003] [Koustoukous, 2005] par le bais d’un automate
hybride. Afin de pouvoir couvrir une large classe de SDH, plusieurs extensions ont été
développées. Nous pouvons rencontrer les automates hybrides dont I’évolution de la partie
continue est décrite par des inclusions différentielles dans [Goebel et al, 2009], les automates
hybrides probabilistes dans [Funiak, 2004] et les automates hybrides stochastiques dans
[Hwang, 2003] [Lygeros, 2008].

L automate hybride représente certes I’outil standard pour la description hybride, néanmoins
ses points faibles résident d’une part dans I’impossibilité de traiter les problemes de
parallélisme, synchronisation, partage de ressources...et d’autre part, dans I’explosion
combinatoire du nombre d’états. Effectivement, il est possible de découper le systeme global
en sous-systemes de telle sorte a construire un modele d’automate pour chacun d’eux et de les
composer ensuite pour élaborer I’automate correspondant au systeme global. Sauf que, dans
de telles circonstances, la composition se fait par synchronisation entre les automates des
différents sous-systémes, soit par messages, soit par variable partagées [Lynch, 96].
Malheureusement, cette composition entre automates rend difficile I’analyse de leurs
propriétés. De ce fait, leur utilisation dans les cas complexes ou le nombre des états croit
d’une maniére considérable ou bien présente du parallélisme devient en quelque sorte
déconseillée. D’ou, le besoin de disposer de mécanismes de structurations plus puissants
offerts par des modeéles de plus haut niveau comme les Réseaux de Petri (RdP).

1.3.1.2. Réseaux de Petri et formalisme Hybride.

Un réseau de Petri est un outil graphique et mathématique qui est largement utilisé dans les
domaines ou les notions d'événements et d'évolutions simultanées sont importantes. Les
réseaux de Petri sont considérés comme un outil de représentation formel qui permet la
modélisation, I'analyse et le controle des systéemes a évenements discrets. En plus, il tient
compte des activités en paralléle, concurrentes et asynchrones (ressources partageables) des
systéemes. De plus, I’un des avantages des réseaux de Petri, par rapport aux autres formalismes
du méme type, est qu’ils reposent sur des fondements théoriques permettant de vérifier les
propriétés générales d’un modele (vérifier que le modele est vivant, sans blocage, borng, etc.)
ainsi que I’accessibilité de certains marquages [Murata, 89]. Les méthodes de recherche de
propriétés dans les réseaux de Petri sont basées non seulement sur I’élaboration du graphe des
marquages accessibles comme le cas des automates, mais aussi sur I’algebre linéaire (calcul
des invariants de places et de transitions).

Vu les exigences et la complexité des processus industriels, plusieurs extensions de RdP
ont été développées. Notons par exemple, la prise en compte de la contrainte du temps pour
I’étude des processus apparait dans les réseaux de Petri temporisés et temporels. De méme, la
notion du marquage réel est introduite a travers les RdP continus. Le développement des RdP
interprétés pour la supervision [Alla et al, 97], suivi des RdP stochastiques [Haas, 2002], le
RdP coloreé et d’autres.... Avec I’évolution technologique et I’orientation vers la description
plus réaliste possible des processus, d’autres développements ont été effectués en particulier
dans le cas du couplage d’un modéle RdP avec un comportement continu du systeme.

La premiere notion de RdP hybride est apparue dans [Allam et al, 98]. Ces travaux ont été
étendus aux réseaux de Petri lots pour modéliser I'évolution de la disposition de lots de
produits sur des convoyeurs [Demongodin et al, 2003], aux réseaux mixtes pour la
supervision. [Valentin, 99], aux réseaux temporisés programmables dans les travaux de
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[Koustoukous, 98] et les RAPH du premier ordre dans [Dotoli, 2008]. Pour plus de détails,
voir les travaux de [Dotoli, 2006] [Lefebvre, 2007] dans lesquels les auteurs ont fait un apercgu
géneral sur I’exploitation des RdP dans la description des SDH. Ainsi, plusieurs extensions
ont été mises en ceuvre, chacune adaptée et motivée pour une classe de problémes donnés, ou
bien selon le domaine d’application et ces exigences.

a. Concepts de base des réseaux de Petri

Un RdP est un graphe composé de deux types de nceuds, des places et des transitions. Les
places sont représentées par des cercles, les transitions par des barres. Des arcs orientés relient
les places aux transitions. Un réseau de Pétri marqué contient un nombre entier (positif ou
nul) de marqgues, ou jetons, réparties a travers les places. Cette répartition décrit I'état discret
du modele. Les jetons se déplacent dans le réseau de Pétri en respectant les régles d'évolution
suivantes :

e Une transition est sensibilisée si chacune de ses places d'entrée (place amont) contient
au moins un jeton.

e Le tir d'une transition correspond a retirer un jeton de chaque place amont a la
transition et a ajouter un jeton a chaque place aval (place de sortie), voir Figure.10.

e Le franchissement d'une transition correspond a lI'occurrence d'un événement.

P1

T
1 Franchissement de t;
_ >
P2 P2
P4

T T2

Ps Ps

Figure.10. Evolution du marquage d’un réseau de Pétri

Un RdP est défini par le quadruplet [Alla et al, 97]:

R<p,T,Pre, Post > 1.7)
Ou:

p={p}... .o -€ensemble fini de places

Pre(p;,t;), pxT — R le poids de I’arc reliant la place p; a la transition t; .
Post(p;,t;), pxT — R : le poids de I"arc reliant la transition t; a la place p;.

Au graphe, R est associé un marquage M , I’évolution de ce dernier est régie par I’équation
suivante :
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M, =M, +Wo (1.8)

ou o est le vecteur de franchissement de transition M, correspond au marquage du réseau a

I’instant k et W désigne la matrice d’incidence. Elle exprime les relations d’entrées et de
sorties entre les places et les transitions et ces éléments sont définis par :

w, ; =Pre(p;,t;)—Post(p;.t;) (1.9)

b.  Réseaux de Petri continu et modéle hybride

Une des difficultés que présente I'exploitation des RdP est l'augmentation rapide de la
complexité du modele, résultant du fait d’avoir un nombre important de jetons dans les places.
Cela a conduit a introduire la notion de réseau de Petri continus (RdPC) ou le marquage
devient un nombre réel positif. Les réseaux de Petri continus étendent le marquage dans
I’espace d’état des réels en fonction du taux de franchissement des transitions. Ainsi, le
processus du franchissement des transitions obéi aux conditions suivantes [Alla et al, 98a]
[Alla et al, 98Db]:

e Une transition est considérée sensibilisée dés que le marquage de la place en amont est
strictement différent de zéro.

e Le franchissement d’une transition n’est plus instantané puisque le jeton va franchir la
transition par une quantité infinitésimale. Ceci a nécessité une association des
vitesses de franchissement aux transitions.

Avec ces principes, la structure est formée d’une transition continue avec une place continue
d’entrée et une place continue de sortie. L’ensemble est I’image exacte d’un sablier, ou le
jeton s’écoule continument de la place d’entrée vers la place de sortie. De ce fait, I’évolution
du marquage discret décrit par (1.8) devient :

dM
=) (1.10)

avec v(t) la vitesse de franchissement des transitions a I’instant t.

Dans la littérature, on dénombre, trois configurations de réseaux de Petri continus qui ont
été formellement définis: RAPC a vitesse asymptotique [Lebail, 92] RdPC a vitesse constante
[Alla et al, 97] et RAPC a vitesse variable [Alla et al, 97]. lls sont différenciés par la fagcon de
calculer les vitesses de franchissement des transitions.

Bien que, le modele constitue une approximation des systemes a éveénements discrets, les
travaux de [Julvez, 2004a] et [Lefebvre, 2004] montrent que le RAPC a vitesse variable peut
étre utilisé pour la représentation des SDH.

Selon [Lefebvre, 2004], les RdPC a vitesse variable sont bien adaptés a I'étude des
systemes dynamiques hybrides vu qu’ils combinent des aspects structurels et discrets avec des
comportements continus (équations différentielles du premier ordre qui déterminent
I'évolution temporelle du marquage). Ainsi, chaque transition est franchie avec une fréquence

.....

vecteur de vitesse de franchissements de la transition T, a I’instant t. Les composantes de ce
dernier dépendent continlment du marquage des places de la forme:
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Vi (1) = Vi 45 (1) (L.11)
avec 4, (t) = min (M, (t)).

En fonction du parametre minimum, I’évolution du marquage présente des commutations. De
ce fait, une représentation par morceaux peut étre utilisée. D’autre part, a partir d’un ensemble
de transformations mathématiques, le modele est décrit sous forme de représentation d’état.
Ainsi, le vecteur marquage correspond au vecteur d’état, le vecteur sortie est donné par des
sommes pondérées des sous ensembles de places et les taux de franchissement des transitions
forment le vecteur d’entrée [Lefebvre, 2004]. Comme le montre la Figure.11, chaque
transition est bouclée sur elle-méme afin de réduire le nombre de franchissements simultanés.
La limitation du nombre de franchissements des transitions apparait dans la représentation
d’état du modeéle comme une commutation d’une structure a une autre. Ce qui rend le modele
apte a décrire les phénomenes a transitions

P,

Figure.11. Principe du réseau de Petri continu a vitesse variable

Par ailleurs, dans [Julvez, 2004a], I’auteur a exploité les RAPC a vitesses variables en se
basant sur le principe de fluidification [Silva, 2004] pour la description des SDH. Dans ce
contexte, les arcs d’un réseau de Petri continu portent des débits qui limitent le passage de
jetons continus (Figure.12) et créent un marquage décrit par une équation différentielle
définissant I’état du systeme.

Afin d’aboutir aux expressions exprimant I’évolution du marquage de ce type de réseaux,
considérons la dérivée de la dynamique du marquage discret (1.8) donnée par :

M (t) =W (t) (1.12)
ou o décrit le flot des transitions.

Ainsi, le flux de transition est proportionnel a son degre de franchissement. Ce dernier dépend
du marquage de la place d’entrée et du poids connecté a la transition considérée. Le taux de
franchissement des transitions est calculé en considérant la division du marquage de chaque

place d’entrée par le poids de I’arc. Le résultat donnant le minimum de la division
correspondra a la transition franchit.
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En conséquent, I’évolution du marquage est limitée par le comportement du flot de ces
transitions de sortie. De ce fait, le processus sera décrit par une structure de sous réseau formé
par un ensemble de transitions et places qui change en fonction du marquage minimal.

Afin d’illustrer I’évolution d’un tel réseau, soit la structure du réseau de Petri continu de la

Figure. 12. Pour un marquage initial M, =[3 0 O]T, I’évolution du marquage est comme
suit :

Pour m[p,]<m[p,], le taux de franchissement de la transition T, sera donné en fonction du
marquage de la place p,. De ce fait, le systeme évolue dans le model.

A I’occurrence d’un événement interne si m[p,]<m[p,], le taux de franchissement de la
transition T, sera donné en fonction du marquage de la place p,, le systeme commute vers le
mode2.

T T T T T T T T
— mip
-—-- mip?]
11 == mipd]
commaation
‘

0E|

05|

nale Fi
o5

Figure. 12. Principe des RAPC fluides

Ainsi, la structure du réseau sous de telles conditions présente I’évolution d’un systéme
linéaire par morceau comme il est indiqué dans la Figure.12 a gauche.

Selon les expressions d’évolution du marquage du réseau de Petri continu et fluide, le
principe se base sur les vitesses de franchissement des transitions. La maniere dont les
franchissements des transitions sont effectués (comme un flot continu), rend ces modeles
plutdt adaptés a la modélisation de flots (réseaux, trafic routier, systemes de production etc.)
En plus, elles proposent une dynamique uniquement basée sur des vitesses mais ne permettent
pas de representer n’importe quel systeme hybride.

C. Réseaux de Petri hybrides

Sous un formalisme graphique unifié, les réseaux de Petri hybrides (RdPH) [David, 2000]
sont constitues :

o des places et des transitions discrétes représentants la partie discrete du SDH.

e des places continues dont le marquage est un nombre positif ou nul et des transitions
continues qui correspondent a des écoulements continus. L’ensemble décrit la partie
continue.

17



Introduction a la théorie des systemes dynamiques hybrides SDH

Nous pouvons ainsi décrire des variables qui évoluent de facon continue et linéaire en
fonction du temps. La Figure.13 illustre graphiquement le principe du RdPH a travers un
simple exemple. Le modéle discret affecte le modele continu en agissant sur les variables de
franchissement des transitions du réseau de Petri continu. De méme, le modéle continu
influence le modele discret en fixant un seuil qui valide la transition de la partie discréte
quand le nombre de jeton de la place considérée vérifie la condition du seuil. L’influence de la
partie discréte sur la partie continue se fait par I’intermédiaire de boucles élémentaires reliant
des places discrétes a des transitions continues. L’influence de la partie continue sur la partie
discréte (franchissement de seuils par des variables continues) se fait par des boucles
élémentaires reliant des places continues (représentant les variables testées) a des transitions
discretes.

Qv ;'

Figure.13. Principe des réseaux de Petri hybride
Formellement, un RdP hybride est un sextuple [Alla et al, 2004],
R=<p,T,Pre,Post, M,,H > (1.13)
ou

p=p° U p° ensemble fini de places discrétes et continues.

T =T°UT® —> R ensemble fini de transitions.

Pre : T x p application d’incidence avant définie dans R ou dans N selon le cas.
Post : T x p application d’incidence arriere définie dans R" ou dans N selon le cas.
H:pUT —> {d,c} fonction hybride indiguant le type du nceud (discret ou continu).

M, marquage initial du réseau défini dans R™ pour le type continu et dans N pour le type
discret.

Les deux parties interagissent selon des régles de franchissement des transitions discrétes
et continues. Pour plus d’information, nous invitons le lecteur a consulter les références [Alla
et al, 2004] [Ghoumri et al, 2007].

Bien que ce modele permette de représenter des variables d'état discrétes et continues au
sein d'un méme formalisme, il est limité dans la description de I'évolution des variables
continues. Il ne décrit que des phénomenes continus particuliers et des procédes de faible
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complexitée. Ce qui n’est pas toujours le cas dans les processus industriels qui sont par nature
complexes.

Un autre inconvénient que I’on peut citer concerne la limitation du marquage d’un RdPC et

RdPH, les valeurs négatives ne sont pas prises en compte du fait que le marquage est par
définition positif et réel. Les mémes constations sont veérifiées pour les poids des arcs.
De plus, la technique de modélisation via ces outils est souvent spécifiée par des événements
d’état (seuil de température ou de composition, etc.) et non par des durées ou des dates
d’occurrence fixées a priori. Dans ce contexte, I’utilisation des formalismes classiques
intégrant seulement la notion d’événements temporels (automates temporisés, réseaux de Petri
temporisés) ou bien de vitesses de franchissement (réseaux de Petri continus ou hybrides)
s’averent mal adaptés a la classe des systemes hybrides considérés dans notre travail.
L utilisation d’un modele purement hybride apparait comme une solution adéquate. De plus,
ces formalismes ne permettent pas de prendre en compte des equations différentielles
générales ni de représenter des équations algébriques en utilisant des places et des transitions
d’un RdP hybride, comme le cas des RdP couplés avec des équations différentielles.

d. Réseaux de Petri associés aux équations différentielles

Le premier objectif de notre travail est de trouver un modeéle de réseau de Petri adapté aux
systéemes purement hybrides. Afin d’y aboutir, la littérature nous a conduit vers une classe de
RdPH associée aux equations algébriques différentielles. A notre connaissance, I’aspect de ce
formalisme existe sous trois extensions :

e Les RdP particulaires : La notion de ce type de réseau a été mise en ceuvre dans
[Lesire, 2005], dans le but de prendre en considération les incertitudes sur les
parametres en plus de la description usuelle du systéme.

e Les réseaux de Petri Prédicat transition différentielles : Dans les travaux de
[Champagnat, 98b], I'auteur a elaboré un modele a base de RdP typiquement
équivalent aux automates hybrides. Cet outil est exploité dans le cas des systemes
industriels de grande taille nécessitant I’intégration des méthodes de modularité
lors de I’élaboration du modeéle.

e Reéseaux de Petri différentiels : Ces RdP ont été élaboré dans [Demongodin et al,
96]. Ces derniers sont composés de deux types de places et de transitions : places
discretes et différentielles, transitions discrétes et différentielles. L évolution des
variables discrétes du modele est décrite par les places et les transitions discretes.
La partie continue dans ce réseau est représentée par un modele différentiel
permettant un marquage négatif dans les places.

A travers le court apercu sur les RdPH, nous précisons que les réseaux de Petri différentiels
(RdPdf ) sont le formalisme que nous retenons pour la modélisation de la classe des
systéemes a etudier dans notre cas. Le choix de ce dernier est basé sur le fait que ce type de
réseaux présente une souplesse, une grande simplicité et une capacité dans la description
des systémes hybrides.

Notons que pour des raisons de structure et de clarté, nous avons consacré un chapitre
complet (chapitre 2) a une description plus détaillée et formelle du formalisme RdPdf. Dans
la suite nous continuerons a présenter les outils et définitions nécessaires autour des SDH
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1.3.2  Classes des systémes hybrides

Nous avons mentionné dans les paragraphes précédents que les SDH englobent de

nombreuses classes telle que la classe des systéemes complémentaires ‘’Complementary
system’” [van der schaft, 97] [De schutter, 2003], hybride stochastiques [Boukas, 2005],
“’Piecewise affine’” [Bemporad, 2000], systéemes impulsifs [Haddad, 2006]... Dans ce travail,
nous opterons pour I’étude des classes de SDH les plus rencontrés dans la littérature et dans la
réalité, nous nous limiterons aux systemes a commutations linéaires et aux systémes linéaires
par morceaux dont nous donnerons une definition dans la suite du manuscrit.
Notons de plus qu’un effort particulier a été apporté a I’étude de ces classes pour deux raisons
principales. D'abord, elles sont suffisamment riches pour permettre une modélisation réaliste
de nombreux problemes. Ensuite, leur simplicité relative permet la conception d'outils
algorithmiques pour I'étude de ces systémes.

1.3.2.1. Systémes linéaires & commutations « Switched Systems »

Les systemes dynamiques linéaires commutés représentent une classe importante de
systéemes dynamiques hybrides. Ils jouent un réle majeur dans plusieurs applications telles que
les convertisseurs statiques largement utilisés pour la gestion de I’énergie électrique et la
sécurité des communications. Il s'agit d'un ensemble fini de sous systémes LTI (lineair time
invariant) associés & une loi de commutation. Cette derniére définit a chaque instant le
systéme linéaire actif comme le montre la Figure 14.

Evénementinterne

Gestionnaire de commutation
Loi de commutation LTI,
Evénement : J
externe '
LTI,
v
Test de la commutation
Dynamique courante
LTI,
Sélection de la dynamique
Collection de LTI

Figure. 14. Principe de systémes & commutation
Formellement, un systeme a commutation est défini par :
X(t)=f,(x(t),u(t)) (1.14)

ieN—>Q={12,..,q}, I'index indiquant le sous systeme actif, s défini le nombre de sous

systémes, xeR" I’état du systétme, ueR" I’entrée de commande et f, () les vecteurs
champs décrivant les différentes évolutions du systeme.
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Il existe différents types de systemes a commutation. L’élément retenu pour réaliser cette
classification est la nature dont les commutations sont régies. Ainsi, la sélection du sous
systéeme actif ou plus spécifiqguement le changement d’un mode a un autre est provoqué par
des variables passant soit par des seuils (événement de I’état), soit par un critere temporel
(événement temporel) ou encore par des entrées externes (évenement d’entrée).

La diversité des criteres de transition entre les différents modes d’un SDH donne une idée sur
la diversité des systéemes a commutations. Dans ce qui suit, nous donnons une description sur
la classe des SDH traitées dans ce manuscrit.

a. Commutation dépendante de la variable d’état

La condition attribuée a la transition de ce type de systeme est liée au vecteur d’état
continu. Le changement du mode du SDH est réalisé quand I’évolution de I’état franchie une
surface ou bien un hyperplan prédéfini pour chaque dynamique (Figure.15).

i Surface de
| commutation

Figure.15. Systemes a commutations dépendant de I’état

L’exemple du réservoir donné dans les sections précédentes illustre parfaitement ce type de
commutation.

b. Transition dépendante du temps

Dans ce cas, la contrainte temps gére I’évolution des différents modes du SDH. Ainsi, dans
de tels systemes, comme il est montré sur la Figure.16, les différents sous systémes évoluent
selon une certaine dynamique parmi un ensemble fini de dynamique dans un intervalle de
temps, puis sur une autre dynamique dans I’intervalle suivant. Dans une telle représentation,
les circonstances de transition dépendent d’un temps séparant deux transitions consécutives.

Ceci accorde a chaque sous systeme LTI une évolution durant un temps t =z o
iiefl,..q

mode; mode, mode,,

e I | =

tO tl t2 """ tk—Z tk—l tk

Figure.16. Principe de commutation dépendant du temps

avec k estunindex et g défini le mode discret du systeme.
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Afin d’illustrer ce type de commutation, reprenons I’exemple du réservoir ou le
remplissage se fait sur deux unités de temps et la vidange se fait sur une unité de temps. Ainsi,
le systéeme sera décrit par les expressions :

Mode remplissage V =d sit <2 unités de temps
Mode vidange V =—d  si t <1 unité de temps
Mode de repos V =0 sit =2 unités de temps

c¢. Commutation mixte

La commutation mixte integre le temps et le seuil concernant la variable d’état continue au
sein d’une méme loi de commutation. Par ce mixage, I’évolution des différents modes du
SDH est gérée par un évenement issu d’une combinaison d’une contrainte temporelle et de la
variable d’état du systeme. Ainsi, cette situation représente le cas du remplissage d’un
réservoir au bout d’un délai t =t, avec un volume de liquide V <V, . . De méme, la vidange

doit étre effectuée au bout de t =t, avec un volume V <V,__ .

min

Remarque :
Nous reviendrons de facons plus détaillées sur la méthodologie de calcul de ce temps dans
le chapitre 2.

En résumé, la commutation en fonction de I’état fait référence a la localisation des états
dans le plan de phase, alors que la commutation en fonction du temps s’effectue a une certaine
valeur de temps.

1.3.2.2. Systemes linéaires par morceaux (Piecewise Systems)

Historiquement, la classe des systéemes linéaires par morceaux a été introduite comme outil
de modélisation des systemes non linéaires [Sontag, 81]. En effet, les systemes linéaires
peuvent étre finement approchés par des fonctions linéaires par morceaux. Ainsi, selon
[Johannson, 2003], I’idée de remplacer une dynamique non linéaire par une dynamique
linéaire par morceau n’est pas vraiment nouvelle. L’approximation de ces derniers a été
traitée en premier temps par Kalman sous le principe que les systemes a saturation forment
une série de région de forme de polyédre dans I’espace d’état séparé par des frontiéres de
commutation. Au cours des années, une autre idée a été développée et raffinée sous le point
de vue que les systémes ‘’Piecewise’ sont des systémes linéaires interconnectés avec un
élément intégrant des non linéarités tel que les relais [Juloski, 2004].

1.3.2.2.1. Définition

Un systeme hybride est dit linéaire par morceaux si les lois décrivant son évolution
continue sont formulées au moyen d'équations différentielles linéaires. Nous venons
d’illustrer que cette classe de systéme résulte d’un partitionnement de I’espace entrée/état du
systeme en un ensemble de régions. Chaque fonction décrivant I’état du systeme est affectée a
chacun des polyedres ou de régions obtenus. Ainsi, I’ensemble des régions est délimité par
des frontieres ou les sous systemes peuvent évoluer. Ces limites constituent les conditions
portées sur I’invariant définissant le domaine de validité de chaque sous modéle. Ces derniers
sont régis par I’évolution de I’équation (1.15)

X=Ax, XxeR_ o ={R,R,..R } R (1.15)

ie
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A, € R™ défini la matrice d’état dans chaque région, x e R" le vecteur d’état continu du
SDH, Rest I’ensemble des régions de I’espace d’état et i € Q le nombre de mode du systeme.
Nous proposons a travers un exemple d’illustrer la nature de ce type de systeme.

Exemple 1.2

Soit le systéeme a retour d’état donné par la Figure 17 et décrit par I’expression:

X = Ax+bsat(v),0=K"x (1.16)

avec A e R™ la matrice d’état du systéme (1.16), X la variable d’état, b e R™ le vecteur de
commande, K e R™ le vecteur gain stabilisant le systéme (1.16), G = Ax et sat(u) est
définie par :

-1 XeR,
sat(v) = (KT)X XxeR,
+1 XeR,

Figure. 17. Retour a saturation linéaire

Ainsi, I’élément non linéaire conduit au partitionnement de I’espace d’état en trois régions
illustrées dans la Figure.18.

I'_ ———— — — T______|

| | |

| | |

| | |

| R | R, | R,

| | |

| | |

]
-2 -1 0 1 2

Figure.18. Partitionnement de I’espace d’état en R région.

De ce fait, les cellules des polyedres correspondent respectivement a une saturation
négative, une forme linéaire et une saturation positive. Ce partitionnement permet d’aboutir
au modéle d’état suivant:

23



Introduction a la théorie des systemes dynamiques hybrides SDH

Ax—-Db XeR
x=1(A+bK")x xeR, (1.17)
Ax+b XeR,

Ainsi, I’expression (1.17) présente la structure d’un modele hybride. Par conséquent, les
systemes linéaires par morceaux peuvent étre considérés comme une classe de SDH.

Une fois la phase de la conception du modele d’un systéme dynamique est achevée, la tache
de I’étude de ce dernier devient la plus importante. En effet, I’étude de la stabilité d’un
systéme dynamique est considérée parmi les problémes a prendre au sérieux en automatique.
Ainsi, ce point constitue le dernier volet de ce chapitre.

1.3.3. Stabilité des SDH

La convergence de I’état estimé est liée a I’étude de stabilité de la dynamique de I’erreur.
En effet, le but de cette partie n’est pas de faire un état de I’art autour de la stabilité des SDH.
Il s’agit de sensibiliser le lecteur non averti a certains outils qui seront nécessaires a la prise en
main et a la compréhension de certains développements dans les chapitres suivants.

La partie discréte d’un SDH ne représente qu’un ensemble de contraintes. Par conséquent,
la stabilité des SDH ne concerne essentiellement que la partie continue de celui-ci.

D’une maniere générale, le probléme de la stabilité des SDH est complexe. En effet, la
stabilité des sous systemes d’un SDH ne garanti pas la stabilité du systeme SDH global (voir
Figure.19 et Figure 20). De méme, I’instabilité des sous systemes du SDH sous I’effet d’une
commutation particuliére peut provoquer la stabilité globale du systéme [Branicky, 94].

Figure.19. Sous systemes Stables
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= mode2 model

Figure.20. Instabilité d’un SDH sous une séquence de commutation

D’énorme effort et plusieurs travaux ont été effectués dans le but de la mise en point des
concepts de base concernant la stabilité de ce genre de systéemes [Peleties, 91], [Branicky, 93],
[Branicky, 97], [Branicky, 98]. Le premier diagnostic des problemes de la stabilité a été
effectuée dans [Liberzon et al, 99] ou les auteurs ont résumé ces derniers en trois points
énonceés comme suit:

PB1 : Trouver la condition qui garantie la stabilité asymptotique du systeme (1.14) pour
n’importe quel signal de commutation (Arbitrary Switching Sequence).

PB2 : Identifier les classes de signaux de commutations pour lesquelles le systeme (1.14)
(1) est asymptotiquement stable.

PB3: Construire un signal de commutation pour lequel le SAC (1.14) est
asymptotiquement stable

Les résultats de ces recherches ont conduit a d’autres notions de stabilité. Celles-ci
spécifient les conditions nécessaires et les propriétés de la stabilité des SDH. Nous trouvons
un état de I’art assez complet sur la stabilité des systémes hybrides dans [Décarlo, 2000].
Dans ce dernier, I’auteur a mentionné que dans la majorité des cas le contexte de I’analyse de
la stabilité des SDH se basent sur I’approche de Lyapunov, ou plus spécifiqguement le principe
s’appuie sur la fonction de Lyapunov quadratique. Pour plus de détail sur les techniques
utilisées, nous invitons le lecteur de consulter [Liberzon, 2003] [Hespanha, 2004] [Hien,
2009] et I’annexe

1.4. Conclusion

Nous avons organisé ce chapitre au tour de trois grands axes dans le but de donner une vue
sur le principe, la modélisation et I’analyse de stabilité des systémes hybrides. En effet, nous
avons commenceé par la description de ces systemes en donnant les définitions de base, suivis
d’une classification du comportement hybride. Nous avons consacré la suite aux différentes
approches de modélisation utilisées dans le développement du modéle de ces systéemes. Dans
ce volet, nous avons fait un tour d’horizon sur les automates hybrides et nous nous somme
concentré sur les réseaux de Petri. Ce dernier est I’outil exploité dans I’élaboration du modele
des SDH dans notre travail.
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Les systemes hybrides englobent une large classe de systémes dynamiques, mais nous
avons limité le contenu de ce point aux classes les plus rencontrées dans la littérature et dans
la réalité. Ainsi, nous n’avons ciblé que la description des systémes a commutations linéaires
et des systémes linéaires par morceaux

Du fait que la fiabilité de I’estimation de I’état est en relation implicite avec I’analyse de la
stabilité, nous avons évoqué ce probleme dans le dernier volet de ce chapitre. Ainsi, Les
études réalisées dans ce contexte s’articulent soit autour du principe de Lyapunov, soit autour
du principe de dissipativité et de passivité. Ces techniques sont explicitées et illustrées dans
I’annexe.

En fin, ce chapitre présente une vue générale sur les SDH aux non initiés dans le domaine.
Bien entendu, cet état de I’art n’est pas complet, mais nous avons essayé d’étre plus au moins
objectifs dans le contenu. Grace a cette étude, nous avons retenu les réseaux de Petri
differentiels comme outil de modélisation pour notre tache. Ce dernier sera le model sur
lequel nous allons se baser pour I’estimation de I’état hybride d’une large classe des SDH.

C’est dans cette direction que les travaux, vont étre présentés dans la suite de ce mémoire.
Le prochain chapitre propose de donner d’une fagon plus détaillée I’outil retenu dans notre
étude et son exploitation dans la modélisation d’une large classe de SDH.
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Introduction

Apres avoir fait un tour d’horizon sur les travaux effectués autour des SDH dans le
chapitre précédant, nous nous intéressons dans le présent chapitre a 1’outil de modélisation qui
sera adopté dans notre travail. Cependant, avant de présenter le principe de notre approche,
nous notons que l’interaction de deux modeles a aspects différents a conduit au
développement de plusieurs outils de modélisation et de méthodologies destinés a 1’é¢tude des
SDH. Parmi, les modeles ¢élaborés, nous nous intéressons particulicrement aux outils
développés dans le contexte des approches mixtes décrites dans la section 1.3.1 du chapitre 1.

La capacité et la puissance des modeles mixtes dans la description du comportement
hybride ont suscité ’attention des chercheurs et ont fait 1’objet de discussion dans plusieurs
travaux [Antsakliss, 2003] [Lygeros et al, 2001] [Goebel et al, 2009]. De ce fait, divers
modeles ont été mise en ceuvre et la plupart d’entre eux s’articulent autour des automates
hybrides ou autour des réseaux de Petri hybrides ainsi que leurs extensions. Le choix du
formalisme de modé¢lisation parmi I’ensemble de ces modeles présente 'un des ingrédients
contribuant a la fiabilité¢ de I’étude de ces systémes, en particulier s’il s’agit de 1’estimation
des états.

En effet, la synthése d’observateur hybride se basant sur la reconstruction séparée de 1’état
discret et continu conduit a découpler la partie continue de la partie discréte [Balluchi et al,
2002a]. En conséquence, ce découplage ne peut s’appliquer sur tous les systemes dynamiques
puisque le lien existant entre les deux composantes ne sera plus pris en compte.
Particulierement, si le systeme est complexe et dont les composantes continues et discretes
sont étroitement liées. Ainsi, I’exploitation d’un modele purement hybride dés la phase de la
modélisation serait la solution la plus convenable pour 1’estimation de 1’état hybride (continu
et discret).

Dans ce contexte, nous proposons dans un premier temps une méthodologie de
modélisation basée sur les réseaux de Petri différentiels (RdPdf) [Demongodin et al, 96].
Cette méthodologie qui s’applique a une large classe de systémes hybrides sera ensuite
adossée d’un certain nombre de transformations mathématiques, que nous proposons afin de
trouver des liens directs entre les deux parties du SDH. Ces transformations seront enfin
exploitées pour la synthése d’observateurs et la détermination des conditions de stabilisation
des systémes que I’on considére.

Notons aussi qu’en plus des arguments donnés dans le chapitre précédant en faveur des
RdPdf, nous pouvons aussi citer que les formalismes classiquement utilisés (automates
hybrides [Lygeros et al, 2002] et réseaux de Petri hybrides [Alla et al, 98a]) ne permettent pas
de décrire efficacement et simultanément la partie discreéte et la partie continue, car ils
favorisent souvent une partie au détriment de I’autre.

Pratiquement, la premiére extension d’un RAPH vers un RdP couplé aux équations
algébriques différentielles a ¢été développée par Demongodin et koussoulas dans
[Demongodin et al, 96.]. Ce nouvel outil, baptis¢ RdP différenticls (RAPdf), est décrit
typiquement par un ensemble d'équations différentielles associées avec un systetme a
événements discrets. Ensuite, la formulation mathématique de I’interaction entre les deux
parties a été établie dans [Dvaros et al, 2002] pour des classes particuliéres de systéme.
D’autres transformations ont été effectuées sur cet outil dans [Wu, 2002a] [Wu, 2002b]. Le
résultat était une nouvelle extension connue sous le nom de RAPdf généralisé. Cette derniére a
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I’avantage de permettre une meilleure lisibilité graphique particuliérement dans le cas ou le
vecteur d’état est de grande dimension.

Les travaux récents de [Demongodin et al, 2006.] ont finalement montrés qu’un RdPdf
peut facilement prendre en charge la description des conditions du passage d’un sous systéme
a un autre et ont illustrées sa pertinence pour des problémes de supervision et de commande.
Ces résultats ont été ensuite exploités dans [Dvaros et al, 2007.] permettant ainsi de modéliser
les systemes linéaires & commutations via les RdPdf. Dans ce contexte, une partic de nos
travaux [Hamdi et al, 2008a] ambitionne de proposer des extensions permettant, entre autre,
de modéliser les systémes linéaires par morceaux via RdPdf.

Dans ce chapitre, apres une bréve représentation des RAPdf, nous illustrerons a travers ces
derniers, la méthodologie de modélisation des systemes a commutations et des systémes
linéaires par morceaux. Ainsi, sans affecter la structure de base du réseau, nous exposons les
modifications graphiques et les développements mathématiques effectués pour Ia
représentation d’état des SDH considérés. Sous la notion du temps de sé€jours, dans la derniere
section de ce chapitre, nous aborderons la durée de I’évolution de chaque mode du SDH
Ainsi, nous établirons les conditions nécessaire et suffisante a travers lesquelles ce temps sera
calculé. Enfin, nous illustrons tous les développements donnés a travers des exemples
simulés.

2.2. Présentation des RdPdf

Un réseau de Petri différentiel est constitué de places et de transitions discrétes ainsi que
de places et de transitions différentielles (voir Figure.1.). L’association d’un réseau de Petri
discret aux places et transitions différentielles combine les avantages de deux types de
réseaux.

Place ordinaire

Transition ordinaire

@ Place différentielle
1

Transition différentielle

Figure. 1. Places et transitions d’un réseau de Petri différentiel
Un RdPdf est défini par :

RdPDf =< p,T,Pre,Post, f,M ,3 > (2.1)

ou p= {pi}i:I,A.,npD : ensemble fini de place.

T ={t;},, . : ensemble fini de transitions tels que pNT =< .

,,,,,

Pre(p;,t;), pxT — R : poids de I’arc reliant la place p; a la transition t; .
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Post(p;,t;), pxT — R : poids de I’arc reliant la transition t; a la place p;.

f:PUT —){D, Df} : fonction différentielle, qui spécifie le type du nceud (discret (D) ou
différentiel (Df)).

M, : marquage initial.

3 est une application qui associe un nombre réel a chaque transition et une temporisation a
chaque transition différentielle.

Le marquage d’un RAPdf est constitué de deux parties:

M (t)=(M°(t)IM" (t)) 2.2)

ou:

D n .
M~ e N™ Le vecteur de marquage discret. Les composantes de ce vecteur sont des valeurs
entiéres représentant le nombre de jetons dans les n,, places discrétes.

MP® eR™" Le vecteur de marquage différentiel. Les composantes de ce vecteur sont des
valeurs réelles représentant le marquage des np,, places différentielles.

Par ailleurs, la matrice d’incidence d’un RdPDf est définie par :

(2.3)

WD WDfD
W =Pre(p,.t;)— POSt(piatj):[\NDDf W o ]

ou:

D . . . . N , . . . . N
W™ : matrice d’incidence discréte définie le lien entre les transitions et les places discrétes.

WP . matrice d’incidence différentielle décrit la relation liant les places et les transitions
différentielles.

woP : matrice d’incidence lie la partie différentielle a la partie discréte.

WP : matrice d’incidence définie 1’interaction entre la partie discréte et la partie

différentielle.
Enfin, le marquage atteignable a I’instant t, a partir d’un marquage initial a I’instant t, est

défini par :
M (t) =M (t)+W| o(t)+ [v(u)du (2.4)

avec oceN" le vecteur de franchissement de transition discréte, m est le nombre de
transitions discrétes et v le vecteur contenant les vitesses de franchissement instantanées des
transitions différentielles.

Notons que les transitions différentielles sont caractérisées a la fois par une vitesse de

franchissement v et une temporisation notée h. Cette dernicre représente le pas d’intégration
utilisé pour la résolution de I’équation différentielle pendant la simulation. Ainsi, selon la

30



Réseaux de Petri différentiels et SDH

théorie des réseaux de Petri, le délai de temporisation h est associé a une transition discréte
implicite (voir Figure. 2).

<v/h>

— <—> |1 ° h
‘ <"

Figure. 2 Principe de la transition différentielle

2.3. Principe de modélisation des SDH par les RdPdf

Dans cette section, nous allons chercher a trouver et a exploiter les liens éventuels entre la
structure des RAPdf et la structure générique du SDH. Pour ce faire, nous proposons
d’illustrer la procédure de la modélisation en considérant le SDH décrit par 1I’expression (2.5):

X=AXx+Bu (2.5)

Un tel systéme évolue sous une loi de commutation quelconque notée S, tel que, le choix
dumode q et de la dynamique continue correspondante est régie par la validité de S .

Les notions du mode discret, de dynamique continue dans chaque mode et de la transition
d’un mode a un mode successeur permettent de représenter, le principe de fonctionnement du
systéme (2.5) par la structure générique de la Figure .3. Par ailleurs, I’association d’un réseau
de Petri discret aux places et transitions différentielles donne aussi une structure modulaire
identique a celle de la Figure.3. Cette remarque nous permet de constater une similitude entre
les deux structures et de chercher naturellement a proposer une méthodologie générique de
modélisation, via les RAPdf, en s’intéressant a chacune des trois parties.

,

_’[ Partie Discréte

[ Partie Continue

.

{ Loi de commutation

Figure.3. Schéma bloc du SDH
2.3.1. Description de la partie discréte d’un SDH par les RdPdf
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Conformément a la structure de la Figure.3, la partie discréte du SDH sera décrite par un
réseau de Petri discret ordinaire. Ainsi, la Figure 4 représente une modélisation possible de la
partie discréte d’'un SDH de n mode présenté par n,, € N places discrétes et meN

transitions discretes exprimant le passage d’un mode a un autre.

Le franchissement de chaque transition discréte est conditionné, a la fois, par la présence
d’un jeton dans la place en amont de la transition considérée et du résultat issu du test de la
validité de la condition de commutation, que nous allons aborder sa structure apres la
description de la partie continue du SDH

T

Tesh\{

Mode; Mode,

Test,

Figure. 4. Modele de la partie discréte
Une fois la partie discrete est illustrée, nous passerons a la description de la partie continue.
2.3.2. Description de la partie continue d’un SDH par les RdPdf

Les transformations effectuées sur la partie différentielle se résument dans 1’ajout de
transitions différentielles liées a la commande. Par conséquent, une modification graphique
est mathématique est a effectuer pour pouvoir présenter les SDH a partie continue non
autonome. Ainsi, la partie différentielle sera constituée de deux types de transitions
différentielles :

1. Des transitions différentielles associées aux vitesses de franchissements

correspondants aux variables d’états.

2. Des transitions différentielles associées aux vitesses de franchissements

correspondants a la commande.

Par conséquent, les places et les transitions différentielles forment la partie continue du
SDH. Ainsi, le modéle de la partie continue est illustré par la Figure.5. En effet, les places

différentielles notées Pdf, o | représentent les variables d’¢tats continues X, € R™ A

L,...,NPpy

chaque transition différentielle dx et T, est associée une vitesse de

je{l o
J,jetl,npps } J,je{l,..,npr}

franchissement maximal ( x et u) et un pas d’intégration h utilis€¢ pour la résolution

i,ie{l,..npy }
de ’équation différentielle décrivant la dynamique continue de chaque mode. Enfin, les arcs
reliant les transitions différentielles dx; aux places différentielles définissent les composantes

de la matrice d’état de chaque sous systéme. Par contre, les arcs reliant les transitions
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différentielles Ty, aux places différentielles décrivent les composantes du vecteur commande

de chaque sous systéme.

Figure. 5. Modele de la partie continue d’un SDH non autonome

Notons que, dans le cas ou les vecteurs commandes Bq et B(; sont nuls, nous obtenons la

structure de la Figure.6. Cette derniére correspond a la forme introduite dans [Demongodin et
al, 96.] [Dvaros et al, 2007]. Ainsi les modifications effectuées au niveau de la partie
différentielle n’affectent pas le principe de base des RdPdf.

Notons aussi que dans le cas autonome, I’expression (2.5) s’écrira sous la forme :
X=AX (2.6)

Par conséquent, les places différentielles décriront les variables d’états et les transitions
différentielles représenteront les dérivées.

Figure. 6 Modele de la partie continue d’un SDH autonome
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2.3.3. Description de la partie loi de commutation par les RdPdf

Le lien existant entre la partie discréte et la partie continue est gouverné par une loi de
commutation conditionnant le passage d’un mode vers un autre. Les conditions de transitions
sont, ainsi, données sous forme de tests logiques a vérifier par rapport a des contraintes
données. Ces dernicres peuvent étre temporelles ou bien liées aux variables d’états ou encore
a la commande....

Suite a ces considérations, nous allons expliciter les différents types de tests qui sont en
lien directe avec les classes des SDH que 1’on considére.

2.3.3.1. Modélisation des conditions de transitions entre les différents
modes du SDH

En effet, les RAPdf offrent la possibilité de représenter le test du passage vers les modes
successeurs. Ainsi, les auteurs dans [Demongodin et al, 2006] ont élaboré diverses formes de
tests dans le cadre de la supervision des systémes de productions. Ces tests sont :

1. Le test par rapport un front montant du signal en anglais ‘’upward-level
crossing’’.

2. Le test par rapport un front descendant du signal en anglais ‘’downward-level
crossing’’.

3. Letest “’variation a I’extérieur d’une région’’.

4. Letest “’variation a I’intérieur d’une région’’.

Le premier, le deuxiéme et le troisieme test décrivent des transitions de la forme S, >g,,
S, < g, oubien les deux, avec g, € R.

Ces derniéres structures correspondent a la division de I’espace d’état en sous ensemble de
régions séparées par des fronti¢res g, . Ainsi, la description de ces structures de I’invariant est

donnée par la Figure.7 et la Figure 8. Par contre, le dernier test se base sur la vérification de
I'inégalite —g, <S, <g, (Figure. 9).

Sq
Ptestl, Tesiz_uJDtestzq
Testl,
Test S, > g, Test S, < g,

Figure. 7. Test “’upward-level crossing’’ et “’downward-level crossing’’ par les RdPdf
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Figure. 9. Test “’variation a I’intérieur d’une région’’ par RdPdf

Conformément aux structures graphiques illustrées ci dessus, le processus test est validé si
la place Ptest, contient un jeton. En conséquence, I’une des transitions discrétes de la partie

discréte devient franchissable et le basculement vers un nouveau mode devient autorisé.
Enfin, notons que le paramétre h’ défini la temporisation séparant deux instants de test
consécutif, pour plus de détail sur 1’évaluation des différents tests nous invitons le lecteur de
ce référer a [Demongodin et al, 2006].

Nous constatons que I’expression de S, dépend de la nature des contraintes mises en jeu.

Ainsi, dans notre contexte nous allons se limiter aux contraintes liées aux variables d’état,
contraintes temporelles et mixtes. C’est I’objectif de la suite de ce chapitre.

2.3.3.2.Contraintes liees aux variables d’états
Nous allons aborder dans cette section 1’exploitation des tests cités ci-dessus dans le cas ou

la commutation est en fonction des variables d’état. En effet, la diversité de 1I’expression de ce
type de transition nous oriente vers la classe des systemes linéaires a commutations et les
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systemes linéaires par morceaux. Ces derniers représentent la classe des SDH prise en
considération dans notre cas.

a. Systemes linéaires a commutations dépendantes de I’état
Etant donnée I’expression de la condition de commutation de la forme:

Sy =agX X, 2, X, (2.7)

avec a,,b,,...z,eR et qe{l,...,np,}

Cette derniére définie des hyperplans divisant I’espace d’état en domaine d’évolution de
chaque dynamique continue (Figure.10).

Espace d’état Domaines d’évolution des différentes

dynamiques continues
/\\

Hyperplans

Figure. 10. Hyperplans

Ainsi, pour un SDH décrit par (2.5), la dynamique continue change des que la trajectoire
du systeme coupe I'un des hyperplans. Ce qui explique que la succession des modes est
garantie par la vérification de I’expression S, =0.

L’implémentation de ce test nécessite en premier temps la reconstruction de 1’expression
(2.7) comme dans [Davrazos et al, 2007]. Cette réalisation est facilement obtenue en utilisant
la structure représentée par la Figure.11.

Figure. 11. Expression de I’hyperplan
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Une fois les hyperplans sont obtenus, les conditions de transitions S, =0 peuvent étre

formulées. Pour des raisons de précision, le test sera remplacée par 'inégalite —¢ <S <¢.

(X3 29

Par conséquent, le teste ““ a I'intérieure d’une région ’’ s’avére la structure applicable a ce
genre de vérification, puisqu’il correspond exactement a 1’expression donnée ci-dessus.
Précisons que le test —¢ <S <& est pratiquement équivalent a la condition de transition car

& est choisi petit
Finalement, I’association des Figures 9 et 11 forment le bloc de la loi de commutation de la
Figure.3.

b. Systémes linéaires par morceaux [Hamdi et al, 2008c¢]

Avec la combinaison de certains tests donnés ci-dessus, associés a un ensemble de
transformations graphiques, il est maintenant possible de représenter la classe des systémes
linéaire par morceaux via les RAPdf. Dans ce paragraphe, nous allons montrer 1’exploitation
de cet outil pour la description de cette classe de SDH.

Pour ce type de systéme, I’expression (2.5) sera décrite par:

X=AX+Bu xeRcR (2.8)

avec R est I’ensemble des régions dans 1’espace d’état.

En effet, selon la forme de 1’expression des frontiéres de 1’équation (2.8), les structures des
tests seront exploitées et/ou combinées. A titre d’exemple, nous pouvons citer le cas de la
condition, rencontrée souvent dans la littérature, qui correspond au produit des variables
d’états exprimé par X X, =0 ou bien par XX, <0.

Afin d’implémenter ce type de test via un RAPdf, il suffit de réaliser le test du signe de
chaque variable d’état et d’englober par la suite les cas possible selon le signe du produit. Par
conséquent, nous obtenons la condition de la transition par 1’association et la combinaison des
différents tests déja présentés. Les Figures.12 et 13 illustrent ce genre de procédure et le
résultat du test global est pris en charge par la Figure 14.

Place £
-€ complémentaire

complémentairg
ax a X,

Q/VPtest 2

Figure. 12. Exemple de testde x, <0Oet x, <0
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(O
Ptest 1/

Figure. 13. Exemple de testde x, >0et x, >0

N N

P
test 2
P test1

Figure. 14. test de x,x, 20

Finalement, quelque soit la classe des SDH, les trois parties (discréte, continue et loi de
commutation) sont reliées de part et d’autre par des arcs réalisant les différentes liaisons

Exemple illustratif

Afin d’illustrer la structure global du modéle, considérons le cas d’un systeme a
commutation non autonome a deux modes décrit par les dynamiques suivantes :
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—X, +5x, +0.008u

mode 1 X =
{—IOOXI—XZ—U

. |—=x,=100x, +u
mode 2 ,X =
=5X, =X, +0.2u

Le basculement entre ces deux modes obéit aux lois de commutations définies par les
expressions suivantes :
S,=2Xx-X,=0etS,=—X—-X,=0

Le systeme SDH est décrit par le réseau de Petri différentiel de la Figure. 15, illustrant les
différents blocs :

e La partie discrete décrite par deux places discretes (mode 1, mode 2) exprimant les

modes du SDH. L’alternance de ces derniers est représentée par les transitions
discretes (Tl,Tz). Elles sont franchissables si I’une des places en amont et des places

Ptest, contiennent un jeton.
e La partie continue décrite par deux places différentielles (Xl,xz) définissant 1’état

continu du SDH. Les arcs associés reliant les transitions différentielles aux places
differentielles représentent les composantes des matrices d’états a, et du vecteur

commande bq )

e Le troisieme bloc réalise I’expression des hyperplans définissant la région d’évolution
des modes mode,, .

e Le dernier bloc test la validité de la condition de transition. Ce dernier est implémenté
en utilisant le test “’intérieur d’une région’’ afin de vérifier les expressions S, =0 et

S, =0

Notons que les deux derniers blocs (hyperplan et test) forment le troisiéme bloc de la
Figure .3 correspondant a la loi de commutation.

L’implémentation du modéle sous Matlab, a donné les résultats des Figures. 16 et 17.
Ainsi, la Figure 16 représente I’évolution de la partie continue du SDH illustrée par le plan de
phase.

La Figure 17 décrit I’alternance entre les deux modes. Cette derniere illustre 1’évolution du
mode discret du SDH.
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Tesh\{ 1K
Mode 1 Mode 2
’ : | /| | 1

Figure.16. Plan de phase
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2.5

Qs

0.5
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Temps (sec)
Figure.17. Mode discret

A ce niveau, nous avons illustré la modélisation via les RAPdf des systémes linéaires par
morceaux et des systemes linéaires a commutation dépendant de 1’état. Il reste a voir
comment nous allons procéder pour modéliser les SDH dont la commutation dépend de la
contrainte de temps via les RAPdf. Aussi, nous allons voir sous quels principes le temps de
commutation sera choisi.

Rappelons que I’état continu de ce type de systetmes a commutations évolue sur un
intervalle de temps selon une certaine dynamique (parmi un ensemble fini de dynamiques)
puis selon une autre sur I’intervalle de temps suivant.

2.3.3.3.Contraintes dépendantes du temps et du mixage du temps et de
I”état

Avant de passer a la représentation de cette classe de SDH par ce modgele, il est important
de préciser que la temporisation dans le cas des réseaux de Petri différentiels est prise en
charge par I’application 3. Ainsi, selon la définition des RAPdf, cette derniére représente les
différents délais associés aux différents types de transitions du réseau global, sauf que dans ce
paragraphe, nous nous intéressons aux délais liés aux transitions discrétes de la partie discréte
du réseau global.

Le délai associ€ aux transitions discrétes est une fonction donnée par 3(T;)=d;, par
conséquent, la transition T; d’un mode ¢; vers un mode (., , peut survenir uniquement apres
un temps d;. Ainsi, il est possible d’employer la propriété¢ du temps associé¢ aux transitions

discrétes pour modéliser la classe des SDH dont la commutation dépend de la contrainte
temps. De ce fait, ’association d’une séquence finie, définissant le délai influencant le
franchissement des transitions, implique que le passage d’un mode ¢; vers un mode ¢,

n’aura lieu que si la condition, portant sur le marquage et sur le temps, soit vérifiée. Par
conséquent, sous ces exigences, le réseau de Petri différentiel est vu comme un réseau de Petri
différentiel temporel.
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a. Notion du temps de séjours

A partir de 13, nous constatons que I’exécution de chaque mode de ce type de SDH va durer

au minimum un temps d;, ce qui implique que chaque sous systéme LTI évolue ou bien

sé¢journe au minimum une durée d; dans chaque mode discret. Par conséquent, il est évident

de penser que ce dernier correspond au temps de sé¢jour. Dés lors, nous mentionnons que le
temps séparant deux transitions consécutives correspond aux temps de s¢jours minimal des
sous systemes.

b. Définition du temps de séjour
Généralement, pour un systéme linéaire, la notion du temps de séjours correspond au
temps nécessaire au systéme pour atteindre 1’équilibre. Pour un systeme linéaire a
commutation, le temps de sé¢jour est le délai suffisamment long séparant deux commutations
pour permettre a 1’état de se rapprocher suffisamment de I’origine avant la prochaine
commutation [Morse, 96] [Morse, 97].

c. Principe de modélisation par RdPdf

Afin d’illustrer le principe du mode¢le via les RAPdf, soit un SDH autonome a deux modes
discrets décrit par :

Xm . a, | X
mode 1 =

dX2 a'21 a’22 X2

dXZ a‘21 a‘22 X2

Ny

(2.9)

Np., X
avec a;,a;'e R™

systéeme.
Selon la définition du temps de séjours, il est obligatoire de préciser que la constante d

les composantes des matrices d’états des deux dynamiques du

correspond au temps de s¢jour minimal de chaque sous systéme. Ainsi, Pour t e [to,to +2'D],
nous supposons que le temps t prend la valeur 1 durant I’intervalle [to,tl) et 2 dans

Iintervalle [t.,t,), avec t.

it 27, et 7, €R" une constante de temps. De ce fait, la

condition de commutation du modéle hybride (2.9) sera exprimée comme suit :

e Lemode 1 correspond au cas ou :t,,, —t; >d(A)

e Lemode 2 correspond aucasou: t;, —t;, >d(A)

Dans de telles circonstances, le systeéme hybride est modélisé par le réseau de la Figure.18.
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Figure. 18. Modele d’un SDH par un RdPdf

Par contre, dans le cas d’une contrainte mixte, la condition de commutation résulte du
mixage des deux cas illustrés dans les sections précédentes au sein d’une seule condition de
transition [Hamdi et al, 2009b].

Ainsi, sous ces condition le SDH (2.9), évolue selon la stratégie suivante :

e Le SDH évolue dans le mode 1si t;,, —t; >d(A) et S,

e Le SDH évolue dans le mode 2 si t;,, —t;,, >d(A,) et S,

Par conséquent, comme il est mentionné dans la Figure. 19, le changement du mode du SDH
dépend de la validité des points suivants :
1. La contrainte temps est vérifiée.
2. L’existence du jeton dans la place discrete correspondante a la transition discrete a
franchir.
3. La validité du test li¢ aux variables d’états.

Condition de commutation

Figure. 19. Partie discrete d’un SDH a commutation mixte par RdPdf
En effet, nous n’avons présenté que la partie discréte, dans le but d’illustrant la condition

de commutation. Les autres parties du modele global ont été déja évoquées et illustrées dans
les paragraphes précédents.
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2.4. Détermination du temps de sejours

Avant d’illustrer la méthode du calcul du temps de séjour, nous proposons d’effectuer une
petite analyse sur les équations mathématiques de 1’outil de modélisation utilisé dans notre
contexte. Cette analyse a pour but de réécrire les représentations d’états en fonction du
marquage discret du RdPdf.

2.4.1. Interaction entre la partie continue et la partie discréte

Afin d’éclaircir ce point, partons de I’équation (2.4), décrivons le marquage global du
réseau. En effet, I’équation (2.4) peut étre découplée en deux parties de la forme :

MP(t)=MP(t)+WPo(t,) (2.10)

MO (t)=M® (t,)+W® k{\\/ll(r)}dr @.11)

,(7)

Telle que, la matrice d’incidence différentielle est constituée de deux matrices différentielles :
W ™' : matrices bloc d’incidences différentielles d’états du SDH.

W " : matrices bloc d’incidences différentielles commandes du SDH.

f

Bien que, I’équation (2.4) permette de calculer les marquages discrets et différentiels, elle
n’assure aucune relation directe entre les matrices gouvernant la dynamique continue et le
marquage discret représentant le mode actif.

Afin de déterminer la dynamique continue courante en fonction du marquage discret, nous
procédons avec un SDH a deux modes pour faciliter I’étude de 1’analyse. Nous généralisons
par la suite les résultats pour le cas de n modes avec ne N.

Dans de telles conditions, soit le SDH décrit par (2.5) dont le marquage discret est donné par
M ° [M C M 2[’] ,tel que M’ peuvent avoir comme valeur 0 et 1 selon le mode discret

actif, les matrices d’incidences différentielles sont de la forme :

WEDfl z{an a12:| etWEDfZ =|:a11’ alz':|’WCDfl =|:Bl:| ot WCDf2 :|:Bl':|
a4, Ay 8y 8y B 2 Bz'
—_— —_—

B, B,

Notons que, les expressions de (2.10) et (2.11) résultent du fait que les matrices W™ et

WP sont nulles. En effet, la matrice W™ est nulle du fait que les matrices Pre et Post
sont égaux (vue I’existence des arcs de part et d’autre entre les transitions différentielles et les

. . . . DDf . . .
places discrétes). Par contre, pour la deuxiéme matrice W™~ , il n’existe aucun lien entre les
transitions discrétes et les places différentielles.

Ainsi, procédons a la dérivation de (2.11):
M =W v(t) (2.12)
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Multiplions maintenant la matrice W™ par une matrice Zz, et sa transposée. Ceci donne :

M®' =W 7z, 727 v(t) (2.13)
|

Avec | est la matrice identité qui a la méme dimension que la matrice W .

Pour que le produit résultant donne la dynamique active du SDH en fonction du marquage
discret, automatiquement les composantes de la matrice Zz, doivent avoir un lien direct avec

le marquage discret. Par conséquent, la matrice Zz, est choisie de la forme :

M?> 0 0
0 M o0
0o 0 M’
7z, = ! 2.14
M2 0 0 @14)
0 M) 0
0 0 M
d’ou:
D
Zz,=M°®] (2.15)

avec le symbole ® définit le produit kronecker et | est la matrice identité de dimension
N, XN, » avec N est le nombre de transitions différentielles global dans la partie

différentielle du réseau et n;  est le nombre de transitions différentielles dans un mode.

Remplagons la matrice d’incidence differentielle et les matrices Zz, et ZZqT par leurs valeurs
dans (2.13):

MP 0 0 [MP o0 0 [v]
0 M? 0 0 M 0 v,
MDf(t):{aH &, Bl 8y 8y Bl’:| OD 0 MID OD 0 M1D Vy (2.16)
8y 8y Bz &y &y Bz' |V|2 0 0 |\/|2 0 0 vy
0 MY 01 0 MY 0 ||V
00 MJJLO0O 0 M|V

avec:
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I\)< <

=

V= le vecteur de vitesse de franchissement des transitions différentielles.

<
N

<
w

=

Apres développement de (2.16), nous obtenons :

| MPa,+Mya, MPa,+Mya, BBM+BBM,
[MPa, +MPa,, MPa,+MPa, BB,MP+BB,M?"
MV, +M2Dv,
M PV, + M.V,
M2V, + M Dy,

M Df (t)

2.17)

Sachons que v, =V, et v, =V, et quandy, et vV, sont maximales, elles sont équivalentes aux

variables d’états du systeme.
De méme Vv, =V, et quand elles sont maximales, elles sont équivalentes a la commande du

systeme.

Alors, nous aurons :

MP’a,+MYa, MlDalz+M2Dalzl{xl}+{MIDBBl+M2DBBI} (2.18)

MPa,+Mya, MPa,+Mya, || %, | | M"BB,+M’BB,

X(t):{

Ainsi pour M” =1,M. =0, le résultat du produit correspond a la dynamique du premier

mode. Ce qui permet de conclure que le mode courant du SDH est le mode 1. En outre, dans
le cas contraire, c¢’est la dynamique du second mode qui est actif.

Ainsi, a partir de 1’équation (2.18), nous obtenons (2.19):

, a, a, a, a,|[M] X, BB, BB, ||MP
x(t):{ : 1 } { b ®1, * og BBI L lu (2.19)

a'2] a‘22 a21' a'22’ M 2 X 2 2 2' M 2

M P mP

M X MP

X(t)=W= || "l || W] T (2.20)
Mz X Mz
mP MP
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Maintenant, généralisons pour le cas de np,, mode. Ainsi, a partir de (2.20), nous aurons le

cas général :

X(1)=W™ (M° @1, )x+WM°y 221)

NPpt

Posons A, —w For ((W DO')®| ) et b, —W o'W Ps

ol nous avons Z ' = (W D0)® iy €6 23" =WP0

Nous constatons bien que I’expression (2.21) est équivalente a la représentation d’état non
autonome du systeme hybride.
En conclusion, dans chaque mode qe{l,2,..,n,;} et quelque soit la condition de transition,

1’état continu de la classe des SDH non autonomes est décrit par:

X (t)=Ax(t)+bu  pour q=12,..,ny (2.22)

q

ou (g est le mode discret (fonction du marquage discret), y(t) e R” représente le vecteur de
la sortie continue du systéme hybride, X(t)eR™' est le vecteur d’état, b, € R™

n . r \ r
C, € R”™ les matrices dépendantes du mode courant et U est la commande & I’entrée du

systeme.
Nous remarquons que si le terme b, est nul, nous aboutissons a une représentation d’état

autonome de la forme :
X(t)=Ax(t) pour q=12,..,Ny (2.23)

Nous pouvons facilement démontrer que la matrice A, a la méme expression que celle du cas

non autonome.

Partons de I’¢quation (2.19) et posons B, =0, nous aurons I’expression suivante :

a a, a, a,]|/[|MP X
X'('[):|: 11 12 11 12} |: 1D:|®|npDf |: 1:| (2.24)
a‘21 a22 a'21' a22' M 2 X2
%,_/

L’analyse de (2.24) nous conduit & déduire que nous aboutissons au résultat développé dans
[Davrazos al, 2007].

Notons également que le marquage discret du RAPDf est directement li¢ au mode discret du
SDH et décrit par I’expression (2.25)
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MP =MP+W°,
k+1 kD + (2.25)
y(t)=M w

2.4.2. Condition du calcule du temps de séjour

La détermination du temps de séjours impose que les sous systémes soient stables. Ainsi,
I’existence de cette contrainte s’appuie sur la validit¢ de deux théorémes que nous allons
proposer dans cette section. Le premier théoréme concerne le cas des SDH non autonomes,
tandis que le deuxiéme s’applique dans le cas des SDH autonomes.

Théoréeme.2.1

Si tous les sous-systemes de (2.22) sont stables, le systeme hybride décrit par (2.22) est
exponentiellement stable, si pour tout couple (t,.t,,,), il existe des constantes réelles & >0,
7, >0, des matrices symetriques P, = PqT >0 et P, = PqT, >0 et un temps de séjour minimal
d, satisfaisant :

.
ATP P A+ 26P Tl Rh, ] 226
b; P, — |

S logc

d, >
q 2§q

(2.27)

Avec ¢ =—- ol a, 0, représentent les valeurs propres minimales et maximale des matrices

%

Pq et Pq, )
Preuve

Soit la fonction de Lyapunov multiple défini par:

V, (x (t))=x"Px (2.28)
Le systeme hybride est stable si la condition suivante est vérifiée :

V, (x () <—2£xTPx (2.29)

A partir des équations (2.28) et (2.29), nous pouvons écrire
(Ax +bu) Px +XTP, (A +bu ) < —2£, X" P,x (2.30)

Développons (2.30):
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X" (A]P, +P,A, )X +uTb] Px + X" Pbu+2£x Px <0 (2.31)

Ce qui est équivalent a :

I T
X Aq Pq +Pqu +2§q Pq quq X <0 (232)
u qu P, 0 |lu

D’un autre coté la variable d’état x dépend de la commande u. De ce fait elle doit satisfaire
la condition (2.33)

u'u<x'x (2.33)

Cette dernicre peut €tre réécrite sous forme quadratique :

K } Po -Ol H } 70 (2.34)

Ainsi, en posant :

R—I 0 2.35
=lo (233)

et en appliquant le lemme de S-Procédure [Boyd, 95] a (2.32) et (2.35), nous aurons :

.
{Aq P, +PA, +2£P, +7,1 P, } 0 236)

.
b, P, —7,|
Ce qui implique la premiére condition.

Pour la deuxiéme condition, I’équation (2.28) est bornée par deux constantes réelles o, et 6,
[Pettersson, 2005] :

o, x| <V, (x)=6, x| (2.37)
Posons &, = % , la dérivée de la fonction de Lyapunov s’écrit alors :

q
V, (x (t))<=2&v, (x (1)) (2.38)

Supposons que le systéme est dans le mode q dans Pintervalle de temps [t,,t, +t,,, —t ],

I’intégration de I’équation (2.38) donne :

Vo (x (t,+d, ) <e ™5V (x (1)) (2.39)
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Sachant que pour toutes les commutations la fonction de Lyapunov satisfait la condition
suivante [Decarlo, 2000] :

V, <oV, Vag=(q' (2.40)

Supposons que le mode q est actif durant [to,tl)et le mode q'est actif durant [tl,tz), des
équations (2.37), (2.39) et (2.40), nous aurons:

et

o,

Vo (x (1)) =0, () =, (x () e v, (x (1))
qQ’ q'
Ce qui donne :
eq —2&'d
V, (x(t,))s—e ™V (x (1)) (2.41)

aq,

De I’équation (2.41) le temps de s€jour pour un mode ¢ est donné par :

d > logc
q 2§q

(2.42)

2.5. Résultats de simulation
1°" Cas d’étude

Afin d’illustrer la méthode proposée, soit le systeme hybride a deux modes de I’exemple
précédent.

Les valeurs propres des deux sous systémes sont : 4 =-1 £22.30671, nous constatons que
les parties réelles sont négatives. Par conséquent, les sous systeémes du SDH sont stables. En
revanche, le zoom appliqué sur le plan de phase de la Figure.16 donne le graphe de la
Figure.20. Cette dernicre illustre que le SDH sous les conditions de commutations
dépendantes de 1’état est instable.

10

10

Figure.20. Plan de phase du SDH sans le temps de séjour
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La résolution des LMI (2.26) et I’exploitation de (2.27) impliquent que la stabilisation du
systéme nécessitera un temps de séjour minimal d, =7,5830s dans le mode 1 et un temps de

s¢jour minimal d, =7,0647 dans le mode 2.

Les résultats obtenus en respectant ces conditions sont donnés par les Figure. 22 et 23. Ces
derniers illustrent parfaitement D’effet de la commutation mixte. La comparaison des
Figures.16 et 22 indique que ’association de la contrainte du temps avec les conditions de
commutations, réduit le nombre de commutations (les commutations rapides sont ¢liminées).
Par conséquent, le systéme séjourne suffisamment dans chaque mode. Cette caractéristique
conduit a la stabilisation du systéme. La Figure.23 illustre parfaitement cette particularité.

25

0.5
[

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps (sec)

Figure.22. Mode discret avec temps de séjour

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

X]
Figure.23. Plan de phase dans le cas d’une commutation mixte
Dans le cas des SDH autonomes, le temps de séjour obéit aux conditions données par le

théoréme 2.2 qui a le méme principe que le théoréme 2.1. Notons aussi que la démonstration
du second théoréme (théoréme 2.2) découle directement de celle du premier théoréme.

Théoréme. 2.2 [Hamdi et al, 2008c] [Hamdi et al, 2009a]

Si tous les sous-systémes du SDH (2.23) sont stables, le SDH décrit par (2.23) est
exponentiellement stable si pour tout couple de temps (tk,tk+l), il existe des constantes réelles

¢, >0, des matrices P, = PqT >0 et P/= Pq’T >0, des constantes reelles suffisamment large
d, > 0 satisfaisant les inégalités :
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Aqu + Pqu < _2§q Pq (2.43)

d, > 1;’;% c (2.44)
q

Preuve

En partant du fait que le SDH (2.23) est stable, du fait que le terme b, est nul, I’expression
(2.43) est déduite de 1’équation (2.30).

La procédure de la démonstration de 1’expresse (2.44) est la méme que celle du théoréme 2.1

2°Me Cas d’étude

Afin d’illustrer le principe de la commutation mixte pour le cas des SDH autonomes,
considérons le méme exemple que dans le cas non autonome et inversons la condition de
commutation.

Sans considération de la contrainte temps, la Figure. 24, illustre que le systéme est instable
sous la nouvelle loi de commutation. La Figure.25, montre que, sous l’effet de la
commutation en fonction de I’état, I’alternance entre les deux modes du SDH est trés rapide.

2

Figure. 24. Plan de phase

2.5

0.5
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Figure.25. Mode discret
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En intégrant la contrainte du temps dans le modéle RAPdf, et en appliquant du théoréme.2.2,
nous obtenons les valeurs des temps de séjour permettant de stabiliser le systeme. Ces
derniers sont respectivement d, =d, =5.2074 s

Par conséquent, 1’association de la contrainte du temps avec la condition de commutation
nous permet d’obtenir les résultats de simulation du mod¢le RAPdf dans le cas mixte :

5

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Xl
Figure. 26. Plan de phase avec contrainte du temps de séjour

Nous constatons bien que la contrainte du temps de s€jour a stabilisé le SDH en plus elle a
réduit le taux de commutation comme il est indique par la Figure. 27.

25

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Figure. 27. Mode discret
2.6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté I’outil de modélisation pris en charge dans notre
travail (RdPdf). Ce dernier combine les avantages des réseaux de Petri discrets et des réseaux
de Petri continus, en fournissant ainsi, la description des processus continus associés au
processus a éveénement discret dans un modele unifié. De ce fait, le réseau de Petri discret
décrit les modes discrets du SDH, les places et les transitions différentielles décrivent la partie
continue.

Pour la description de la partie continue du SDH, nous avons vu qu’avec des
transformations apportées a la partie différentielle, les RdPdf. peuvent maintenant décrire une
large classe des SDH. En parall¢le, les modifications graphiques sont associées a des
transformations mathématiques pour obtenir les représentations usuelles utilisées dans
I’automatique classique. De ce fait, une représentation d’état en fonction de la partie discrete a
été obtenue.
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Egalement, nous avons illustré les procédures a suivre pour la modélisation des systémes
linéaires par morceaux et les systémes linéaires a commutations dépendant de 1’état, du temps
et des deux (i.e. état et temps). Dans le cas des systémes a commutations dépendant du temps
ou mixte, la condition de transition entre les différents modes du SDH dépend de la contrainte
du temps de séjours minimal de chaque sous systeme. Ainsi, Pour la détermination de la
contrainte de commutation temporelle, nous avons proposés une méthodologie s’appuyant sur
le principe de stabilit¢ des sous systémes constituant le SDH et garantissant la stabilité
exponentielle du systétme global. En conséquent, des conditions de stabilit¢ des SDH
autonome et non autonome ont €t¢ énoncées sous forme de théoremes. L’un de ces résultats a
fait le sujet de nos contributions [Hamdi et al, 2008a] [Hamdi et al, 2009a].

Une fois le modele est établi, il nous reste a présent de passer a la synthése de 1’observateur

hybride qui a pour but d’estimer conjointement 1’état continu et le mode discret pour une large
classe des SDH. La réalisation de cette tache sera illustrée dans le chapitre suivant.
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Introduction

Dans la majorité des processus industriels, la commande du systéme nécessite 1’utilisation
des mesures d’entrées, de sorties et/ou des états internes. Ceci suppose la disponibilité¢ de
I’ensemble de ces mesures. Cependant, il arrive souvent que 1’ensemble des mesures ne soit
pas accessible, que la structure du systéme ne permette pas de disposer de capteurs, ou que le
colt de ces derniers ne soit pas économiquement rentable (i.e. prix de revient, coit de la
maintenance, ...). Un recours a des observateurs (capteurs informatiques) pour I’estimation ou
la reconstruction de la mesure désirée peut s’avérer trés avantageux.

Bien que le probléme d'estimation d'état ait atteint une certaine maturité dans les domaines
des systémes continus [Luenberger, 1971] et des systémes a événements discrets [Ramadge,
1989] [Gia, 2001a] [Gia, 2001b], beaucoup de points concernant la synthése d’observateurs
hybrides, méritent d’étre approfondis. En effet, ces derniers devront estimer a la fois 1’état
continu et I’état discret du systéme. Ce probléme ouvert reste encore un défi qui motive
plusieurs chercheurs de la communauté des automaticiens.

Dans ce cadre, nous trouvons dans la littérature, une panoplie d’approches traitant de la
synthése d’observateurs hybrides. Nous pouvons citer par exemple [Alessandri et al, 2001]
[Balluchi et al, 2001] [Babaali, 2004a] [Saadaoui et al, 2006a] [Pina, 2006] [Sel¢uk, 2009]...
Ces approches peuvent étre classées en deux grandes familles: celles supposant la
connaissance de I’état discret (mode discret) a chaque instant [Alessandri et al, 2001] [Juloski,
2003a], et celles s’affranchissant de cette hypothése et qui estiment 1’état discret et continu a
la fois [Balluchi et al, 2002a] [Pettersson, 2005] [Birouche et al, 2006a] [Petersson, 2006].
C’est dans cette dernicre catégorie que s’inscrivent les contributions de ce chapitre de thése.

En effet, la disponibilit¢ du mode discret simplifie la synthése de I’observateur et de ce
fait, le recours aux approches classiques de synthése d’observateurs continus devient naturel.
Notons, que la difficulté majeure dans ce cadre concerne la détermination des conditions de
convergence de I’observateur hybride en tenant compte de I’ensemble des modes. Sous cette
hypothése, la plupart des approches proposées, s’appuie sur 1’existence d’une fonction de
Lyapunov commune garantissant la convergence asymptotique de 1’erreur d’estimation
[Alessandri et al, 2001] [Juloski, 2003a] [Juloski, 2003b]. Toutefois, 1’idée de résoudre le
probléme en se basant sur la recherche d’une fonction unique pour tout le systéme demeure
conservative. D’autres alternatives proposent de chercher une fonction de Lyapunov Multiple
[Pettersson, 2005].

En revanche, I’hypothese de la non connaissance du mode discret, conduit a des techniques
qui prennent en charge conjointement 1’estimation du mode discret et continue. Ainsi, le
probléme se résume a I’identification du mode dans lequel évolue le systéme, et par la suite la
dynamique continue correspondante.

La premiére étude prenant en charge I’estimation de 1’état hybride a été proposée dans
[Balluchi et al, 2002a]. Celle-ci est basée sur un détecteur de mode, inspiré de la théorie des
automates a état finis, et d’un observateur de Luenberger pour 1’estimation de I’état continu.
A partir de 1a, plusieurs approches ont été proposées dans la littérature. Celles-ci sont
présentées d’une maniere synthétique et non exhaustive dans le tableau.1.
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Méthode

Référence Classe du systeme s y s Méthode de détection
o : g d’estimation de 1’état }
bibliographique étudié . du mode discret
continue
Théorie de
Alessandri et al., | Lyapunov :
2001 SLAC conditions sous Connu
forme de LMI
Balital, | SLAC dstpurs | LS e Ui e i
2001 automates hybrides P

fixés

mode discret

Balluchi et al,

SLAC (automates
hybrides sans

Idem que Balluchi et

Observateur Discret

2002a initialisation de 1’état) al, 2001
Balluchi et al., SLAC avec Idem que Balluchi et Observateur Discret
2002b initialisation de 1’état al, 2001 u
Fonctions de
Pettersson, 2005 SLAC a temps Lyapunov' Logique de sélection
continu multiples :
formulation LMI

Pettersson, 2006

SLAC a temps
continu

Conditions sur le
temps de séjours

Logique de sélection

Juloski et al., 2003b
et 2004

LPM? & temps
continu, temps discret

Fonction de
Lyapunov Commune
: formulation LMI

Connu

Birouche et al.,

LPM a temps discret

Fonctions de

Détection de 1’instant

2006b Lyapunov multiples de commutation
Babaali et al., SLAC Approche Détection de I’instant
2004b Géométrique de commutation
Ferrari et al., 2002 LPM Estlmatlgn  horizon Logique de sélection
glissant
Saadaoui et al, SNLC’ Etape par étape Logique de sélection

2006b et 2007

Tableau.l. Synthése d’observateur hybride autour des SDH déterministe

D’autre part, les travaux de Balluchi ont été étendus pour 1’étude des observateurs hybrides
pour la classe des systémes hybrides stochastiques. Ainsi, [Funiak, 2004] [Hofbaur, 2005]
proposent un mod¢le de systéme décrit par un ensemble d’automates hybrides probabilistes et
un ensemble de filtres de Kalman pour I’estimation des états. Dans le méme esprit, les auteurs
de [Koutsoukos, 2003] se basent sur un filtre particulaire pour estimer la probabilité sur 1’état
du systéme.

"SLAC : Systémes Linéaires 8 Commutations.
> LPM : Systémes Linéaires par Morceaux
> SNLC : Systémes Non Linéaires 8 Commutations
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Ce bref aper¢u montre que I’approche par automate hybride a été largement exploitée dans
la littérature, mais peu de travaux traitent d’autres alternatives de mod¢lisation hybride
notamment les réseaux de Petri qui permettent de s’affranchir de certaines limites des
automates.

Dans ce cadre, il existe également plusieurs tentatives récentes. Nous pouvons a titre
d’exemple citer les résultats données dans les références [Lefebvre, 2004] [Julvez, 2004b]
[Mahulea, 2007]. Dans [Lefebvre, 2004], les auteurs se sont intéressés a I’estimation de la
vitesse de franchissement du RAPC a vitesse variable modélisant une classe de SDH. Par
contre le probléme de I’estimation dans [Julvez, 2008], se base sur le principe de
I’observabilité structurelle pour I’estimation du marquage du RAPC pour n’importe quelle
vitesse de franchissement de transition.

Par ailleurs, un RdP interprété a été utilisé pour 1’estimation de I’état des systémes linéaires
par morceaux a dynamique continue stochastique dans les travaux de [Eberhard, 2004]. Avec
le méme type de RdAP, un observateur a mode glissant pour une classe de systémes a
commutation a été propos¢ dans. [Gomez, 2008]. Enfin, une méthode de supervision basée sur
un RdP particulaire a ét¢ développée dans [Lesire, 2005] [Lesire, 2006] pour estimer 1’état du
SDH. Cette approche a été de plus appliquée pour détecter des comportements anormaux pour
le suivie de I’activité de pilotage [Lesire, 2007].

Apres ce bref état de I’art, nous proposons dans la suite de ce chapitre d’exploiter le
formalisme de modélisation du chapitre précédent afin de synthétiser des observateurs
hybrides pour une large classe de SDH. Dans ce cadre, I'objectif est d'estimer, a tout instant
conjointement 1’évolution du mode discret et de I’état continu du systéme a partir d’un jeu de
mesures de grandeurs mesurables du systéme, notamment son entrée et sa sortie. Ainsi, ce
chapitre est structuré comme suit : apres la description de la problématique nous passerons a
I’établissement des approches proposées pour la synthése de 1’observateur hybride. La
premicre étape sera consacrée a la méthodologie de 1’estimation du mode discret hybride.
Dans la seconde phase, nous nous intéresserons a la synthése de I’observateur continu, ainsi,
nous évoquerons les conditions de convergence de celui-ci pour les SDH autonomes et non
autonomes. De ce fait, nous proposerons des approches d’estimation de 1’état continu dans les
cas ou le systéme et I’observateur évoluent dans le méme mode puis dans différents modes.

3.2. Problematique
Précisons que tout le long de ce travail, nous allons considérer la classe de SDH
représentée par des systémes linéaires a commutations puis celle des systémes linéaires par

morceaux non autonomes et autonomes, introduits dans le chapitre.2. La représentation de
I’¢état de ces classes de SDH est donnée dans le cas non autonomes par :

x(t)=Ax(t)  pour q=12,..,ny, 3.1

x(t)=Ax(t)+bu  pour q=1,2,...,ny (3.2)
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ou g est le mode discret (fonction du marquage discret dans le ca d’un RdPdf), y(t) eR"”,
le vecteur de la sortie continue du systéme hybride, X(t) e R™" est le vecteur d’état, U est

/ \ n n . ,
u , b e , e R”™ | les matrices dépendantes du mode courant,
Ientrée du systeme, b, e R Por C, RP

données par les expressions suivantes

A, =W ((W%)@ Lo ) (3.3)
b, =W W °o (3.4)
C,=W™ ((W°s)®l,, | (3.5)
ou W , W et W™ sont les matrices d’incidences différentielles associées

respectivement a 1’état, la commande et la sortie.

Le passage d’'un mode a un autre dépend de la fonction S, qui peut avoir les formes

mentionnées dans le précédent chapitre a la section 2.3.3.1 et y compris celle décrite par
1I’équation (2.7).

Par ailleurs, la partie discréte du SDH est décrite par la représentation d’état suivante:

M tD = MtD +W DO'tk+1
k+1 kD (3.6)
p(t)=M"

Ou:

D n . n . . N
M” e N™ est le vecteur de marquage discret, ¥ € N'™ le vecteur de sortie discréte, o e N"
le vecteur de franchissement de transition discréte, m le nombre de transitions discreétes.

I1 s’agit maintenant de synthétiser un observateur de 1'état hybride (d, )?) Pour ce faire,

nous proposons d’utiliser la structure de 1’observateur hybride illustrée sur la Figure 1. Cette
dernicre est composée de deux blocs d’observateurs :

e Un observateur discret qui estime le mode actif Q.

. . . , . A np
e Un observateur continu qui reconstitue les états continues Xe R ™ .

Si nous considérons le SDH décrit par (3.1) respectivement (3.2) et (3.6), la tache de
l'observateur discret est d’estimer le marquage discret du RAPdf a partir de la sortie discréte
du systéme hybride. Dans notre cas, ce dernier regoit comme entrée: I'état observé X, la sortie
v (l'entrée discréte v est considérée nulle). Conformément au résultat délivré par le premier
bloc, 1’observateur continu reconstruit 1’état continu. Ce dernier sera exploité a nouveau par
I’estimateur du mode.
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Ainsi, notre tache se résume a la synthése d’un estimateur de marquage d’un réseau de
Petri discret couplé a un estimateur de 1’état continu en tenant compte de I’interaction des
deux observateurs.

Observateur Discret

Entrée Discréte .|  Estimation du G R o M P R 3
d vecteur de d Estimation du » Identificateur du mode
franchissement marquage
.
> l//(tk) — q
V(tk) Sortie Discréte
» X
. t v
u(t) Modele _ _ y( )=
q Hybride Sortie Continue )
d Y Observateur Continu

A 4

Entrée Continue

Figure. 1. Structure de I’observateur hybride a base d’un RdPdf

3.3. Syntheése de I’observateur hybride

Nous proposons dans cette section de synthétiser un observateur hybride en deux phases :
d’abord, la synthése d’un observateur a événement discret congu autour d’un RdP, ensuite un
observateur de 1’état continu.

3.3.1. Synthese de I’observateur Discret

La plupart des méthodes d’estimation existantes a base de RdPs, se basent soit sur
I’observabilité des événements ou bien sur d’autres hypothéses inspirées des propriétés des
RdP. Nous trouvons une variété d’études effectuées dans [Giua, 2001b] [Giua, 2002] [Giua,
2003] [Giua, 2004] [Cabasino, 2007], sous différentes hypothéses.

Aussi, le probleme de I’estimation du marquage d’un réseau de Petri en se basant sur les
résidus a été considéré dans [Hadjikostis, 2006]. Une autre méthodologie de synthése
d’observateur pour les SED modélisés par un RdP interprété est proposée dans [Salas, 2002].
L’approche que nous proposons pour I’estimation du marquage discret du systéme est inspirée
de celle développée dans [Bourjij, 1999] et s’appuie sur le principe d’un observateur de
Luenberger d’ordre réduit. Quant a I’estimation du vecteur de franchissement des transitions,
elle est établie sous I’hypothese de détectabilité de certains événements.

3.3.1.1. Principe de I’approche

Soit la premiere équation du systéme (3.6) décrivant 1’évolution du marquage discret d’un
réseau de Petri ordinaire :

M2 =MD +W°s, (3.7)
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Etant donné que les variables d’états d’un processus peuvent étre constituées d’un
ensemble de composantes mesurables et non mesurables, la partic discréte du RAPDf est
composée de deux types de places et de transitions: mesurables et non mesurables. Par
conséquent, a chaque instant t, le vecteur de marquage et le vecteur de franchissement

peuvent s’écrire sous la forme suivante :
5 | My 5
— k _ k
M~ = et oy = (3.8)

ot M> eN™ M>eN™ o> eN™ eto eN™, sont respectivement le marquage des

places mesurables, le marquage des places non mesurables, le vecteur de franchissement des
transitions mesurables et le vecteur de franchissement des transitions non mesurables a
I’instant t, .

L’expression (3.7) est ainsi équivalente a :
M Y/
D o t
[l WEL 57 =, O] (3.9)

tk +1

Des expressions (3.9) et (3.8), la partie discréte du réseau pourra étre décrite par un modéle
RdP partiellement mesurable de la forme (3.10):

EY? =AY

) (3.10)
W, = HY"
avec :
D D,
YD =| *|eN"™" estle vecteur discret global et W, =| ' |eN" " est e vecteur de

O,

(]
ty Gtk

mesure discret.

Les matrices E et A sont déduites directement de (3.9) telles que :

E=[1,, w°lA=[1 0, .|

Oul,
Quant a la matrice H , elle se déduit de la deuxiéme équation du systéme (3.10) et est donnée

par :

est la matrice identité de dimension n .

|
H=

Nepy, Nepo XMep,, Npp, XMy Npp XM

My XNppgy Mo XMpp, mo my <My
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A partir de ces transformations mathématiques, 1’estimation a chaque instant du marquage
discret de (3.7) dépend de la reconstruction du vecteur global Yf: . Ce dernier sera estimé par

I’observateur de Luenberger d’ordre réduit de la forme:

M° =FMP®+G¥,
. k+1 . k (3'11)
Y?=BM°+NV¥,

tk

Ouw: F, G, N et B sont des matrices de dimensions appropriées, qui garantissent la
convergence asymptotique de I’observateur.

3.3.1.2. Conditions de convergence

Dans cette section, nous présentons les conditions garantissant la convergence de
I’observateur discret

Théoreme. 3.1.[Bourjij, 99]:

L’observateur discret (3.11) convergence asymptotiquement s’il existe des matrices A,
K,H,A,,H,, P,,E", P,F,G, B et N dedimensions appropriées telle que :

F=(A-KxH (3.12)
G =(A,xH,+KxP,) (3.13)
B =(E+—_l><|-T2|-T) G.14)
N =(|51><I-T2) .
Preuve

La démonstration du théoréme.3.1 se base sur la condition donnée ci apres :

E
Si le rang ({ D =Ny, +M, il est possible d’écrire la matrice E sous la forme :
H

EP=E[E" P]=[l.. Op ] (3.15)

ou E' représente la pseudo inverse de la matrice E et elle est caractérisée par
E'=E"(EE") . PR =1,.

P, =ker(E )e R™ ™" défini le kernel de la matrice E. P est une matrice de dimension
Ny +M.

Notons que la démonstration de I’expression (3.15) est donnée dans [Bourjij, 1999].

En partant de I’hypothese que la matrice E est d’ordre plein, la détermination des gains de
I’observateur (3.11), s’effectue en plusieurs étapes
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En Pré et Post multipliant 1’expression (3.10) par PP, nous obtenons :

EPPY? = APP'YP
o (3.16)
PP, =HPP'Y?

avec PP =P 'P =1 et P~ I’inverse de P définit par :

Npp +M

P = E 3.17
=& (3.17)

3D

En posant maintenant F_’"IY‘D = T](lk) , Alsz[ﬂ1 5\2] et HI3=[H_1

I\)Il
| I—

D
2(4)

En remplagant dans (3.16), il vient que:

w (3.18)

Nous aboutissons a une représentation d’état équivalente a la représentation d’état (3.10).

.. n . , N .. . — Nyp,. +My JM
Ainsi, de la méme maniére que précédemment et a condition que la matrice H, € R( )

soit de rang plein, une Pré et Post multiplication de I’expression (3.18) par une matrice P,,

meéne a:

W, =PHY> +PH,Y (3.19)

YO =(H‘2)“(\P —HITIZK)) (3.20)

Y? =H,¥P, —H,H,YP (3.21)

(3.22)

En effectuant le changement de variables suivant
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PH R T — mo+n._ |Jx[n. +m —m
2et P2H2=|:=3:|H2 avecF?:ker(HzT)ER(o pDO)(PDO o )

2

Il
]
|
T
(38
I

Et en remplacant dans (3.22), nous obtenons :

PY¥Y, =PH Y/ (3.23)

(3.24)
{A=(z\gxﬁzxﬁl)
(3.25)

Ensuite, en remplagant (3.24) et (3.25) dans (3.23) et en substituant (3.23) dans la premiere
expression de (3.18), nous obtenons le systéme suivant :

T° —AY® +AY?
ticel Y) AZ 2(4)

(3.26)

avee A=A + AH,H,.
Ainsi, pour une paire (K, I-_I) détectable, il est possible de synthétiser un observateur donnant
les estimées M °, YP et Y° des vecteurs, Tl'() . YZD( : et de th .

tk ty ) tk ty

Ce dernier est défini par:

(3.27)

et le marquage initial de I’observateur discret est donnée par:

A

My =ET° (3.28)

Finalement, nous aboutissons aux expressions des gains de 1’observateur réduit du systéme
(3.27):

(
(

>

KxH_)

F _
G ><|-_|2+K><

>
el

)
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Avec K une matrice gain a calculer de manicre a ce que (K —Kx ﬁ) soit stable.

Notons que dans notre contexte, le modele délivre le marquage des places mesurables
M et que le vecteur de franchissement des transitions mesurables o™ sera déterminé en
fonction de I’état continu estimé. Ces derniers (M ™ et o™ ) représentent les composantes du
vecteur ¥, de (3.11). Ainsi, si les conditions du theoreme.3.1 sont respectées, la partie non

mesurable du marquage discret peut étre obtenue et permet de déterminer le marquage discret
du RdPdf.

Par ailleurs, étant donné que chaque vecteur de marquage correspond & un mode discret
unique, le marquage discret du réseau sera injecté a 1’entrée de 1’identificateur du mode de la
Figure.1 afin de mettre a jour D’estimation des variables continues. Le détail concernant
I’estimation de ces derniers est donné dans la section suivante.

3.3.2. Synthese de I’observateur continu

Une fois le mode discret identifié, il est ensuite injecté dans 1’observateur continu afin de
reconstruire [’état continu. Cependant, dans la plupart des méthodes de synthése
d’observateurs de la littérature [Juloski, 2004] [Babaali, 2004b] [Allesandri, 2001], nous
supposons que le systéme et 1I’observateur évoluent dans le méme mode a tout instant. Ainsi,
dans cette section nous allons d’abord considérer dans un premier temps ce cas et par la suite
nous proposerons une stratégie d’estimation de 1’état continu dans le cas ou 1’observateur ratte
la commutation et ne suit pas le systéme i.e. (§# Q).

Notons que tout le long de ce travail, I’observateur continu sera synthétisé sous les hypotheses
suivantes :

h1. Le couple (Aq,Cq) est observable.

h2. La loi de commutation est connue et ne dépend que de la variable d’état.
3.3.2.1. Conditions de convergence de I’observateur d’état continu
a-L’observateur et le systéme évoluent dans le méme mode

Considérons I’observateur de Luenberger décrit par :

= AR(t)+bu(t)+L,C, (x(t)-*(1))

(3.29)
y=C.X(t)

>

ou L, décrit les gains de I’observateur.

65



Synthese d’observateur hybride

La synthése de 1’observateur s’effectue a partir de la convergence exponentielle de I’erreur
d’estimation définie par:

e < 2 et (330)

avec, u,,A, € R des scalaires et g, représente la vitesse de convergence de I’erreur

d’observation de chaque dynamique continue.

L’équation (3.30) indique que la rapidité de convergence de I’observateur est fonction de
- Ainsi, nous proposons, dans la suite de cette section, une approche basée sur

I’optimisation de ce paramétre pour chaque mode du SDH que 1’on considére. Pour ce faire,
nous proposons le théoréme suivant :

Théoreme 3.2: [Hamdi et al., 2008a, 2008b]

L’erreur d’estimation du systéme (3.1) respectivement (3.2) converge exponentiellement

vers zero; s’il existe des matrices definis positives P, = PqT T, =TqT et des constantes réelles

. 1 . .
positives f3,.1,, H, :ﬁ et o, :‘/qu tel que g, est minimal sous les contraintes
q

d’inégalités suivantes :

Min g, sous les contraintes:

nql < Pq <,Bql (3.31)
Y 6.l
d <0 (3.32)
5ql -T,
Preuve

Le probléme consiste a déterminer les gains L., sous I’hypothése de la converge

q 9
exponentielle de I’erreur d’observation définie par :

e(t) = x(t) — X(t) (3.33)
A partir de (3.33) et des expressions de X(t) et X(t), nous obtenons :

e(t) = (A, —L,CXx(®) — X(1)) (3.34)

Pour que X(t) converge vers x(t), il faut que A —L,C, soit stable. Ainsi pour garantir cela,

considérons la fonction candidate de Lyapunov multiple suivante :

V,=e'Pe (3.35)
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La dynamique de I’erreur d’estimation est exponentiellement stable si et seulement si la
condition suivante est vérifiée :

V, <24V (3.36)

a°q

Par ailleurs, sachant que (3.35) est bornée [Petersson, 2006] comme suit:
mo el <V, < Bl (3.37)
ou S, et i, sont deux constantes reelles.
Ainsi, nous pouvons écrire :
n,l <P, <8, (3.38)
D’autre part, en dérivant (3.35), nous obtenons :
é'Pe+e'Pé<-2uP, (3.39)
Puis, en remplacant € dans (3.39):
(A, - Lqu)T R, + PR (A -LC)+24F, <0
En effectuant maintenant un changement de variable bijectif P,L, =Z il vient :

T T T
AP, —CZ, +PA ~Z.C +2uP, <0 (3.40)

avec L, :2L [Juloski, 2004] [Petersson,2006].
q

Afin de réécrire (3.40) sous la forme d’une LMI, appliquons le lemme de Schur en posant :
-1

Y =AP,-CZ,+PA,-ZC, et §,=214,,5,>0, T, =(P,)

Ceci permet d’obtenir:

Y &l
<o (3.41)
51 T,
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b-L’observateur et le systéme n’évoluent pas dans le méme mode
b.1. Cas autonome

Avant de détailler la synthése de convergence dans le cas ou I’observateur évolue dans un
mode différent de celui du systéme, nous proposons dans un souci de clarté de donner un bref
apercu sur le principe de synthése.

Pour ce faire, considérons la stratégie de détection du mode discret illustrée par la Figure.2.
Cette derniére montre que la détection du mode est correcte sur ’intervalle de temps égal a

[O,tl]. Durant le temps [tl,t], la détection du mode échoue puisque le systeéme change du

mode sans que 1’observateur ne s’en rende compte. Par conséquent, 1’erreur d’estimation est
la somme de deux partics. La premiére €, sur lintervalle [0,t,] et la seconde e, sur

I’intervalle [tl,t ] Ainsi, I’erreur d’estimation peut s’écrire :
e=¢e +e, (3.42)

Ainsi, si le mode est détecté correctement, I’erreur globale tend vers zéro (on revient au cas
décrit en a). Dans le cas contraire, si ’observateur n’a pas la bonne information sur le mode
(dés I’instant t1), il faudra faire en sorte qu’il puisse se recaler sur 1’état continu.

O
Il
o]

A
v

A

]
]
1
1
|

»
>
|
1
»'
7
1
|
]
|
1
1

I —

Figure.2. Principe de I’estimation

Dans le cas autonome, la dynamique active de 1’observateur continu dépend du mode
estimé par 1’observateur discret et est décrite par :

X =AX +L;(Cox —CyX)

) (3.43)
y =C;X

L’expression de la dynamique de I’erreur d’estimation est donnée par :

6=(A -LCy)e+[ (A - A)-L(C,-Cy) X (3.44)

La convergence de I’erreur d’estimation dépend de la stabilité de (3.44) et par conséquent
la condition de stabilité doit étre respectée :

V,(e(t))<0 (3.45)
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Considérons la fonction de Lyapunov multiples (3.35). A partir de (3.44) et (3.45), nous
aurons

e' (Ai - '-qu)T Pe+x' [(Aw _Ai)_ L (Cq _CG)T Pqe+eTPq('°\i - Lqu)e

(3.46)
+€ P (A=A L (C=Cy) [x<0

Apres développement de (3.46), nous pouvons mettre le résultat sous la forme quadratique
suivante:

{e }T (Aq—LCq) Py+Pi(A—LCq) Pif(As—A¢)-Ls(Co—Cy)]

e
. o {x } <0 (3.47)
[(Aq -A;)-L(C, —cq)} P, 0
Effectuons, dans (3.47) un changement de variable bijectif, qu = Lg P, -

Nous obtenons alors I’expression LMI suivante :

A;Pq-’_PjAj_C;Z:q_Z:{Ci P@('Ah_Aq)_Z:qT(Cq_CQ) <0 (3.48)
(A-A) R=(c,-C,) 2, "

Pour que I’inégalité (3.48) soit vérifiée, les mineurs de cette derni¢re doivent étre strictement
positifs. La présence du zéro dans la diagonal conduit au non faisabilité. Afin de pouvoir
relachée (3.48), nous allons exploiter les résultats présentés dans [Dvarzos, 2007] pour I’étude
de la stabilité des SDH modélisés par un RdPdf.

Ainsi, pour 1’étude de convergence de I’erreur d’estimation, nous nous sommes basés sur
les fonctions de Lyapunov quadratiques ’Piecewise’. L’intérét est de réduire le
conservatisme issu de I’utilisation des fonctions de Lyapunov multiples. En effet, la transition
entre les différents modes des SDH considérés dans ce chapitre, dépend de la variable d’état
du systéme. Par conséquent, quelque soit la nature (y compris pour les systemes linéaires a
commutations), celle-ci divise I’espace d’état en un ensemble fini de régions. Ces dernieres
forment des cellules sous forme de  polyédres fermés  définis  par

(RpaeNa={12,...n, it ={L..i}}.

Sous ces conditions, il est possible de reconstruire deux matrices E, limitant les cellules

(« polyhedral cell bounding ») et F matrice de paramétrisation de la forme [Johansson,
2003] :

E, 20, xeR, (3.49)
ou R, I’ensemble des partitions dans I’espace d’¢ctat.

F,=F, xeR R, (3.50)
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avec ( et q' représentent respectivement le mode courant et le mode successeur.

Sous de telles données, la dynamique de I’erreur d’estimation (3.44) est stable si pour toute
matrice I' symétrique et définie positive, il existe une matrice de lyapunov “’Piecewise’” P,

de la forme :
Pq = FqTFFq (3.51)

Ainsi, sous cette description, nous pouvons montrer que les conditions de convergence de
I’erreur d’estimation sont données a travers le théoréme 3.3.

Théoréme.3.3.

L’erreur d’estimation converge exponentiellement vers zéro, s’il existe une matrice de
Lyapunov “’Piecewise’” quadratique P,, des matrices U,,W, et I" symetriques définies

positive et des vecteurs 7. ,tel que les inégalites suivantes admettent une solution :

=, +EJU,E, <0 (3.52)
T
Fo —EqWqEq >0 (3.53)
T T
Py — Py + Seqaq + 9 Seq > 0 (3.54)
avec

Preuve

Pour pouvoir démontrer que la convergence de 1’erreur (3.44) dépend de la solution des
contraintes LMI (3.52), (3.53) et (3.54), nous nous baserons sur le corollaire donnée dans
[Petersson, 96] qui impose les deux conditions suivantes :

1. L'inégalité (3.45) doit étre vérifiée a I’intérieur de chaque région R‘; .
2. Garantir la décroissance de (3.45) aux instants de commutations.
Notons que ce résultat a été enrichi par, [Johnsson, 98] qui a rajouter une troisieme condition

que nous pouvons résumer comme suit :
L’équation (3.35) doit étre positive et continue aux fronticres de R; .
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Par conséquent, 1’expression (3.35) est une fonction de Lyapunov “’Piecewise’” quadratique
telle que définie dans [Johansson, 98] sous la forme de (3.51).

D’autre part, chaque cellule est bornée par un hyperplan décrit par la condition (3.49). Cette
dernicre peut étre écrite sous la forme quadratique :

2'Dyz>0 (3.59)

€
avec Z= .
X

Selon [Johansson, 98], 1a matrice D, a pour expression :
T
D, =E U, E, (3.56)

Ainsi, nous respectons la condition 1, nous appliquons le lemme de S-procédure [Boyd, 95]
aux expressions (3.56) et (3.48), nous aurons :

(A -LC.) P+R(A-LC,) P (A =A)-L(C,~Cy)]
[(Aq‘%)_Ld(Cq‘Cd)]T ¥ 0

+D, <0 (3.57)

Effectuons un changement bijectif puis posons Z_q = Lg P, » nous aboutissons alors a :

A;PNP&A\%_CJZVZ:&TC& (Aq_Ad)T _Z:dT (Cq—Cq)
Pq('%_Ai)_(CqT_C;)Z:q 0

+EgU,E, <0 (3.58)

Cette derniére correspond a I’expression (3.52).

Nous respectons maintenant la troisieme condition et avec le méme raisonnement, nous
obtenons I’expression (3.53).

Quant a la deuxiéme condition, nous devons vérifier aux instants de commutations la
condition :

V, >V, (3.59)

q

Les différentes régions du systéme sont bornées par les vecteurs S,. Ainsi, le passage d’une

cellule R; aune cellule Ry,

En passant par I’hyperplan, la fonction de Lyapunov est continue si et seulement si il existe un
vecteur qu' tel que (3.59) est de la forme [Johansson, 98] [Dvarzsos, 2007]:

est régi par S;q,x qui est nul ou bien voisine de zéro.
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2'Pz>7'Pz-17' (S@q,ngq, + g Saq ) z (3.60)

b.2. Cas non autonome

La dynamique active de I’observateur continue dépend du mode estimé par 1’observateur
discret et est décrite par :

X = AX
y =CX

ou § est le mode discret estimé en fonction du marquage discret,  représente le mode

+bu+L.(C x -C.X
g Q( q d ) (3.61)

discret réel et L, sont les gains de I’observateur garantissant la convergence asymptotique de

P’erreur de 1’estimation.

A partir de (3.1) et (3.61), on peut déduire la dynamique de 1’erreur d’estimation qui est
donnée par :

(A —Lqu)e+[(Ah ‘A\i)‘LQ(Cq _Cq)}x
+(b, —by )u

6= (3.62)

La convergence de ’erreur et le calcul des gains de I’observateur dépendent de la stabilité
de (3.62). Celle-ci est fonction de I’erreur, de 1’état et de la commande. En effet, le dernier
parametre (la commande) représente 1’effort fourni au systéme, ainsi, si nous analysons le
comportement du systtme dans ce sens nous pouvons parler d’une énergie fournie et une
autre emmagasinée. En conséquent, la stabilité de tels systémes se base sur I’aspect de
dissipativité [Willems, 2007]. C’est sur ce principe que nous allons fonder notre approche.

En effet, un SDH est dissipatif s’il existe une fonction multiple définie telle que dans [Zhao,
2008] et donnée par

tﬂsq (yu)dt <oo (3.63)
t

Ainsi, il existe une fonction multiple dite stockage V, >0 telle que I'inégalité (3.64) est
vérifiée [Zhao, 2008]:

V, (x (t))<Ss,(y.u) (3.64)

Pour § borne, (3.61) est dite dissipative s’il existe une fonction d’approvisionnement Ss,

donnée par :

}‘Ssq(y,u)ht<<oo (3.65)

t
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Ce qui implique qu’il existe une fonction de stockage de la forme :
V, (%(t))<Ss, (§.u) (3.66)

Ainsi, si (3.66) est vérifiée le systeme (3.62) est stable. Par conséquent, nous pouvons dire
que la convergence de 1’observateur hybride (3.61) peut étre énoncée par le théoreme.3.4.

Théoréme.3.4. [Hamdi et al, 2009a]

L’erreur d’estimation de (3.61) converge vers zéro s’il existe des matrices
6
;
4, a;

T 4, = y: o2 e . .
P,=P/ >0,Q, :[ } >0,Z, telle que Iinégalite suivante admet une solution

[ A ]m <0 (3.67)

avec :
Ay = AP -CiZy+PA -Z;C,—CiQ,C,
T _
Ay :(Aq _AQ) P _(C; —CQ)ZQ +C3Q, Cq
A= Pq (bq _bﬁ)+deClﬁ

A, = Asz

Ay =—CQ;C,
Ay =—Cq Q,
Ay = A1T3

A, =-Q,C,
Preuve :

Considérons la fonction de Lyapunov (dite de stockage) quadratique définie par :

5 o\ b o
Va (%(1)) =(x(1)) Rx(1) (3.68)
ou P, =P >0.

En remplagant X par X—e dans (3.68), nous obtenons :

V, (x(1)=e(1)) = (x(t)-e(1))" B (x()-e(1)) (3.69)

En utilisant (3.65), nous pouvons la mettre sous la forme:
AT A
y y
SN o
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A partir de (3.69) et de (3.70), (3.66) s’écrit :

{6 -e) r 0 -ew)]<| 1] o] o)

A partir de (3.71), nous constatons qu’il existe un lien entre la convergence de I’erreur
d’estimation et la dessipativité de (3.61). Par conséquent, le systeme (3.61) est dissipatif si et
seulement si I’erreur d’estimation converge vers Zéro.

Q, Q
Sachant que ¥=C, (x—e) et que Q, :{Q:‘ qz} >0, et en remplagant (3.62) dans (3.71),
6, v,

nous aurons

e' (Aa _chq)T Pe+X' [(Aq _A\i)_l‘tﬁ (Cq _Ca)T Pde+eTPd(A\i —Lqu)e
+e'P, [(Aq—Ai)—Lq (Cq—Cq)]x+uT (bq—bq)T Pe+e'P, (b, —h, )u (3.72)

[ afe)

Ce qui donne (3.73)

(reve men(ate) ol VM ren)

Lq (Cq _Cq)
[(Ah_Ad)_Lq(Cq_Cq)T P 0 0 -Q,; <0 (3.73)
(b, ~b,) P, 0 0

Remplagons la matrice Q, par sa valeur dans (3.73), nous aurons :

Aqu _CngPq + PaAq - PdLva Pa (Ah _'A\i>_ Pqu (Cq _Cq) Pa (bq _bq>
_C; Q.Cq "‘Cg Q,Cq +C; Q,
T T
-A) P—-(C-C.) LP
(AJ A\?) q ( q q) q-4d _C;'qucq _C;de <0 (374)
+C;Q, G,
.
(bq _ba) P+ Q. Cq —-Q, G, -Q,
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Effectuons un changement de variable bijectif, posons Z_q = Lg P, et remplagons dans (3.74),
ceci mene a :

A;Pq"'Pth_C;Z_q_Z;Cq Pq(Aq_Ai)_Z_GT(Cq_CG) Pa(bq_bq)_
-C;Q,C, +C;Q,C, +C;Q,
(A-A) R-(C]-C)Z,+Cio,C, €Q,C, cjQ, [<06.75)
(bq ~b, )T P, +Qq,C, -Q.,C -Q,
L . i
Posons :

A, = AR +RA —CZi-ZiC, ~CiQ,C,
Ay = Pd('% _Aﬁ)_z_qT (Cq _Ca)+C;QGICq
Ay = Pq(bq —bq)+Cng2

A, =A],

A,, = —C; Q;,C4
Ay = _C; Q,,
A, =A],

Ay, =-Q, G4
Ay =-Q,

Nous obtenons(3.67).

3.4. Résultats de simulation

Pour illustrer les approches développées, nous proposons de présenter quelques résultats de
simulation sur un ensemble d’exemples mathématiques.

3.4.1. Casd’un observateur discret commutant avec le systeme
Afin de montrer la pertinence des approches que nous avons proposées pour 1’estimation
de I’état hybride discret et continu, nous allons considérer deux types de classes de SDH.

Nous commencerons par 1’application de notre approche sur un systéme linéaire par morceau
autonome, suivi d’un deuxieéme cas de systémes a commutation linéaire non autonome.
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3.4.1.1. SDH autonome

Soit le SDH autonome a deux modes décrit par les dynamiques suivantes :

_X1
Mode 1 -2X,
y=X
3X
X=
Mode 2 —4X,
y =5X, +6X,

Le passage du mode 1 au mode 2 est régi par la condition X, <1, de méme la condition X, >5

garantit la transition du mode 2 vers le mode 1. De ce fait, ’espace d’état du SDH est partagé
en deux régions. Ainsi, I’évolution du SDH est décrite par le RAPdf de la Figure 3.

Nous rappelons que les places discrétes représentent les deux modes discrets du systeme, les
transitions discrétes assurent le passage entre les deux régions. Le franchissement de ces
derniéres dépend conjointement du résultat délivré du bloc test (i.e. I’existence des jetons dans
I’une des places Ptest, ou bien Ptest,) et de la présence des jetons dans les places model ou

bien mode?2.
Le test “'upward-level crossing*’ du bloc test contréle la condition X, > 5. Par ailleurs, le test

“’downward-level crossing’’ vérifie le second test.

Pour synthétiser I’observateur, supposons que le systéme évolue initialement dans le

premier mode, de ce fait le marquage de la partie discréte est MODS :[O l]T et prenons

comme état initial continu X, = [1 S]T . De méme I’observateur progresse initialement dans le

deuxiéme mode, ainsi, le marquage initial discret M2, =[1 0] et I’état continu initial a

pour valeur X, =[0.5 5]".

Ainsi, nous procédons a I’estimation de la composante discrete du SDH par la
reconstruction du vecteur global de (3.11). Par le bais de ce dernier, 1’application du théoréme
3.1 donne des résultats approximatifs du marquage estimé. Vu que les composantes du
marquage sont des valeurs entieres, nous avons procédé¢ a I’arrondissement des valeurs issu de
I’estimateur du marquage discret. Par conséquent, le résultat délivré par I’identificateur du
mode discret est illustré par la Figure.4.

Celui-ci montre que le mode estimé converge vers le mode réel. Ce qui indique que
I’observateur discret détecte rapidement et correctement le mode discret.
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T

el

JULD3NR] Sp.BPINY

Figure.3. Modele hybride a deux modes

Le mode discret étant connu, la dynamique continue est identifiée. Par conséquent,
I’estimation de I’état continu est effectuée en appliquant le théoréme. 3.2. Ainsi, les résultats
obtenus sont donnés par la Figure.5. Ces derniers montrent que les composantes de 1’état
continu du SDH estimé par I’observateur continu sous la convergence exponentielle de
I’erreur tendent vers les états réels. Ainsi, la Figure.6 illustre la convergence de 1’erreur
d’estimation qui tend exponentiellement vers Zéro au bout d’un temps inférieur a 3s.
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Figure.4. Etat discret réel et estimé
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Figure.5. Etat continue hybride réel et estimé
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Figure.6. Erreurs d’estimation
3.4.1.2. SDH non autonome

La méme approche est appliquée a un systeme linéaire a8 commutation non autonome a deux
modes décrit par la dynamique de la forme :

-0.5 3 ,
= X +bu siS, =3x, +
-100 -2

y =Cx

mode 1 X,

-2 10

X = X +bu siS,=-0.3Xx,+X,
mode 2 -2 -1

y =C,X

. . 1 0
avec C =[-1 -0.5] et C,=[-3 1] les matrices de sortie, b, = . et b, = : les
matrices de commande.
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Afin d’appliquer I’approche proposée, supposons que le systeéme évolue initialement dans le
premier mode (i.e, le marquage discret du RAPDf M = [1 O]T) et 1’état initial continu est

X, =[-1 03]

De méme I’observateur continu a pour état initial X, =[1 0]T et pour le marquage initial

discret M2, =[0 1] (il évolue initialement dans le mode 2).

Temps (sec)

1 q/]

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
Temps (sec)

Figure.7. mode discret estimeé et mode réel
En effet, le résultat correspondant a I’estimation du mode discret illustré¢ par la Figure.7
montre que la détection de ce dernier est effectuée dans un délai égal au pas d’intégration et la

convergence est atteinte.

La simulation des LMI (3.31) et (3.39) a permit d’aboutir aux résultats de la Figure.8.
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2
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Figure. 8. Erreur d’estimation

Cette derniere illustre la convergence de I’erreur d’estimation et montre que 1’état hybride
continu reconstruit converge vers son état réel dans une durée inférieur a 2s.
Par conséquent, les résultats obtenus dans les deux cas autonome et non autonome prouvent
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que les observateurs discret et continu estiment parfaitement 1’état hybride.
3.4.1.3. Robustesse de I’approche en présence du bruit

Dans le but d’étudier la robustesse de I’observateur hybride que nous avons proposé, nous
avons testé ce dernier en présence d’un bruit additif. Celui-ci est additionné aux mesures
délivrées par la sortie du modele SDH des deux modes. Le bruit additionné a une moyenne
nulle et une variance o, =1. Les résultats obtenus dans ce cas illustrent la pertinence de

I’observateur proposé. Ainsi, la Figure. 9 montre 1’effet du bruit sur le mode discret estimé.
Ce dernier se voit dans le décalage existant entre le mode réel et estimé a I’instant de
commutation. Le mode discret arrive a suivre le mode réel au bout d’un lapse de temps égal
au pas d’intégration.

25

15

1 ! 18]
i
1.6] q\

6 8 10 12 14 16 18 20 1.4
Temps(sec)

1.2

Zoom

0.3998 0.40.4002 0.4006 0.4012

Figure.9. Mode estimé et réel en présence du bruit

De méme pour 1’observateur continu, la Figure.10 décrit la convergence de 1’erreur de
I’estimation en présence du bruit. Ainsi, I’état hybride continu estim¢ atteint 1’état réel.

€

|
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Figure. 10. Erreurs d’estimation en présence du bruit
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Les résultats de la simulation de 1’estimation montrent parfaitement que 1’approche est
applicable pour une large classe des SDHs.

3.4.2. Résultats dans le cas ou I’observateur discret ne commute pas avec le
systeme

3.4.2.1. SDH non autonome

Soit le SDH autonome a deux modes décrit par :

10 10| X, 1
X = +| |u .
mode 1 0 0| x, 0 st 0.5x,-x,=0
y =X, +2.5X%,
LS 2 X, 0
X = + u :
mode 2 -2 =05 x, -1 st -0.25x,-x,=0
y =-5X, +X,

Le résultat de la Figure.l1l montre que [’observateur discret détecte parfaitement et
rapidement le mode discret.

A partir du mode discret estimé, I’observateur proceéde a I’estimation de 1’état continu. Les
résultats délivrés par ce dernier sont donnés par les Figure.12. Ainsi, I’approche d’estimation
proposée montre la convergence des composantes d’états continue estimées vers les
composantes réelles. La Figure 13 illustre parfaitement la convergence de 1’erreur
d’estimation vers Zéro.
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Figure.11. Mode reel et estimé
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Figure.12. Etats continus réels et estimés

1
el
0.5
0

-0.5

0 5 10 15
Temps (sec)
0.6
€ 2
0.4
0.2
0
-0.2
0 5 10 15
Temps (sec)

Figure.13. Erreurs d’estimations
3.4.2.2. SDH autonome

Le second résultat illustre 1’approche de ’estimation d’état dans le cas autonome. Soit le
systéme a commutations a deux modes décrit par

LS 2
X = X
-2 =05

mode 1
Y=o
, [—2 10}
X = X
-2 -1
mode 2
Y110

82



Synthese d’observateur hybride

La commution entre les modes du SDH est effectuée par le biais des expressions données par

S, =0.25x =X, et S, =X +X,

Le premier retard qui apparait sur le zoom de la Figure.14 est di au fait que le systéme et
I’observateur n’ont pas les mémes états initiaux. Quant au second décalage, illustre que
I’observateur discret ratte la commutation, par conséquent ce dernier et le systéeme n’évoluent
pas dans le méme mode, mais au bout d’un temps égale a 0.0001s il arrive a converger vers le
mode réel. Ainsi, I’observateur discret arrive a détecter le mode discret apres un court délai
¢gale au pas d’intégration
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Figure.14. Mode discret estimé et réel

La Figure 15 illustre que 1’observateur continu sous les conditions (3.52), (3.53) et (3.54)
arrive a estimer les composantes de 1’état continu hybride du systéme. Ainsi, la Figure 16
montre la convergence exponentielle de 1’erreur d’estimation vers 0.
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Figure.15. Plan de Phase systeme et observateur
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Figure.16. Erreurs d’estimation

3.5. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté un schéma d’observateurs hybride a base de réseaux
de Petri différentiels. Ainsi, la structure proposée est formée d’un observateur discret a base
de réseau de Petri discret associ¢ a un observateur continu de Luenberger en interaction.
L’estimation de 1’état discret du SDH est inspirée de I’estimation du marquage et du vecteur
de franchissement des transitions discretes.

Nous avons proposé des approches de synthése d’observateurs de 1’état continu formulées
sous forme de contraintes LMI garantissant la convergence de I’erreur de 1’estimation. Ces
derniéres sont obtenues a partir des fonctions de Lyapunov multiples et des fonctions de
Lyapunov Piecewise quadratiques sous le principe de dessipativité des SDH.

Une premicre contribution a été établie pour une large classe des SDH autonome et non
autonome. Nous avons considéré que le systeéme et 1’observateur évoluent dans le méme
mode. Ainsi, ’observateur continu estime 1’état continu sous le critere d’optimisation de la
vitesse de convergence de I’erreur d’estimation propre a chaque sous systémes.

Dans la deuxiéme contribution, nous avons élaborée la synthése d’un observateur hybride
dans le cas ou le systeme et I’observateur n’évoluent pas dans le méme mode. Pour montrer la
convergence de 1’observateur proposé, nous avant exploité le principe de dessipativité dans la
synthése pour les SDH non autonomes. Quant aux SDH autonomes, nous avons élaboré la
synthése a partir des fonctions de Lyapunov Piecewise.

Enfin, Nous avons montré a travers des résultats de simulation la pertinence des approches
proposées. Celles-ci ont donné lieu aux publications [Hamdi et al, 2008a][Hamdi et al,
2009b].

Cependant, le cas ou l’observateur continu ne converge pas dans le mode reste un
probléme ouvert. Ce dernier sera évoqué dans la premicre partie du chapitre suivant.
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Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étudi¢ la synthése d’observateurs hybrides pour le
cas des systémes stables seulement. Dans ce dernier chapitre, nous considérons la stabilisation
des systemes dans le cadre de la synthése d’observateurs hybrides.

Si on s’intéresse simplement & la stabilisation des SDH sans prise en compte d’un
observateur, il apparait que plusieurs travaux de la littérature ont abordé ce probléme de
stabilisation des systémes hybrides [Hai, 2009] [Lin, 2007] [Bernussou, 2007] [Lei, 2004]
[Mignon, 2000]. Certains se basent sur la synthése d’une loi de commande stabilisant le
systéme [Daafouz, 2002], d’autre prennent en compte des contraintes associées aux conditions
de stabilisation comme le cas d’un placement de poles dans une région [Montagne, 2006] ou
comme celui de considérer le temps de séjours parmi les conditions de stabilité [Wirth, 2005]
[Kim, 2004]. Ainsi, des conditions et des critéres de stabilisation sont obtenus a partir de
I’existence d’une fonction de Lyapunov commune ou de fonctions de Lyapunov multiples
formulées sous forme de contraintes LMI.

Dans le cadre du temps de sé€jour, des résultats intéressants ont été développés et plusieurs
notions ont été introduites. Ainsi, le principe du temps de séjour minimal a ét¢ introduit pour
la premiére fois dans les travaux de [Morse, 96]. L’existence de ce dernier, se base sur la
stabilit¢ des sous systeémes constituant le SDH. En effet, le systétme est considéré
exponentiellement stable si le temps de sé¢jour dans un mode est suffisamment long pour que
le sous systéme actif atteigne le régime permanent. Sous cette contrainte, des conditions de
stabilité¢ en fonction du temps de séjour minimal ont été¢ données.

Par la suite, sous I’hypothése que les sous systémes ne présentent pas un méme temps de
réponse, une extension du résultat établi par Morse a été proposée dans [Hespanah, 99]. La, la
notion de temps moyen de s¢jour a été mise en ceuvre. L’idée étant que le systéme est stable,
si en moyenne, on commute plus lentement que le temps de sé¢jours moyen. Cette approche a
été généralisée pour le cas ou tous les sous-systémes ne sont pas forcément exponentiellement
stables dans les travaux de [Zhai, 2000a][Zhai, 2000b].

Par ailleurs, il existe des travaux se basant sur la synthése de lois de commande
stabilisantes [Pettersson, 2001] [Daafouz, 2001] [Bara, 2006] [Z, 2004]. Dans [Sun, 2005],
une variété de stratégie a été synthétisée dans un état de 1’art portant sur I’analyse de stabilité
et de stabilisation des SDH et plusieurs problématiques de stabilisation ont été évoquées.
D’autre part, les auteurs dans [Da-Wei, 2008] ont proposé une étude de stabilisation par retour
d’état sous la condition d’existence de fonctions quadratiques de Lyapunov pour la classe des
SDH linéaires par morceaux.

Toute fois, la plupart des approches précédemment décrites supposent que les variables
d’états sont disponibles, or ce n’est pas toujours le cas. Ainsi, dans ce contexte, il existe peu
de travaux prenant en charge ce genre de situations.

En effet, le principe de séparation a été appliqué dans les approches proposées pour la
synthése d’un retour d’état via un observateur hybride, pour les systémes a commutations et
les systémes linéaires par morceaux a temps discrets, dans les travaux [Daafouz, 2003] et
[Feng, 2003]. Puis dans [Rodrigues, 2002] [Heelmels, 2007] [Heelmels, 2008], des
observateurs ont été proposé¢ pour une large classe de systemes Piecewise affines. Dans
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I’ensemble de ces travaux, les problémes de I’estimation et de la commande ont été formulés
sous forme de résolution des problémes convexes.

Sous I’hypothése que I’observateur et le systéme n’ont pas les mémes instants de
commutation, un retour d’état via un observateur stabilisant les systémes a commutations est
vu dans [Z, 2003].

Rappelons que dans ce chapitre, notre intérét principal ne concerne pas 1’étude de la
stabilité ou de la stabilisation des SDH, mais nous nous focaliserons sur I’estimation de 1’état
hybride. Plus particulierement le probléme de I’estimation d’état et de la stabilisation d’un
SDH en intégrant la notion de temps de séjour, peu traité dans la littérature.

Ainsi, I’objectif de la premiére partie de ce chapitre est d’exploiter la contrainte du temps
de séjour dans la syntheése de I’observateur hybride a base d’'un modele hybride. Afin que
I’observateur hybride converge en tenant compte du changement continu des différentes
dynamiques, nous proposons des approches de synthese intégrant le temps de séjour avec les
conditions de convergence de I’erreur d’estimation. De ce fait, I’observateur doit converger
durant le mode soit au bout d’un temps minimal inférieur au temps de s¢jour du systeme, soit
au bout du temps minimal qui assure la stabilit¢ du systéme. Des améliorations des
performances dynamiques de I’observateur sont également proposées sous la contrainte de
placement de pole dans une région LMI.

Le deuxiéme volet du chapitre présente une €tude de stabilisation d’un SDH a travers la
synthése d’une loi de commande par retour d’état dans le cas ou tous les états ne sont pas
mesurables. Ainsi, le probléme consiste a synthétiser un observateur hybride. Nous proposons
deux alternatives de synthése dans ce cas pour une large classe de systemes hybrides a temps
continus.

4.2. Observateur hybride et approche du temps de séjours

Dans cette section, nous partons de I’hypothése que le systéme ne commute pas ou ne
change de mode avant que I’observateur ne converge. Ainsi, I’observateur continu estime
I’état continu dans un délai inférieur ou égal au temps de séjours du systéme, comme il
I’illustre la Figure.l. En conséquent, il faut associer le temps de séjours minimal des sous
systémes aux contraintes de convergence de 1’estimation de 1’état.

Notons que I’introduction de la contrainte du temps de séjour dans les conditions de
convergence a €t¢ prise en considération dans les travaux de [Balluchi, 2002a] [Petersson,
2006] [Birouche, 2006a], ou le délai de convergence correspond au temps de séjours minimal
du systéme hybride. Ainsi, I’erreur d’estimation est supposée bornée.

Dans notre cas, nous allons prendre en considération le cas ou chaque sous systéme a son
propre délai de séjours et nous optimiserons le temps au bout du quel I’observateur pourra
atteindre la convergence avant la commutation.

87



Stabilité et stabilisation des SDH
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Figure.l. Principe de convergence de I’observateur continu

Précisons qu’en plus de la classe des SDHs prise en considération dans le chapitre
précédent, nous allons considérer la classe de systémes a commutations dépendant du temps
et de 1’¢état. Il s’agit des systémes a commutations mixtes introduit dans le chapitre.2 et décrit
par :

4.1)

X= Aqx+bqu
y=C,x

Le passage d’un mode a un autre du SDH (4.1) dépend de la fonction S, qui peut prendre les

formes mentionnées dans le chapitre 2 a la section 2.3.3, ainsi que du temps de séjours.

L'objectif de l'observateur hybride est de fournir a tout instant une estimation de 1'état
hybride (q,X). Ainsi, 1’état (q,f() d’un SDH modélisé par un RdPdf est estimé par
I’observateur hybride représenté dans la Figure 1 du chapitre 3. Notons que la procédure de
I’estimation de 1’¢état discret du SDH est la méme que celle que nous avons développé dans le

chapitre précédent. En conséquent, dans ce qui suit nous allons considérer que I’estimation de
I’¢état continu du SDH.

4.2.1. Contraintes de convergence de I’observateur hybride

L’estimation de 1’état continu hybride est effectuée en tenant compte des hypotheses
suivantes :

hl: Tous les couples (A],Cq) du SDH sont observables et le SDH est également

observable.
h2 : La condition de commutation est connue et dépend des variables d’état ou bien de
la variable d’état et du temps de séjours dans chaque mode.

88



Stabilité et stabilisation des SDH

h3: L’observateur continu converge dans un temps de séjour minimal d, (afin de
garantir la convergence avant qu’il y ait commutation).

De ce fait, I’observateur continu est décrit par la représentation d’état

{X:Aqx+bﬁu—Lqu(x—x) sid=q @2)

y=CyX
Par conséquent, la dynamique de I’erreur d’estimation s’écrit :
¢=(A —LC,y)e (4.3)

Ainsi, dans cette section nous allons associer la contrainte du temps de séjours aux conditions
de convergences de I’observateur continu. Par conséquent, nous pouvons énoncer le théoréme
4.1 pour ’estimation de 1’état hybride continu.

Théoréme 4.1 :

L’erreur d’estimation converge de maniere exponentielle dans un temps de séjour minimal
d, >0, sil existe une matrices T, >0 et un temps de séjour d, >0 et une constante réelle

1
gq:ﬁ

Min dqo sous les contraintes

> (0 satisfaisant les LMI inégalités :

d, —d, <0 (4.4)
Y ¢
L}' T, } <0 (4.5)

avec d, représente le temps de séjour de I’observateur et d, est le temps de sé&jour du SDH.

Preuve

Soit la fonction de Lyapunov multiple donnée par :

V,(e)=e"Pe (4.6)

q

NPps XNPpy

avec P, eR une matrice symétrique, définie positive.

La dynamique (4.3) est exponentiellement stable si la dérivée de (4.6) respecte la condition
(4.7):

V, (e) <24V, (e) 4.7)
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En plus de ces deux conditions, il faut que 1’observateur converge durant le mode. En
d’autres termes avant que le syst¢tme ne change de mode. De ce fait, I’observateur continu
doit converger durant un temps de séjours inférieur ou bien a la limite égale au temps de
séjour de chaque sous systéme. Par conséquent, si nous notons par d, le temps de s¢jour de

observateur dans chaque mode § et d, le temps de s¢jour de chaque sous systeme q

(déterminé dans le théoréeme 2.1) alors la convergence doit étre atteinte dans un temps
minimal vérifiant la condition suivante :

d, <d (4.8)

qD qs
A partir de (4.8), la premiére condition du théoréme est vérifiée.

Maintenant, dérivons (4.6) et selon (4.7) nous aurons :
A;P—CQTZGJquAq—ZqTCq<—2quq 4.9)
avec Z; =PR;L,

D’apres le théoreme 2.1, le temps de séjour de 1’observateur de chaque sous systéme est

donn¢ par: d, > loga , alors (4.9) s’écrit :
0 lqu
A;P—ngq+Pth—zgcq+deq<o (4.10)

%

avec Q, =(loga)P,.

Nous constatons que (4.10) n’est pas une LMI stricte vue le produit dLQq .
%o

Appliquons le lemme de Schur [Boyd, 95], (4.10) sera alors équivalente a :

L:{' gT' } <0 (4.11)

avec Y =A€Pq—Cng+PqAa—Z;Cq

1 -1
et é/ti :E>O, Tq :(Pq)

[
Comme nous avons considéré que le temps de séjour de 1’observateur est inférieur ou égale

au temps de séjours minimal des sous systémes, les conditions de convergence peuvent étre
reformulées par le théoréme 4.2 suivant.
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Théoréme 4.2 [Hamdi et al, 2009¢]

Considérons un SDH autonome X(t) = A x(t) (resp. non autonome x(t)= A x(t)+b,u) avec
A, =(WDf (M, +W°s)®1,, ) et b, =W (M, +W°c). Sil existe des matrices P;,Z,Q,,

et des constantes réelles d_;, >0, d, >0 et d, >0 satisfaisant les inégalités suivantes:

d, > logo (4.12)
244
d,, =min(d,)<d, (4.13)
1

Aqu—Cng+Pqu—Z;Cq+deq<0 (4.14)
Oy g . :

avec 6 =— et «,,06, définissent respectivement les valeurs propres min et max des
o

q
matrices Fg et Pq.

Alors la convergence de I’erreur d’estimation du systeme SDH tend exponentiellement vers
zéro.

Preuve

Notons tout d’abord que le calcul du temps de séjour d, du systéme est basé sur les

conditions du théoréme 2.1 dans le cas non autonome et sur celui du théoréme 2.2 dans le cas
autonome du chapitre 2.

Ainsi, I’observateur continu converge exponentiellement durant un temps de s¢jour d, si la

contrainte (4.13) est vérifice.

En combinant les expressions (4.9) et (4.12), nous obtenons:

logo
AP, -CiZ,+PA -Z;Cy+ J

2P, <0 (4.15)
q

En choisissant d, =d,, Q,=(logd)P, avec Q,>0 et sachant que I’observateur continu

converge dans un délai inférieur ou égale d . .
Avec ces démarches nous aboutissons a I’expression (4.14).

4.2.2. Simulation et Résultats

Pour illustrer les résultats donnés par le théoreme 4.1 et 4.2, considérons le cas du systéme
a commutation mixte a deux modes décrit par les dynamiques :
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—-.25% +0.3X
)-( :{ 1 2

mode 1 -30x, —2X, si §;=0&t=d,
y =-10x, —3X,
. =X, +5X,
mode 2 X:{—x1—0.5x2 si S, =0&t=d,
y =X —3X,

avec S, =3X +X,, S, =-0.3x + x,,

Bien que I’objectif est d’estimer 1’état hybride, nous allons dans un premier temps
considérer le systeme a commutation sans prendre en compte la condition du temps de séjour.
Ainsi, le passage du mode 1 vers le mode 2 et vice versa sont dus uniquement a la condition
sur D’état (en fonction de S; ). Les sous systémes ont pour valeurs propres

A _model=-1.125 £2.8696] et 4 mode2=-0.7500 +2.2220j. Ils sont par conséquent

stables (poOles a parties réelles négatives). En revanche, comme I’illustre le plan de phase de la
Figure 2, le SDH global, sans la prise en compte du temps de s¢jour mais simplement de la
condition de commutation, n’est pas stable.
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Figure.2. Plan de phase
La Figure.3 montre que 1’évolution de la partie discréte du SDH pour certaines phases ne

sé¢journe pas suffisamment dans le model. Ainsi, sous ’effet de la condition portant sur la
variable d’état continu, le mode 1 devient trés court.
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Figure.3. Mode discret du SDH sans le temps de séjour

L’application du théoréme 2.1 permet de montrer que le systéme séjourne dans le mode 1
pendant un délai d, =6.5808 s et une durée de d, =2.1076 s dans le second mode.

Afin d’illustrer I’approche proposée, supposons que 1’observateur évolue initialement dans
le mode 2. Ainsi, le marquage initial pour la partie discréte a pour valeur M, =(0 1)T et

X,s =[1 0.5]" pour I’état continu

Les résultats donnés pour 1’observateur discret sont représentés dans la Figure.4. Nous
remarquons, que ’estimation de 1’état hybride discret est correctement effectuée et que le
mode discret est détecté rapidement

L’application du théoréme 4.1 prouve que I’observateur converge au bout d’un temps
optimal d, =3.2904 s dans le mode 1 et une durée optimale d, =1.0538 s dans le mode 2.

Les gains obtenus sont L, =[0.7194 —3,1108]T et L,=[0.1383 0.0922]T. En injectant

maintenant le mode discret estimé dans 1’observateur continu, 1’estimation de 1’état continu
donne les résultats illustrés sur les Figures 5 et 6:

2.5

Zoom

Temps (sec)

Figure.4. Mode estimé et mode réel avec temps de séjour
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15
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Figure.5. Etats estimés et états réels

Nous constatons que 1’observateur continu converge dans le délai optimal de chaque mode.
Ainsi, la Figure.6 illustre que I’erreur d’estimation converge exponentiellement vers Zéro au
bout d’un temps qui correspond au temps optimal déterminé par I’approche proposée. Par
conséquent, I’observateur hybride arrive a estimer aussi bien les composantes continues que
les composantes discrétes. Notons qu’avec 1’intégration du temps de séjour dans la condition
de commutation le SDH est maintenant stable.

0.5

€

-0.5

4 5 6 7 8 9 10
Temps (sec)

€,

4 5 6 7 8 9 10
Temps (sec)

Figure.6. Erreurs d’estimation

Les Figures.7 et 8 montrent les résultats de I’estimation de I’état continu en considérant la
deuxieme approche. En effet, I’application du théoréme 4.2 sous la contrainte du temps de

sé¢jour minimal du systéme, soit d, =min(dq)=2.1076 s, implique la convergence des

composantes continues vers les composantes réelles avec une meilleur rapidité que pour le cas
précédent.
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Figure.7. Etat continu hybride estimé et réel
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Figure.8. Erreurs d’estimation

En conséquent, la convergence de I’erreur est atteinte dans le délai prescrit.

4.3. Amelioration des performances dynamiques de I’observateur

Dans la plupart des cas, la synthése de 1’observateur impose que les pdles de 1’observateur
soient dans la partie droite du plan complexe et I’observateur doit également avoir une
dynamique plus rapide que celle du systeme. Toutefois, il n’y a aucune exigence ou contrainte
imposée sur les valeurs limites des valeurs propres de 1’observateur. Néanmoins, si ces
dernieres dépassent un certains seuil par rapport aux valeurs propres du systéme, I’observateur
devient plus sensible aux bruitx de mesure et aux phénomeénes d’oscillations.

Afin d’illustrer ce probléme, considérons le cas du systéme hybride donné dans [Hamdi et
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al, 2009c], ce dernier a pour dynamique :

|05, +3x,
= siS, =3X, +X,

mode 1 —-100x, —2x,

y =X, +X,

| =2x, +10x,

X = s1S, =-0.3x, +X,
mode 2 —2X, =X,

y =X, +X,

A parti du théoréme 4.2, nous obtenons les valeurs propres de I’observateur hybride tels
que A, =-2.1240 £70.7720j (mode 1) et A, =—14081 + 7.5979j (mode 2). La simulation
de I’observateur hybride sous les contraintes du théoréme 4.2, mene aux allures décrites dans
les Figures. 9 et 10: La premiére Figure illustre 1’évolution des composantes de la variable
continue hybride estimé et des composantes de la variable continue réelle. Quant a la

deuxieme Figure, elle montre 1’évolution de I’erreur d’estimation.

15

1

Xl
0.5 \
0
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) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Figure.9. Etats hybride estimés et réels
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Figure.10. Sensibilité de I’observateur hybride

En absence de bruit de mesure et avec une partie imaginaire de valeur +70.7720], les
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composantes continues hybrides et I’erreur d’estimation présentent des oscillations. Par
conséquent, la région englobant les valeurs propres de 1’observateur doit étre définie lors de la
synthése de celui-ci. C’est pourquoi, il est important de renforcer les performances
dynamiques de I’observateur en vue d’améliorer la sensibilité de ce dernier. Afin d’aboutir a
une synthése prenant en charge certaines exigences sur les valeurs propres, nous allons
exploiter la notion du placement de pdle dans une région LMI.

4.3.1. Contraintes de convergence

Dans [Chilali, 96], une approche permettant d’effectuer un placement de pdle d’une
matrice dans une région du plan complexe est proposée. En effet, cela consiste a étudier la
stabilit¢ d’un systétme LTI en introduisant la notion de D-stabilit¢ d’une matrice. Cette
derniére se base sur le principe suivant :

1. La matrice A est dite D-stable si toutes ces valeurs propres sont situées dans la
région D du demi-plan complexe gauche.

2. Un sous ensemble D du plan complexe est dit région LMI s’il existe une matrice
x € R™ et une matrice @ € R™ tel que :

D={zeC:f,(2)=y+o®2+a@ ®T<0) (4.16)

Dans ce cadre, différents types de régions LMI ont été défini et pour plus d’informations,
nous invitons le lecteur de ce référer a [Chilali, 99].

En partant de ce fait, la convergence exponentielle de 1’observateur (4.2) sera établie sous
le principe de placement de pole dans une région LMI désirée. Ainsi, nous allons placer les
poles de I’observateur & gauche d’une droite verticale coupant I’axe réels & —u,. Ce qui

implique que les parties reelles des valeurs propres de 1’observateur sont inférieur a —g, .

Pour limiter les parties imaginaires des valeurs propres, nous imposons que ces derniéres ne
dépassent pas une certaine constante appartenant a I’ensemble des réels r, > 0. De ce fait, les

poles de I’observateur doivent étre mis en évidence dans une région LMI définie par
Iintersection entre un disque de rayon r,, de centre (0,0) et le demi plan complexe a gauche

d’une droite d’abscisse —x,; comme le montre la Figure.11

Région LMI

IV op

L/

Figure.11. Placement de pole dans une région LMI

Re
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Dans ce cas, nous proposons le théoréme 4.3 afin d’établir les critéres de convergence de
I’erreur d’estimation.

Théoréme 4.3

Les valeurs propres de (4.2) générant I’erreur d’estimation entre I’observateur et le SDH
autonome  x(t)=Ax(t) (respectivement non autonome X(t)=AX(t)+bu) avec
A, =(W (M, +W°o)® Inpm) et b, =W (M, +W o), sont placées dans la région LMI
Dd(yd’rd):{zd eC,
R, Ly, Q,, T, et des constantes réelles d ; >0, d, >0, d, >0, g, et r, >0 satisfaisant les
inégalités suivantes:

zq‘<rq,9{e(zq)<—yq} du plan complexe s’il existe des matrices

d, > logo 4.17)
24,

d,;, = min(d, ) <d, (4.18)

My < I’q (419)
_(2\/EI _Ta) PA _Z;Cq

e <0 (4.20)
(Pﬁp\i_zﬁcd) _(2\@I _Td)
1

Aqu—c;zq+Pqu—z;cq+d—_Qq<o (4.21)

min

6, e .
avec o =—— et @,,0; définissent respectivement les valeurs propres min et max des

g

matrices Fg et Pq.

Alors la convergence de I’erreur d’estimation du systeme SDH tend exponentiellement vers
zéro.

Preuve

Rappelons que le calcul du temps de séjour d, du systéme est basé sur le résultat donné par le

théoréme 2.1 dans le cas non autonome et sur celui du théoréme 2.2 dans le cas autonome.

L’observateur continu doit converger exponentiellement avant la commutation du systéme
vers un nouveau mode. Ainsi la contrainte (4.17) doit étre respectée.
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Le placement de pole doit étre effectué dans la région LMI désirée définie par
D(yq,rq)z{zqe(c,
r, tel que :

Zq‘ < ,iRe(zq ) <—H, } , la partie imaginaire ne doit pas excéder un rayon

|2,| <, (4.22)
La partie réelle doit respecter la contrainte suivante :
Re(z,) <-4 (4.23)

D’une part la contrainte (4.19) doit étre respectée et d’autre part, selon le principe de la D-
stabilité, la région de stabilité est définie par la validité de I’expression suivante [Chilali, 99]:

fDﬁ (25)=124+74<0 (4.24)

Ainsi, a partir de (4.16) et (4.3), le SDH est stable s’il existe des matrices de Lyapunov
multiples vérifiant la contrainte de stabilité :

Mo (Agans: Py ) = 2o @ Py + @4 ® Py Ay + @4 ® APy <0 (4.25)
Multiplions a gauche et a droite par | ®e' et | ® e, nous aurons

(1®e") 7, ®P, (1 ®e)+(1®e" ), ®P,A, (1 ®e)

+(1©6")a; ® AP, (1®e)<0 (420
G obs' g

Sachant que les produits suivant sont équivalent :

(A®B)(C®D)=AC®BD (4.27)
A partir de (4.27), ’expression (4.26), est équivalente a :

| 7, ®e'Pe+lo,| ®e'PA e+la; | ®e"Af Pe<0 (4.28)

Le placement de pdle effectu¢ dans un disque de centre (0,0) et de rayons r, correspond aux

matrices :

|0 . 101
%=l -, M O

En conséquent, I’expression (4.28) s’écrira :
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—r.P, Pl A — LGy
qu CI( q Q) <0 (429)
(A -LCq) Py —1F
Effectuons un changement de variable bijectif et posons :
T
Zy= LRy

L’¢équation (4.30) peut se mettre sous la forme :

—\/Elpq\/al P,A -ZC,
<
(RA-ZIC,) IR yr!

avec | est une matrice identité de dimension N, XN

0 (4.30)

Pot *

Sachant que pour une matrice P définie positive les expressions suivantes sont équivalentes
[Bernussou, 99]:

Si G'P'G >0 alors
G'P'G>G +G-P 431)

Posons w= \/E | et remplacons dans (4.30), nous aurons :

—wW, P,w, P.A -Z!C,
q qTq ] thT (R I (4.32)
(RA-Z4Cq)  —WiPw,
Posons F, :Tq’1 et remplacons dans(4.32) :
-wW, T 'w, P.A, -Z,C,
q qTq ] thT _lq oo (4.33)
(RA-Z4Cq)  —wTy'w,
Appliquons la propriété (4.31), nous aboutissons a 1’expression :
—(wiw-T,)  RA-ZiC,
<0 (4.34)

(PA, _Z;Cd)T _(Wg +Wa‘Tq)
avec T, =P;".

Remplagons W, par sa valeur, nous aboutissons a :
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—(2\/@ —Tq) P,A —ZIC,

<0 (4.35)

(Pqp\i _Z;CQ )T _(2\/a| _Td)

Ainsi I’expression (4.20) est démontrée.

Selon (4.24), ’expression (4.23) est équivalente a I’expression mathématique suivante :
Z,+Z,+2p1; <0 (4.36)
De (4.16) et (4.36), nous aurons:

Mo (Ayaes- Ps ) = @4 ® Py Ay + 4 ® Ay Py +241,P, < 0 437)
Effectuons les mémes étapes que pour le cas précédant, nous aboutissons a 1’inégalité :

P, (A ~LCy)+(A ~LiCy) Py+244P, <0 (4.38)
Nous combinons les expressions (4.38) et (4.17), nous aurons :

T T T logo
AR -CiZ+RA -Z,C, + r

=P, <0 (1.39)
q

Nous choisissons d;=d,, Q,= (log o ) P, avec Q;>0 et supposons que I’observateur

continu converge dans un délai inférieur ou égale d__ .
avec ces démarches nous aboutissons a I’expression.(4.21).

Notons qu’un cas particulier pourra étre déduit de ce théoréme. Ce dernier correspond a
fixer le rayon au lieu de I’optimiser. En conséquent, les critéres de convergence dans ce cas
seront les mémes sauf que la condition (4.20) sera remplacée par (4.29).

4.3.2. Simulation et résultats

Dans cette section, nous allons considérer dans un premier temps un rayon fixe. Par la
suite, nous aborderons le cas ou le rayon est optimisé€ pour les deux cas sans et avec bruits de
mesure.

1*" cas d’étude : Rayon fixe

Dans le premier exemple, considérons le cas du SDH donné dans la section 4.3. Sachant que
le premier mode séjourne une durée égale a: d, =4.7394 s et un délai d, =2.0555 s pour le

second mode. Ainsi, pour un rayon r =10 pour les deux modes, nous avons obtenus les
résultats suivants :
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0.6
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Figure.12. L’état estimé et réel pour un rayon fixé a 10
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Figure.13. Erreurs d’estimation

En comparant les résultats des Figures 9 et 10 par rapport a ceux des Figures 12 et 13, nous
constatons que I’estimation de I’état continu hybride sous les contraintes de placement de pole
garantie une meilleure convergence et que 1’observateur sous le principe de la D-stabilité est
plus performant. De plus, nous pouvons constater également qu’avec le placement de pdles,
les oscillations n’existent plus.

2™ cas d’étude : Rayon optimisé

Dans le deuxieme cas, nous avons effectué¢ la synthése de I’observateur en présence de

bruit puis en abscence de bruit de mesure sur le méme exemple de la section 4.3. La sortie des
deux modes est donnée par :

y =—8X, —3X, pour le mode 1.et y =6X +4X, pour le mode 2.

La résolution des LMI garantissant la convergence de 1’observateur dans ce cas a permis de
préciser la région LMI dans laquelle les valeurs propres de 1’observateur sont inclues. Ainsi,
en résolvant les contraintes inégalités du théoréme 4.3, I’observateur hybride dans le mode 1
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converge dans la région LMI définie par le rayon r, =12.0173 avec un taux de convergence
4, =0.3806 . Dans ce cas, les valeurs propres sont données par A, =—4.2036, 4, =-9,3645.
Pour le second mode, la région LMI est de rayon r, =12.2893 avec un taux de convergence

4, =0.2010. Les valeurs propres correspondantes sont A4, =—4.1617, 4, =-0.7857 . Nous

constatons bien que les valeurs propres sont a ’intérieur de la région LMI optimisé lors de la
synthése de ’observateur.

Les résultats de simulation sont donnés par les Figures 14 et 15. Nous constatons que
I’observateur converge dans le mode et que I’erreur d’estimation tend exponentiellement vers
Z€ro.

1
X
0.5 1
0 T
Xl
-0.5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps(sec)
0.2 =
X
0.1 / 2
X2
0
-0.1
-0.2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps(sec)

Figure.14. Etats estimés et réels sans le bruit de mesure
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Figure.15. Erreurs d’estimation sans le bruit de mesure
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En présence de bruit de mesure, de valeur moyenne nulle et de variance o,,,; =1, nous

avons effectué la synthése de I’observateur hybride sous les contraintes du théoréme 4.2 et du
théoréme 4.3. Les résultats de la simulation des erreurs d’estimation dans ces cas sont donnés
respectivement par les Figures 16 et 17.

En examinant ces Figures, nous remarquons que les résultats du théoréme 4.3 menent a une
convergence plus rapide que celle du théoreme 4.2. Avec les contraintes de ce dernier,
I’observateur hybride converge avec les valeurs propres données par :

A, =-10.1707£16.0064 j pour le mode 1
A, =—0.8263+4.3582  pour le mode 2.

De plus, 'utilisation du placement de pdle dans une région LMI permet de filtrer le bruit
de mesure (voir Figure 16 et Figure 17) et la limitation des parties imaginaires des valeurs
propres conduit a 1’atténuation des phénomenes d’oscillations.
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Figure.16. Erreurs d’estimation avec bruit de mesure(Théoréme.4.3)
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Figure.17.Erreurs d’estimation avec bruit de mesure (Théoréme.4.2)
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4.4, Estimation et commande par retour d’état

La stabilisation des systémes avec une commande par retour d’état n’est possible que si les
états du systéme sont tous disponibles. Dans le cas contraire, la synthése d’un observateur est
nécessaire pour 1’estimation des états.

En effet, la plupart des travaux existants ne traitent que les SDH a temps discret [Daafouz,
2003] [Heemles, 2008] [Feng, 2003]. En revanche, il existe peu de travaux prenant en charge
la stabilisation des SDH et I’estimation de 1’état hybride a temps continu. Ainsi, dans cette
section, nous allons traiter de la stabilisation d’un SDH a temps continu avec un observateur
hybride comme I’illustre la Figure 18.

Entrée discréte Estimateur de ox |\7| D
» vecteur de Estimateur du » I de ntificateur du mode
franchissement marquage

4 4 Observateur discret

v(t) v(t,) % g
Sortie discréte y (t ) 3

u(t) Modéle
> hybride Entrée continue Observateur continu

Observateur hybride

Entrée continue

Controleur hybride

Figure.18. Stabilisation du SDH par retour d’état avec un observateur hybride

La commande par retour d’état stabilisant le systéme hybride (4.1) (dont les matrices
A,,b, et C, dépendent du marquage discret) est donnée par:

u=—k,X (4.40)

a

La synthése de I’observateur et celle de la commande seront effectuées sous les hypothéses
suivantes :

1. Les couples (A,,C,) du SDH sont observables.

2. Les couples (A,,B,) du SDH sont commandables.
3. Laloi de commutation est connue
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4.4.1. Analyse

Rappelons que I’estimation de I’état discret obéit au principe énoncé par le théoréme 3.1
du chapitre 3. Une fois que I’observateur continu a I’information sur le mode discret dans

lequel le systeme évolue, il procéde a la reconstruction de la variable continue via
I’observateur commuté (4.2).

Sachant que I’erreur d’estimation est définie par

A

e=X—-X (4.41)

Ainsi, a partir de (4.40) et (4.41), ’expression (4.1) peut se mettre sous forme d’état:

{ﬂ:ﬁ _Obqkq '%bqu:CqM:} (4.42)

Ay

Soit I’état augmenté:

- XM

()= L(t)} (4.43)
Nous obtenons le systéme hybride augmenté de la forme :

%(t)= AX(t) (4.44)

En conséquent, le systéme hybride (4.1) est stabilis¢ par la loi de commande (4.40) si est
seulement si le systéeme hybride augmenté (4.44) est exponentiellement stable.

4472 Contraintes de stabilisation
Nous constatons que 1’étude de la stabilité de (4.44) s’appuie sur les deux points suivants:

1. L’application du principe de séparation.
2. L’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique I3q tel que

Z\{F‘>q+F_>q/sh <—ﬂqF_>q (4.45)

C’est sur la base de ces deux points que nous allons ¢élaborer les contraintes de stabilisation du
systéme hybride (4.1) avec I’observateur hybride (4.2). Toutefois, nous allons d’abord
démontrer que le principe de séparation peut étre applicable dans notre cas. Ensuite, nous
pourrons établir les conditions de stabilisation.

4.4.2.1. Principe de séparation

Nous savons qu’un systeme dynamique linéaire, en I’absence de perturbation, est stable si
les valeurs propres de ce dernier sont a partie réelles négatives. De ce fait, les valeurs propres

du systeme augmenté (4.44) peuvent étre déterminées par la relation det( Pyl — R) =0, avec
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p, € C représente les valeurs propres du sous systéme (.

_ P 0
Posons h =( P! —Aq) et sachant que p | = O | nous aurons :
pqo
o, | - A, —bk b,k
h= e (Ah a Q) q°q (446)
0 P, _(AI_LQCQ)

L’expression (4.46) est une matrice triangulaire par bloc, par conséquent le déterminant de
cette dernicre est égale a :

det () = det( p, I —( A, ~byk, ))det(p, 1 =(A, ~L,C, ) (4.47)

poles de retour d'état poles de retour de l'observateur

Nous remarquons que les poles du systéme bouclé sont constitués de 1’'union des poles du
systeme commandé et du systéme observé. Ainsi, la synthése du contréleur du systeme (4.1)
commandé¢ par un retour d'état reconstruit par 1’observateur hybride (4.2) peut s’effectuer
séparément. En conséquent, le principe de séparation de la classe de SDH considérée peut
s’énoncer selon le théoréeme 4.4

Théoréeme 4.4

La stabilisation et I’estimation de I’état du SDH (4.1) par (4.2) et sous la loi de commande
(4.40) de I’équation (4.44) depend de I"existence des matrices symetriques W, >0, P, > 0,et

d’une matrice Z, >0 et d’une constante reelle positive «, satisfaisant les deux inégalités

suivantes séparément :
Max «, sous contrainte (4.48)

:
(W (4, =ik, )" (A, =y W, |+ 2, <0 (4.43)
AqT P, —CqTZq +P,A, —ZqTCq <0 (4.49)
Preuve

Soit la fonction de Lyapunov multiple définie par
V,=x" (t)wx(t) (4.50)

Le systéme hybride (4.1) est exponentiellement stable sous la loi de commande (4.40) si
I’inégalité de Lyapunov est respectée :

V, <-2aV, (4.51)

ou la constante ¢, représente le degré de stabilité¢ de chaque mode constituant le SDH.

Selon le principe de Lyapunov (4.51) s’écrit
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X" (t)wyx (t)+x" (t)w,X(t) < —2ar,W, (4.52)

Remplagons X par sa valeur nous obtenons:

(A =Bk, )" wy +w, (A, ~byk, )| < 20w (4.53)
Multiplions & gauche et & droite (4.53) par w, ', nous aboutissons a:
wy AL —w kb, + AW —bk w4+ 2w e, <0 (4.54)

Posons W, = w, ', nous aurons ’expression (4.48). Cette derniére est une inégalité bilinéaire.

Afin de la transformer en une LMI, nous effectuerons les mémes démarches que nous avons
appliqué dans le théoreme 3.1 du chapitre 3.

Quant a I’expression (4.49), elle représente la convergence asymptotique de 1’observateur
hybride (4.2). Il suffit de poser o, =0 dans la preuve du théoréme 3.1 du chapitre3, nous

obtenons ainsi la deuxiéme expression du théoréeme 4.4.
n

4.4.2.2. Stabilité du systéme hybride augmenté
Comme nous I’avons déja mentionné, la stabilit¢ du systéme augmenté (4.44) constitue la
deuxiéme condition sur laquelle nous allons ¢laborer les contraintes de la stabilisation par

retour d’état estimé. Ainsi, la stabilité¢ de ce dernier se base sur le principe de 1’existence des
fonctions multiples de Lyapunov définie par :

V(x(t))=X"Px (4.55)

ou P, est une matrice symétrique et définie positive, ainsi, il s’agit de déterminer la matrice

de Lyapunov garantissant la stabilité exponentielle du systeme (4.44) et assurant la
stabilisation du systéme (4.1) sous la loi de commande (4.40). Cette matrice peut avoir la
forme suivante :

5 {Pq P, } (4.56)
S 4.56
T
! P(hz Psz

Cette derniére peut étre diagonale ou non. De ce fait, nous envisageons deux approches de
synthéses. La premiére approche se base sur la stabilite exponentielle de (4.44) avec B, =0.

Quant a la deuxiéme approche, elle s’appuie sur la stabilité exponentielle avec B, #0.

4.42.2.1. Premiére approche

La stabilité exponentielle peut étre garantie par le théoréme.4.5:
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Théoréme 4.5

Le systeme augmente (4.44) est exponentiellement stable si et seulement les inégalités
(4.48) et (4.49) sont satisfaites séparément et si il existe des matrices, I3q = F_>qT >0 et un

scalaire reel positif 14, satisfaisant les inégalités suivantes :

l/iq(quI —Ngb; +A1wq—quq+aqwq)<0 (4.57)
o0,

Ay >4 (4.58)
Pq

Preuve

20, 0 = | AW, o ,
Posons x4, = 0 0 et B, = 0 b | a partir de (4.45) et (4.42) nous aurons :
q

[Aq—bqkq bk, }T{quql o}{uq o}[/\q—bqkq bk, }
0 A-LC/|| o pr| |0 PRI 0 A-LC

q a

L (4.59)
- 2a, 0| A4w, O
0O O 0 P,
Développons (4.59)
T —
Al (Aq _bqkq) qu 0 J{quq“ 0}[Aq —bqkq bqkq }
U y 0 P 0 A -LC
A, (bqkq) qu (Aq —Lqu) P, q 9~ —q-q
- 2a, 0 /quq‘l 0
0O O 0 P,
T _ _ _
A2 (A, bk, ) W' 0 +[M,qwq'(Aq—bqkq) w,' (bk, ) }
(bqkq )Wq_l (Aq _chq )Pq 0 Pq (Aq _LQCQ)
o _[2a O Az . 0
0 0 0 P,
T — — _
/th [(Aq_bqu) qu+qu(Ah_bqu)J ﬁ‘ﬁ‘qwabqkq <[—/Mq2aqwq_l 0}
T B T 0 0
A2, (byky) W' (A, -LC,) P,+P(A-LGC,)

109



Stabilité et stabilisation des SDH

Apres le développement, nous aboutissons a :

_ ) ;
-bk,) w'
iﬂ{q (Aq q q) a ﬂﬂqu]bqkq
+w,' (A, =k, )+ 22w, <0 (4.60)
T 1 T
L /Mq (bqu) Wy (Ah_LqCQ) Pq+PQ(Aq_Lqu)_
L’équation (4.60) n’est pas une LMI stricte a cause du produit w;'b k,,w;'b.k, .

w, O
Afin d’aboutir 2 une LMI, multiplions 1’inégalité & gauche et a droite par { Oq | } .

Effectuons la premicre multiplication :

{Wq 0} A (A=) !+ (A, =ik, )+ 2, | A2 WDk, L,
0 | 22, (k) w;' (A-LC,) P,+P,(A-LC,)
Effectuons un changement bijectif de la forme :
Z, =L, (4.61)
Le résultat obtenus sera multiplié par [V(\;q ﬂ
AW, [AIW; —kgbywy +w ' A —w bk, +2apw;1} A2 W, W, bk, {Wq 0}<0

AA K0T W' [AP,-CiZi +PA-Z,C, ||LO !
De méme, posons N, =k, W, , nous aboutissons :
A2, (quI —Ngby + Aw, —b,N, + 2apwq) A2 bk, ] 4.62)

A Kby AP +PA-2.C,-CiZ,

Appliquons le lemme de Schur a I’équation (4.62), ainsi, si
Ay (W, Ay = NJbT + Aw, —b, N, + W, ) <0 (4.63)

Alors, nous pouvons écrire
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T TKT
A, (quq ~NJ bl +Aw, —quq+aqwq)

-1

2 T
—(;mq) b,K, [Ag P,+PA,-2,C,-ClZ] +Pq} (bqkq) <0
2 -1 T
—(/Mq) bk, [Ag P,+P,A, -2,C,-ClZ] +Pq] (bqkq) <
— A2, (qu; ~NJ by +Aw, —b.N, +aqwq)
Nous obtenons I’expression :

(’uq )bqkq [A; Pq +Pqu _chq _C; Z; Tl (bqkq )T

Gy

U (4.64)
>(quq ~N7b; +Aqwq—quq+aqwq)

RR

q

Par conséquent, la stabilit¢ exponentielle est assurce si le scalaire A4, est supérieure au
quotient des valeurs propres min et max de Gg, et RR,. Ainsi, ¢, représente la valeur propre

minimale du terme Gg,, et 66, la valeur propre maximale du second terme.

4.4.2.2.2. Deuxieme approche

Dans la seconde approche, la stabilité du systeme augmenté se base sur les conditions du
théoreme.4.6.

Théoréme 4.6

Le systeme augmenté (4.44) est exponentiellement stable si et seulement les inégalités
(4.48) et (4.49) sont satisfaites séparément et si il existe une matrice P symétrique définie par

_ | P!
P —[ a qﬁ tel que Pq‘1 et P, des matrices définies positives et symétriques satisfaisant
G G2

les conditions suivantes :

P,>0 (4.65)
Q,,<0 (4.66)
Avec
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Q, =P, (A, ~bk,) +(A, ~bk,)P, +2¢P,

Q,=P, (A, -bk,) P, +bk,+P, P, (A, -LC,)

Q, =9

Q,=(A,-LC,) P, +P, (A, ~L,C,)+P, bk, +(b,k,) P,

12

Preuve

-1

Sachant que P = [Pq# & }, remplacons A et P et k, par leurs valeurs dans (4.45) nous
a2 922
obtenons :
_ oY " -
(Aq _bqkq )T Pq,_.l + Pfh_.l (Aq _bqkq) (Aq " q) Tt bq q
+PQ12 (Ah N LqCQ) 2aq Pq_l 0
T . <- . (4.67)
quz(Aq_bqkq)+(bqkq) Pqu (Aq_Lqu) quz +quz(Aq_Lqu) 0
- +(A-LC) P, +P, bk, +(bk,) P, |
P 0
Multiplions (4.67) de part et d’autre par { g“ 0} , hous obtenons
_ . _
Pﬁu (Aq _bqkq )T +(Aq _bqkq)Pq11 +2aqpq1. Pq“ (Aq _bqu) quz +bqkq
+PCI|1 quz (Aq - Lqu )
. : <0 (4.68)
P(hz (Aq _bqkq )Pqn +(bqkq) (Aq N chq) Pqzz + quz (Aq N chq)
I +(A,~LC,) P, P, +P, bk, +(b,k,) P, |
Q.
[

Notons que la stabilisation du SDH asymptotique peut étre déduite directement des
théorémes.4.5 et 4.6. Il suffit tout simplement d’annuler le degré de stabilité.
Remarque :

Pour que la stabilisation, du systéme hybride par retour d’état avec I’observateur hybride,
soit garantie, il faut que la dynamique de ce dernier soit plus rapide. Ainsi, il faudra que
l'abscisse spectrale (les valeurs propres) de 'observateur soit plus grande en valeur absolue
que celle du systéme commandg.

4.4.3. Simulation et résultats

Nous allons illustrer le principe de stabilisation d’uns SDH a travers le systéme hybride a
deux modes défini par :
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105 30 x| [-1 ,
X= + U siS, =3X +X,
=50 2%, | |8
y

=—X, —5X,
=2 1% ] [-8] .
X = + u siS,=-0.3x+X,
2 1% 1]
y =-4X +X,

S, definie la condition de commutation entre les deux modes du systeme.
La Figure.19 représente le plan de phase du SDH et illustre I’instabilité du systeme global en

boucle ouverte sous I’état initial x , =[0.5 —0.5]T .

-06 -04 -0.2 0 02 04 06 08 1 1.2 14
1

Figure.19. Plan de phase du SDH

Pour stabiliser ce dernier sous la loi de commande (4.40), il est préférable de procéder a
I’estimation de la variable continue hybride a partir des mesures disponibles. Pour cela,
considérons que le systéme évolue initialement dans le mode 1 (i.e., le marquage discret du

RdPdf My =1 0]T ) et sous le méme état initial continu qu’en boucle ouverte.
De méme ’observateur continu a pour état initial X, =1 0]T et pour le marquage initial

discret M2, =[0 1] (il évolue initialement dans le mode 2).

Ainsi, I’application du principe de séparation et la résolution des inégalités (4.48) et (4.49) a
donné les valeurs des matrices de Lyapunov garantissant 1’estimation et la stabilisation
suivantes:

0.1975 —0.2033 P 0.1975 —0.2033 P
W, = X , W, = x10
—-0.2033  0.0480 —0.2033  0.0480

1

{2.8075 —0.0068} ;
X , P,

4.6573 —1.3095 ;
x10
-0.0068 0.1519

—-1.3095 0.3689

L’application du théoreme 4.5 conduit a la stabilité du systéme augmenté pour A4, =1 et
Ad,=2.
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En revanche, I’application du théoréme 4.6 a donné la matrice de Lyapunov stabilisant le
systéme augmenté suivante:

P =w,P =

Iy 1> T,

~0.1854 —0.0007] | |
00007 00035 |¥10> P, =P pourle premier mode

P, =w,, P, =R, P, =P pourle second mode.

Les résultats de simulation issus de ces valeurs sont donnés dans ce qui suit :

25

ioN

N}

15

0.5

0 1 2 3 7 8 9 10

4Ter’rips(ss)
Figure 20. Mode réel et mode estimé

La Figure.20 décrit le mode discret réel et estimé. Nous constatons que 1’observateur discret
détecte avec exactitude et dans un temps minimal le mode discret.

La Figure.21 illustre les variables estimées. Ces derniéres convergent vers les états réels et
nous remarquons la rapidité de 1’observateur par rapport a celle du controleur que nous
pouvons vérifier par le biais des valeurs propres de I’observateur.

4 5 6 7 8 9 10
Temps (sec)

4 5 6 7 8 9 10
Temps (sec)

Figure 21. Etats estimés et états reels
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Figure 22. Erreurs d’estimation

Ainsi, la convergence de I’observateur est confirmée via les résultats de la Figure 22. Cette
dernicre converge vers zéro au bout de 2 s.

Le systéme hybride sous la loi de commande de la Figure.23 est stable. En conséquent, ces
résultats confirment la pertinence des approches proposées.
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Figure.23. La loi de commande

Afin de montrer la différence entre les deux approches, la comparaison sera effectuée de la
maniére suivante :

Nous avons varié les valeurs du vecteur bq , le résultat obtenu sous ces conditions est illustré

par la Figure.24. Cette dernieére correspond aux domaines de faisabilité des inégalités des
théorémes.4.5 et 4.6. Ainsi, les domaines de faisabilité des conditions du théoréme.4.5 et du
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théoréeme.4.6 sont obtenus en fonction des composantes b, (2) et b,(1). Nous constatons que

les conditions de stabilité du théoréme.4.6 ont un domaine de faisabilité plus large que celui
du théoréme.4.5. Cela montre bien que les conditions de stabilisation du théoréme.4.5 sont
plus conservatives.
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Figure.24. Domaine de faisabilité des approches proposées

4.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé les problémes de stabilisation des SDH modélisés par
les RAPdf et d’estimation de 1’état hybride sous deux aspects. Dans le premier aspect, nous
avons considéré le temps de séjour comme contrainte de stabilisation et d’estimation. Quant a
la deuxiéme vision le probléme a été traité en termes d’¢laboration d’une loi de commande
stabilisant le SDH.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous avons établi trois méthodes de synthese
d’observateurs hybrides se basant sur 1’approche du temps de séjour. Ces dernicres
garantissent la convergence de I’observateur durant le mode actif sous 1’aspect que le temps
de séjours de I’observateur correspondant a chaque mode est prise comme une variable LMI.

Dans le second point, 1’observateur converge durant le temps de séjours minimal de tous
les sous systemes. Quant a la troisieme méthode, elle est basée sur un placement de pole dans
une région LMI limitant les valeurs propres de I’observateur a I’intérieur d’une zone désirée.

Nous avons vu que le placement des poles de 1’observateur a 1’intérieur d’une région LMI
réduit la sensibilit¢ de 1’observateur vis a vis des bruits de mesure et améliore
considérablement les performances dynamiques de ce dernier. Des résultats de simulation de
ces approches ont permis d’illustrer que 1’introduction du temps de séjour dans les contraintes
de convergence de I’erreur d’estimation garantissent la stabilisation du SDH.

Du point de vue de la commande, nous avons propos¢ la synthése d’une loi de commande
par retour d’état estimé. Ainsi, deux approches de stabilisation via un observateur hybride ont
été développées. Ces deux derniéres sont établies sous le principe de la convergence
exponentielle du systéme augmenté et sous 1’application du principe de séparation. Dés lors,
la stabilité¢ asymptotique des SDH sous ces conditions est déduite des résultats de la stabilité
exponentielle.
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Notons que la pertinence des approches de stabilisation via 1’estimation est illustrée a
travers des exemples numériques. Nous avons également montré que la stabilisation basée sur
des matrices de Lyapunov diagonales est conservative. Afin d’¢largir le domaine de solution,
nous avons propos€¢ une solution alternative obéissant aux contraintes de la deuxieéme
approche.
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Ce travail présente une contribution a la synthése d’observateurs pour les systemes
dynamiques hybrides (SDH) décrits par un modéle mixte basé sur les réseaux de Petri. En
effet, la modélisation hybride peut étre distinguée sous trois aspects : I’aspect continu, I’aspect
discret et I’aspect hybride. Les deux premiéres visions reposent sur l'intégration de I’aspect
hybride dans le modele continu ou le modéle discret du systéeme. Malheureusement, elles ne
permettent pas de représenter efficacement a la fois la partie discrete et la partie continue,
mais se contentent de privilégier I'une des deux au détriment de I'autre. Entre les deux visions,
nous trouvons I’approche mixte. Dans cette derniére, chacune des deux composantes (discrete
et continue) est représentée de fagon rigoureuse et explicite grace a I’un des formalismes
succinctement présenté dans le chapitre 1.

La modélisation hybride a engendré de nombreux travaux dans divers axes de
I’automatique tels que la commande, I’analyse de stabilité, I’estimation de I’état et le
diagnostic. Cependant, il existe peu de travaux dans le cadre de I’estimation de I’état hybride
a partir d’un modéle mixte dé la phase de la modélisation (c. a. d. en tenant compte du
couplage liant les deux composantes hybrides).

Ainsi, avant d’entamer le probleme de I’estimation de I’état hybride, nous avons exposé
dans le chapitre 1 la théorie des SDH. De ce fait, nous avons discuté des approches classiques
utilisées pour la modélisation et I’analyse de la stabilité des SDH. Suite a cette discussion,
nous avons retenu une approche mixte basée sur les Réseaux de Petri Différentiels (RdPdf).
Ces derniers associent des réseaux de Petri discrets a des places et transitions différentielles.

Le chapitre 2 présente nos contributions dans le cadre de la modélisation des SDH par
RdPdfs. Dans ce contexte, nous avons particulierement présenté une méthodologie de
modélisation pour une large classe de SDH. Cette modélisation a principalement I’avantage
d’étre modulaire permettant ainsi d’utiliser les sous modeles proposés d’une facon simple
pour reproduire fidelement le fonctionnement d’une large classe de SDH incluant des SDH
non autonomes. Un certain nombre de transformations mathématiques a été aussi proposé afin
de faciliter la tache de simulation, de synthése d’observateur, de commande ou de diagnostic.
Ce chapitre présente également quelques contributions concernant la stabilité des SDH et
illustre ces conditions avec des exemples de simulation.

Le troisieme chapitre présente une structure originale d’un observateur hybride exploitant
la puissance de notre formalisme de modélisation. Cette structure posséde I’avantage d’utilise
un observateur continu et un observateur discret en interaction. Le travail réalisé dans le cadre
de ce chapitre démontre aussi les conditions de convergence de I’erreur d’estimation d’état de
I’observateur propose, pour des SDH autonomes non autonomes. Ces conditions données sous
forme d’inégalités linéaires matricielles (LMI) concernent a la fois le cas ou I’observateur et
le systeme évoluant dans le méme mode discret et le cas ou I’observateur rate une
commutation.
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Le dernier chapitre contribue a la commande des SDH en s’intéressant au probléme
d’estimation dans le contexte de stabilisation de SDH. Ainsi, le probleme de la convergence
de I’observateur continu dans le mode courant du SDH a été reformulé dans un premier temps
en intégrant des contraintes sur le temps de séjours minimal. Par ailleurs, nous nous sommes
intéressés a la sensibilité de I’observateur vise a vis aux bruitx de mesure. Dans ce cadre, nous
avons propose une approche d’estimation de I’état hybride se basant sur un placement de
poles des valeurs propres de I’observateur dans une région LMI. Ceci a amélioré largement
les performances et la dynamique de I’observateur hybride synthétisé. Quant a la derniere
partie du dernier chapitre, elle a été consacrée a la stabilisation des SDH a temps continu par
retour d’état en formulant le probleme sous forme d’un ensemble de contraintes LMI. La
résolution de ces derniéres conduit a la recherche des matrices de Lyapunov que nous avons
supposé diagonales dans un premier cas et non diagonales dans le second cas. Ainsi, nous
avons prouvé que I’existence des matrices de Lyapunov multiples non diagonales réduit le
conservatisme issu des conditions de stabilisation des SDH basée sur les matrices de
Lyapunov multiple diagonales.

Perspectives

A I’issue de ce mémoire, plusieurs problémes demeurent ouverts. Nous présentons ici
celles qui nous semblent prometteuses.

Une perspective immeédiate de ce travail de recherche consiste a considérer I’estimation de
I’état sous I’hypothése de la non-connaissance des conditions de commutations. Aussi, notre
contribution est essentiellement théorique et il serait intéressant de tester sa pertinence
expérimentalement.

L’un des problemes rencontrés lors de la realisation de ce travail est le conservatisme des
LMI élaborées. Afin de réduire le conservatisme issu de [I’utilisation des fonctions
quadratiques de Lyapunov, la méthodologie de I’élaboration des conditions de convergences
pourra étre orientée vers les fonctions de Lyapunov non quadratiques.

Enfin, il serait intéressant d’adapter les observateurs proposés pour le diagnostic et la
commande tolérante aux défauts
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Annexe

1. Fonction de Lyapunov
1.1. Fonction de Lyapunov quadratique commune

En effet, ’analyse de stabilit¢ des SDH c’est basé en premier lieu sur 1’étude de I’existence
de la fonction de Lyapunov commune stabilisant le systtme SDH global.
Ainsi, le systeme (1.2) de la section 1.2.3 du chapitre 1 (spécifiquement pour u=0) est dit
asymptotiquement stable pour s’il existe une fonction de Lyapunov quadratique commune
donné par :

v (x(1)=(x(1)) Px(t) (1)

avec P matrice définie positive et symétrique.
L’existence de (1) obéit a la validité de la condition suivante :

V (x(1)) <0 @)

Cependant, I’existence d’une fonction de Lyapunov commune est une condition suffisante
est non pas nécessaire, ce qui rend son existence un peu difficile. A partir de 1a, Branicky a
soulever le probléme du conservatisme issu de la recherche d’une fonction commune de
Lyapunov pour tout le systeme. En effet, dans [Dayawansa, 99] les auteurs ont montré
analytiquement que nous pouvons avoir des systémes SDH qui n’admettent pas une fonction
de Lyapunov commune, malgré qu’ils soient stables.

1.2. Fonction de Lyapunov quadratique multiple

Afin de réduire le conservatisme issu de I’approche basée sur de la fonction de Lyapunov
quadratique commune, la notion de la fonction de Lyapunov quadratique multiple a été
introduite [Branicky, 98] [Decarlo, 2000]. En effet, ’existence d’une fonction de Lyapunov
quadratique multiple est une condition nécessaire et suffisante. Le principe consiste a associer
une fonction de Lyapunov a chaque sous systéme de la forme :

V, (x(1))=(x(1))" Px(1) 3)

De ce fait, les théories élaborées dans ce contexte sont basés sur la décroissance de la fonction
de Lyapunov aux instants successifs de commutation [Petersson, 96] (Figure.1).
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Figure.l. Principe des fonctions multiples de Lyapunov

Cependant, Les résultats présentés s’appliquent difficilement dans le cas des commutations
arbitraires, fait qu’ils nécessitent d’avoir une connaissance préalable de la trajectoire du
systéme aux instants de commutation.

1.3. Fonction de Lyapunov continue par morceau (“’Piecewise’’)

Les résultats qui découlent de I’utilisation des fonctions quadratiques multiples sont
souvent pessimistes. Ainsi, la recherche d’autre méthodes est stratégies pour I’analyse de
stabilité¢ des SDH ont mené aux développements d’une nouvelles approche connu sous le nom
de fonction de Lyapunov ‘’Piecewise’’ [Johansson, 98] [Ferrari, 2002] [Rodrigues, 2002].
Cette approche permet de réduire les problémes issus de la méthode quadratique en tenant
compte de la partition de 1’espace d’état induite par les conditions de transitions. Des
conditions de stabilité ont été établies et s’averent plus flexibles du fait que la fonction de
Lyapunov doit étre décroissante seulement quand le vecteur champ est actif. Ainsi, [’analyse
de stabilité est basée sur la construction de fonction de Lyapunov de la forme :

V)= (4)

avec
I, I’ensemble des indices des partitions de ’espace d’état R, = R qui contiennent I’origine.

I, Pensemble des indices des partitions de I’espace d’état R, qui ne contiennent pas 1’origine.

1.3.1.1. Dissipativité et passivité

Une approche alternative se base sur la théorie de dissipativité du fait qu’elle implique la
stabilité des systemes dynamiques. En effet, la dissipativité est étroitement liée a la notion de
I’énergie. Elle est caractérisée par une €nergie fournie et une autre emmagasinée.

Ainsi, pour le systtme dynamique classique décrit par 1’équation (1.2) de la section 1.2.3 du
chapitre 1 1, il existe une fonction S € R pour laquelle I’intégral (5) existe et est bornée.
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j‘s(u(t),y(t))‘dt <o (5)

La fonction S est vue comme une énergie fournie au systeme. A partir de ce contexte,
s(u (1), y(t)) représente le taux d’énergie fournie ou bien plus spécifiquement défini le taux
d’approvisionnement en énergie dans le systeme.

De ce fait, le systtme dynamique continu avec le taux d’approvisionnement S est dit
dissipatif s’il existe une fonction V € R telle que [Willems, 72a et 72b] :

Vx(8)+ (0.0t (1) ©

La fonction V représente I’énergie de stockage dans le systeme. De 1a, I'inégalité (6)
formalise le principe d’un systéme dissipatif. Ce dernier est caractérisé par la propriété que le

changement de la quantité d’énergie interne V (x(t,))-V (x(t,)) sur Pintervalle [t,.t]

n’exceéde pas la quantité d’énergie qui est fournie au systéme. Donc, une partie de ce qui est
fournie est stocké, alors que le reste est absorbé.

L’inégalité de dissipativité (6) peut s’écrire sous la forme (7)
&

V(x(8))=V (x(t,)) < [S(u(t). y (1))t )
N

Ce qui donne I’expression (8)

SV () =5 (u(t).y() ®

Ainsi, la fonction de stockage n’est que la fonction de Lyapunov. En particulier, si
S(u(t),y(t)):O, nous aboutissons aux conditions de stabilités de Lyapunov. Par

conséquent, nous pouvons dire que lorsque S =0, le systéme dynamique est autonome c'est-
a-dire ’entrée U = 0. L’ ¢tude de la stabilité obéit a la condition de stabilité :

%v (x(t))<o0 9)

Dans le cas contraire, comme il a ét¢ mentionné dans [Willems, 72a] et selon (8), il s’agit
d’un systéme ouvert qui correspond a la généralisation de la stabilité¢ de Lyapunov.

Pour plus de détail sur les notions et le concept de base, nous invitons le lecteur de se référer
aux [Willems, 72a et 72b] [Sontag, 95] [Ebenbauer, 2005].

Nous trouvons, dans [Willems, 2007], que, dans le cas des systemes dynamique linéaires,
I’inégalité de dissipativité est bornée par un taux d’approvisionnement quadratique de la
forme :
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S(u(t).y(t)=(wy) Q(uy) (10)

avec Q une matrice symétrique définie positif.

Ainsi, la fonction de stockage (énergie emmagasing) a été formulée sous forme d’inégalités
linéaires matricielles (LMI).

D’autres chercheurs se sont intéressés a I’étude de la stabilité des systémes via la notion de
passivité [Arcak, 2008]. En effet, selon [Kokotovic, 2001], la passivité est un cas particulier
de la dissipativité, du fait que la fonction d’approvisionnement est décrite par la forme :

S(u(t)y(1)=u"(t)y(1) (11)

Dans ce contexte, pour le cas des systemes hybrides plusieurs concepts ont été élaborés
dans plusieurs travaux. Nous trouvons une introduction sur la théorie de dissipativité et de la
stabilit¢ dans [Haddad, 2001] [Haddad, 2006] pour la classe des systémes impulsifs. Dans
[Cuzzola, 2001] le probleme de I’analyse et de la synthése de H, a été établi a partir du
principe de dissipativité pour les systemes Piecewise affines a temps discret. Pour la méme
classe de SDH, la fonction de ‘’Storage Piecewise’’ a été formulée sous forme de LMI dans
[Bemporad, 2008].

De méme, les études portées sur la stabilité dans le sens de la passivité des SDH ont suscité la
méme importance que la dissipativité, ainsi le principe de passivité a été discuté dans [Zefran,
2001a] et la notion de la fonction de stockage multiple a été introduite dans [Zefran, 2001b]
[Zhao, 2008].
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