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Introduction Générale

INTRODUCTIONGENERALE

Commander, c’est ordonner a quelqu’un, en vertu de I’autorité que I’on détient, de faire
quelque chose. Loin des labyrinthes des lois de la physique et des calculs mathématiques
acharnés, la sémantique de cette unité linguistique a pu exprimer avec délicatesse, subtilité et

sagesse, la philosophie fondamentale de la commande.

A Tissue de cette métaphore, ’homme a toujours voulu dominer son entourage, tout en
simulant les concepts innés et absolus de la nature et il y est arrivé relativement a vérifier ce
veeu, lorsqu’il a pu conquérir la robotique industrialisée lors de I’apogée de 1’¢re de la

renaissance.

Ses premiers pas dans ce domaine fondent les formules repéres de la théorie de
I’ Automatique, qui cadrent subtilement la progression dynamique graduelle de la commande
des procédés physiques. Dans ce sens, les théoriciens pionniers de I’automatique, définissent
d’une maniére générale la commande, comme une expression mathématique homogéne, dont
la conception et la mise en place permettent d’assurer le fonctionnement attendu ou souhaité

d’un systéme donné, afin d’exécuter une ou plusieurs taches bien précises.

Dans un contexte plus étroit, commander un processus, c'est déterminer les commandes
a lui appliquer de maniere a assurer aux variables d'états ou aux sorties qui nous intéressent un
comportement précisé par un cahier de charges. La loi de la commande élaborée pour piloter
un procédé donneé doit satisfaire certaines contraintes, notamment celle de I’invariance du
comportement du procédé tout au long de sa phase de travail, en dépit de la variation
paramétrique de certains constituants intrinséques au procédé et a la présence d’éventuelles
perturbations additives a la sortie du procédé. Cette préoccupation est vitale, car elle permet

de garantir les propriétés de robustesse.

La littérature spécialisée offre une multitude de schémas de commande, qui permet de

répondre a ce besoin. La commande optimale, également nommée la commande lineaire
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quadratique LQR, sera 1’axe principal de recherche de ce mémoire. Cette approche réputée
notamment par ses qualités appréciables de robustesse a suscité de nombreux développements

comme en témoignent les références bibliographiques.

En fait, pour un systeme dynamique donné et dont les équations sont connues, I’ABC
de cette théorie de commande consiste a trouver la commande minimisant un critere donné.
C'est sous cette forme que la commande optimale a éte étudiée dés le XIXéeme siécle avec le
calcul des variations [1]. Notons néanmoins que les difficultés soulevées par ce genre de
probleme sont loin d'étre completement résolues. La commande optimale reste donc un sujet

de recherche ouvert et d'actualité.

Par une simple relecture des travaux de [2] et [3], notre petite contribution vise a
¢laborer une loi de commande optimale robuste, issue d’une solution explicite d’une équation

algébrique matricielle.

Le probléeme de stabilité possede, en matiere de commande, une importance
primordiale. La recherche d’une loi de commande garantissant la stabilit¢ d’un systéeme

asservi peut se faire a 1’aide des fonctions de Lyapunov.

La notion de la commande de position d’un bras manipulateur rigide a deux degrés de
liberté, sera développée en utilisant la théorie de la commande LQR. On se propose
d’appliquer cette approche en assurant le controle de la stabilité asymptotique et du suivi de

la trajectoire désirée des positions et vitesses articulaires.

Outre I’introduction et la conclusion générale, ce mémoire est organisé en trois

chapitres répartis comme suit :

e Le premier chapitre est dédié a une présentation des différents modeles utilisés pour
décrire le mouvement des articulations d’un bras manipulateur, on retiendra également

le modele dynamique du systeme étudié.

e Le deuxiéme chapitre portera sur la description théorique de la théorie LQR, et
présente également une approche de calcul pour élaborer une loi de commande de

position optimale d’un bras manipulateur rigide a deux degrés de liberté (2ddl).
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e Le troisieme chapitre présente une bréve théorie sur le concept robustesse, et il est
consacré également a la conception d’une commande optimale robuste visant a
éliminer les erreurs de poursuite des variables articulaires c’est-a-dire des positions et

vitesses articulaires.

Chaque chapitre comporte des travaux de simulation avec des commentaires appropries

et des conclusions.
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CHAPITRE 1

MODELISATION DES ROBOTS MANIPULATEURS

1.1. Introduction

Pour développer une stratégie de commande performante pour un robot, il est
impératif de connaitre la cinématique et la dynamique du manipulateur considéré. Pour cela
on est souvent amené a décrire les différentes relations mathématiques qui permettent de

définir les mouvements de ce dernier dans I’espace.

Dans la pratique courante de robotique, la description du mouvement d’un robot
manipulateur dans 1’espace est réalisée en fonction du modéle géométrique, cinématique et

dynamique.

Dans le présent chapitre on présente une théorie definissant ces modeles et les
méthodes de leurs obtentions. On expose également le modéle dynamique du systeme étudié,

ainsi que les résultats de simulation obtenus.

1.2. Structure mécanique et géométrique des robots

1.2.1. Structure mécanique

La structure mécanique du robot manipulateur peut étre divisée en deux parties

distinctes comme le montre la figure (1.1).

e Organe terminal : les taches qui sont dévolues aux robots sont trés variées. Pour chaque
opération ou travail spécifique, I’organe terminal prend un aspect particulier.
e Elément porteur: il est composé d’un ensemble de corps souples ou rigides liés par des

articulations, servant a déplacer 1’organe terminal d’une configuration a une autre.
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Corpsi —»

Articulation

Organe

) terminal

Base du manipulateur Environnement

¥

Figure 1.1 : Robot a chaine ouverte simple [4]

Avant de décrire les relations géométriques entre les différents corps du robot, on

définit les notions suivantes [5].
e Configuration :

De maniére classique, la configuration d’un systéme mécanique est connue quand la
position de tous ses points dans Ryest connue. Pour un bras manipulateur, elle est définie par
un vecteur g dencoordonnées indépendantes appelées coordonnées généralisées. La
configuration est alors naturellement définie sur un espace Ndont la dimension nest appelée
indice de mobilité. N est appelé espace des configurations. Les coordonnées généralisées
correspondent aux grandeurs caracteéristiques des différentes articulations : angles de rotation

pour les liaisons rotoides et translations pour les liaisons prismatiques. On note :

q= (0192 )"
e Situation de I’organe terminal

La situation xde 1I’0T du bras manipulateur est alors définie par mcoordonnées
indépendantes, dites coordonnées opérationnelles, qui donnent la position et 1’orientation de

I’organe terminal dans R,[6].
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o Degreé de liberté: nombre de paramétres utilisés pour spécifier la configuration d’un
élément de la chaine cinématique par rapport a un autre.

e Degré de mobilité: toute articulation est caractérisée par son degré de mobilité m, c’est-
a-dire le nombre de degreés de liberté entre deux corps successifs de la chaine cinematique (0
<m <6).

e [Espace articulaire: représente 1’état des corps composant le robot en fonction des
variables articulaires, sa dimension n est égale au nombre de degrés de liberté du robot.

e Espace opérationnel: décrit la position et 1’orientation de 1’organe terminal du robot par

rapport & un repere de référence, sa dimension est m <6.

1.2.2. Structure géométrique

Parmi les diverses méthodes utilisées pour déterminer la position et 1’orientation de
I’organe terminal par rapport au repere de référence, la plus répandue est celle de Denavit

Hartenberg [6, 7] (figure 1.2).

Figure 1.2 : Représentation de Denavit-Hartenberg
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Pour exprimer le passage du repére Ri; au repére R;, on définit les paramétres

géométriques suivants :

e Translation selon X;.; d’une distance a;.
e Rotation autour de X;.; d’un angle a;.
e Translation selon Z; d’une distance d;.

e Rotation autour de Z; d’un angle w;.
La matrice de transformation homogéne est donnée comme suit:

T, = trans(X;_y, a;_1)Rot(X;_1 , a;_y)trans(Z;, d;)Rot(Z;, @;)

100a;-1][1 O 1000 —s;00
i-1p 010 O Oca;_q sal 1 O 0100 | |cw; cw; 00
' 001 O [|Osa;_1— ca'l 110 001d; 0 10
000 1 110 0 0001 0 01
C(l_)l' —S(l_)l' 0 di—l . .
i-1p _ |CQi-1SW;Ca;1CW;—SQ 1 —Sa;_1d;| _ [l_lAi l_lpi] (1.1)
: Sai_ls(l_)isai_lca_)i Ci_1 _Cai—ldi 03 1 .
0 0 0 1
avec :
Cw; —SW; 0 di_q
14, = [cai_1s®;  cai_ic; —sai_ll, =1p. = [—saildi]
Sq;_1SW; SA;_1CW; CAj_q ca;_1d;

Si on désigne par: °T,la matrice de transformation reliant le repére R, au repére Ry, alors :
o7, = o1, 1, ..t (1.2)
1.3. Modéle géométrique

1.3.1. Modéle géométrique direct

Le modele géométrique direct permet de déterminer la position et 1’orientation de
I’organe terminal du manipulateur par rapport a un repere de référence en fonction des

variables articulaires et s’écrit :
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X = fl@) (1.3)

q = (91,92, -, q,]" € R™: Vecteur des variables articulaires.
X =[xy, %3, ..., %,]T € R™: Vecteur des variables opérationnelles, m < n.

Par exemple, si le manipulateur se déplace dans 1’espace on pose m=6 (trois
coordonnées pour la position et trois coordonnées pour la rotation). S’il se déplace dans un

plan on pose m=2 et si en plus on est concerné par la rotation on pose m=3.

La position de 1’organe terminal peut étre définie par des cordonnées cartésiennes,
cylindriques ou sphériques. Le choix d’une structure particuliere est guidé par les

caractéristiques du robot, ainsi que par celle de la tche a réaliser.

1.3.2. Modele géométrique inverse

Le modeéle géométrique inverse permet de déterminer le vecteur des variables

articulaires a partir du vecteur de coordonnées opérationnelles et s’écrit :

q=f"X (1.4)
Parmi les méthodes utilisées pour déterminer le modéle géométrique inverse on cite :

e Les méthodes géométriques : permettent de déterminer le vecteur g par utilisation des
transformations géométriques en tenant compte de la structure particuliere du manipulateur
considéré.

e Les méthodes algébriques : permettent de déterminer le vecteur g en effectuant des
transformations algébriques sur 1’équation (1.3). Parmi les méthodes utilisées on cite la
méthode de Paul [4] qui consiste a multiplier successivement les deux membres du modele
géométrique direct par les matrices homogénes ‘~!T.avec (i=1,... n-1) permettant ainsi

d’isoler et d’identifier les variables articulaires 1’une apres I’autre.

Lors de la résolution du probleme géométrique inverse on rencontre pratiquement les

situations suivantes :

» Solutions en nombre fini lorsqu’elles peuvent étre calculées sans ambiguité.
» Aucune solution possible lorsque la position désirée ne peut étre atteinte par le

manipulateur.
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» Plusieurs solutions possibles lorsque le manipulateur est redondant ou lorsqu’il passe

par une configuration singuliére.

1.4. Modele cinématique

1.4.1. Modéle cinématique direct

Le modéle cinématique direct permet de déterminer la vitesse de 1’organe terminal

dans I’espace opérationnel en fonction de la vitesse des variables articulaires [8].
Le mod¢le est décrit par I’équation :
X=J(@4q (1.5)
ou :
J (@) € R™*™ est la matrice jacobienne.

L’une des méthodes utilisées pour le calcul de la matrice jacobienne est la dérivation

du modeéle géométrique direct :

[ o]
| 994 0q, |
J@=|:i - ] (1.6)
lor,, of, |
%, o,

1.4.2. Modele cinématique inverse

Le modeéle cinématique inverse permet de déterminer la vitesse des variables
articulaires en fonction de la vitesse des variables opérationnelles. Pour les manipulateurs non

redondants (n=m), le modéle s’écrit :

q=]""(@X (1.7)

La solution de 1’équation (1.7) existe si J est de rang plein, cela est valable tant
que le manipulateur ne passe pas par une configuration singuliére. Pour les manipulateurs
redondants, le modéle cinématique inverse admet plusieurs solutions possibles. Le choix
d’une parmi plusieurs est guidé par I’optimisation d’une fonction objective. Les méthodes

employées pour résoudre un tel probleme peuvent étre classées en deux groupes :
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e  Me¢éthodes d’optimisation cinématique.

e  M¢éthodes d’optimisation dynamique.

1.4.2.1. Méthodes d’optimisation cinématique

Ces méthodes ne prennent en considération que la cinématique du robot manipulateur.
Par exemple, d’aprés Whitney [4], le probleme consiste a :
Minimiser :
Q=54"q (18)
Soumis a:
X =J(q@)q
avec Q I’énergie du systéme.
La solution générale du probleme de minimisation est donnée par :
q=J"(@Xx=J"gJ"HX (1.9)
JTER™*" est la matrice pseudo-inverse généralisée de J.

La solution de (1.8) est valable tant que le manipulateur ne passe pas par une
configuration singuliére. Pour éliminer cet inconvénient une méthode dite RSI (Robust
Singular Inverse) basée sur la méthode des moindres carrés amortis a été développée, qui

permet de franchir les positions singulieres avec une trajectoire continue [5].
Le probléme est formulé de la maniére suivante :
Minimiser:
1 . T /o . 1.7 .

Q=50q-X) Jg—X)+54"alq (1.10)
avec :I € R™™ une matrice identité.
La solution est donnée par 1’équation :

qa=J"0J" +w)7'X (1.11)

Le facteur w, est dit facteur de stabilisation.

10
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1.4.2.2. Méthodes d’optimisation dynamique

Ces méthodes prennent en considération la dynamique du manipulateur pour résoudre
le probleme de redondance. Deux types de criteres sont utilisés, I’optimisation des couples et

I’optimisation de 1’énergie.
e Optimisation des couples :

Le probléme est formulé de la maniére suivante :

Minimiser:

1 T, Tt

Q=5lt———F—TPlt———7—1
Soumis a:
X=Ji+]q (1.12)

et

T=M(q)j+C(q,4)q+G(q)
P = diag [ﬁ] est une matrice de pondération.

(zr;,t7) : représentent respectivement les limites supérieure et inférieure du couple

tt—r~
2

7; transmis a I’articulation i. L’objectif consiste a placer t proche de ( ) en minimisant Q.

La solution est donnée comme suit :
Gopr = E(X —Jq) +c (1.13)
avec :
E=M"PM)-jTjmM"PM)~ ]

c=(E—-DM™! [Cq +G— T+‘;_l] (1.14)

e  Optimisation de I’énergie :

La fonction objective a minimiser utilise la matrice d’inertie du robot. Le probleme

consiste donc a :

11
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Minimiser :
Q=-4"Mq (1.15)
Soumis a:
X =Jq
La solution du probléme précedent est définie par :

{ q =X (1.16)

qa=Ju&X-Jq)
avec :
Ji = M~ YT(M~1T)~1 est la matrice pseudo-inverse pondérée de I’inertie.

1.5. Modeéle dynamique

1.5.1. Modele dynamique inverse

Le modele dynamique inverse exprime les couples exercés par les actionneurs en

fonction des positions, vitesses et accélérations des articulations.
Les formalismes les plus utilisés pour le calcul du modele dynamique inverse sont [9] :

e Formalisme de Lagrange.

e Formalisme de Newton-Euler.

1.5.1.1. Formalisme de Lagrange

Les équations de Lagrange opérent a partir de I’énergie cinétique et de 1’énergie

potentielle d’un systéme. Le Lagrangien L s’écrit :

L = EC—EP (1.17)
ou :
EC et EP représentent respectivement les énergies cinétique et potentielle du systeme.

Les équations de Lagrange sont définies par :

12
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d (0L oL
E (E) — E =T (1.18)

Pour le calcul du modéle dynamique d’une chaine cinématique (figure 1.3), on définit

les parametres suivants pour chaque corps i de la chaine cinématique :

m,;: Masse du corps i de la chaine cinématique.

'r=[ ', 'n, ,]17: Vecteur du centre d’inertie du corps i exprimé dans le repére
Ri.
m'r = [m'r,, m'r,, m'r,]": Premier moment du corps i autour de 0;, exprimé dans R;.
l L l
Iixx - Iixy - Iixz
Uy == iy ‘liyy = 'liy, |: Tenseur d’inertie du corps i en0;, exprimé
i i i
- Iixz - Iiyz IiZZ
dans R;.

ou:

T = [( '12 + '12)dm; : Moment d'inertie.

Iy = [ 1 'r,dm, : Produit d'inertie.

ia 1T - . -

‘Siz] : Position du centre de masse du corps i exprimée dans R;.

i¢g _[ié ié
Si_[ Six! Siyr

H;, = [ r 'rTdm;: Matrice des pseudo-inerties du corps i.

__Iixx + Iiyy + IL'ZZ I . |
2 By Iixz miSix
Iixx - Iiyy + Iizzll'yz ml-Sl-y
H. = Iixy 2
i
Iixz Iiyz I mx T I i;y — 1 izz m, S:iz
m;Siy m;Syy m.S. m

- iQiz i -

La définition reste la méme pour les autres éléments du tenseur.
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Figure 1.3 : Représentation d’un point r'de la chaine cinématique
L’¢énergie cinétique du corps i est donnée par :

aor!
laq

ECL=f lOTOT'dm—— 121( 1t ( lH

M D @9
tr : signifie trace de la matrice, elle est égale a la somme des éléments de la diagonale.
L’énergie potentielle du corps i est donnée par :

EP, = —m,g" °T:S, (1.20)
g = [Jx Gy, G, 0]": Vecteur des accélérations de la gravité exprimé dans Ro.
Le Lagrangien pour I’ensemble des corps du manipulateur est :

L=3%",(EC;, —EP) (1.21)

Par substitution de (1.21) dans (1.18) on obtient :

0
82Ty a0ty

— n 07Tk 9° Ty _
T = Mo X tr (aqj H = )qj + X X T b (aqjaquk oa: )q]qm

SSAPEY (1.22)
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Le modeéle obtenu peut étre mis sous la forme matricielle suivante :

T = M(@)§+C(qq)q+G(q)

ou:
( n a0ty . a1
M, =), _ N (—H
ij k=max (i,j) dq; k aq;
a2, . ao1T

A

C(q,4) = X1 ot Dhimmaxiijm) T (aqjaqm He =, )qj dm

n ~T60TJ' jé
\ G(q) =Xj-1mg PPl

M(q) € R™™: Matrice d’inertie du manipulateur, symétrique et réguliére.
C(q,q9) q € R™ : Vecteur des termes de Coriolis et centrifuges.
G(q) € R™ : Vecteur des actions de la gravité.

1.5.1.2. Formalisme de Newton-Euler

(1.23)

(1.24)

Le formalisme de Newton-Euler est basé sur les théoréemes généraux de la mécanique.

Il ne nécessite pas le calcul extrinseque des coefficients dynamiques du robot. Le modéle est

obtenu par double récurrence [9] :

> Récurrence de la base du robot vers I’organe terminal pour le calcul des

vitesses et accélérations des corps puis du tenseur dynamique :

i = {l_lAiTl_lwi_l + e,q;siRo
=

AT g,y si Pr

i—1,Ti-1 W, i1 4Ti-1 o
i _ AT wite i+ (AT wi_1)®e,q;siRo
Wi = i—14Ti-1 . :

A; " “w;_q1SiPr

fi_lAiT[i_lpi—1 + 7@ @1 + i_lwi—1®(i_1wi—1®i_1pi)]SiRO

Pi - J i_lA’{[i_ljji_l + i_ld)i_1®i_1pi + i_l(l)i_1®(i_1(1)i_1®i_1pi)]5ipr
l +2(7AT T w0i1)® (e, ) + e,

(1.25)

(1.26)

(1.27)
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'Si= B+ 0@ + 'w,( 'w,®S;) (1.28)
i =m, S, (1.29)
A= e+ w0 ®C T wy) (1.30)
> Récurrence de I’organe terminal vers la base pour le calcul des couples
actionneurs :
ifi = iAi+1i+1fi+1 + ifi (1.31)
= A M+ i+ 5 i+ P ®C A i) (1.32)
avec :
e, =[0 0 I (1.34)

Ro: Liaison rotoide.

Pr : Liaison prismatique.
‘w,et 'P;: Vitesse et accélération du repére R; exprimées dans R;.
i fiet ini : Force et moment appliqués a I’articulation i.

‘f.et ‘A, : Force et moment appliqués au centre de masse du corps i.

et:
0 —w, W,
o® =| w, 0 —w,
—w, Wy 0

Si aucune force et aucun moment n’est exercé sur le manipulateur on prend comme

condition terminale :
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i+1
fi+1 =0
i+1 —
et les conditions initiales :
Py = —[§+3,3.1" (1.36)
0
wyo =20
{ 0 (1.37)
w; = 0
R Corps i-
et SR Corps i
. P
1
Zo4 i1 0;
LSAL'
op._ 0S4
R, -
/ Y
Xo

Figure 1.4 : Formalisme de Newton-Euler

S’il est nécessaire de considérer les frottements aux niveaux des articulations on ajoute

un terme 7y aux équations (1.22) ou (1.33). On obtient alors :
T=M(@@4 + C(q9q + 6(@q) + 7 (1.38)
el 'n; + 15siRo

Ti = (139)
el 'fi + TpsiPr
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Differents modeles mathématiques peuvent étre utilisés pour exprimer t;. Pour une

modeélisation simple, on choisit :

T = kpyi G + kpeisgn(q;) (1.40)
ou :
ke, €t kg.; sont respectivement le coefficient des frottements visqueux et celui de Coulomb.

sgn(g;) =4 0sig; =0 (1.41)
1 Siqi > 0

1.5.2. Modele dynamique direct

Le modele dynamique direct exprime la position, la vitesse et 1’accélération des
articulations en fonction du couple appliqué [10]. Il est obtenu par inversion du modele

précédant et s’écrit :
G=M"1(Qr~-C(qq—-G6@—1) (1.42)

1.5.3. Comparaison entre les deux formalismes

Le formalisme de Lagrange est le plus adapté pour le calcul du modéle dynamique

direct, il est souvent employé pour la modélisation et la simulation du systeme.

Par contre le formalisme de Newton-Euler est utilisé pour la commande en temps réel
car il offre une réduction considérable dans le temps de calcul du modéle dynamique inverse

comme le montre le tableau (1.1).

Formalisme Multiplication Addition
1 5 1 1 1
4 3 a2 2 4 — 3 129 = 2
322n +8612n +1714n 5n +663n+ 92n
Lagrange 1 1
+53-n—-128 +42=-n-96
3 3
Newton-
150n — 48 131n—-48
Euler

Tableau 1.1 : Nombre d’opérations effectuées par chaque formalisme [5]
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1.6. Paramétrage du modeéle dynamique

A chaque corps du robot manipulateur est associé un vecteur & € R® ™ ditvecteur des

parametres inertiels [4] :
lmu mSlxl msly’ m§i21 Iixx ’ Iiyy ’ Iizz ’ Iixy ’ Iiyz ’ Iisz (1'43)

L’implantation d’une loi de commande dynamique nécessite la connaissance au
préalable de ces parameétres. Ces derniers étant tres difficiles a mesurer, alors recourir a une

méthode d’identification s’avére la meilleure solution.

En général, le modele dynamique peut s’écrire comme le produit d’une matrice
triangulaire supérieure W et d’un vecteur € ; vecteur global des parametres inertiels de

dimension 10.n regroupant les parameétres de chaque corps i.

Tl [WlT W12 Wln] 51
0 sz Wzn 6.2 (144)

[r———

wl Lo . OW,EJ £,

Ou d’une maniére compacte :
T =W(q,9,4)0 (1.45)
W e R"™10mest  une matrice dépendant des positions, vitesses et accélérations

angulaires q , g et §

1.7. Simulations et résultats

1.7.1. Modélisation dynamique du systéme

Pour nos travaux de simulation, on considére un bras manipulateur rigide a deux degrés de
liberté représenté sur la figure (1.5). Le modele dynamique (1.23), définissant les équations de
mouvement du robot, qui permet d’établir les relations entre les couples ou forces exercés par
les actionneurs et les positions, vitesses et accélérations des articulations est pris en
considération. Le formalisme de Newton-Euler [11] basé sur les théorémes généraux de la

mécanique est utilisé pour la représentation de notre systeme.
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) 22 N Moteur2
]

U X1

Moteur 1

Figure 1.5 : Structure du manipulateur a deux degrés de liberté étudié
ou
q(2 x 1) : Vecteur des positions articulaires.
q(2 x 1) : Vecteur des vitesses articulaires.
U2 x1)=(U; U,)T :Vecteur des couples d’entrée.
e Les parametres du modéle

Les parametres de synthese du bras manipulateur a deux degrés de liberté (2ddl)
utilisésdans notre travail sont (Tableau 1.2) avec :

Ji : Moment d’inertie du solide (segment) i.
C; : Coefficient de friction visqueuse correspondant a chaque solide.

Kj : Gain du moteur (actionnaire) i.
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Solide 1 Solide 2
m; = 2.53 kg m, = 0.426 kg
L;=0.3m L,=0.3m
l,;=0.201 m l, =0.092 m
J;=0.606 kg m? J, = 0.268 kg m?
J,"=0.746 kg m? Jyo = 0.272 kg m?
C1=9.33 Nm s/rad C,=1.81 Nm s/rad
Ki= 2.79 Nm/V Ko =1.74 Nm/V

Tableau 1.2 : Parametres du bras manipulateur & 2ddl [12]
Par application du théoréme d’Huygens, on obtient :
Ji=)e1 + maLi
Jer =J1 + mylf
Je2 =J2 + myl3
On définit :

> Matrice d’inertie :

M(q) _ mzl% + Zmzzlllzcosgéhz) + (m1 + mz)l% mzl% + m2l122COSi:’_Cq2) (146)
myl5 + myl; l,cosiyg,) myl5
» Matrice des termes centrifuges et de Coriolis :
—2myly 1psinify,) g, —mzlllzsmigéklz)%)
C(q) = ( AT 1.47
@) myly Ly sinify;) gy 0 (1.47)
» Vecteur des forces de gravité :
mylygcosiig; + q;) + (my + my)l; gcosify)
G(q) = [ 1.48
@) mylgcosiy; + q;) (1.48)
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1.7.2. Résultats de simulation

Le systeme etudié comporte deux corps rigideset les équations de ses mouvements sont
déduites en utilisant le formalisme de Newton-Euler. La décomposition des forces et moments
appliqués aux deux articulations et aux centres de masse des deux corps permettent d’aboutir
a des équations différentielles non-linéaires[13]. La résolution de ces dernieres, réalisée sous
le logiciel Matlab, nécessite des conditions initiales pour les variables articulaires (position et
vitesse)et permet de représenter la dynamique de ces variables.

Les équations de la dynamique nous permettent de représenter notre vecteur d’état par la

formulation suivante :

x = [q1419292]" (1.49)

Les travaux suivants montrent la dynamique des variables articulaires q;, q,, 41 et g

selon différentes conditions initiales.
1¥ Cas: Xo=(-7/20 0 0)

Positions angulaires

91,92 (rad)

i

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
t (s)

Figure 1.6 : Dynamique des positions angulaires des deux articulations
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2°™Me Cas :

91,92 (rad)

Vitesses angulaires

15 I
dgl
—dg2
10
5

dgl,dg2 (rad/s)
o

'
)]

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
t(s)

Figure 1.7 : Dynamique des vitesses angulaires des deux articulations
Xo = (-n/20 —x/3 0)

Positions angulaires

NalNIaS;
MM TN

-1.8

-2 ““ - “ “ / 4

o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t(s)

Figure 1.8 : Dynamique des positions angulaires des deux articulations
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Vitesses angulaires

dgl
|l dg2

dg1,dg2 (rad/s)
o [l

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
t (s)

Figure 1.9 : Dynamique des vitesses angulaires des deux articulations
3*M Cas Xo=(-7/6 0 -z/3 0)

Positions angulaires

0
ql
Q2 7
-0.5
1
3 |
g |
~ -1.5 :
lon )
— |
(on [
_2 ‘f‘
-2.5
-3

o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t(s)

Figure 1.10 : Dynamiqgue des positions angulaires des deux articulations
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Vitesses angulaires

15 ‘
dgl
—dg2
10
5

dgl,dg2 (rad/s)
o

-10

-15

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
t (s)

Figure 1.11 : Dynamique des vitesses angulaires des deux articulations

4% Cas 1 X0 : (/2 0 -m/2 0)

Positions angulaires

15

ql

e g2

0.5

91,92 (rad)
o

0o o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t(s)

Figure 1.12 : Dynamique des vitesses angulaires des deux articulations
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Vitesses angulaires

0.1 I

0.08

0.06

0.04

0.02

dql,dg2 (rad/s)
o

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

0o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t(s)

Figure 1.13 : Dynamique des vitesses angulaires des deux articulations

Les figures (1.6), (1.8) et (1.10) montrent les trajectoires libres des deux articulations q; et g3
du bras manipulateur sous différentes conditions initiales imposées pour la résolution des
équations différentielles régissant la dynamique du modéle. On constate que selon le choix
des conditions initiales, on peut obtenir différentes trajectoires ou différents mouvements pour
les deux articulations. Les figures (1.7), (1.9) et (1.11) montrent 1’évolution des vitesses des
deux articulations du bras manipulateur. La méme constatation peut étre faite concernant ces

derniéres. On obtient aussi différentes variations de mouvement de ces vitesses articulaires.

Les figures (1.12) et (1.13) illustrent les positions et vitesses reelles des variables articulaires
sous les conditions initiales choisies. Dans ce quatrieme cas des travaux de simulation, on
constate qu’on est en présence d’un exemple de stationnarité. En effet, on remarque que les

positions angulaires sont stables et correspondent aux conditions initiales imposées.
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De méme, en ce qui concerne les vitesses angulaires, on remarque qu’elles sont stationnaires
et correspondent & des valeurs nulles. On peut dire dans ce cas-la que le manipulateur est au

repos.

1.8. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons exposé les différents modeles utilisés pour décrire les

mouvements des articulations d’un manipulateur.

Le modeéle dynamique du manipulateur étudié, engendré par le formalisme de Newton-
Euler, est également présenté.

Pour montrer I’évolution des variables articulaires au cours du temps, selon différentes
conditions initiales, des travaux de simulation ont été réalisés. Ils montrent différentes
trajectoires possibles pour les positions et vitesses articulaires du modele qui déterminent la

dynamique réelle du manipulateur.
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CHAPITRE 2

COMMANDE OPTIMALE LQR

2.1. Introduction

Durant les deux derniéres décennies, plusieurs travaux ont été dédiés a la robustesse
des systémes. Toutes les techniques développées permettent une approche de la commande
qui garantit un fonctionnement satisfaisant d’un processus indépendamment des incertitudes
existantes tant au niveau du processus lui-méme que les perturbations susceptibles d’agir sur
le processus au cours de son évolution. Plus particulierement, plusieurs travaux ont été menés
dans ce sens et concernent la commande optimale LQR dont les propriétés de robustesse sont

trés appréciables.

On parle de commande linéaire quadratique : LQ ou LQR pour Linear Quadratic

Regulator.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au développement de la commande LQR,
nous aborderons également sa robustesse, puis on exposera les résultats de simulation obtenus

suite a I’application de cette commande au systeme étudié.
2.2. Commande Optimale (Contr6le Linéaire Quadratique)

Ce régulateur est encore connu sous le nom de "Gain de Kalman". 1l consiste a trouver
une loi de commande optimale u(t) en boucle fermée qui permet d'assurer les performances
désirées.

La commande LQR en boucle fermée possede les avantages suivants:

» Robustesse par rapport aux perturbations et a lI'incertitude sur les parametres.
» Méthode autorégulée.

> Réduction de la sensibilité.
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L'objectif de cette commande est de minimiser une fonction de codt quadratique basée
sur les énergies de commande et énergie de sortie. Cette fonction de colt est définie selon
I'expression suivante:

J =5 [(" Qx +uT Ru)dt (2.1)

R et Q sont des matrices de pondération. Ces matrices sont définies positives et leurs éléments
sont choisis de sorte a assurer une pondération relative aux variables d’état individuelles et a
la loi de commande a I’entrée du systéme.

Le systeme contrdlé par le gain de Kalman ainsi calculé, est illustré en schéma bloc a

la figure suivante :

ut) X(t)

A
o
—_
A

A

A

-K

Figure 2.1 : Représentation du systéme contr6lé par un régulateur LQR

2.2.1. Commande LQ a horizon fini

e Formulation du probleme :

Soit le probléeme de commande optimale du systeme :

x = A(t)x + B(t)u (2.2)
avec le critere :
1 trl
J(xo, to, u) = 5 xpSxp + ftof > (xTQ(®)x +u"R(Hw)dt (2.3)
Les matrices Q, R et S étant symétriques avec Q et S >0 et R >0.

L’hamiltonien S'écrit alors :
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H(x,up,t) = pT A(®)x +pTB(u +5 (x"Q(0)x + u"R(t)) (2.4)

L hamiltonien vérifie les conditions suivantes :

» Equation de I'état adjoint

p=—2=-a"(thp - Q(D)x (25)

» Condition de transversalité

p(tr) = Sxf (2.6)

> Absence de contrainte sur la commande

S =BT(t)p+ROU=0 (2.7)
De I'équation (2.7), on déduit :
u =—R BT (®)p (2.8)
Alors I'équation dynamique du systéme s'écrit :
x = A(t)x — B{)R1(t)BT (t)p (2.9)
Les équations (2.5) et (2.9) peuvent se mettre sous la forme d’un systéme matriciel appelé

systeme hamiltonien [14]:

d[x]_ A —B(t)R‘l(t)BT(t)“;] (2.10)

a lpl — 1-q(p) —AT (£)
Ecrivonsp = P(t)x, comme nous y incite (2.6), avec :

La condition finale P(t;) = S, p = Px + Px, et l'équation d'état (2.2) du systeme,

I'équation (2.5) s'écrit (en omettant la référence au temps afin d’alléger les notations) :
(P+PA + ATP—PBR™'B™P + Q)x = 0 (2.11)
La solution est alors obtenue en résolvant I'équation (différentielle) de Riccati suivante :

(P+PA + AP —PBR™'BTP + Q) =0 (2.12)
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avec la condition finale :

On montre que la condition :

x"(P+PA + AP — PBR™'B™P + Q)x = 0 (2.13)
S’écrit aussi [15] :
;—t (x"Px) + x"Qx + u"Ru =0 (2.14)
Le critére:
J(xg, to,u) = %foxf + fttof%(xTQ(t)x +uTR(H)u)dt (2.15)
S’¢écrit alors :
J(xo, to, u) = %(foxf — ti)f;—t(xTPx)dt) (2.16)

Soit, avec la condition de transversalité S = P(tr) :
J(xo, to,u) = %ng(to)xO (2.17)
Le minimum du critéere est donc :
J o) = Jo(xo, to, @) = 525 P(to)g (2.18)
La commande optimale obtenue s'écrit comme un retour d'état : u = —Kxavec :
K =R 'BTP (2.19)
2.2.2. Commande LQ a horizon infini
Nous nous intéressons ici au cas du systeme LTV (linéaire a temps variant) précédent ou
JGo to,w) = [, % (TQ(Ox + uTR(Dw)dt (2.20)

On montre que ce critere est fini si le systeme est stabilisable a tout instant t, (c¢’est-a-
dire qu’a chaque instant, il existe un K(t)tel que les valeurs propres de (A — BK) soient a partie
réelle négative). Remarquons par ailleurs que la partie du critére concernant I’état final n’est
plus pertinente car, sur un horizon infini, I’état tend vers zéro si le systéme bouclé est stable
[16].
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Dans le cas d’un probléme LTI (linéaire a temps invariant), la commande optimale est
un retour d’état statique u = —Kxou Kest exprimé par I’équation (2.19) et ou Pvérifie

I’équation algebrique de Riccati :
PA + ATP—PB R'BTP + Q=0 (2.21)

2.2.3. Commande LQ a temps discret & horizon fini

e Formulation du probléme :

Soit le systeme dynamique a temps discret defini par :

x(k + 1) = A(K)x(k) + B()u(k) (2.22)
avec .

La condition initiale x(0) = xyet cherchons la commande minimisant le critére [16] :

J = %Zﬁi’& x" (k)Q(k)x (k) + u' (k)R (k)yu(k) (2.23)

Ce probléme est plus simple que celui a temps continu car il s’agit ici d’un probléme dont les
inconnues sont les n + 1 valeurs de u(k) et non plus une fonction du temps. Il s’agit d’une

minimisation de (2.23) sous les contraintes (2.22). Le Lagrangien s’écrit alors :
L=y (%xT(k)Q(k)x(k) + %uT(k)R(k)u(k) +pT(k + 1) (—x(k + 1) + A(k)x(k) +
B(k)u(k))) (2.24)

et la solution optimale vérifie les équations suivantes :

oL

e = Rull) + BT ()p(k +1) = 0 (2.25)
L Q)x(k) — p(k) + AT (R)p(k + 1) = 0 (2.26)
ap ka+1) = —x(k+1) + A(k)x(k) + B(k)u(k) =0 (2.27)

L équation de la commande (2.25) donne :
u(k) = =R (k)BT (k)p(k + 1) (2.28)

La derniere commande u(n) n’a aucun effet sur 1I’évolution du systéme sur 1’horizon

considéré ; sa valeur optimale est donc nulle.

un) =0 (2.29)
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On a ainsi d’apres (2.25) :
p(n+1)=0 (2.30)

et d’apres 1’équation adjointe (2.26) :

p(n) = Q(n)x(n) (2.31)

Il s’agit d’un probléme aux deux bouts : une condition initiale est disponible pour I’état alors
que c’est une condition finale qui est disponible pour 1’état adjoint. Ainsi, la résolution du
probléme doit se faire pour I’ensemble de la trajectoire, ce qui peut représenter une charge de

calcul élevée dans le cas d’un horizon n élevé.

e Formulation sous forme d’équation de Riccati :
Les équations précédentes peuvent étre résolues directement en x et p. On peut aussi
adopter la démarche suivante, basée sur un changement de variable suivant, pour la

variable adjointe :

p(k) = P(k)x(k) (2.32)

ou P(K) est une matrice qu’il faudra déterminer; P(n) = Q(n). La commande u(k) vérifie

alors :

R(Ku(k) = =BT (k)P(k + Dx(k + 1)

= —BT(k)P(k + D)(A(k)x(k) + B(k)u(k)) (2.33)
On peut donc écrire :
u(k) = —K(k)x (k) (2.34)
avec:
K(k) = R~ ()BT (k)P(k + 1)A(k) (2.35)
ol
R(k) = R(k) + BT (k)P (k + 1)B(k) (2.36)

Il reste maintenant a déterminer la matrice P(k). Partant de(2.26), on obtient :

P(k)x(k) = Q(k)x(k) + AT (k)P(k + D)x(k + 1)

33




Chapitre 2 Commande Optimale LQR

= Q(k)x(k) + AT (k)P (k + 1) (A(k)x (k) + B(k)u(k)) (2.37)
En utilisant (2.34), 1’équation ci-dessus se réécrit :
P(k)x(k) = [Q(k) + AT(k)P(k + 1)(A(k) — BU)K (k))]x (k) (2.38)
Comme cette équation doit étre vérifiée pour tout x(k), il est nécessaire [17] que :
P(k) = Q(k) + AT (k)M (k + 1) A(k) (2.39)
avec :
M(k+1)=P(k+1)—P(k+ 1)B(k)(R(k) + BT (k)P(k + 1)B(k)) BT (k)P(k + 1)
(2.40)

Cette équation récursive a inconnue matricielle est appelée équation de Riccati discrete. Sa
condition finale est P(n) = Q(n) et sa résolution se fait donc a rebours. Dans le cas de
systéemes LTV ou les matrices A et B dépendent effectivement de k ou si c’est le cas des
matrices de pondération Q et R, cela suppose de connaitre a I’avance 1’ensemble des matrices

pourk =0....n.

2.2.4. Critéere a horizon infini

Cherchons la commande minimisant le critére :
J =5 %0 x" (k)Qx (k) +u” (k)Ru(k) (2.41)

Il s’agit du critére précédent ou n tend vers 1’infini.
Dans [18], I’auteur montre que pour un systéme LTI, le gain du retour d'état est constant et
s'écrit :

K = (R + B"PB)™'B"PA (2.42)
ou :
P est une solution de I'équation algébrique de Riccati discrete:

P =Q+A"(P-PB(R+B"PB) 'B"P)A (2.43)
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2.3. Robustesse de la commande LQ

2.3.1. Différence de retour
A partir de I’équation de Riccati, faisons apparaitre les termes sI — Aen ajoutant PsI —

sIPou [ est la matrice unité [19] :
P(sI —A) + (=sI — AT")P + PBR™'BTP = @ (2.44)
Multiplions & droite par (sI — A)~!Bet & gauche par : B'(-sI- A")™* :
BT (—sI — A")"'PB + B"P(sI — A)"'B + BT (—sl — AT)"'PBR™'BTP(sI — A)~'B
= BT(—sI — AT")71Q(sI — A)'B (2.45)
En notant que d’aprés (2.19), on a B'P = RK et PB = K'R, on obtient :
BT(—=sI —AT)"'KTR + RK(sI — A)™'B + BT (—sI — AT)"'PBR™'BTP(sI — A)~'B
= BT (—sI — AT)"1Q(sI — AT)"'B (2.46)
Le premier membre de I’égalité s’écrit :
(I +BT(—sI —AT)"'K™R(I + K(sI —A)™'B) — R (2.47)
On obtient finalement I’équation de la différence de retour [20] :
(I +BT(—sI —AT)"'K™R(I + K(sI — A)™'B)
=R+ BT (—sI — A")"1Q(s1 — AT)"'B (2.48)
2.3.2. Marges de stabilité
Reprenons I'équation de la différence de retour en fréquentiel avec s = jwet en notant :
H(jw) = (jwl — A)™B. On obtient alors pour tout w:
(I + KH(w))" R(I + KH(jw)) = R + H" (jw)QH (jw) (2.49)
ou :

M est le hermitien de M, c’est-a-dire le conjugué transposé. On en déduit alors I’inégalité de

Kalman :

(I + KH(jw)) R(I + KH(jw)) = R (2.50)

Restreignons nous au cas oll R = pl et factorisons Q en Q = L'L. L'égalité (2.49) s'écrit alors :
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(1 + KH(j)" (1 + KH(@)) = I + = (LH(j))" (LH o)) (2.51)

Dont on déduit les valeurs singulieres de I + H(jw)K[21]:

o,(1+ KH(jw)) = \/Ai((l + KH(jw)" (I + KH(jw)) (2.52)
- \/Ai (I + % (LH(jw))! (LH(jw)) (2.53)

- J 1+ 207 (LH () (2.54)

>1 (2.55)

ou:
A; représente la i°™ valeur propre. En monovariable, ce résultat s’interpréte facilement sur le
lieu de Nyquist, comme le fait que la distance au point —1 est toujours supérieure al. Ainsi, la

commande LQ présente la propriété de robustesse suivante : sa marge de module est égale al.

On en déduit ainsi les intervalles dans lesquels le gain et la phase peuvent varier :
- gain] 0.5 ; 400 [ ;
- phase] - 60° ; 60° [ ;

2.4. Structure des régulateurs

Lorsque des signaux de consigne y* sont donnés pour certaines composantes y de X,
comment les intégrer a la loi de commande? Imaginons que les consignes concernent les

premiéres composantes de x et décomposons X et K ainsi :
Kx = [K,K,] [32’ ] (2.56)
Alors la loi de commande sera :
u=K, Q" -y —K,z (2.57)

Si y est donné par une loi de type équation de sortie, y = Cx, on peut effectuer un changement
d'état de sorte que le nouveau vecteur d'état contienne y, par exemple en utilisant la forme

canonique d’observabilité.

La commande LQ est de type proportionnel. Dans le but d’améliorer les performances

en régulation en présence de perturbations constantes, il est souhaitable d’ajouter un effet
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intégral. Imaginons, a titre d’exemple, que la premiére composante x;de x doive étre asservie

a xjsans erreur statique. Construisons I'état supplémentaire :

t *
I = [, (o (1) - xf (1)de (2.58)
avec I’équation correspondante :

En considérant x;comme une perturbation constante et, de ce fait, en ne ’intégrant pas dans

le modele, I'équation d'état du systéme augmente de son nouvel état I;s'écrit :
Xe = A, (t)xe - B, (t)u (260)

ou le vecteur d'état augmenté est :

x
xo =1 | (2.61)
et les matrices d'état sont :

A Onxl

e P (2.62)

-l

Sur ce modéle, un régulateur K, € R™*"*1 de type LQ peut étre synthétisé. Décomposons K

selon :
K,x, = [KK|] [i] (2.64)

Le régulateur obtenu, d’entrées X et x7, et de sortie u est un systéme dynamique d’ordre 1 de
modéle d'état :

il = X1 — x{
{u = _K111 — Kx (265)

La consigne x;peut aussi étre retranchée a x;; d’autres consignes peuvent étre intégrées de la
méme maniere en retranchant leur valeur a I'état correspondant. Si une commande en boucle
ouverte (feed-forward) est disponible, elle peut étre également intégrée; la commande sera

alors la somme de la commande en boucle fermée et de la commande en boucle ouverte.
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2.5. Choix des pondérations

Il est intéressant de remarquer d’abord que la multiplication des pondérations Qet Rpar
un méme scalaire laisse inchangé le gain K. En effet, soit Psolution de (2.21) et soit le
nouveau probléme basé sur les pondérations Q = AQ et R = AR. On vérifie que : P = APest

une solution de I'équation de Riccati correspondante. En effet :
K =R'BTP=RB"P = K (2.66)
1. Au départ, on choisit géneralement des pondérations égales aux matrices identité.

2. Dans une seconde étape, on accéléere ou décélére globalement le systeme en multipliant la
matrice Q par un scalaire X (accélération avec A> 1 et décélération avec A < 1) jusqu’a obtenir

une dynamique moyenne adaptée.

3. Dans le cas ou certains états auraient des dynamiques trop lentes par rapport a d’autres, on

peut choisir d’augmenter la pondération de Q correspondant aux premiers.

4. Dans le cas ou certains actionneurs seraient trop sollicités par rapport a d’autres, on peut

choisir d’augmenter la pondération de R leur correspondant.

Les étapes 2, 3 et 4 peuvent étre réitérées dans 1’ordre souhaité jusqu'a obtenir un correcteur

satisfaisant le cahier de charges.

2.6. Simulations et résultats

Les stratégies de contrdle des robots rigides utilisent comme hypothese de base le fait
gu’un positionnement précis des articulations implique nécessairement un positionnement
précis de I’extrémité du robot. Les stratégies utilisées sont donc généralement appliquées
localement en implantant des lois de commande au niveau de la position et de la vitesse des

articulations.

Dans ce qui suit, on va voir I’effet de la loi de commande LQR sur les positons et les
vitesses des deux articulations du bras manipulateur (2DDL) étudié dans ce mémoire.
2.6.1. Utilisation des criteres quadratiques pour la détermination des gains

L’objectif de la commande optimale est de déterminer un vecteur de commande u(t)
qui conduit le systéme vers un état deésire de telle fagon a ce que durant le processus un critere

de performance est minimise.
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Dans le but de minimiser la fonction de codt (2.20), et surtout pour déterminer le

signal de commande optimal, nous devons résoudre 1’équation algébrique de Riccati (2.21).

La résolution de cette derniére, par le logiciel Matlab, permet de déterminer en plus de

ses racines P, le gain K ainsi que les valeurs propres du systeme étudie.

e Représentation d’état du systéme étudié

Les équations de la dynamique (1.23) peuvent s’écrire en utilisant le changement de

variable ci-dessous :

q=Xx1
{q — (2.67)
avec :
[N L 61'1]
1= [QZ] © d q2

Alors, de (1.23) et (2.67) la représentation d’état suivante est obtenue :

{. o aEn (2.68)
X =4 =M(q) [t—C(q,4)q - G(q)]

Les parametres de 1’équation d’état du modele considéré sont donnés dans [13] et

représentés par les formules suivantes :

0 1 0 0
_ 1 1
A= b ¢ ) 0 | (269)
‘1 el 1
0 % G+ 0
0 0
[f—i |
B lol 0 (2.70)
_K 1,1
Ji KZ(JI t )
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Donc, on obtient les matrices suivantes :

0 1 0 0 0 0 100 0
o -125 243 o, |374 ol . 1o 1 0 o
A=lo 00 71 o= ol“=lo 0o 1 0
0 125 -91 0 _3.74 874 00 0 1

2.6.2. Résultats obtenus

Pour nos calculs, les matrices de pondération Q et R sont choisies comme suit :

1 0 0 O

1 1 0

Q:I4X4 = 8 0 (1) 8 ' R:IZXZ = [0 1
0 0 0 1

» La résolution de I’équation de Riccati nous permet d’obtenir pour la matrice P

les valeurs suivantes :

3.5466 0.2860 —0.4201 0.0251
0.2860 0.0977 0.0531 0.0420
—0.4201 0.0531 1.4315 0.1117
0.0251 0.0420 0.1117 0.0620

p=

» Le gain de Kalman obtenu est représenté par les valeurs suivantes :

_[0.9757 0.2084 —0.2191 -0.0748

K= 0.2191 0.3672 0.9757 0.5421

» Les valeurs propres qu’on obtient en boucle fermée sont les suivantes :

—18.5069

_ | —7.8007
E= —0.8042

—0.2815

Dans la suite, on présente les différents résultats de simulation obtenus par application
de I’approche LQR sur le manipulateur étudié au premier chapitre en utilisant des poursuites

de trajectoires.
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Poursuite des Positions Articulaires

gl désiré

0.09F Articulation g1 | |

0.08 -

0.07

0.06 -

0.05+

gl (rad)

0.04 -

0.03 -

0.02 -

0.01+

'0.0l 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Temps (s)

Figure 2.2 : Poursuite de la position angulaire de la 1% articulation

Poursuite des Vitesses Articulaires
0.005 \ T T \ \

\itesse désirée | |
Vitesse dqgl

-0.005

-0.01

-0.015

dgl (rad/s)

-0.02

-0.025

-0.03

-0.035 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Temps (S)

Figure 2.3 : Poursuite de la vitesse angulaire de la 1% articulation
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Poursuite des Positions Articulaires

O.l T T T T T T
g2 désiré
Articulation g2
0.08 -
0.06 -
=)
E 004 .
N
o
0.02 -
0
_002 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps (S)
Figure 2.4 : Poursuite de la position angulaire de la 2°™ articulation

Poursuite des Vitesses Articulaires
0-01 T T T T T

\vitesse désirée

0.01 Vitesse dqg2

-0.02

-0.03

dg2 (rad/s)

-0.04

-0.05

-0.06

0.07 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Temps (S)

Figure 2.5 : Poursuite de la vitesse angulaire de la 2°™ articulation
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Erreur (rad)

Erreur (rad)

0.01
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Figure 2.6 : Erreurs de poursuite de position de la 1% articulation
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Figure 2.7 : Erreurs de poursuite de position de la
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Erreur (rad/s)

Erreur (rad/s)
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0.015
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0.005

-0.005
0

Erreurs de poursuite de dql

Commande Optimale LQR
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Figure 2.8 : Erreurs de poursuite de vitesse de la 1% articulation
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Signal de commande
0.01 ‘ ‘ ‘

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

Commande ul (N.m)

-0.05

-0.06

-0.07

20.08 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Temps (S)

Figure 2.10 : Commande U;appliquée au 1°" actionneur

Signal de commande
0-02 T T T

-0.02 B

-0.04 B

-0.06 B

Commande u2 (N.m))

-0.08 i

0.12 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Temps (S)

Figure 2.11 :Commande U,appliquée au 2™ actionneur
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Les figures (2.2), (2.3), (2.4) et (2.5) montrent des exemples de poursuites de trajectoires pour
les positions et vitesses des deux articulations. On constate que la convergence des variables
articulaires de la deuxiéme liaison est beaucoup plus rapide que celle des variables articulaires
de la premiere liaison. Cette lenteur relative est tout a fait normale et permet au second

segment du manipulateur de se positionner rapidement par rapport a 1’organe terminal.

Les figures (2.6), (2.7), (2.8) et (2.9) montrent que les erreurs en position et en vitesse aux
deux articulations sont nulles en régime permanent. Les erreurs de suivi engendrées a la

premiére articulation sont beaucoup plus importantes que celles de la deuxiéme articulation.

Les figures (2.10) et (2.11) montrent un temps de réponse relativement acceptable, qui
explique que les deux actionneurs répondent lentement aux signaux de commande appliqués.
Le signal de commande appliqué a la deuxiéme articulation est plus court et prend moins de
temps que celui appliqué a la premiere articulation.

2.7. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude détaillée sur la commande optimale
LQR. Nous nous sommes ensuite intéressés a son application sur un manipulateur rigide a
deux degrés de liberté pour montrer son efficacité. Les résultats obtenus sont encourageants,
concordent a la réalité et montrent avec conviction I’aspect pratique positif de cette théorie de

commande.
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CHAPITRE 3

COMMANDE ROBUSTE

3.1. Introduction

La robustesse traduit I’invariance du comportement entrée-sortie vis-a-vis des
incertitudes de modélisation et/ou de la variation de certains parametres du processus a
commander ou des perturbations susceptibles d’agir sur le processus au cours de son

évolution.

La commande élaborée est dite alors robuste dans le sens ou elle permet de répondre a

divers objectifs tels que :

. Performances en stabilité : le systéme bouclé doit rester stable dans une plage donnée
quelques soient les variations du processus ou en dépit de la présence d’éventuelles
perturbations additives.

o Performances du systeme bouclé : temps de réponse, bande passante, dépassements

admissibles,...

L’¢élaboration d’une commande robuste se fait a partir d’'un modéle nominal le plus
souvent linéaire. La commande robuste "calculée" permet de garantir des performances en
stabilité et des performances en boucle fermée pour une classe de processus éventuellement

non linéaires.

Dans ce chapitre, on va montrer un apercu théorique sur la commande robuste, puis on
exposera les résultats de simulation obtenus suite a 1’application de la commande LQR

robuste au systeme étudié.
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3.2. Approches de robustesse

La littérature spécialisée propose une multitude de structures de commandes robustes.
Chacune d’elles se veut optimale et permet de donner des qualités et des marges de robustesse

trés grandes. Ces approches de robustesse peuvent étre classées en deux grandes classes :

» Approches basées sur I’utilisation d’un modg¢le.

» Approches basées sur les signaux et variables mesurables.

3.2.1. Approches basées sur P’utilisation d’un modéle

Ces approches peuvent étre appréhendées dans 1’espace d’état ou dans le domaine

fréquentiel.
Dans I’espace d’état, on peut citer les méthodes suivantes :
e Méthode LQ (Linéaire Quadratique) :

Dans sa version la plus simple, la commande LQ cherche a minimiser 1’énergie du
signal de sortie, c’est-a-dire min||y||2, sous I’hypothése que 1’entrée correspond a un bruit

blanc.

Kalman [22] a montré que la commande optimale a critere quadratique par retour d’état

garantit des marges de robustesse trés satisfaisantes.

e Méthode LQG (Linéaire Quadratique Gaussienne) :

Souvent la structure LQ est limitée par la connaissance du vecteur d’état. Dans ce
sens, on associe & la commande LQ un observateur de Kalman (commande LQG) qui permet

de reconstruire asymptotiquement les états du systéme a commander.
Dans I’espace fréquentiel, on peut citer les méthodes suivantes :
e Commande H infini (H,) :

La commande H, regroupe un ensemble d’outils permettant de résoudre le probléme
de la robustesse moyennant 1’utilisation d’une forme standard. L’¢laboration d’une commande

robuste peut étre congue comme une optimisation de la norme H,, d’une matrice de transfert.

48




Chapitre 3 Commande Robuste

L’appellation H,, provient du fait que la norme induite L, d’un opérateur linéaire

dans le temps correspond a la norme L., de la réponse fréquentielle.

e Commande CRONE (Commande Robuste a Ordre Non Entier) :

La commande CRONE a été introduite par : A. Oustaloup, en 1981[23].

L’originalité de cette approche est d’introduire des dérivations non entiéres (M : non entier)

dans le correcteur :

m

_ 14+S/wq
C(s) = Ko (1+S/wb) (3.1)

Ce qui permet d’assurer la robustesse de la marge de phase et donc le coefficient

d’amortissement.

On peut citer d’autres structures de commandes robustes qui peuvent appartenir a 1’espace

d’état ou a I’espace fréquentiel, telles que :

» Commande adaptative.

» Commande prédictive.

3.2.2. Approches directes sans modele explicite

Les méthodes précédentes sont basées sur I’existence et la mise en ceuvre d’un modele
du processus. Deux approches complétement différentes ont été¢ développées et n’utilisent pas

de modéle, du moins sous forme explicite.

La premiere basée sur la mise en ceuvre de réseaux de neurones, qui permet de réaliser
un systeme de commande par apprentissage. L’élément de base dans ce type de structure est
le neurone. Les réseaux sont associés en couches et fonctionnent par apprentissage et ne sont

donc jamais mis en ceuvre directement mais initialisés avant la mise en service.

La seconde correspond a la commande floue, dont le principe a été initialement établi
par L. Zadeh en 1973, puis développé par plusieurs autres chercheurs. Le principe de la
commande floue est de générer une loi de commande a partir d’un ensemble de regles floues.

Chaque regle correspond a une classe de situations établies préalablement.
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3.3. La robustesse en stabilité
3.3.1. Les marges de robustesse
p
+l
r + + Y
C(s) G(s) _'

A 4

Figure 3.1 : Structure en boucle fermée classique

Considérons le systeme asservi de la figure (3.1), dans le quel G(s) représente la
fonction de transfert d’un procédé et C(s) celle d’un correcteur. On appelle r le signal de

référence, y la sortie, u la commande et P une perturbation.

On obtient a partir de ce schéma bloc la relation suivante :

G - 1
Y =1+ 14CG

P (3.2)
Cette relation fait intervenir les deux fonctions de transfert suivantes qui caractérisent le
comportement du systeme asservi :

cG
T =
14C6

(3.3)

1
T 14C6 (34)

S représente le transfert entre la sortie et la perturbation et T le transfert entre la consigne et

la sortie.

L’analyse de la robustesse en stabilité fait appel au critére de Nyquist (figure 3.2). La
robustesse en stabilité est assurée par :

> Le régulateur K(s) stabilise le processus Nominal Gy(s).
» Lavariation §Gy(s) ne modifie pas le nombre de p6les instables de G(s).

» La variation extréme du lieu de Nyquist n’atteint pas le point -1.
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Les indicateurs de la robustesse en stabilité sont [24] :

» Marge de phase Ag
» Marge de gain-phase AM
» Marge de retard At

La fonction de transfert en boucle ouverte (BO) est Hg,(s)= K(s)G(s). En faisant varierw,on
trace le lieu de Nyquist en BO (figure 3.2). En général, le domaine de variation de w est

compris entre 0 et 7.

e Marge de module AM
La marge de moduleAM, appelée également marge de gain-phase, exprime la plus petite

distance du lieu de Nyquist au point -1.

La marge de module est tres importante, car elle définit la valeur maximale admissible du
module de la fonction de sensibilité S,,,. De plus, elle permet de définir la tolérance vis-a-vis
des composants du systeme ayant des caractéristiques non linéaires ou variables dans le

temps.

Im(H)

1 /\ 1+ RE(H)

AM

|H| =]

Figure 3.2 : Marges de robustesse
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e Marge de retard At

La marge de retard At définit le plus grand retard admissible par le processus sans altérer sa
stabilit¢. En d’autres termes, elle représente la valeur maximale de la variation ou de
I’incertitude sur le retard du systéme qu’on peut tolérer pour le transfert de la boucle sans

entrainer 1’instabilité.
e Marge de phase A

La marge de phase est le changement de phase de la fonction de transfert en boucle ouverte a
gain unitaire qui rend le systeme en boucle fermée instable. Une marge typique de cette

grandeur utilisée pour une conception robuste est 30° < Ap < 60°.

3.3.2. Erreurs de Modélisation

La base pratique de la robustesse est un concept d’ensemble. Les incertitudes ou les

variations du procédé sont supposées appartenir a un domaine donnée qui peut étre grand.
Les incertitudes de modélisation peuvent étre scindées en deux catégories :

Incertitudes structurées : elles correspondent aux imprécisions de détermination d’un

parametre physique du systeme.

Incertitudes non structurées : elles concernent des incertitudes provenant des diverses

sources. Ce type est souvent représenté par une seule perturbation d’un type donné.

Ay

A 4

Figure 3.3 : Erreur additive
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Ay

v+

v

A 4

Figure 3.4 : Erreur multiplicative

» Erreur additive :G,(s) = G(s) + A4(5)

» Erreur multiplicative :G,(s) = G(s)(1 + Ay (s)))

3.4. Spécifications traditionnelles

Pour la plus part des gens le concept de la performance d’un systeme est relatif aux
propriétés du systéme en boucle fermée a savoir le suivi de la consigne et le rejet des

perturbations. Cependant, il convient de distinguer entre :

» Les conditions liées a la robustesse de la stabilité : le systeme bouclé doit rester
stable quelles que soient les variations du processus.

» Les performances liées au comportement du processus : la réponse du systeme
bouclé doit rester acceptable en dépit des fluctuations des caractéristiques du

processus.

Les performances d’un processus peuvent s’exprimer sous divers aspects : temps de réponse,

bande passant, rejet de perturbations, dépassements admissibles, etc...
Les spécifications vont étre divisées en deux groupes :

» Spécifications dans le domaine temporel.

» Spécifications dans le domaine fréquentiel.
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3.4.1. Spécifications dans le domaine temporel

Les caractéristiques stationnaires sont parmi les plus simples des performances qu’on
donne a une structure de commande. En particulier, on s’intéresse ici a la valeur stationnaire

de I’erreur de poursuite e.

L’erreur stationnaire est définie comme étant la différence entre la consigne r et le
signal de sortie y pour un signal de test prescrit. Le signal de test peut également étre le signal

de référence r ou une perturbation P.

Avant que le processus n’atteigne son régime stationnaire, il passe par un
comportement dynamique transitoire ; ce dernier est considéré comme étant plus important

que le régime stationnaire.

On divise les différents criteres de performance en deux groupes :
> Critéres qui utilisent uniqguement quelques points de la réponse ;

> Critéeres qui utilisent la réponse entiére en boucle fermée de t=0 jusqu’a t=co .

Le premier groupe consiste en un critere de performance simple, basé essentiellement sur les

caractéristiques physiques de la réponse indicielle du systeme en boucle fermée.

e Temps de montée Tr : le temps que prend le signal de sortie pour passer de 10% a 90 %
de sa valeur finale.

o Temps d’établissement Ts : le temps nécessaire & la réponse pour se stabiliser en dessous
de 5% de sa valeur finale.

e Valeur de créte M : Valeur maximale du signal de sortie comparée a sa valeur finale

(donnée en %).

Le deuxiéme groupe, basé¢ sur la réponse totale de la boucle fermée, utilise 1’erreur pour la

formulation d’un critére des performances dynamiques.

Généralement les critéres les plus utilisés sont |'IAE et I’ISE. Le choix du critére a utiliser

dépend des caractéristiques du systeme et de ce qu’on exige a la sortie du processus.

» Intégrale de I’erreur absolue (Integrated Absolue Error) :
IAE = fO le(t)|dt (3.5)
» Intégrale du carré de I’erreur (Integrated Square Error) :

ISE = [ e(t)?dt (3.6)
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La différence principale entre |'IAE et |I'ISE, est que ce dernier pénalise le contrble large des

grandes erreurs, ce qui encourage une grande action de commande.

3.4.2. Spécifications dans le domaine fréquentiel

Les critéres usuels pour la description des performances dynamiques dans le domaine

fréquentiel sont :

* Pic de raisonnement My :le plus grand pic de la fonction de transfert en boucle
fermée.
= Largeur de bande Wy, : il existe plusieurs définitions de la largeur de bande :
»  Les valeurs de la fréquence w, pour lesquelles I’amplitude de la fonction de sensibilité
complémentaire descend en dessous de —3db.
> Laplage de fréquence w, ou I’amplitude de la fonction de sensibilité atteint la valeur 1.
» La valeur de w, ou I’amplitude de la fonction de transfert en boucle ouverte croise la

valeur 1. Cette valeur est appelée généralement la fréquence de coupure (w,).

Il n’y a pas de relation précise entre les caractéristiques du domaine temporel et celles
du domaine fréquentiel. Mais il existe certaines lois plus ou moins usuelles permettant une

translation approchée entre les deux domaines, par exemple :

T .22 (3.7)
=
/M, —1
M = % (3.8)

A partir de ces équivalences, on déduit que la largeur de bande W, est le facteur
dominant qui affecte le temps de montée T,, et que la valeur de pic M, est le facteur dominant

qui affecte la valeur de créte M.
La méthode classique de tester la robustesse d’un systéme est de spécifier les marges

de stabilité en utilisant les marges de gain et de phase.

3.5. Stabilité robuste

La stabilité robuste est la faculté qu’a un systéme, de rester stable malgré la présence
d’erreur (incertitude) de modélisation. Le systeme est stable d’une fagon robuste, si la

fonction de sensibilité complémentaire satisfaite la loi :
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ITW,llee <1 (3.9)

ou:

W, : La fonction de pondération.

3.6. Notion de la stabilité de Lyapunov

Face a un ensemble d’équations différentielles (pouvant étre non-linéaires), la
méthode directe de Lyapunov, consiste a choisir une fonction scalaire qui prend la forme
d’une fonction d’énergie, dite fonction candidate de Lyapunov, relative a la dynamique du
systeme, puis examiner la variation temporelle de cette fonction scalaire dans le but de

veérifier la stabilité du systeme ainsi défini par ces équations différentielles [10].

La fonction candidate de Lyapunov V(x), est en fonction de 1’état du systéme
considéré x est sa dérivée temporelle x, et doit vérifier deux propriétés. La premiére est une
propriété de la fonction elle-méme : cette derniere doit étre une fonction définie positive, donc
pour x et x non nulles la fonction candidate de Lyapunov doit étre positive. L’autre propriété,
est associée a la dynamique du systeme considéré : la fonction candidate est une fonction
décroissante de facon monotone lors de la variation de I’état du systeme et de sa dérivée. En
d’autres termes, la dérivée temporelle de cette fonction reste négative pour toute variation de

x et x.

3.6.1. Stabilité locale

La stabilité locale, est définie autour d’un point d’équilibre et implique 1’usage d’une
fonction candidate définie positive localement. Alors dans ce cas, les conditions de stabilité

locale deviennent :

. V (x), est définie positive autour du point d’équilibre étudié.
o V (x), est semi-définie négative au voisinage du point d’équilibre.

Si de plus, la dérivée est localement définie négative, alors la stabilité est dite asymptotique.
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3.6.2. Stabilité globale

Dans le but de généraliser la stabilit¢ locale déja définie, il n’est pas suffisant
d’étendre le domaine d’étude au voisinage du point d’équilibre a 1’espace d’état tout entier.
En effet, une condition additionnelle s’ajoute a celles énoncées ci-haut, et la stabilité est alors

déterminée par les conditions suivantes :

o V' (x), est définie positive.

. V (x), est semi-définie négative.

o V(x) = o si||x|| - oo, c.a.d. lorsque x tend vers I’infini dans n’importe quelle
direction.

La stabilité ainsi définie, est dite stabilité asymptotique globale.

3.7. Simulations et résultats

Afin d’atteindre une commande optimale LQR robuste pour le bras manipulateur
étudié, on va développer cette loi en se référant a [2] et [3].

3.7.1. Organigramme

L’organigramme de la figure (3.5), décrit les étapes suivies afin d’élaborer une loi de
commande robuste.
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La factorisation de cholesky des
matrices de pondération Q et R

Le calcul de la matrice F

La conception de la matrice
de transformation d'état T,

La commande robuste

A
y

La commande optimale
recherchée u*

La stabilité asymptotique

Figure 3.5 : Organigramme décrivant le développement de la méthode appliquée
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3.7.1.1. Conditions sur les matrices de ponderation Q et R

Les deux matrices de pondération Q et R, utilisées dans les calculs de ce mémoire doivent se

décomposer selon la factorisation de Cholesky [2].

o Factorisation de Cholesky, nommée d’aprés André-Louis CHOLESKY, consiste
pour une matrice symétrique définie positive A, a déterminer une matrice triangulaire
inferieure L tels que : A = LLT. La matrice L est en quelque sorte une “’racine carrée’’ de A.
Cette décomposition permet notamment de calculer la matrice inverseA™!, et également le

déterminant de A (égal au carrée du produit des éléments diagonaux de L) [25].

Q11 le) <Q1TQl Q12 )
=0T = = 3.10
e=c (Qsz Q22 Q, Q70 (3.10)
Q1 Q2+ Q701 — (Q2 + Q1) >0 (3.11)
R=RT=RIR, >0 (3.12)
3.7.1.2. Calcul de la matrice F
On définit une matrice symétrique Fe R™", qui doit répondre a la condition suivante :
F=F'=1/2x(Q{1Q; —Q3Q11) = 1/2 X (Qf; + Q12) > 0 (3.13)

Cette matrice dite matrice de rigidité [2], permet d’offrir un aspect de raideur (action ressort)
au systéme.

3.7.1.3. Conception de la matrice de transformation d’état

La matrice Ty est obtenue par la formule suivante :

Ty Ty ) (R{Ql R1TQ2>
T =( = 3.14
0 0 Ian O Ian ( )

ou :
Ty, et T;; € R™ ™ sont des matrices constantes.

Cette matrice permet de faire un passage de I’espace cartésien vers un espace de
reconfiguration (espace virtuel) [2].
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Dans notre cas :

To=

==
corR O
oORrOoO R
R OR O

3.7.1.4. Commande optimale robuste

Pour démontrer 1’aspect robuste de la commande LQR, on fait apparaitre le concept de

I’erreur de poursuite.

> Représentation d’état de I’erreur de poursuite

On desire faire suivre au manipulateur une certaine trajectoire spécifiée en fonction du
temps t par une position g, et une vitesseq,.On définit ’erreur a cette trajectoire souhaitée

comme :

-()-[ 2]

ZetT; sont obtenus a partir de la transformation de 1’équation d’état X
T T T T
7= )=TO%=(T1)%=( 1 12)%=<R101 R1Q2>% (3.16)

T2 Onxn  Inxn 0 Luxn
> Nouvelle équation d’état du systeme perturbé [3]

NN

Elle est donnée par :

¥ =[A, (%)% + [B.(%,t)] u (3.17)
ou :
A =T [—M‘l(q)j C(q, ) O_r;Xn T, (3.18)
T11 Tll T12
B, =Ty (@) (3.19)
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Donc, les valeurs numériques des matrices A.et B, seront comme suit :

508 689 —3.08 6.89 3.05 —6.91

| 692 —3888 692 -3688 _|-691 36.88
Ar=1"100 0 0 o I'B"=| 100 o
0 1.00 0 0 0 1.00

» La commande optimale u* recherchée doit minimiser le critére quadratique

suivant :
J@) =1/2 [ @®OTQx(E) + u(®)" Ru(t))dt (3.20)

Le calcul de cette fonction de colt, permet de trouver le signal de commande optimal u = u*,
qui va transférer le manipulateur d’un état initial X(ty)a un état désiré. La variable de
commande u est pondérée par la matrice R = RT > 0, alors que le vecteur d’état ¥ est
pondéré par la matrice Q = Q7 > 0. Le taux de compensation peut &tre ajusté par un choix
convenable de la pondération Q. Le termeu’Ru, permet d’assurer un lissage du

fonctionnement.

u*(t) = —R™IBI T, %(t) (3.21)
ou :
Ty doit vérifier I’équation algébrique suivante :

9 "+ o -1yBrRBIT, = 0 (3.22)
F 0

K =R BT,
» Le gain obtenu posséde alors les valeurs suivantes :

_ 103083 —0.0185 0.8771 —0.0090

k= —0.0192 0.3983 —0.0094 0.9212
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» Stabilité asymptotique

La fonction de Lyapunov V du systeme commandé par la loi de commande optimale (3.21)
est donnée par [2]:

VEE), L) =1/2 x #TTT (M (()‘D 2) To% (3.23)

Pour que le systéme soit stable au sens de Lyapunov, la déerivee de la fonction de Lyapunov
doit &tre négative pour toute valeur de||X|| + 0[26] :

V(% t) = dvif't) <0o,v|%l #0 (3.24)
Pour notre cas [2] :
—dvff't) = —L(&u") = — ¥ (T{BRT'BIT, + QX < 0 ,Vt > 0,% # 0 (3.25)

Ceci signifie que la stabilité asymptotique globale du systeme est maintenue.

3.7.2. Résultats obtenus
Les figures ci-dessous montrent les résultats de I’application de la loi de commande LQR
robuste au manipulateur (2ddl) étudié ainsi qu’un exemple de simulation de la dérivée de la

fonction de Lyapunov.
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Positions Articulaires - Segment 1
0.1 ‘

— Position désirée
0.08 — Position réelle |

0.06

0.04
0.02 \

|
-0.02 \
-0.04 \

-0.06
0

ql, qlr (rad)

Temps (S)

Figure 3.6 : Poursuite de la position angulaire de la 1° articulation

Vitesses Articulaires - Segment 1
0.035 ‘

Vitesse désirée

Vitesse réelle

0.03 ‘

0.025 \

0.02 \

0.015 \

0.01 \
0.005

dql, dglr (rad/s)

-0.005
0

Temps (s)

Figure 3.7 : Poursuite de la vitesse angulaire de la 1% articulation
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Positions Articulaires - Segment 2
0.1 ‘

Position désirée

Position réelle

0.08

0.06

0.04

g2, g2r (rad)

0.02

-0.02
0

Temps (S)

Figure 3.8 : Poursuite de la position angulaire de la 2°™ articulation

x 10~ Vitesses Articulaires - Segment 2

4.5

Vitesse désirée
Vitesse réelle

ol |
ol

dg2, dg2r (rad/s)
N
—

Temps (s)
Figure 3.9 : Poursuite de la vitesse angulaire de la 2™ articulation
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Erreurs de poursuite de position

0.06

0.04 /
0.02

Erreur (rad)

o
J

-0.04

-0.06

-0.08

Temps (s)
Figure 3.10 : Erreurs de poursuite de position de la 1° articulation

Erreurs de poursuite de position

0.02

-0.02

-0.04

Erreur (rad)

-0.06

-0.08

Temps (s)

Figure 3.11 : Erreurs de poursuite de position de la 2™ articulation
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Erreurs de poursuite de vitesse
0.005

e
]
|

Erreur (rad/s)

-0.015 {

-0.02 /

-0.025 ‘

-0.03

-0.035
0

Temps (S)

Figure 3.12 : Erreurs de poursuite de vitesse de la 1 articulation

% 10° Erreurs de poursuite de vitesse

-2

Erreur (rad/s)

-3

-4

Temps (s)

Figure 3.13 : Erreurs de poursuite de vitesse de la 2°™ articulation
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Signal de commande
0 ﬁ

-0.02 /

-0.04
g /
Z -0.06
‘_' /
=

-0.08/

0.1
-0.12
0 5 10 15

Temps (S)

Figure 3.14 : Commande U;appliquée au 1°" actionneur

% 10° Signal de commande

u2 (N.m))

Temps (s)

Figure 3.15 : Commande U,appliquée au 2™ actionneur
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ql, qir (rad)

0.8

0.6

0.4

Commande Robuste

Positions Articulaires - Segment 1

\

/

/

Position désirée

Position réelle

0.2

\\/f

Temps (S)

10

15

Figure 3.16 : Poursuite de la position angulaire de la 1°* articulation

g2, gq2r (rad)

Figure 3.17 : Poursuite de la position angulaire de la

0.8

0.6

0.4

0.2

Positions Articulaires - Segment 2

V2N

Position désiréel

Position réelle

Temps (s)

2éme

15

articulation
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_4 T T T T T
g Lyapunov

=\

vprime

-12
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

t(s)

Figure 3.18 : La dérivée de la fonction de Lyapunov

Les figures (3.6), (3.7), (3.8) et (3.9) montrent que les poursuites de trajectoire des deux
articulations s’établissent assez rapidement par rapport aux poursuites obtenues au chapitre
précédent.

Les figures (3.10), (3.11), (3.12) et (3.13) montrent que les erreurs en position et en vitesse en
régime permanent des deux articulations sont moindres et s’annulent pratiquement apres
quatre secondes.

Les figures (3.14) et (3.15) montrent un temps de réponse assez bref qui explique que les deux
actionneurs répondent rapidement aux signaux de commande appliqués.

Les figures (3.16) et (3.17) présentent des cas de poursuites de trajectoires pour les positions
des deux articulations (segments 1 et 2) lorsque les trajectoires désirées sont représentées par
des sinusoides.

La figure (3.18) représente la dérivée de la fonction de Lyapunov considérée pour vérifier la
stabilité de tous les paramétres caractérisant le bras manipulateur. On constate sur cette figure
gue toutes les fonctions prennent des valeurs négatives, ce qui signifie que le systéme est
asymptotiquement stable ou stable au sens de Lyapunov.
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3.8. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un apercu théorique sur le concept de
robustesse, en mentionnant les philosophies de commande les plus rencontrées dans la
littérature. Nous avons cité leurs performances et leurs spécifications dans les domaines
temporel et fréquentiel. L’application de la théorie LQR robuste pour commander notre
manipulateur a conduit & des résultats satisfaisants concernant la poursuite de trajectoires
désirées de ses variables articulaires. Les signaux de commande générés par les actionneurs
ne sont appliqués qu’a de courts instants. Concernant la stabilité, le systéme étudié répond

parfaitement et on constate que 1’équation (3.25) est tout le temps Vérifiée.
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CONCLUSION GENERALE

Le travail présenté dans ce mémoire est axé principalement sur 1’élaboration d’une loi
de commande non linéaire dédiée a la commande de position et de vitesse d’un bras
manipulateur rigide. La commande recherchée doit satisfaire une faculté pivot qui est la
robustesse, une telle propriété doit son nom a I’invariance du comportement de la sortie du
systeme vis-a-vis des différentes variations paramétriques ou perturbations pouvant affecter
son évolution. Nous avons étudié et appliqué une commande qui a suscitée un intérét certain
de la plus part des chercheurs: la commande optimale LQR, réputée notamment pour sa

robustesse.

La premiére étape du travail consiste en la modélisation dynamique du manipulateur en
utilisant le formalisme de Newton-Euler et la résolution de ces équations sous
I’environnement Matlab/Simulink. Des travaux de simulations concernant les variables
articulaires ont été élaborés sous différentes conditions initiales et présentés au premier

chapitre.

La deuxiéme etape du travail a porté sur I’application de cette loi de commande, en
ignorant toute perturbation pouvant altérer la dynamique correcte du manipulateur. Les
résultats de simulation obtenus sont dans I’ensemble acceptables et sont marqués par des
temps de réponse appropriés aux différentes variables articulaires du bras manipulateurs qui

se répercutent directement sur I’organe terminal.

Pour palier aux différentes perturbations statiques et dynamiques, la synthése d’une loi
de commande robuste est indispensable afin de faire face a ces aléas qui peuvent affecter la

bonne conduite du systéme. C’est la troisieme étape du travail qui décrit cette directive.
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En considérant la présence de la perturbation, la commande élaborée a sauvegardé un
bon comportement du manipulateur avec amélioration de certains paramétres tels que le
temps de réponse, ce qui rend la réponse des actionneurs beaucoup plus rapide, sous 1’effet de

sighaux de commande de faibles amplitudes.

Les objectifs préalablement fixés dans le cadre de ce travail ont été atteints. Les

commandes élaborées sont robustes et fiables.

En ce qui concerne, les perspectives et les horizons proposés pour la continuité de ce

travail de recherche, on peut mentionner les suggestions suivantes :

e Concrétisation de ces lois de commandes, par leur application sur un manipulateur
expérimental.

e Commande des positions et vitesses articulaires des bras manipulateurs par des
techniques intelligentes telles que la logique floue type 2 ou les algorithmes

génétiques de type PSO.
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Résumé

Ce mémoire, consacré a 1’étude d’une théorie de commande classique, présente un
algorithme élaboré pour 1’optimisation quadratique en temps continu de la commande d’un
bras manipulateur rigide a deux degrés de liberté (2 DDL). L’approche proposée, est une
solution explicite de I’équation de Hamilton-Jacobi, issue de la résolution d’une équation
algébrique matricielle. La commande optimale recherchée doit minimiser un critéere de
performance quadratique, qui conduit naturellement a une commande type “’retour d’Etat’’. 1l
s’agit d'une commande robuste visant a éliminer les effets des paramétres incertains du
systéeme. La stabilité du systéme est investie suivant la théorie de la fonction de Lyapunov,
qui montre avec subtilité, la maintenance de la stabilité asymptotique globale. La loi de
commande optimale ainsi élaborée est tres utile pour la planification des trajectoires et

I’analyse des mouvements.

Mots clés : bras manipulateur, commande optimale, équation de Hamilton-Jacobi, critére de

performance quadratique, stabilité de Lyapunov, commande robuste.

Abstract

This Memory presents an algorithm for continuous time quadratic optimization of
motion control. Explicit solution to the Hamilton-Jacobi equation for optimal control of rigid
robot arm with two degrees of freedom motion is found by solving an algebraic matrix
equation. We talk about a robust control in order to may act in concert in the case of
unknown or uncertain system parameters. The system stability is investigated according to
Lyapunov function theory and it is shown that global asymptotic stability holds. The proposed

optimal control is useful both for motion control, trajectory planning and motion analysis.

Keywords: Robot arm, optimal control, Hamilton-Jacobi equation, quadratic performance

criterion, Lyapunov stability, robust control.



