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Nomenclature 

 

Symboles : 

q : Vecteur de positions articulaires. 

M(q): Matrice d’inertie du robot. 

B(q) : Matrice des couples de Coriolis. 

G(q) : Matrice des couples centrifuges. 

V(q, q̇) : Vecteur des couples de Coriolis et centrifuges. 

G(q) : vecteur des termes de la gravité. 

τ : Vecteur des couples articulaires. 

Fe (force exercée par l’effecteur terminal du robot sur l’environnement) 

ke : Raideur de l’environnement. 

A : Matrice d’inertie 

B : Matrice d’amortissement 

K : Matrice de raideur 

c1, c2  : Paramètres de la commande Backstepping. 

xe : Position de l’environnement. 

Ti,j : Transformation homogène du repère j vers le repère i. 

Ri,j : Matrice de rotation du repère j par rapport au repère i. 

J(q) 
i : Matrice jacobienne du robot par rapport au repère i. 

P : Estimée du paramètre P. 

Z : Impédance de sortie du robot. 

xr : La position référence  

Wp : La loi de commande en position 

τf : La loi de commande en effort 

W: Entrée auxiliaire de commande. 

S : Matrice de sélection.  



 
 

 

 

 

Sigles : 

DDL : degré de liberté.                   

D-H : Paramètres de DENAVIT HARTENBERG                                                                                                        

PD : Proportionnelle et Dérivée. 

MGD : Modèle Géométrique Direct. 

MGI : Modèle Géométrique Inverse. 

MCD : Modèle Cinématique Direct. 

MCI : Modèle Cinématique Inverse. 

LCP : Loi de Commande en Position. 

LCPA : Loi de Commande en Position Articulaire. 

LCF : Loi de Commande en effort (Force). 

PPP : Prismatique, Prismatique, Prismatique 

RPP : Rotoide, Prismatique, Prismatique 

RRP : Rotoide, Rotoide, Prismatique 

RRR : Rotoide, Rotoide, Rotoide 
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Introduction générale : 
 

     Lorsque le robot réalise une tache en espace libre (non contraint), la commande en position 

dans cette situation est suffisante. Elle permet au manipulateur de suivre une trajectoire 

désirée dans l’espace articulaire ou cartésien, tout en appliquant les techniques de commande 

décentralisées PID qui permettent de contrôler chaque articulation à part, ou les techniques 

non linéaires qui traitent le système dans ça globalité, à l’instar de la commande par 

découplage non linéaire, mode de glissement, backstepping et l’intelligence artificielle… etc. 

Ces méthodes de commande robustes sont appliquées notamment aux systèmes non linéaires 

incertains (Manipulateur), mais si le robot est appelé à interagir avec l'environnement le cas 

par exemple d’un assemblage des pièces ajustées, les taches de préhension d’objets fragiles ou 

fortement déformable, l’ébarbage et l’ébavurage, polissage et le domaine médical…etc, dans 

ces situations là, si on applique la commande en position, le robot va suivre son chemin sans 

tenir compte de la force de réaction due au contact avec l’environnement, par conséquent les 

forces d’interaction augmentent rapidement suite aux couples des  actionneurs qui sont 

commandés par une loi de commande qui vise uniquement à minimiser les erreurs de position, 

provoquant ainsi un risque au robot et/ou à l’environnement. 

La commande en position peut être appliquée dans les espaces contraints à moins que le 

modèle cinématique et dynamique du robot manipulateur soient précis, plus d’une 

connaissance parfaite de l'environnement (la géométrie et les caractéristiques mécaniques) 

[20] [27], mais pratiquement cette exactitude ne peut être réalisée qu’avec un coût colossal. 

La solution de ce sérieux problème réside d’après N.Hogan dans le principe 

d’admittance/impédance c’est à dire tant que l’environnement se manifeste comme une 

admittance (accepte une force comme entrée et produit un déplacement), le robot doit se 

comporter comme étant une impédance (accepte un déplacement comme entrée et produit une 

force), sur la base de ce principe le robot doit avoir une caractéristique de compliance, donc 

au lieu de rejeter les forces générées par le contact, il s’adapte avec [8].    

La commande adaptée donc dans l’espace contraint est bien la commande en effort, plusieurs 

types de cette commande sont présentés dans la littérature, Whitney en 1977 [36] abordât Les 

premiers travaux sur la commande en amortissement, Salisbury en 1980 [30] adopte la 

commande par raideur active, il considère l’outil terminal du manipulateur est muni des 
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ressorts virtuels dans toutes les directions avec des raideurs différentes suivant les contraintes 

imposées, Raibert et Craig en 1981 [28] développent la commande hybride force/position qui 

est largement utilisée, cependant cette dernière méthode utilise une matrice de sélection S qui 

décompose l’espace opérationnel en deux parties celles qui sont commandées en position et 

celles en force. Cette décomposition est basée sur la connaissance parfaite de 

l’environnement, la moindre erreur de modélisation provoque des mouvements indésirables 

dans les directions commandées en force, et des forces indésirables dans les directions 

commandées en position, ce problème s’amplifie  durant la transition entre  l’espace libre et 

contraint [39], en 1984, la commande en impédance a été introduite par Hogan [15]. 

Les deux approches principales pour le contrôle de l'interaction entre le manipulateur et son 

environnement sont : 

- la commande hybride force /position (Hybrid Control Force-Position). 

- la commande en Impédance. 

Ces approches sont englobées dans un classement plus large, c’est la commande en force 

directe et indirecte, dans la littérature existe aussi le terme explicite ou implicite selon 

l’existence ou non d’une force désirée. 

Donc la commande hybride traite la position et la force comme étant deux termes séparés, 

tandis que l’objectif de la commande en impédance est d’imposer dans chaque direction de 

l’espace opérationnel du manipulateur, une dynamique désirée entre la position de l’outil 

terminal du robot, et la force d’interaction avec son environnement [1]. 

Dans notre travail nous allons appliquer ces méthodes de commande, au robot manipulateur 

en contact avec l’environnement et voir son comportement sous les différentes commandes 

non linéaires.  

Nous commençons dans le premier chapitre par la modélisation du robot manipulateur d’ordre 

n ; et l’obtention du modèle géométrique direct et inverse, le modèle cinématique direct et 

inverse, ainsi que le modèle dynamique d’un manipulateur de 2 DDL. 

Le deuxième chapitre expose les aspects théoriques  des différentes commandes en force et en 

impédance, la commande en impédance est traitée dans la partie dédiée à la commande en 

force indirecte, ainsi que la commande hybride dans la section consacrée à la commande en 
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force indirecte, ce choix permet de  bien exposer la commande en impédance, les lois de 

commande et les illustrations sont présentées dans ce chapitre. 

Dans le troisième chapitre on explique les différentes techniques de la commande non linéaire 

robuste, commençons par la commande par découplage non linéaires, son rôle principal est de 

rendre  les équations dynamiques du robot, linéaires et découplées, ensuite la commande par 

mode de glissement qui permet de définir au préalable une surface de glissement S qui assure 

une convergence des erreurs (une dynamique désirée), la loi commande dans ce cas est 

conçue pour assurer la convergence du système vers cette surface en temps fini et d’y 

rester, donc le système devient insensible aux perturbations, c’est pourquoi cette 

commande est robuste vis-à-vis les incertitudes et  les perturbations. 

Le quatrième chapitre est consacré à l’application des différentes techniques de commande 

non linéaire avec les différentes approches de commande en impédance et en force au robot 

manipulateur, avant d’appliquer ces commande on modélise d’abord l’environnement, le 

modèle le plus répandue c’est une simple raideur Ke. 

  Une conclusion générale conclut ce travail,  toute en présentant les avantages et les 

inconvénients des différentes commandes traitées dans cette étude, et les perspectives pour 

des futurs travaux de recherche. 
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Chapitre-I- 
Modélisation du Robot Manipulateur 

 

1.1 Introduction : 

Le but de la modélisation des robots est de fournir des équations mathématiques qui 

permettent de simuler, concevoir ainsi pour commander et exécuter des tâches désirées, 

plusieurs types de modèle sont nécessaire pour décrire le comportement du robot tels que : 

Le modèle géométrique, Le modèle cinématique et Le modèle dynamique.  

- le modèle géométrique direct et inverse exprime la situation de l'organe terminal en fonction 

des variables articulaires du mécanisme et inversement; 

- le modèles cinématique direct et inverse exprime la vitesse de l'organe terminal en fonction 

des vitesses articulaires et inversement; 

– le modèles dynamique définissant les équations du mouvement du robot, qui permettent 

d'établir les relations entre les couples ou forces exercés par les actionneurs (selon le type des 

axes Rotoïde ou prismatique) et les positions, vitesses et accélérations des articulations. 

Dans ce chapitre on va développer les différents types de model dans le cas général d’un 

manipulateur d’ordre n et dans le cas d’un bras manipulateur plan de 2 degré de liberté 

(DDL), ce type de robot est intéressant pour le développement d’une application de 

commande en impédance (interaction avec l’environnement).  

 

1.2 Les origines des robots industriels : [17] 

L’un des premiers robots industriels a été conçu par l'américain Willard L. G. Pollard Jr, qui a 

fait une demande de brevet pour son invention en 1934 [6], il s'agit d'un robot parallèle à deux 

DDL destiné à l'application de peinture sur la carrosserie d'une automobile. En 1941, 

DeVilbiss a fabriqué le premier robot industriel (un robot de Peinture série) sous la direction 

de Harold Roselund, en 1961 Unimation (enterprise Americaine developé par M. Joseph 

Engelberger) développe son premier prototype, l'Unimate. 

 En 1969, Victor Scheinman développe le Stanford Arm à l'Université Standford. C’est 

l'architecture utilisée aujourd'hui par presque tous les robots sériels à six DDL. 

En 1968, Unimation vend une licence à Kawasaki Heavy Industries, qui développe le premier 

robot industriel au Japon en 1969, le Kawasaki-Unimate 2000, 



Chapitre-I- Modélisation du Robot Manipulateur 

 
5 

 

En 1980, 19 000 robots industriels ont déjà été fabriqués au Japon par quelques 150 

fabricants, dont Kawasaki, Yaskawa, Kitachi, Mitsubishi Heavy Industries, Fanuc et Nachi. 

Le Japon devient ainsi le plus grand fabricant et utilisateur de robots industriels. 

1.3 Définitions générales : 

La robotique est une  science  pluridisciplinaire  qui  comprend la  mécanique,   l’automatique 

L’électrotechnique, le traitement de signal, l’informatique, communication…etc. 

 

Le manipulateur :  

Mécanisme généralement composé d'éléments en série articulés ou coulissants l'un par rapport 

à l'autre, dont le but est la saisie et le déplacement d'objets suivant plusieurs degrés de liberté. 

Il est multifonctionnel et peut-être commandé directement par un opérateur humain ou par 

tout système logique (système à cames, logique pneumatique, logique électrique câblée ou 

programmée), et le Robot industriel : "Manipulateur automatique, asservi en position, 

reprogrammable, polyvalent, capable de positionner et d'orienter des matériaux pièces, outils 

ou dispositif spécialisé au cours de mouvement variables et programmé pour l'exécution de 

tâches variées, il se présente souvent sous la forme d'un ou plusieurs bras se terminant par un 

poignet [3]. 

Un robot série :  

Un robot série est compose d'une série de segments reliés par des articulations motorisées 

rotoides (en rotation) ou prismatiques (en translation). La grande majorité de robots 

industriels sont de type série [17]. 

 

Un robot parallèle :  

Un robot parallèle, l'effecteur est relié a la base via plusieurs ‘’bras’’, et la plupart des 

articulations ne sont pas motorisées. Les robots parallèles peuvent aussi avoir six, cinq, 

quatre, trois ou même deux DDL. Les robots parallèles à six DDL les plus connus sont les 

hexapodes, comme ceux qui déplacent les cockpits des simulateurs de vol. Les robots 

parallèles sont généralement plus rigides et plus rapides que les robots séries. En revanche, ils 

sont beaucoup plus difficiles à étudier et il en existe de milliers d'architectures différentes 

[17]. 
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Porteur et le poignet : 

- Le porteur a pour rôle de fixer la position du point d'intersection, noté P, des axes des 3 

dernières articulations (centre du poignet) ; cette position (P) ne dépend que de la 

configuration des solides (corps) 1, 2 et 3 (i.e., du porteur),  

- Le poignet est destiné au positionnement de l'organe terminal (pince, outil).  

Voir la figure suivante. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Degré de liberté (DDL): 

 Le nombre de degrés de liberté d’un manipulateur c’est le nombre des variables de position 

indépendants qui devront être précisées afin de localiser toutes les pièces du mécanisme. C’est 

un terme général utilisé pour n’importe quel mécanisme. Dans le cas de robots industriels 

typiques,  le nombre des articulations est égal au nombre de degrés de liberté, car le 

manipulateur est habituellement une chaîne cinématique ouverte, et parce que chaque position 

d’articulation est généralement définie par une seule variable [11]. 

 

Espace de travail :  

L’espace de travail représente l’ensemble des positions et orientations accessibles par le 

repère lié à l’organe terminal [5]. 

 

Porteur Poignet 

1 

 

2 

        3    

P 

Figure 1.1.  Le porteur et le poignet du robot 
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L'espace articulaire est l'espace qui a pour référence le repère lié à chaque articulation 

motorisée du robot. Les coordonnées associées sont appelées coordonnées articulaires. 

 

L'espace opérationnel est l'espace qui a pour référence le repère lié à l'organe terminal du 

robot. Les coordonnées associées sont appelées coordonnées opérationnelles [2]. 

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Répétabilite et précision : [6] 

 

La répétabilité : 

Ce paramètre caractérise la capacité que le robot a à retourner vers un point (position, 

orientation) donné. La répétabilité correspond à l'erreur maximum de positionnement sur un 

point prédéfini dans le cas de trajectoires répétitives. En général, la répétabilité est de l’ordre 

de 0,1 mm. 

 

La précision : 

 La précision représente l’erreur entre un point souhaité (réel) – défini par une position et une 

orientation dans l’espace cartésien – et le point atteint et calculé via le modèle géométrique 

inverse du robot. Cette erreur est due au modèle utilisé, à la quantification de la mesure de 

position, à la flexibilité du système mécanique. En général, l’erreur de positionnement absolu, 

également appelée précision, est de l’ordre de 1 mm [21]. 

 

 

 

 

2 

         

𝜽𝟏 

𝜽𝟐 

𝜽𝟑 

(
𝒙
𝒚)

 
 

𝜶 
𝜃2 

𝜃3 

𝜃1 

𝜃  

𝑦 

𝑧 

𝑥 

𝑷 

Espace articulaire  

Espace opérationnel 

(Cartésien) 

Figure 1.2. Schéma illustrant l’espace articulaire et cartésien. 
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Agilité :  

L’agilité est la propriété de se déplacer avec rapidité d’une configuration a une autre dans 

l’espace de travail. Elle est entièrement liée à la réponse dynamique du manipulateur [6], Le 

temps de transfert entre deux points est limite par : 

– la vitesse maximum permise par chacun des degrés de liberté (les robots actuels atteignent 

des vitesses de l’ordre de 2 m/s et des vitesses angulaires de 3 rad/s), 

– l’accélération maximum permise, elle-même limitée par les couples disponibles. 

– le temps nécessaire à l’amortissement des oscillations aux extrémités du parcours. 

Notons ici que les meilleurs manipulateurs modernes ont des accélérations maximum un ordre 

de grandeur inferieures à celles du bras humain. 

 

Mobilité : 

 La mobilité exprime la possibilité de pouvoir placer l’organe effecteur n’importe où dans 

l’espace de travail, avec une orientation arbitraire. Ceci nécessite un minimum de 6 degrés de 

liberté (DDL) [6]. 

 

La redondance :  

 Un robot est redondant lorsque le nombre de degrés de liberté de l'organe terminal est 

inférieur au nombre de degrés de liberté de l'espace articulaire (nombre d'articulations 

motorisées). Cette propriété permet d'augmenter le volume du domaine accessible et de 

préserver les capacités de déplacement de l'organe terminal en présences d'obstacles. 

 

La singularité :  

Pour tous les robots, qu'ils soient redondants ou non, il se peut que dans certaines 

configurations dites singulières, le nombre de degrés de liberté de l'organe terminal soit 

inférieur à la dimension de l'espace opérationnel. 

La configuration singulière ou singularités se traduisent, physiquement, par la nullité du 

déterminant de la matrice Jacobéenne. 

1.4 Classification des robots séries : 

1.4.1 Structure et morphologie des robots:  

La partie mécanique d'un robot est généralement constituée de deux sous ensembles distincts. 
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-Un (ou plusieurs) organe terminal considéré comme une interface permettant au robot 

d'interagir avec son environnement. 

-Une structure mécanique articulée qui sert à amener l'organe terminal à une position et 

orientation désirées cette structure est composée du : bras, base, poignet coupleur et axe 

mécanique. Les robots peuvent être de: 

 

-Structure à chaînes simples ouvertes figure 1.3a. 

-Structure à chaînes arborescentes figure 1.3b. 

-Structure à chaînes complexes figure 1.3c. 

 

 

 

 

 

 

1.4.2 La géométrie du robot :  

La plupart des manipulateurs aujourd’hui ont six ou inferieur degré de liberté, ces 

manipulateurs sont cinématiquement classés selon les trois premières articulations du bras 

(porteur) : [32] 

· structure cartésienne (PPP). 

· structure sphérique (ou polaire) (RRP). 

· structure cylindrique (RPP) 

· structure angulaire (RRR). 

· structure SCARA. 

1.4.3 Domaine d'application : 

        La plus grande aire d’application future de robots est dans l'assemblage.                                    

Donc, les robots sont souvent classés par application, des robots d’assemblage et non-

assemblage [32]. 

b 

Figure 1.3. Différentes Structures du robot série 

a c 
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Les Robots d'assemblage sont des petits robots, à entraînement électrique, soit rotoide ou 

SCARA. 

A ce jour, les principaux domaines d'application des robots de non-assemblage sont en 

soudage, pulvérisation, la peinture, de la manutention, et la machine de chargement et de 

déchargement. 

1.5 Modèle Géométrique : 

1.5.1 Coordonnées opérationnelles : [18] 

Plusieurs possibilités existent pour la définition du vecteur X selon les méthodes utilisées pour 

spécifier la position et l'orientation.  

En général, on définit la position d'un point du repère lié à l'organe terminal via :      

 coordonnées cartésiennes (3 longueurs),  

 coordonnées cylindriques (2 longueurs + 1 angle)  

 coordonnées sphériques (1 longueur + 2 angles). 

 Il existe différentes possibilités pour définir l'orientation de l'organe terminal :  

 𝑋 − 𝑌 − 𝑍 fixe 

 𝑍 − 𝑌 − 𝑋 Les angles d'Euler,  

 𝑍 − 𝑌 − 𝑍 Les angles d'Euler, 

 D'autres types d'angles (Bryant, …),  

 Les cosinus directeurs. Leur utilisation revient à considérer l'ensemble des projections 

de vectrices unités portées sur les axes du repère, sur les axes du repère (repères 

orthonormés). Il en résulte paramètres, en effet :  

 6 relations sont nécessaires pour indiquer que la base est orthonormée (3 pour indiquer 

des normes unitaires + 3 pour indiquer l'orthogonalité de la base),  

 Et 3 paramètres pour décrire l'orientation du repère. 
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1.5.2 Détermination du repère (lié au corps) : [21] 

Une structure ouverte simple est composée de 𝑛 + 1  corps notés 𝐶0, … 𝐶𝑛  et de 𝑛  

articulations. Le corps 𝐶0 désigne la base du robot et le corps Cn le corps qui porte l'organe 

terminal. L'articulation j connecte le corps 𝐶𝑗au corps 𝐶𝑗−1 (figure 1.4).  

La méthode de description est fondée sur les règles et conventions suivantes : 

– les corps sont supposés parfaitement rigides. Ils sont connectés par des articulations 

considérées comme idéales 

(pas de jeu mécanique, pas d'élasticité), soit rotoïdes, soit prismatiques ; 

– le repère 𝑅𝑗 est lié au corps 𝐶𝑗 ; 

– l'axe 𝑧𝑗 est porté par l'axe de l'articulation j ; 

– l'axe 𝑥𝑗 est porté par la perpendiculaire commune aux axes 𝑧𝑗 et 𝑧𝑗+1. Si les axes 𝑧𝑗 et 𝑧𝑗+1 

sont parallèles ou colinéaires, le choix de 𝑥𝑗 n'est pas unique : des considérations de symétrie 

ou de simplicité permettent alors un choix rationnel. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.5.3 Passage du repère au repère, détermination des paramètres de Denavit-

Hartenberg modifié :  

(elle est connait aussi par La notation de Khalil et Kleinfinger [21]):  

Le passage du repère 𝑅𝑗−1  au repère 𝑅𝑗  s'exprime en fonction des quatre paramètres 

géométriques suivants (figure 1.5) : 

• 𝛼𝑗: Angle entre les axes 𝑧𝑗−1 et 𝑧𝑗 correspondant à une rotation autour de 𝑥𝑗−1en utilisant la      

règle de la main droite. Il est important de se rappeler que 𝛼𝑗 est toujours une constante. 

 

 

2 

         

         

𝐶1 

𝐶2 

𝐶3 

𝐶𝑛 

         𝐶0 

Figure 1.4. Robot à structure ouverte simple 
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• dj : distance entre 𝑧𝑗−1et 𝑧𝑗 le long de 𝑥𝑗−1 ; 

• 𝜃𝑗: Angle entre les axes 𝑥𝑗−1et 𝑥𝑗 correspondant à une rotation autour de 𝑧𝑗 ; Il est important 

de comprendre que si l'articulation i est rotoïde, 𝜃𝑗  est une variable articulaire, alors que si 

l'articulation 𝑖 est prismatique, 𝜃𝑗  est une constante. 

• 𝑟𝑗 : Distance entre 𝑥𝑗−1et 𝑥𝑗 le long de 𝑧𝑗, Il est important de se rappeler que 𝑟𝑗 est toujours 

une constante. 

La variable articulaire 𝑞𝑗  associée à la j
ème

 articulation est soit𝜃𝑗 , soit  𝑟𝑗 , selon que cette 

articulation est de type rotoïde ou prismatique, ce qui se traduit par la relation : 

𝑞𝑗 = 𝜎𝑗  𝜃𝑗 + 𝜎𝑗  𝑑𝑗 (1.1) 

 

Avec : 

• 𝜎𝑗 = 0 si l'articulation j est rotoïde ; 

• 𝜎𝑗 = 1  si l'articulation j est prismatique ; 

• 𝜎𝑗 = 1 − 𝜎𝑗 

 

 

De ces 4 changements de repères successifs, il résulte la matrice de transformation homogène 

suivante : 

 

𝑇𝑗−1,𝑗 = 𝑅𝑜𝑡(𝑥, 𝛼𝑗)  × 𝑇𝑟𝑎𝑛(𝑥, 𝑑𝑗) × 𝑅𝑜𝑡(𝑧, 𝜃𝑗)  × 𝑇𝑟𝑎𝑛(𝑥, 𝑟𝑗)  

Figure 1.5.  Représentation des Paramètres géométriques de Denavit-Hartenberg modifié. 
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𝑇𝑗−1,𝑗 =

[
 
 
 
𝐶𝜃𝑗 −𝑆𝜃𝑗 0 𝑑𝑗

𝐶𝛼𝑗  𝑆𝜃𝑗 𝐶𝛼𝑗  𝐶𝜃𝑗 −𝑆𝛼𝑗 −𝑟𝑗  𝑆𝛼𝑗
𝑆𝛼𝑗  𝑆𝜃𝑗 𝑆𝛼𝑗  𝐶𝜃𝑗   𝐶𝛼𝑗    𝑟𝑗  𝐶𝛼𝑗
0 0 0 1 ]

 
 
 
 

 

(1.2) 

 

Où : 𝑆𝛼𝑗=sin (𝛼𝑗), 𝐶𝜃𝑗 = 𝑐𝑜𝑠 (𝜃𝑗) 

 

𝑅𝑜𝑡(𝑥, 𝛼𝑗) , 𝑇𝑟𝑎𝑛(𝑥, 𝑑𝑗)   Sont des matrices de transformation homogène (4x4) représentant 

respectivement une rotation αjautour de l'axe 𝑥 et une translation 𝑑𝑗 le long  de   𝑥. 

 

1.5.4 Modèle géométrique direct : 

Le modèle géométrique direct (MGD) est l'ensemble des relations qui permettent d'exprimer 

la situation de l'organe terminal, en fonction de ses coordonnées articulaires. Dans le cas du 

robot série, il peut être représenté par la matrice de transformation 

𝑇0,𝑛  (𝑑𝑢 𝑟𝑒𝑝𝑒𝑟𝑒 𝒏 𝑣𝑒𝑟𝑠 𝑙𝑒 𝑟𝑒𝑝𝑒𝑟𝑒 𝟎 ) : 

𝑇0,𝑛 = 𝑇0,1(𝑞1) × 𝑇1,2(𝑞2) × …× 𝑇𝑛−1,𝑛(𝑞𝑛) (1.3) 

 

Le modèle géométrique direct du robot est donné par la relation : 

𝑋 = 𝑓(𝑞) (1.4) 

𝑞 = [𝑞1 𝑞2… 𝑞𝑛]
𝑇: étant le vecteur des variables articulaires.  

𝑋 = [𝑥1 𝑥2… 𝑥𝑚]
𝑇: Les coordonnées opérationnelles.  

Le vecteur X comporte trois paramètres pour décrire la translation, et 9 pour la rotation dans 

le cas des cosinus directeurs. 

𝑋 = [𝑃𝑥 𝑃𝑦  𝑃𝑧 𝑠𝑥𝑠𝑦𝑠𝑧 𝑛𝑥𝑛𝑦𝑛𝑧𝑎𝑥𝑎𝑦𝑎𝑧]
𝑇 (1.5) 

 

D'autres représentations sont couramment utilisées pour les rotations, comme les angles 

d'Euler, les angles de Roulis-Tangage-Lacet (RTL) ou les paramètres d'Euler (quaternions). 

On peut facilement passer des cosinus directeurs s, n, a à l'une quelconque de ces 

représentations et inversement [21]. 

 

1.5.5 Modèle géométrique inverse : 

Il s'agit de déterminer les coordonnées articulaires correspondant à une situation désirée pour 

l'organe terminal et spécifiée par les coordonnées opérationnelles X.  
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Il y a rarement unicité de solution au problème d’inversion du modèle géométrique direct, les 

solutions possibles constituent le modèle géométrique inverse.  

Il existe un certain nombre de méthodes pour calculer le modèle géométrique inverse, 

notamment la méthode de Paul qui traite séparément chaque cas particulier et qui convient 

pour la plupart des robots industriels.  

1.5.5.1 Méthode de Paul : 

Dans le cas de robots à géométrie simple (pour lesquels la plupart des distances dj et rj sont 

nulles et les angles θj et 𝛼𝑗  sont égaux  0,∓𝜋 2⁄  ), le modèle géométrique inverse (M.G.I.) 

peut être obtenu analytiquement via la méthode de Paul. 

Considérons le robot décrit par la matrice de transformation (1.3) 

Le M.G.I. est obtenu en résolvant l'équation matricielle suivante : 

 

𝑈0 = 𝑇0,1(𝑞1) × 𝑇1,2(𝑞2) × …× 𝑇𝑛−1,𝑛(𝑞𝑛) (1.6) 

 

La méthode de Paul permet la détermination de 𝑞1 , puis 𝑞2 et ainsi de suite jusqu'à 𝑞𝑛 . Il 

s'agit de déplacer l'une après l'autre chacune des variables articulaires (𝑞1… 𝑞𝑛)  dans le 

membre de gauche de l'équation. Pour cela, on multiplie par 𝑇𝑗,𝑗−1  (en prenant 

successivement 𝑗 = 1…𝑛) de part et d'autre dans l'équation. 

 

Considérons un robot à 6 D.D.L, en utilisant les équations suivantes on peut calculer les 

variables articulaires : [18] 

                                        𝑈0 = 𝑇0,1(𝑞1) × 𝑇1,2(𝑞2) × 𝑇2,3(𝑞3) × 𝑇3,4(𝑞4) × 𝑇4,5(𝑞5) × 𝑇5,6(𝑞6)

𝑇1,0(𝑞1) × 𝑈0 = 𝑇1,2(𝑞2) × 𝑇2,3(𝑞3) × 𝑇3,4(𝑞4) × 𝑇4,5(𝑞5) × 𝑇5,6(𝑞6)

  𝑇2,1(𝑞2) × 𝑈1 = 𝑇2,3(𝑞3) × 𝑇3,4(𝑞4) × 𝑇4,5(𝑞5) × 𝑇5,6(𝑞6)                       

𝑇3,2(𝑞3) × 𝑈2 = 𝑇3,4(𝑞4) × 𝑇4,5(𝑞5) × 𝑇5,6(𝑞6)                                          

𝑇4,3(𝑞4) × 𝑈3 = 𝑇4,5(𝑞5) × 𝑇5,6(𝑞6)                                                               

   𝑇5,4(𝑞5) × 𝑈4 = 𝑇5,6(𝑞6)                                                                                       

 

 

    

 

 

(1.7) 

Avec      𝑈𝑗 = 𝑇𝑗,6 = 𝑇𝑗,𝑗−1 × 𝑈𝑗−1      pour      𝑗 = 1,2,3,4. 

 

La résolution de ces équations est intuitive, mais fait intervenir (en principe) quelques types 

d'équations dont la solution analytique est connue. 
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1.5.5.2 L’approche de calcul numérique :  

Lorsque le modèle géométrique inverse n'existe pas, on peut calculer une solution particulière 

du problème inverse par des procédures numériques, qui est une solution locale au sens où 

elle dépend des conditions initiales.  

Notons que de telles méthodes peuvent être pénalisantes du point de vue du temps de calcul. 

1.5.5.3 L’approche géométrique :  

L’inexistence ou peu de méthodes analytiques générales permettant de résoudre le problème 

du modèle géométrique inverse d’un robot ayant une configuration arbitraire motive 

l’application des méthodes géométriques. Elle est utilisée généralement aux robots ayant des 

architectures relativement simples comme le cas des robots industriels actuels [32].   

 

1.5.6 Obtention du modèle géométrique direct et inverse du bras manipulateur  

de 2 DLL : 

1.5.6.1 Modèle géométrique direct : 

 

 

Tableau.1.1 Paramètres D-H du manipulateur plan de 2DDL. 

liaison 𝐿𝑖 𝛼𝑖 𝑑𝑖 𝜃𝑖 
1 

2 
𝐿1 

𝐿2 

0 

0 

0 

0 

 𝜃1
  
 

𝜃2
 
 

   

𝜽𝟏 

𝜽𝟐 

𝑥0 

𝑦0 

𝐿1 

𝐿2 
𝒙𝟏 

𝒚𝟏 

𝒚𝟐 

𝒙𝟐 

Figure 1.6. Manipulateur plan de 2DDL 
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Utilisant la formule générale de la matrice de transformation entre deux repères (1.2) on 

trouve : 

 

𝑇0,1 = [

𝑐1 −𝑠1 0 𝐿1 𝑐1
𝑠1 𝑐1 0 𝐿1 𝑠1
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

(1.8) 

 

 

𝑇1,2 = [

𝑐2 −𝑠2 0 𝐿2 𝑐2
𝑠2 𝑐2 0 𝐿2 𝑠2
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

(1.9) 

 

 

𝑇0,2 = 𝑇0,1 × 𝑇1,2 = [

𝑐12 −𝑠12 0 𝐿1 𝑐1 + 𝐿2 𝑐12
𝑠12   𝑐12 0 𝐿1 𝑠1 + 𝐿2 𝑠12
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

(1.10) 

 

𝑇0,2 : La représentation du repère 2 par rapport le repère 0. 

Les trois premiers composants de la dernière colonne du 𝑇0,2 représentent les coordonnées xyz 

de l’origine 𝑂2 par rapport au repere de base 𝑂0 

 

{
𝑥 = 𝐿1 𝑐1 + 𝐿2 𝑐12
𝑦 = 𝐿1 𝑠1 + 𝐿2 𝑠12
𝑧 = 0                       

 
(1.11) 

 

Ces coordonnées de l’équation (1.11) Sont celles de l’outil terminal par rapport au repère de 

la base [32]. 

La matrice 3x3 (3 premières lignes / 3 premières colonnes) donne l’orientation de l’outil 

terminal par rapport à la base. 
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1.5.6.2 Modèle géométrique inverse par la méthode géométrique : 

Dans cette situation nous connaissons les coordonnées  𝑃(𝑥, 𝑦) , et nous allons chercher les 

variables articulaires 𝜃(𝜃1, 𝜃2) 

 

 

Dans notre cas on prend uniquement la solution qui correspond au coude en bas. 

 

 

𝜽𝟏 

𝜽𝟐 

𝐿2 𝑐12 𝐿1 𝑐1 

𝐿1 𝑠1 

𝑥 

𝑦 

𝐿2 𝑠2 

𝐶 

𝛼 

𝑃(𝑥, 𝑦) 

𝐿2 𝑐2 

𝜋 − 𝜃2 

𝐿2  

𝐿1 

𝐿2 𝑠12 

𝑥0 

𝑦0 

𝑎 

𝑏 

Figure 1.7. Les deux solutions possibles du MGI.                                                           

(a : le coude  en haut (elbow up)    ;   b : le coude en bas (elbow down)) 

Figure 1.8. Représentation géométrique du bras manipulateur plan de 2 DDL 
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On prend uniquement la solution ou le coude est bas (elbow-down) 

𝐶2 = 𝑥2 + 𝑦2 (1.12) 

 

Appliquant le Théorème de Pythagore généralisé sur le triangle C L1 L2 

 

𝐶2 = 𝐿1
2 + 𝐿2

2 − 2𝐿1𝐿2 𝑐𝑜𝑠(𝜋 − 𝜃2) 

𝐶2 = 𝐿1
2 + 𝐿2

2 + 2𝐿1𝐿2 𝑐𝑜𝑠(𝜃2)          (1.13) 

 

𝜽𝟐 = 𝒂𝒄𝒐𝒔 (
𝑪𝟐 − 𝑳𝟏

𝟐 − 𝑳𝟐
𝟐

𝟐𝑳𝟏𝑳𝟐
) 

(1.14) 

 

Nous avons : 

𝑡𝑎𝑛 (𝜃1 + 𝛼) =
𝑦

𝑥
 

𝑡𝑎𝑛(𝛼)=(
𝐿2 𝑠𝑖𝑛(𝜃2)

𝐿1 + 𝐿2 𝑐𝑜𝑠(𝜃2)
) 

Donc : 

𝜽𝟏 = 𝒂𝒕𝒂𝒏(
𝒚

𝒙
) − 𝒂𝒕𝒂𝒏(

𝑳𝟐 𝒔𝒊𝒏(𝜽𝟐)

𝑳𝟏 + 𝑳𝟐 𝒄𝒐𝒔(𝜽𝟐)
)   

(1.15) 

 

1.6 Modèle cinématique directe et inverse : 

1.6.1 Modèle cinématique directe : 

Le modèle cinématique directe du robot décrit les variations élémentaires des coordonnées 

opérationnelles en fonction des variations élémentaires des coordonnées articulaire.  

Il est noté : 

𝑑𝑋 = 𝐽 (𝑞)𝑑𝑞 = (
𝑃̇

𝜔
)𝑑𝑞 

(1.16) 

 

 𝐽(𝑞) : désigne la matrice jacobéenne de dimensions (m x n) du mécanisme, elle est en  

fonction de la configuration articulaire     𝑞, 

𝑃̇ : Représentant la vitesse linière absolue de l’outil terminal par rapport à   𝑅0. 

𝜔 : Représentant le vecteur de rotation absolue de l’outil terminal par rapport à  𝑅0. 
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Tableau.1.2. Représente les articulations avec leur contribution au point terminal du robot. 

Articulation Prismatique rotoide 

Vitesse linéaire 

Vitesse angulaire 
𝑉𝑗 

neant 

𝛺𝑖 × 𝑃𝑖𝑛 
𝛺𝑖 

×∶ 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒   

La vitesse linéaire de l’outil terminal : 

𝑉 =∑[ 𝜎𝑖 𝑍𝑖  

𝑛

𝑖=1

+ 𝜎𝑖 (𝑍𝑖  ×  𝑃𝑖𝑛) ] 𝑞𝑖̇  
(1.17) 

 

La vitesse angulaire de l’outil terminal : 

𝜔 =∑(𝜎𝑖  𝑍𝑖)

𝑛

𝑖=1  

𝑞𝑖̇  
(1.18) 

 

Avec :                             𝑞𝑖 = 𝜎𝑖𝜃𝑖 + 𝜎𝑖𝑑𝑖     ,  𝜎𝑖 = {
0     𝑅𝑜𝑡𝑜𝑖𝑑𝑒        
1      𝑃𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒

                           

 Et : 

𝑉𝑖 = 𝑍𝑖  𝑞𝑖̇ 
𝛺𝑖 = 𝑍𝑖 𝑞𝑖̇ 

 

(1.19) 

 

 

Donc la forme générale de la matrice Jacobéenne exprimée par rapport le repère de la base est 

donnée par : 

Ωi Vj 

Ωi 

Vj 

Ωi × Pin 

 
Pin 

𝛚 

𝐕 

Figure 1.9. Représentation des vitesses au point terminal du robot. 
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𝐽(𝑞)  
0 = (

𝐽𝑣
𝐽𝑤
) = [

𝜕0(𝑃)

𝜕𝑞1

𝜕0(𝑃)

𝜕𝑞2
⋯

𝜕0(𝑃)

𝜕𝑞𝑛    
𝜎1( 𝑅1

0  𝑍) 𝜎2( 𝑅2
0  𝑍) ⋯ 𝜎𝑛( 𝑅𝑛

0  𝑍)

] 

(1.20) 

 

Ri
0  : C’est une matrice de rotation exprime le repère 𝑅𝑖 dans la base  𝑅0. 

Zi = (0,0,1): Vecteur unitaire porté par l’axe  Zi   de l’articulation   qi. 

Remarque : 

La relation de transformation de la matrice jacobienne entre repères suivante : 

𝐽𝑛 = [
𝐴𝑖 
𝑠 03
03 𝐴𝑖 

𝑠 ] 𝐽 
𝑖
𝑛

 

 
0  

(1.21) 

 

Où :  Ai 
s   est la matrice de rotation de dimension (3x3), du repère Ri exprimé dans le repère    

Rs. 

1.6.2 Modèle cinématique inverse : 

L’objectif du modèle cinématique inverse est de trouver les vitesses  𝑞 ̇  des articulations pour 

satisfaire une vitesse des coordonnées opérationnelles 𝑋̇ imposée  

𝑞 ̇ = 𝐽
−1 (𝑞) 𝑋̇ (1.22) 

 

Pour obtenir le modèle cinématique inverse, on inverse le modèle cinématique direct en 

résolvant un système d’équations linéaires dont la solution est donnée par la relation 

suivante : 

(

𝑞1
⋮
𝑞𝑛
) = 𝐽−1(𝑞) (

𝑃̇

𝜔
) 

(1.23) 

 

1.6.3 Obtention du modèle cinématique du bras manipulateur  de 2 DLL : 

A partir de l’équation (1.20) 

 

𝐽  
0 = [

𝑧0 × (𝑂2 − 𝑂0) 𝑧1 × (𝑂2 − 𝑂1)
𝑧0 𝑧1

] 

 

(1.24) 
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𝑂0 = [
0
0
0
]  ,             𝑂1 = [

𝐿1 𝑐1
𝐿1 𝑠1
0
]  ,            𝑂2 = [

𝐿1 𝑐1 + 𝐿2 𝑐12
𝐿1 𝑠1 + 𝐿2 𝑠12

0
] 

(1.25) 

 

                

𝑧0 = 𝑧1 = [
0
0
1
] 

(1.26) 

 

Donc : 

𝐽  
0 =

[
 
 
 
 
 
−𝐿1 𝑠1 − 𝐿2 𝑠12 −𝐿2 𝑠12
   𝐿1 𝑐1 + 𝐿2 𝑐12   𝐿2 𝑐12

0 0
0 0
0 0
1 1 ]

 
 
 
 
 

 

 

 

(1.27) 

 

 

Les deux premières lignes de J indiquent la vitesse linéaire de l’origineO2 par rapport à la 

base. La troisième ligne c’est la vitesse linéaire liée à la direction de  z0 , dans ce cas cette 

vitesse est nulle. Les dernières lignes représentent la vitesse angulaire du dernier repère 

(l’outil terminal) qui est simplement la rotation par rapport à l’axe verticale avec une vitesse   

θ 1̇ + θ2̇ [32]. 

Remarque : 

Le fameux problème du Modèle cinématique inverse est la Singularités.  

det[𝐽(𝑞)] = 0 (1.28) 

 

Avec : 𝐽 = [
−𝐿1 𝑠1 − 𝐿2 𝑠12 −𝐿2 𝑠12
   𝐿1 𝑐1 + 𝐿2 𝑐12   𝐿2 𝑐12

] 

det[𝐽(𝑞)] = 𝐿1𝐿2 𝑠2 (1.29) 

 

La singularité est lorsque : 𝜃2 = 𝑘 𝜋. 
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1.6.4 Jacobien de la force : 

 

Les torques produits par le contact sont : 

𝝉𝟏 = −𝐹𝑥 𝑦 + 𝐹𝑦 𝑥 (1.30) 

Les coordonnées de   x et y   sont donnée par l’équation (1.11), insérées dans l’équation  

(1.30) donnent: 

𝝉𝟏 = −𝐹𝑥  (𝐿1 𝑠1 + 𝐿2 𝑠12) + 𝐹𝑦 (𝐿1 𝑐1 + 𝐿2 𝑐12) (1.31) 

 

Le torque dans la deuxième articulation est calculé de même façon : 

𝝉𝟐 = −𝐹𝑥 𝐿2 𝑠12 + 𝐹𝑦  𝐿2 𝑐12 (1.32) 

 

A partir de l’équation (1.31) et (1.32)  on peut écrire la forme matricielle suivante : 

[
𝜏1
𝜏2
] = [

−𝐿1 𝑠1 − 𝐿2 𝑠12 𝐿1 𝑐1 + 𝐿2 𝑐12
−𝐿2 𝑠12 𝐿2 𝑐12

] [
𝐹𝑥
𝐹𝑦
] 

(1.33) 

 

Cette dernière c’est la matrice jabiènne transposée, donc on peut écrire : 

𝜏 = 𝐽𝑇(𝑞)𝑓 (1.34) 

 

𝜽𝟏 

𝜽𝟐 

𝑥 

𝑦 

𝑥 

𝐿2  

𝐿1 
𝑦 

𝝉𝟏 

𝝉𝟐 

𝐹𝑥 

𝑓 
𝐹𝑦 

Figure 1.10. Manipulateur en interaction avec l’environnement. 
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Avec : 𝜏 = [𝜏1
𝜏2
] , 𝑓 = [𝐹𝑥

𝐹𝑦
] 

Cette formule est très utile pour la modélisation des forces d’interaction du robot avec 

l’environnement. 

1.7 Le modèle dynamique : 

La cinématique décrit les mouvements du robot sans tenir compte des forces et des moments 

produisant ces mouvements, par contre la dynamique décrit explicitement la relation entre 

force et mouvement [32]. 

Plusieurs formalismes ont été utilisés pour obtenir le modèle dynamique des robots Les 

formalismes les plus souvent utilisés sont : 

 le formalisme de Lagrange 

 le formalisme de Newton-Euler 

Dans cette section on va développer la dynamique du manipulateur par la méthode de 

Lagrange. 

Equation  de Lagrange : 

𝑑 

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑞̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 𝜏 

(1.35) 

Avec : 

𝐿 = 𝐾 − 𝑈 (1.36) 

 

L : s’appelle le Lagrangien 

   𝐾  : L’énergie cinétique 

   𝑈 : L’énergie potentielle (elle est fonction de   𝑞  𝑈 = 𝑈(𝑞) ) 

Substituant L dans (1.35) : 

𝑑 

𝑑𝑡
(
𝜕𝐾

𝜕𝑞̇
) −

𝜕𝐾

𝜕𝑞
+
𝜕𝑈

𝜕𝑞
= 𝜏 

(1.37) 

 

𝜕𝑈

𝜕𝑞
= 𝐺 (1.38) 

𝐺: Vecteur de gravité 
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𝑑 

𝑑𝑡
(
𝜕𝐾

𝜕𝑞̇
) −

𝜕𝐾

𝜕𝑞
   : Forces d’inertie      

1.7.1 Le calcul des Forces d’inertie   : 

𝐾 =
1

2
 𝑞̇ 𝑇𝑀(𝑞)𝑞̇ (1.39) 

 

𝜕𝐾

𝜕𝑞̇
=
𝜕 

𝜕𝑞̇
[
1

2
𝑞̇ 𝑇𝑀(𝑞)𝑞̇] = 𝑀(𝑞)𝑞̇ 

𝑑 

𝑑𝑡
(
𝜕𝐾

𝜕𝑞̇
) =

𝑑 

𝑑𝑡
[𝑀(𝑞)𝑞̇] = 𝑀(𝑞)𝑞̈ + 𝑀̇(𝑞)𝑞̇ 

𝑑 

𝑑𝑡
(
𝜕𝐾

𝜕𝑞̇
) −

𝜕𝐾

𝜕𝑞
= 𝑀(𝑞)𝑞̈ + 𝑀̇(𝑞)𝑞̇ −

1

2
 

[
 
 
 
  𝑞̇ 𝑇

𝜕𝑀

𝜕𝑞1
𝑞 ̇

⋮

 𝑞̇ 𝑇
𝜕𝑀

𝜕𝑞𝑛
𝑞 ̇
]
 
 
 
 

= 𝑀(𝑞)𝑞̈ + 𝑉(𝑞, 𝑞̇) 
 

 

(1.40) 

 

Donc on peut écrire la forme générale : 

𝑀(𝑞)𝑞̈ + 𝑀̇(𝑞)𝑞̇ −
1

2
  𝑞̇ 𝑇

𝜕𝑀

𝜕𝑞 
𝑞 ̇ + 𝐺 = 𝜏 

 

𝑀(𝑞)𝑞̈ +          𝑉(𝑞, 𝑞̇)                   + 𝐺 = 𝜏 

 

 

(1.41) 

 

1.7.2 Le calcul de la matrice 𝑴(𝒒) : 

Calculons d’abord l’énergie cinétique globale du robot et on la reformule sous la forme de 

l’équation (1.39), pour extraire la matrice   M(q) . 

 

 

Vci 
ωi 

Pci  

𝑐𝑜𝑟𝑝𝑠 𝑖 

Figure 1.11. Schéma synoptique d’un manipulateur série de n DDL. 
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𝐾𝑖 =
1

2
(𝑚𝑖𝑣𝑐𝑖

𝑇𝑣𝑐𝑖 +ωi
T𝐼𝑖  ωi) (1.42) 

 

L’énergie cinétique totale :    

𝐾 =∑𝐾𝑖 (1.43) 

Avec : 

𝑣𝑐𝑖 = 𝐽𝑣𝑖  𝑞̇ 

ωi = 𝐽ω𝑖 𝑞̇ 
 

(1.44) 

 

𝐽𝑣𝑖 
   : La matrice jacobéienne exprimée dans le référentiel  i, elle décrit la vitesse linéaire 𝑣𝑖 du 

corps i en fonction des   𝑞0…𝑞𝑖 ,  et par rapport à la base. 

𝐽𝜔𝑖  : La matrice jacobéienne exprimée dans le référentiel  i, elle décrit la vitesse angulaire 𝜔𝑖 

du corps i en fonction des   𝑞0…𝑞𝑖 , et par rapport à la base. 

 

Par la substitution de (1.44) dans  la formule de (1.42) nous obtenons la relation suivante : 

𝐾𝑖 =
1

2
(𝑚𝑖 𝑞̇

𝑇 𝐽𝑣𝑖 
𝑇  
 𝐽𝑣𝑖 𝑞̇ + 𝑞̇

𝑇 𝐽𝜔𝑖 
𝑇  
𝐼𝑖  𝐽𝜔𝑖  

 𝑞̇) 

1

2
 q̇ T M(q) q̇ =

1

2
𝑞̇𝑇 [∑(𝑚𝑖  𝐽𝑣𝑖 

𝑇  
 𝐽𝑣𝑖  +  𝐽𝜔𝑖 

𝑇  
𝐼𝑖  𝐽𝜔𝑖) 

𝑛

𝑖=1

 ] 𝑞̇  

(1.45) 

 

Donc : 

𝑀(𝑞) =∑(𝑚𝑖   𝐽𝑣𝑖 
𝑇  
 𝐽𝑣𝑖  +  𝐽𝜔𝑖 

𝑇  
𝐼𝑖   𝐽𝜔𝑖) 

𝑛

𝑖=1

 
 

(1.46) 

𝐼𝑐𝑖  
:    L’inertie du corps i. 

A partir  du schéma 1.10  nous obtenons: 

     𝐽𝑣𝑖 
 = [

𝜕𝑃𝑐𝑖 
 

𝜕𝑞1
…

𝜕𝑃𝑐𝑖 
 

𝜕𝑞𝑖
0 … 0] 

    𝐽𝜔𝑖 = [𝑧1 …       𝑧𝑖   0 … 0] 

 

(1.47) 

 

      



Chapitre-I- Modélisation du Robot Manipulateur 

 
26 

 

On pose M(q)  de la forme suivante : 

𝑀 ≔ [

𝑚11 ⋯ 𝑚1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑚𝑛1 ⋯ 𝑚𝑛𝑛

] 
 

(1.48) 

 

       ≔   indice indique ‘’par définition’’ 

A partir de (1.42) et (1.48) nous avons : 

𝑀(𝑞)𝑞̈ + [
𝑚̇11 ⋯ 𝑚̇1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑚̇𝑛1 ⋯ 𝑚̇𝑛𝑛

] 𝑞̇ −
1

2
 

[
 
 
 
 
 
 
 
  𝑞̇ 𝑇 (

𝑚111 𝑚121 ⋯ 𝑚1𝑛1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑚𝑛11 𝑚𝑛21 ⋯ 𝑚𝑛𝑛1

)𝑞 ̇

 
 
⋮
 

 𝑞̇ 𝑇 (

𝑚11𝑛 𝑚12𝑛 ⋯ 𝑚1𝑛𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑚𝑛1𝑛 𝑚𝑛2𝑛 ⋯ 𝑚𝑛𝑛𝑛

)𝑞 ̇
]
 
 
 
 
 
 
 
 

+ 𝐺 = 𝜏 

 

 

 

 

(1.49) 

 

𝑚𝑖𝑗𝑘 =
𝜕𝑚𝑖𝑗

𝜕𝑞𝑘
 

(1.50) 

 

𝑚̇𝑖𝑗 =
𝑑𝑚𝑖𝑗 

𝑑𝑡
=
𝑑𝑚𝑖𝑗 

𝑑𝑞𝑘

𝑑𝑞𝑘
𝑑𝑡

= 𝑚𝑖𝑗𝑘 𝑞̇𝑘 
(1.51) 

 

1.7.3 Les symboles de Christoffel : 

𝑏𝑖𝑗𝑘 =
1

2
(𝑚𝑖𝑗𝑘 +𝑚𝑖𝑘𝑗−𝑚𝑗𝑘𝑖) 

 

(1.52) 

 

𝑉 = 𝐶(𝑞)[𝑞̇2] + 𝐵(𝑞)[𝑞̇𝑞̇] (1.53) 

 

𝐶(𝑞)[𝑞̇2] =

[
 
 
 
𝑏1,11 𝑏1,22 … 𝑏1,𝑛𝑛
𝑏2,11 𝑏2,22 … 𝑏2,𝑛𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑏𝑛,11 𝑏𝑛,22 … 𝑏𝑛,𝑛𝑛]
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑞̇ 1
2

𝑞̇ 2
2

⋮
𝑞̇ 𝑛
2  
]
 
 
 
 

 

 

 

(1.54) 

 

𝐵(𝑞)[𝑞̇𝑞̇] =

[
 
 
 
2𝑏1,12 2𝑏1,23 … 2𝑏1,(𝑛−1)𝑛
2𝑏2,12 2𝑏2,23 … 2𝑏2,(𝑛−1)𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

2𝑏𝑛,12 2𝑏𝑛,23 … 2𝑏𝑛,(𝑛−1)𝑛]
 
 
 

[
 
 
 
𝑞̇1𝑞̇2  

 

𝑞̇2𝑞̇3
⋮

𝑞̇(𝑛−1)
 𝑞̇𝑛]
 
 
 

 

 

(1.55) 
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1.7.4 Le calcul de la gravité : 

 

On trouve l’énergie potentielle D’après le schéma *  

𝑈𝑖 = 𝑚𝑖(𝑔
𝑇
 
PCi ) (1.56) 

 

𝑔  :    Vecteur donne la direction de la gravité dans le référentiel de la base. 

𝑃𝐶𝑖 :   Vecteur donne les coordonnées du centre de masse du corps i. 

𝑈 =∑𝑈𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑𝑚𝑖(𝑔
𝑇
 
PCi )

𝑛

𝑖=1

 (1.57) 

 

Le vecteur de gravité est donné par : 

𝐺 =
𝑑𝑈

𝑑𝑞𝑗
=∑𝑚𝑖(𝑔

𝑇
 

𝜕PCi 

𝜕𝑞𝑗
)

𝑛

𝑖=1

 (1.58) 

 

𝐺 = [𝐽𝑣1 
𝑇 𝐽𝑣2 

𝑇 … 𝐽𝑣𝑛 
𝑇  
] [

𝑚1𝑔
 
 

𝑚2𝑔
 
 

⋮
𝑚𝑛𝑔

 
 

] (1.59) 

1.7.5 La forme explicite du model dynamique : 

𝑀(𝑞)𝑞̈ + 𝐶(𝑞)[𝑞̇2] + 𝐵(𝑞)[𝑞̇𝑞̇] + 𝐺 = 𝜏 (1.60) 

Avec : 

𝑀(𝑞) : La matrice d’inertie (symétrique définie positive). 

 C(𝑞) : Matrice représente les forces centrifuges. 

PCi   
 

𝑐𝑜𝑟𝑝𝑠 𝑖 

𝑚𝑖 

g 
𝐶𝑖 

Figure 1.12. Schéma synoptique de la gravité.  
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 B(𝑞) : Matrice représente les forces de Coriolis. 

𝐺 : Le vecteur de gravité. 

1.7.6 Obtention du modèle dynamique du bras manipulateur  de 2 DLL : 

 

 

1.7.6.1 Le calcul de 𝑱𝒗𝟏 
  et 𝑱𝒗𝟐 

  : 

Par l’ utilisation du modè le dé veloppé  dans la section pré cé dente (1.47): 

Dans ce cas là   𝑞 = (𝜃1 𝜃2)
𝑇 

𝐽𝑣1 
 = [

𝐿𝑐1sin (𝜃1) 0

𝐿𝑐1cos (𝜃1) 0

0 0

] 

𝐽𝑣2 
 = [

−𝐿1sin𝜃1 − 𝐿𝑐2sin(𝜃1 + 𝜃2) −𝐿𝑐2sin(𝜃1 + 𝜃2)

𝐿1cos𝜃1 + 𝐿𝑐2cos(𝜃1 + 𝜃2) 𝐿𝑐2cos(𝜃1 + 𝜃2)

0 0

] 

1.7.6.2 Le calcul de 𝝎𝟏 et 𝝎𝟐 : 

𝜔1 = 𝜃̇1 𝑘      et     𝜔2 = (𝜃̇1 + 𝜃̇2) 𝑘 

Donc :    𝐽𝜔𝑖 
𝑇  
𝐼𝑖  𝐽𝜔𝑖  

= 𝐼1 [
1 0
0 0

] + 𝐼2 [
1 1
1 1

] = [
𝐼1 + 𝐼2 𝐼2
𝐼2 𝐼2

] 

Avec ces données et l’application de la formule (1.45)  

On peut écrire la forme de matrice d’inertie M comme suite: 

𝜽𝟏 

𝜽𝟐 

𝑥 

𝑦 

𝐿2  

𝐿1 

𝑦 

𝝉𝟏 

𝝉𝟐 

𝑚2𝑔 

𝑚1𝑔 

𝐿𝑐1  

𝐿𝑐2  

Figure 1.13. Schéma du bras manipulateur avec les paramètres dynamiques. 
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M = [

𝑚11  𝑚12

   
𝑚21  𝑚22

] 

 

 

Tel que :    {

𝑚11 = 𝑚1𝐿𝑐1
2
  

 
+𝑚2(𝐿1

2 + 𝐿𝑐2
2 + 2𝐿1

 𝐿𝑐2
 cos 𝜃2) + 𝐼1 + 𝐼2                 

𝑚12 = 𝑚21 = 𝑚2(𝐿𝑐2
2 + 𝐿1

 𝐿𝑐2
 cos 𝜃2) + 𝐼2                                       

𝑚22 = 𝑚2𝐿𝑐2
2 + 𝐼2                                                                                       

 

 

 

 

 

 

 

 

(1.61) 

 

1.7.6.3 Le calcul des symboles de Christoffel : 

 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 𝑏111 =

𝜕𝑚11

𝜕𝜃1
= 0                                               

𝑏121 = 𝑏112 =
1

2
 
𝜕𝑚11

𝜕𝜃2
= −𝑚2𝐿1

 𝐿𝑐2
 sin 𝜃2

𝑏122 =
𝜕𝑚12

𝜕𝜃2
−
1

2

𝜕𝑚22

𝜕𝜃1
= −𝑚2𝐿1

 𝐿𝑐2
 sin 𝜃2

𝑏211 =
𝜕𝑚21

𝜕𝜃1
−
1

2

𝜕𝑚11

𝜕𝜃2
= 𝑚2𝐿1

 𝐿𝑐2
 sin 𝜃2   

𝑏221 = 𝑏212 =
1

2

𝜕𝑚22

𝜕𝜃1
= 0                               

𝑏222 =
1

2

𝜕𝑚22

𝜕𝜃2
= 0                                           

 

 

 

 

 

 

(1.62) 

 

 

𝐶(𝑞)[𝑞̇2] = [
0 −𝑚2𝐿1

 𝐿𝑐2
 sin 𝜃2

𝑚2𝐿1
 𝐿𝑐2
 sin 𝜃2 0

] [
𝜃̇ 1
2

𝜃̇ 2
2] (1.63) 

 

𝐵(𝑞)[𝑞̇𝑞̇] = [
−2𝑚2𝐿1

 𝐿𝑐2
 sin 𝜃2   

0
] [𝜃̇1𝜃̇2  

 
] (1.64) 

 

𝑉 = 𝐶(𝑞)[𝑞̇2] + 𝐵(𝑞)[𝑞̇𝑞̇] = [
−𝑚2 𝐿1

 𝐿𝑐2
 𝜃̇ 2

2
 sin 𝜃2 − 2 𝑚2𝐿1

 𝐿𝑐2
  𝜃̇1𝜃̇2  sin 𝜃2   

𝑚2 𝐿1
 𝐿𝑐2
  𝜃̇ 1

2
 sin 𝜃2

] 
 

(1.65) 

 

Avec :  𝑞 = (𝜃1 𝜃2)
𝑇 
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1.7.6.4 Le calcul du vecteur de gravité : 

D’après l’équation   (1.57), on doit d’abord commencer par le calcul des   PCi . 

PC1 = [
𝐿𝑐1
 cos𝜃1 

𝐿𝑐1
 𝑠𝑖𝑛𝜃1

]   ,    PC2 = [
𝐿1
 cos𝜃1 + 𝐿𝑐2

 cos(𝜃1 + 𝜃2)

𝐿1
 sin𝜃1 + 𝐿𝑐2

 sin(𝜃1 + 𝜃2)
] 

(1.66) 

 

𝑔𝑇 = [0 g] (1.67) 

  𝑔𝑇 : Représenté dans le repère de la base. 

𝑈 = 𝑈1 +𝑈2 = 𝑚1[0 g] [
𝐿𝑐1
 cos𝜃1 

𝐿𝑐1
 𝑠𝑖𝑛𝜃1

] + 𝑚2[0 g] [
𝐿1
 cos𝜃1 + 𝐿𝑐2

 cos(𝜃1 + 𝜃2)

𝐿1
 sin𝜃1 + 𝐿𝑐2

 sin(𝜃1 + 𝜃2)
] 

𝑈 = 𝑚1 𝐿𝑐1
 𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜃1 +𝑚2 𝐿1

  g sin𝜃1 +𝑚2 𝐿𝑐2
  g sin(𝜃1 + 𝜃2) (1.68) 

 

𝐺1 =
𝜕𝑈

𝜕𝜃1
= 𝑚1 𝐿𝑐1

 𝑔 𝑐𝑜𝑠𝜃1 +𝑚2 𝐿1
 g cos𝜃1 +𝑚2 𝐿𝑐2

 g cos(𝜃1 + 𝜃2) 

𝐺2 =
𝜕𝑈

𝜕𝜃2
= 𝑚2 𝐿𝑐2

 g cos(𝜃1 + 𝜃2)
 

 

   

 

1.8 Conclusion : 

Nous avons montré, dans ce chapitre, comment obtenir le modèle géométrique et cinématique 

directe et inverse ainsi que le modèle dynamique. 

Le modèle géométrique donne une image du déplacement  de l’effecteur sur le plan 

articulaire, on a vu comment obtenir ce modèle d’une manière systématique. 

Le modèle géométrique inverse offre au contrôleur à chaque instant les angles  des 

articulations à suivre par l’outil terminal du robot. Le calcul de ce modèle présente des 

difficultés tel que l’inexistence d’une méthode systématique d'inversion, plusieurs méthodes 

de  calcul sont présentées comme celle de Paul ou la méthode de géométrie.  

Ensuite on a abordé le problème de la cinématique, ce qui est traduit par le déplacement de 

l’organe terminal par rapport aux variations des articulations et inversement, la matrice 

𝐺 = [
𝑚1 𝐿𝑐1

 𝑔 𝑐𝑜𝑠𝜃1 +𝑚2 𝐿1
 g cos𝜃1 +𝑚2 𝐿𝑐2

 g cos(𝜃1 + 𝜃2) 

𝑚2 𝐿𝑐2
 g cos(𝜃1 + 𝜃2)

] 

  

 

(1.69) 
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jacobien est la base de ce modèle, la cinématique inverse présente un problème de singularité 

qui correspond au déterminent nul de la matrice Jabobienne, les singularités doivent être évité 

lors de la conception du contrôleur. 

Par conséquent on a utilisé la matrice jacobienne pour calculer le jacobien des forces 

(jacobien transposé) qui relie les forces cartésiennes avec les couples. 

Enfin, nous avons développé le modèle dynamique par le formalisme EULER-LAGRANGE .  
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Chapitre II 
 

Commande en Impédance 

 

2.1 Introduction : 

Si le robot est asservit à dessiner un cercle sur un tableau attaché au mur, l’outil terminal du 

robot manipulateur est perpendiculaire par rapport au tableau, dans ce cas là, la loi de 

commande en position réalise cette tache avec efficacité. L’autre cas si le tableau est incliné 

de 30
°
 par rapport au mur (ou l’outil terminal), ce robot et avec la même loi de commande est 

interagit avec le tableau durant le suivi de sa trajectoire (le cercle), générant ainsi une force 

plus au moins importante dépend de la vitesse du robot et/ou rigidité du tableau, ces forces 

provoquent un risque pour l’environnement et/ou robot. 

Avec cet exemple l’insuffisance de la commande en position est claire en espace contraint, où 

la commande en effort s’avère intéressante, donc les lois de commande doivent être élaborées 

de façon qu’elles puissent bien gérer les forces produites du contact. 

On ne peut jamais considérer les forces générées du contact comme source de perturbation, 

puisque ces forces d’interaction sont en relation directe avec les états du robot (vitesse…), 

alors que les perturbations sont traditionnellement indépendantes des états du robot [16].  

La commande en impédance est abordée premièrement par HOGAN [15] c’est une 

généralisation de la commande par raideur développé par Whitney en 1977 [36] et la 

commande en amortissement, étudiée par Salisbury en 1980 [Sal 80], ce type de commande 

rentre dans la catégorie de la commande en force indirecte où la force est implicitement 

contrôlée.  

L’autre catégorie c’est la commande en force directe où la force est explicitement contrôlée, 

plusieurs types de cette commande sont exposés dans la littérature, la plus intéressante c’est la 

commande hybride force/position de Raibert et Craig en 1981 [28].  



Chapitre II Commande En Impédance 

 
33 

 

Les  applications de la commande en impédance ne cesse d’augmenter, tel que : l’assemblage 

l’ébavurage, polissage ainsi que le domaine médical et de la chirurgie…etc. 

Pour bien aborder le problème de la commande en impédance, on va exposer dans ce chapitre 

les deux grandes familles de la commande en force commençons par la commande en force 

directe puis dans la deuxième section la commande en force indirecte et on met l’accent sur 

celle en impédance.   

2.2 Repère de compliance (de contrainte) : 

Les contraintes affectent généralement certaines directions de l’espace opérationnel sans en 

affecter les autres. Cette association entre l’espace opérationnel et les degrés de liberté du 

système est réalisée à l’aide d’un repère dit de compliance. Ce dernier peut être lié, selon la 

tâche à accomplir, à l’organe terminal, à l’environnement ou à l’objet manipulé. 

La correction peut être effectuée dans le repère de la base ou dans le repère de compliance. 

Dans ce dernier cas, quelques transformations doivent intervenir pour en décrire les vecteurs 

de positions et vitesses cartésiennes. L’opérateur doit choisir intelligemment Les directions de 

repère des contraintes (compliance) afin de faciliter plus tard la mise en œuvre de la 

commande [12].                                                        

Les trajectoires désirées étant générées dans le repère de la base, quelques transformations 

sont à effectuer pour les décrire dans le repère de compliance.  

Les positions cartésiennes actuelles et désirées dans le repère de compliance sont obtenues en 

utilisant la transformation suivante : 

    𝑋 
𝑐 = [

𝑅0
𝑐      03

03     𝑅0
𝑐

] 𝑋 
0  , S’il s’agit uniquement d’une rotation 

La matrice 𝑅0
𝑐 = 𝑅0

𝑐 𝑇 est la matrice de rotation du repère de la base par rapport au repère de 

compliance.  

 Le cas général : 

𝑋 
𝑐 =  𝐓𝟎

𝐜  𝑋 
0    (2.1) 

 

𝐓𝟎
𝐜   : Matrice de transformation du repère de la base par rapport au repère de compliance.  
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Le jacobien défini dans le repère de compliance est obtenu par la relation suivante: 

    𝐽 
𝑐 = [

𝑅0
𝑐      03

03     𝑅0
𝑐

] 𝐽 
0   ,  S’il s’agit uniquement d’une rotation 

. Le cas général : 

𝐽 
𝑐 = 𝐓𝟎

𝐜  𝐽 
0  (2.2) 

 

Les vitesses cartésiennes sont déterminées par la relation suivante: 

𝑋̇ 
𝑐 = 𝐽 

𝑐  𝑞̇ (2.3) 

  

Pour décrire (l’effort) dans le repère de la base on effectue une simple projection dans le 

repère de la base selon la relation suivante : 

 

𝐹 
0 = 𝐓  𝐜

𝟎 𝐹 
𝑐  (2.4) 

  

La correction peut être effectuée dans le repère de la base ou dans le repère de compliance., 

quelques transformations doivent intervenir pour décrire les vecteurs de positions et vitesses 

cartésiennes dans le même repère, les résultats obtenus sont identiques néanmoins doit choisir 

un repère sur lequel on développe une loi de commande qui demande un nombre minimal des 

opérations de transformation entre repère.  

2.3 Commande en force directe : 

  Chaque mission de manipulation peut être décomposé en tâches qui sont définies par une 

situation de contact particulière entre l’effecteur du manipulateur (ou l’outil terminal) et 

l'environnement. On peut associer pour chaque tache, un ensemble de contraintes, appelée les 

contraintes naturelles. 

 Par exemple, la main en contact d’une surface fixe et rigide elle n'est pas libre de s’y déplacer 

en sens perpendiculaire; par conséquent, une contrainte de position naturelle existe.  

Si la surface présente des frottements, la main n'est pas libre d’y appliquer des forces 

arbitraires tangentes; donc, une contrainte de force naturelle existe. 
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Ces deux types de contrainte, de la force et de la position, partagent les degrés de liberté de 

mouvements possibles de l'effecteur en deux ensembles orthogonaux qui doivent être 

commandées selon des critères différents [11]. 

 

La Commande en force directe, c’est une commande avec consigne en force, elle contrôle les 

degrés contraintes en position par une Loi de Commande en Force (LCF), ainsi les directions 

contraintes en force par une Loi de Commande en Position (LCP), dans la littérature existent 

des Structures parallèles et Séries 

 

2.3.1 Commande  Hybride position/force (Structures parallèle) : 

Son principe est d’appliquer le découplage de degrés de liberté du manipulateur de façon 

qu’un certains nombre de degrés de liberté agissent en force et les autres en position.  

Ce type de méthode a l’avantage d’être facilement réalisable et très efficace pour certaines 

tâches comme le suivie de trajectoire et la commande en force.  

 

Le contrôleur position hybride / force doit résoudre trois problèmes:  

1. Commande de la position d'un manipulateur selon des directions dans laquelle une 

contrainte de force naturelle existe.  

 

2.  Commande en force d'un manipulateur selon des directions dans laquelle une 

contrainte de position naturelle existe.  

 

 

3.  La mise en œuvre du mélange arbitraire de ces modes tout au long des degrés de 

liberté orthogonaux d'un repère arbitraire, {C}. 

 

Une structure générale de cette commande peut être représentée par le schéma fonctionnel ci-

après : 
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LCP: Loi de commande en position;                                                                                                                

LCF : Loi de commande en Force. 

La matrice S est définit comme une matrice diagonale, sa diagonale composée  de 1 et 0, pour 

activer la commande en position  dans le repère de contrainte, nous allons définir un 1 sur 

l'élément (i, i) de S. Et afin de désactiver la commande en force un 0 sur la même ligne i sera 

choisi, le rôle de la matrice S et leur complément I-S est d’activer une seule commande que ce 

soit en position ou en force. 

Comme montre le schéma ci-dessus, les lois de commande des deux boucles ne sont pas 

définies, donc Nous pouvons choisir des lois de commande en position ou en force qui sont 

différentes, notamment adaptative ou robuste [12]. 

On distingue trois types de commande hybride force/position, Selon la nature des grandeurs 

de U (signale de commande résultant) qui est la somme des sorties des deux boucles : 

a. Commande avec somme des couples articulaires. 

b. Commande avec somme des déplacements ou vitesses. 

c. Commande avec somme des efforts cartésiens. 

2.3.1.1 Commande hybride force/position avec somme des couples articulaires :  

   Raibert et Craig  ont proposé cette architecture en 1981, dans ce cas la loi de commande en 

position est élaborée dans l’espace articulaire LCPA, et une loi de commande en effort LCF.  

La figure 2.2 montre son principe. 

𝐿𝐶𝑃 

𝐿𝐶𝐹   

ROBOT 

- 

+ 

+ 

+ 

𝑞 

𝐹 

𝑋𝑑 

Model géométrique 

direct    X=f(q) 

𝑿 

- 

+ 

𝐼 − 𝑆 

𝑆 

𝑭𝒅 
𝑈 → 𝜏 

𝑈 

Figure 2.1.  Principe de la commande hybride position / force. 
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LCPA: loi de commande en position dans  l'espace articulaire.                                                       

LCF : Loi de commande en Force.  

 

2.3.1.2  Commande avec somme des déplacements ou vitesses : 

Reboulet and Robert, ont proposé cette architecture en 1985, La sortie du sommateur est un 

déplacement DX, qui sera transformée via la matrice Jacobienne inverse à l’espace articulaire, 

une loi de commande de position articulaire est calculée dans cet espace (figure 2.3). 

 
 

 

𝐾̂𝑒
  : Estimation de la raideur de l’environnement. 

𝐿𝐶𝐹   

ROBOT 

- 

+ 

+ 

+ 

𝑞 

𝐹 

𝑋𝑑 

Model géométrique 

direct    X=f(q) 
𝑋 

- 

+ 

𝐼 − 𝑆 

𝑆 

𝐹𝑑  

𝜏 

𝐾̂𝑒
−1 

 

𝑞̇ 

+ 

𝐿𝐶𝑃A 𝐽−1 

 

∆𝑋 

𝐿𝐶𝑃A 

𝐿𝐶𝐹   

ROBOT 

- 

+ 

+ 

+ 

𝑞 

𝐹 

𝑋𝑑 

Model géométrique 

direct    X=f(q) 
𝑋 

- 

+ 

𝐼 − 𝑆 

𝑆 

𝐹𝑑  

𝜏 

𝐽−1 

 

𝐽𝑇 

 

𝑞̇ 

+ 

Figure 2.2. Commande hybride force/position avec somme des couples. 

Figure 2.3. Commande hybride force/position avec somme des déplacements cartésiens. 
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2.3.1.3 Commande hybride force/position avec  somme des  forces  cartésiennes : 

Khatib.O a proposé cette architecture en 1985, Dans ce cas les couples actionneurs sont 

obtenus en transformant la somme des forces cartésiennes via la transposée de la matrice 

Jacobienne du robot (figure 2.4) : 

 

 

LCPT : loi de commande en position dans  l'espace des taches. 

2.3.2 Commande  Hybride Externe (Structures série) : 

Le nom de La structure externe provient du fait qu'elle est constituée d'une boucle externe de 

la force avec une boucle de position interne. L'idée principale de cette solution c’est que 

l'erreur de la force peut être transformée en un déplacement au niveau de l’outil terminal. Pour 

ce faire, à partir de l'erreur de la force, nous calculons un incrément de position qui modifie 

une consigne de position initiale. En d'autres termes, la position opérationnelle du robot (dans 

l’espace des taches) est asservit pour suivre une trajectoire désirée, et des qu’il existe un 

contact avec l'environnement, cette dernière est corrigé automatiquement par la commande en 

force [12].  

La Figure ci-après illustre ce principe : 

𝐿𝐶𝐹   

ROBOT 

- 

+ 

+ 

+ 

𝑞 

𝐹 

𝑋𝑑 

Model géométrique 

direct    X=f(q) 
𝑋 

- 

+ 

𝐼 − 𝑆 

𝑆 

𝐹𝑑  

𝜏 

𝐽𝑇 

 

𝑞̇ 

+ 

𝐿𝐶𝑃T 

𝐽 

 

 

Figure 2.4. Commande hybride force/position avec somme des forces. 
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 : Estimation de L’inverse de la matrice de rigidité. 

 

Selon l’espace où la correction des positions s’effectue, on distingue deux types de commande 

hybride externe [27] 

2.3.2.1 Commande Hybride Externe avec Correction Articulaire de Position : 

   La consigne de la position et la correction issue de la boucle externe sont additionnées dans 

L’espace des taches puis transformées vers l’espace articulaire à l’aide du modèle 

géométrique inverse, le principe est illustré dans le schéma suivant : 

 

 
 

 

MGI : model géométrique inverse. 

ROBOT 

𝑞 

𝐹 

𝑋𝑑 

- 

𝐹𝑑  

𝜏 

LCPA 

LCF 

𝐾̂𝑒
−1 

 

+ 
+ 

𝑑𝑋𝑓 

MGI 

ROBOT 

𝑞 

𝐹 

𝑋𝑑 

Model géométrique 

direct    X=f(q) 
𝑋 

- 

𝐹𝑑  

𝜏 
Loi de commande en 

position 

Loi de commande en 

force 

𝐾̂𝑒
−1 

 

- 

+ 
+ 

+ 

𝑑𝑋𝑓 

Figure 2.6. Commande hybride externe avec correction de la position articulaire. 

Figure 2.5. Schéma de principe de la commande hybride externe. 

𝑲̂𝒆
−𝟏 
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2.3.2.2  Commande Hybride Externe avec Correction Cartésienne de Position : 

Dans ce cas, la correction de la position est effectuée dans l’espace cartésien en transformant 

la position articulaire en position cartésienne à l’aide du modèle géométrique direct. Les 

consignes seront sommées dans l’espace cartésien.  (Figure 2.7). 

 

 

 

2.4 Commande en force indirecte : 

C’est une commande sans consigne en force, la force est commandée implicitement, citant la 

Commande par raideur active, commande par matrice d’amortissement et commande en 

impédance.  

2.4.1 Commande passive : 

  La commande passive est simplement, l’installation d’un organe mécanique souple sur 

l’effecteur du manipulateur pour répondre aux contraintes de l’environnement, c’est un type 

purement mécanique.    

2.4.2 Commande par raideur active : 

    La commande par raideur active c’est une commande qui permet au  manipulateur d’avoir 

une raideur apparente vis à vis l’environnement, son équivalence en mécanique est un ressort 

ROBOT 

𝑞 

𝐹 

𝑿𝒅 

- 

𝐹𝑑  

𝜏 
LCPT 

LCF 

𝐾̂𝑒
−1 

 

+ 
+ 

𝑑𝑋𝑓 

𝐽−1 

 

Model géométrique 

direct    X=f(q) 
𝑋 

Figure 2.7. Commande hybride externe avec correction de la position cartésienne. 
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linéaire avec raideur prédéfinie installées dans les différentes directions de l’effecteur pour 

permettre au bras manipulateur de bien gérer le contact avec l’environnement. 

Cette méthode consiste à définir en statique une fonction (une matrice de raideur)  qui relie la 

force d’interaction  au déplacement  y correspond, dans l’espace cartésien. 

Cette matrice est diagonale avec des valeurs élevées attribuées aux directions qui sont 

contraintes en force (commandées en position), tandis que des faibles gains sont affectés aux 

directions contraintes en position (commandé en force).  

Donc simplement les gains de position dans l’espace articulaire sont modifiés de telle sorte 

que l'effecteur semble avoir une certaine raideur le long des degrés de liberté cartésiens. 

La formulation de la rigidité de base est donnée par : 

𝐹 = 𝐾 𝑑𝑋 

 

(2.5) 

𝐾: La matrice de rigidité désirée (diagonal dans le repère de compliance), qui relie les forces 

mesurées à l'effecteur aux déplacements de la position nominale                                                   

𝑑𝑋: Déplacement généralisés de la position nominal commandée x0 de  l’effecteur. 

𝐹: La force appliquée par le bras sur l’environnement 

Donc nous voulons restaurer les couples correspondants à ces déplacements de la commande 

nominale (sans contrainte) pour que la formule linéaire (2.5) soit maintenue [30] 

En utilisant la jacobienne on obtient : 

𝑑𝑋 = 𝐽 𝑞 (2.6) 

 

Supposant maintenant que les forces de frottement et la dynamique du bras sont compensés 

ou sont suffisamment faibles qu’on peut les négligés on obtient : 

𝜏 = 𝐽𝑇 𝐹 (2.7) 

 

A partir des équations   (2.5) (2.6) (2.7) 

𝜏 = 𝐽𝑇 𝐾 𝐽 𝑑𝑞 = 𝐾𝑞 𝑑𝑞 (2.8) 
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Le terme Kq s’appelle matrice de raideur articulaire [30].  

Cette formule est centrale dans la commande par raideur elle a l’avantage qu’elle ne demande  

pas la matrice Jacobienne inverse, Kq est non diagonale mais symétrique [20]  Cela signifie 

qu’une simple erreur dans une seule articulation affecte la commande dans toutes les autres 

articulations [30]. 

Donc La loi de commande par raideur active est formulée comme suite :  

𝜏 = 𝐾𝑞(𝑞𝑑 − 𝑞) + 𝐾𝑑(𝑞̇𝑑 − 𝑞̇) + 𝐺 (2.9) 

 

 

L'avantage d'une telle commande est qu'elle est relativement simple à mettre en œuvre. La  

La matrice de rigidité peut être modifiée en ligne afin d'adapter le comportement du robot à 

diverses contraintes de travail. 

2.4.3 Commande par Raideur avec retour de force : 

Un réglage indirect de l’effort grâce à la matrice K qui correspond la matrice de raideur 

désirée du robot [37]. Les éléments de cette matrice sont prédéfinis en imposant des valeurs 

faibles pour les directions contraintes afin d’assurer  une faible force d’interaction et des 

valeurs élevées pour les directions non contraintes afin d’assurer un suivi correcte de la 

position désirée.  

La correction de la position prend en considération le déplacement 𝒅𝑿 dû à l’effort à travers 

la Matrice de raideur souhaitée du robot selon la relation : 

𝑑𝑋 = 𝐾 𝐹  (2.10) 

𝐽𝑇𝐾𝑐  𝐽  

 

𝐾𝑑  

ROBOT 

G - 

- 

+ 

+ + + 

+ 

 

𝑞 

𝑞̇ 

𝑞𝑑 

𝑞̇𝑑 

Figure 2.8. Commande par raideur active. 
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 La figure suivante présente le principe de cette commande, elle présente en plus une 

correction proportionnelle-dérivée classique. 

 

 

 

2.4.4 Commande par Matrice d’Amortissement : 

Cette méthode est semblable en forme à la précédente mais ici la commande en vitesse au lieu 

de la position, Cette méthode peut être modélisée par la relation suivante [24] 

F = B(V − V0)  (2.11) 

Avec : F : La force de l’effecteur exercée sur l’environnement. 

B : La matrice d’amortissement, qui relie la force de l’effecteur à la déviation de la 

vitesse par rapport à sa vitesse nominale. 

V : La vitesse.  

V0 : La vitesse nominale. 

La commande  de  la  force   est aboutit  via la différence de  la   vitesse  actuelle  du robot par  

rapport à celle nominale  (figure 2.4) [37].  La force mesurée est multiplié par   la matrice Kvf,    

ses  éléments   sont choisis   en  imposant  des  valeurs  faibles  pour  les  directions  non 

𝐾𝑝 

𝐾𝑑    

ROBOT 

G - 

- 
+ 

+ + + 
𝑞 

𝐹 

𝑋𝑑 

𝑞̇ 

𝐺(𝑞) 

𝑑𝑋 

𝑋 

- 

+ 

 𝐽 (𝑞) 

 𝐽−1 (𝑞) 

𝐾 

 𝐽−1 (𝑞) 

Figure 2.9. Schéma de principe de la commande en raideur avec retour de la force. 
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contraintes et des valeurs élevées dans  les directions  où  le contact est attendu.  L’objectif est 

d’atteindre  l’état  où  la  force   de  l’effecteur  soit  fonction  de  la déviation de la vitesse par 

rapport à sa vitesse nominale.                                                                                                     

Quand il n’y a pas de contact 𝐹 = 0 => 𝑋̇𝑑 reste inchangé.                                                        

Quand il y a un contact   𝐹 ≠ 0 => 𝑋̇𝑑  est changé suivant la relation    𝑋̇𝑑 = 𝐵 𝐹.  

 

2.4.5 Commande en impédance : 

2.4.5.1 Principe : 

Aucune stratégie de commande physiquement réalisable ne peut éliminer l'inertie du 

manipulateur, mais l'inertie apparente vue au niveau de l’effecteur peut être modifié. [15].  

Sur cette base qu’on peut masquer l’inertie non linéaire du manipulateur et imposer une 

dynamique plus simple, c’est l’impédance désirée, que ce n’est qu’une extension et une 

combinaison entre la commande en raideur et la commande en amortissement. 

L’impédance décrit la relation entre La vitesse de L'effecteur terminal 𝑋̇ et la force appliquée, 

Dans le domaine de fréquence, ceci est représenté par: 

𝑓(𝑠) = 𝑍(𝑠) 𝑋̇(𝑠) (2.12) 

En termes de position X (s), nous pouvons écrire: 

𝐾𝑝 

𝐾𝑑   

ROBOT 

G 

- 
+ 

+ + 
𝑞 

𝐹 

𝑞̇ 

𝐺(𝑞) 

 𝐽 (𝑞) 

 𝐽−1 (𝑞) 

𝐵 

 𝐽−1 (𝑞) 
1

𝑠
 

+ 

- 

𝑿 

- 

𝑋̇𝑓 

- 

𝑋̇𝑑 

 

Figure 2.10. Schéma de principe de la commande en amortissement avec retour de la force. 
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𝑓(𝑠) = 𝑠 𝑍(𝑠) 𝑋(𝑠)  (2.13) 

Le réglage d'impédance assure que le manipulateur, soumis à une force externe, a le 

comportement d'une impédance constituée d'un ensemble de: l’inertie (A), ressort avec raideur 

(K) et amortisseur (B), d’une manière générale le robot est considéré équivalent à un système 

de second ordre masse-ressort-amortisseur [20], dont la fonction de transfert est: 

𝑠𝑍(𝑠) = 𝐴𝑠2 + 𝐵𝑠 + 𝐾 =
𝐹(𝑠)

𝑋(𝑠)
 

 (2.14) 

Où A, B et K représentent respectivement les matrices d'inertie souhaitée, d'amortissement et 

de rigidité. Les valeurs de ces matrices sont choisies de manière à obtenir la performance 

souhaitée. 

La forme la plus simple d'un dispositif de commande d'impédance est l’une impédance d'ordre 

zéro. Dans ce cas, Z est une constante et : 

𝐹 = 𝐾 𝑋  (2.15) 

Une forme plus typique d’un contrôleur d'impédance est une impédance du premier ordre. 

Dans ce cas, 

𝐹 = (𝐵𝑠 + 𝐾)𝑋  (2.16) 

 

Le paramètre ajouté B est l'amortissement souhaité du manipulateur, égal à la somme de 

l'amortissement actif et naturel. En effet, l'amortissement actif négatif peut être utilisé pour 

éliminer l'apparition d'une perturbation dans le bras (due à la friction et roue dentée) [35]. 

Enfin, une forme plus complète de contrôle d'impédance est fournie par le second type 

d'ordre, 

𝐹 = (𝐴𝑠2 + 𝐵𝑠 + 𝐾)𝑋  (2.17) 

Le paramètre 𝐴 est l'inertie désirée du manipulateur. Alors que l'inertie intrinsèque du bras est 

due à sa masse, il peut être modifié par une rétroaction active. 
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REMARQUE : 

 Des valeurs élevées sont donnés à M dans les directions où un contact est prévu afin 

de limiter la dynamique du robot;  

 Des valeurs élevées de B dans les directions où il est nécessaire de dissiper l'énergie 

cinétique et donc d'amortir la réponse;  

 La rigidité K affecte la précision de la régulation de position: selon les directions de la 

force contrôlée, la rigidité doit être suffisamment faible pour limiter les forces de 

contact; à l'inverse, le long des directions contrôlées en de position, l'utilisateur doit 

définir une grande rigidité pour obtenir un positionnement précis de l'effecteur [20]. 

Deux formulations peuvent être présentées selon l’existence d’une mesure de la force ou non : 

 

 

 

 

LCP : loi de commande en position. 

Cette deuxième méthode présente deux approches selon l’expression du model de robot en 

espace articulaire ou opérationnel [12] 

𝐽𝑇 

𝑋 = 𝑓(𝑞) 

 

ROBOT 

- 
+ 

 

𝑞 
𝑋𝑑 

 
𝑋 

𝐴𝑠2 + Bs + K 

ROBOT 

- 
+ 

 

𝐹 
𝑋𝑑 

 
𝑋 

𝐿𝐶𝑃 

1

𝐴𝑠2 + Bs + K
 

Γ 

Figure 2.11. Schéma de Principe de la Commande d'impédance sans retour de force. 

Figure 2.12. Schéma de Principe de la Commande d'impédance avec retour de force. 
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2.4.5.2 Commande en Impédance sans retour de  force : 

Cette première approche est une commande implicite de la force qui n’a pas besoin de mesure 

de la force extérieure et ne prend pas en compte le modèle dynamique du robot (sauf pour la 

compensation de gravité), donc la dynamique du robot est négligée.                                     

Dans ce cas, le vecteur de commande est choisi de la manière suivante: 

𝜏 = 𝐽𝑇(𝐵𝑑 𝐸 ̇ + 𝐾𝑑 𝐸) +  𝐺  (2.18) 

 

𝐸 = 𝑋𝑑 −  𝑋   :    L’erreur entre la position X actuelle et la position désirée Xd. 

 

 Les éléments de la matrice Bd représentent  l’amortissement désiré dans chaque degré 

de liberté de l’effecteur cela a été identifié selon la tache (environnement). 

 Les éléments de la matrice Kd représentent  la raideur désirés dans chaque degré de 

liberté de l’effecteur. 

 Le terme d’inertie est nul puisque on a déjà négligé la dynamique du robot. 

 Le terme de gravité G dans la loi de commande pour compenser la gravité du robot. 

 Cette commande est l’équivalent d’un asservissement par action proportionnelle-

dérivée dans l’espace opérationnel [20]. 

 

 

 
 

 

𝐾 

𝐵   

ROBOT 

G 

+ 

+ 
𝑞 

𝑞̇ 

𝑋 = 𝑓(𝑞) 

𝑋̇ = J q̇ 

 𝐽𝑇 

+ 

- 

𝑋 

+ 

- 
𝑋̇ 

𝑋𝑑 

𝑋̇𝑑 

Figure 2.13. Schéma de la Commande d'impédance sans retour de force. 
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2.4.5.3 Commande en Impédance avec retour de  force : 

Dans cette seconde famille, existe deux formes de commande en impédance, selon 

l’expression du  modèle dynamique du robot dans l'espace articulaire, ou dans l'espace des 

tâches.  

Notons que le modèle dynamique d'un robot exerçant une force f sur son environnement est 

écrit comme suite : 

𝑀𝑞̈ + 𝑉𝑞̇ + 𝐺 + 𝐽𝑇𝐹𝑒 = 𝜏     (2.19) 

Nous posons :   𝐻 = 𝑉𝑞̇ + 𝐺    , donc l’équation  (2.19) devient : 

𝑀𝑞̈ + 𝐻 + 𝐽𝑇𝐹 = 𝜏      (2.20) 

𝑀 : La matrice d’inertie du manipulateur. 

𝑉 : Le vecteur des forces centrifuges et de Coriolis. 

𝐺 : Le vecteur de gravité. 

𝐹𝑒 : La force exercée par le manipulateur sur l’environnement. 

𝜏 : Le vecteur des couples appliqués aux moteurs installés aux différentes articulations. 

 

La dynamique désirée est formulée comme suite : 

𝐴(𝑋̈𝑑 − 𝑋̈) + 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋) = 𝐹  (2.21) 

Donc 

𝑋̈ = 𝑋̈𝑑 + 𝐴−1 [ 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋) − 𝐹 ]  (2.22) 

   Pour obtenir 𝑞̈ en fonction de 𝑋̈ nous utilisons le jacobien 

𝑋̇ = 𝐽 𝑞̇     =>     𝑋̈ = 𝐽 ̇𝑞̇ + 𝐽 𝑞̈       => 

𝑞̈ = 𝐽−1(𝑋̈ − 𝐽 ̇𝑞̇)    (2.23) 

    De (2-23) et (2-20)  on peut écrire : 

𝜏 = 𝑀 𝐽−1(𝑋̈ − 𝐽 ̇𝑞̇) + 𝐻 + 𝐽𝑇𝐹  (2.24) 

Par l’application de la méthode de découplage non linéaire, on doit choisir la commande  𝜏  de 

telle façon la dynamique désirée (2-21) soit réalisée : 
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𝜏 = 𝑀̂ 𝐽−1(𝑤 − 𝐽 ̇𝑞̇) + 𝐻̂ + 𝐽𝑇𝐹  (2.25) 

Avec :                      

𝒘 = 𝑋̈𝑑 + 𝐴−1 [ 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋) − 𝐹 ]  (2.26) 

                   

Et :                                            𝑀̂ , 𝐻̂   L’estimation de  𝑀, 𝐻 respectivement. 

Donc  la loi de commande se présente comme suite : 

𝜏 = 𝑀̂  𝐽−1 [𝑋̈𝑑 + 𝐴−1 [ 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋) − 𝐹 ] − 𝐽𝑞̇̇ ] + 𝐻̂ + 𝐽𝑇𝐹 

 

 (2.27) 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

𝐾 

𝐵   ROBOT 

+ 

+ 

𝑞̇ 

𝑋 = 𝑓(𝑞) 

𝑋̇ = J q̇ 

 𝐽𝑇 
+ 

- 

𝑋 

+ 
- 

𝑿̇ 

𝑋𝑑 

𝑋̇𝑑 
𝐴−1 

𝑋̈𝑑 

+ 
+ 

𝑤 

- 

+ 

𝐽−1 𝑀̂ 

𝐻̂ 

𝝉 + 
+ 𝐹 

𝑞 

𝑋̈ 𝐽−1 

𝑞̈ 

𝑱̇𝒒̇ 

Figure 2.14. Schéma de la Commande d'impédance avec retour de force. 
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L’autre formulation peut être achevée par le modèle du robot en espace des taches, tout en 

utilisant les différentes transformations géométriques et cinématique,  on arrive au modèle 

suivant : 

𝑀𝑥𝑋̈ + 𝑉𝑥𝑋̇ + 𝐺𝑥 + 𝐹 = 𝐽−𝑇𝜏  (2.28) 

                                                                     

𝑀𝑥 = 𝐽−𝑇𝑀 𝐽−1 :                 Représente l’inertie du manipulateur à l’espace des taches 

𝑉𝑥 = 𝐽−𝑇𝑉 𝐽−1 − 𝑀𝑥 𝐽 ̇𝐽−1 : Représente les forces centrifuges et de Coriolis du manipulateur 

dans  l’espace des taches. 

𝑮𝒙 = 𝑱−𝑻 𝑮 :                         Représente la gravité dans l’espace des taches 

 

On fait la même démarche pour trouver la loi de commande par la méthode de découplage 

non linéaire : 

 

𝜏 = 𝐽𝑇( 𝑀̂𝑥𝑤 +  𝑉̂𝑥 𝑋̇  + 𝐺̂𝑥 +  𝐹)       

 

 (2.29) 

 

Avec :  

𝑤 = 𝑋̈ = 𝑋̈𝑑 + 𝐴−1 [ 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋) − 𝐹 ]  (2.30) 

    

 

               𝑀̂𝑥, 𝑉̂𝑥 , 𝐺̂𝑥 : L’estimation de  𝑀𝑥 , 𝑉𝑥, 𝐺𝑥 respectivement. 

 

En remplaçant 𝑤 par son expression dans   (2-29) on obtient : 

 

𝜏 = 𝐽𝑇 𝑀̂𝑥 [𝑋̈𝑑 + 𝐴−1 [ 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋) − 𝐹 ]] + 𝐽𝑇(𝑉̂𝑥 𝑋̇  + 𝐺̂𝑥) + 𝐽𝑇 𝐹      (2.31) 

 

 

           

                                                

 

𝜏 = 𝐽𝑇 𝑀̂𝑥 [𝑋̈𝑑 + 𝐴−1 [ 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋) ]] + 𝐽𝑇[(𝑉̂𝑥  𝑋̇  + 𝐺𝑥) + (𝐼 − 𝑀̂𝑥𝐴−1) 𝐹]  (2.32) 

 

 

𝑤 
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Simplification : 

 Dans les cas quasi-statique le terme   𝑉̂𝑥 𝑋̇ est considéré nulle [19], et l'équation (2.31) 

devient: 

τ = JT M̂x 𝐴−1 [𝐴 𝑋̈𝑑 +  𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋) − 𝐹 ] + 𝐺 + 𝐽𝑇 𝐹      (2.33) 

 

 

 Dans le cas ou   V̂x Ẋ ≠ 0  ,  et avec Le choix de   A =  M̂x , donc la force dans 

l'équation (2.32)  va s’annuler, on peut écrire : 

𝜏 = 𝐽𝑇 𝑀̂𝑥 [𝑋̈𝑑 + 𝐴−1 [ 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋) ]] + 𝐽𝑇(𝑉̂𝑥 𝑋̇  + 𝐺̂𝑥)  (2.34) 

Avec   𝑀̂𝑥 = 𝐽−𝑇𝑀̂ 𝐽−1 

           𝑉𝑥̂ = 𝐽−𝑇𝑉̂ 𝐽−1 − 𝑀̂𝑥 𝐽 ̇𝐽−1       Et       𝑋̇ = 𝐽 𝑞̇ 

 

Donc  

𝑉̂𝑥𝑋̇ = ( 𝐽−𝑇𝑉 ̂ − 𝑀̂𝑥 𝐽 ̇) 𝑞̇    (2.35) 

𝐾 

𝐵   ROBOT 

+ 

+ 

𝑞̇ 

𝑋 = 𝑓(𝑞) 

𝑋̇ = J q̇ 

𝐼 − 𝑀̂𝑥𝐴−1 

 

+ 

- 

𝑋 

+ 
- 

𝑋̇ 

𝑋𝑑 

𝑋̇𝑑 
𝐴−1 

𝑋̈𝑑 

+ 
+ 

𝑤 

- 

+ 

𝐽𝑇 𝑀̂𝑥 

𝑉̂𝑥 𝑋̇  + 𝐺̂𝑥 

𝝉 + 
+ 𝐹 

Figure 2.15. Schéma de la Commande en impédance par découplage non linéaire avec retour de force 
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   On substitue l’équation (2.35) dans l’équation (2.34)  on trouve : 

 

𝜏 = 𝐽𝑇 𝑀̂𝑥[𝑋̈𝑑 + 𝐴−1 [ 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋) ] − 𝐽 ̇ 𝑞̇] + 𝑉 ̂ 𝑞̇  + 𝐺̂      (2.36) 

2.4.5.4  Commande en Impédance Généralisée : 

 La commande en impédance conventionnelle n’est pas applicable dans des situations de 

compliance qui exigent une commande explicite en force  (consigne en force)  [9], avec  la 

combinaison entre la commande hybride externe et celle en impédance Nous pouvons arriver 

à commander le manipulateur en impédance avec une consigne en force, c’est ce qui a été 

rapporté dans la littérature sous le nom de la Commande en Impédance Généralisée. 

Notons que la force désirée n’a pas de place dans  l’équation de l’impédance conventionnelle, 

l’impédance étendue prend en charge cette inconvénient, donc l’impédance généralisée est 

donnée aussi par une équation de second ordre : 

 

𝐴(𝑋̈𝑑 − 𝑋̈) + 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋) = 𝐾𝑓(𝐹𝑑 − 𝐹)     (2.37) 

 

À travers cette nouvelle équation d’impédance, le robot est capable d’agir et aboutir aux 

positions, vitesses et accélérations spécifiques, selon l’erreur entre la force désirée et la force 

mesurée pondérée avec une matrice diagonale  𝐾𝑓 .  

 

Si     𝐾𝑓 = 𝐼𝑛  (matrice identité n ×  n) et 𝐹𝑑 = 0  , donc l’impédance généralisée devient 

l’originale. [9] 

 

 La force d’interaction désirée 𝐹𝑑 est introduite pour que la force de contact soit directement 

contrôlée lors de contact. Une loi de commande basée sur le modèle dynamique du robot est 

adoptée pour réaliser l'objectif de l’impédance généralisée. 

Pour le robot manipulateur décrit par (2.19), il peut réalise l'impédance cible généralisée      

(2.37) si la loi de commande suivante est mise en œuvre: 

 

𝜏 = 𝑀̂ 𝐽−1 (𝑤 − 𝐽 ̇̇𝑞̇) + 𝐻̂ + 𝐽𝑇𝐹   (2.38) 

 

      Avec :   
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𝒘 = 𝑋̈𝑑 + 𝐴−1 [ 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋) − 𝐾𝑓(𝐹𝑑 − 𝐹)]  (2.39) 

                             𝑀̂ , 𝐻̂   L’estimation de  𝑀, 𝐻 respectivement. 

 

Démonstration : par la substitution de la commande (2.38) dans l’équation (2.19) (modèle 

robot), avec des estimations parfaites de 𝐻̂ 𝑒𝑡 𝑀̂, nous aboutissons à :  

 

w = Ẍ     Ce qui implique   Ẍ = Ẍd + A−1 [ B(Ẋd − Ẋ) + K(Xd − X) − Kf(Fd − F)]   

 

Nous arrivons à l’impédance désirée :  

 

𝐴(𝑋̈𝑑 − 𝑋̈) + 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋) = 𝑲𝒇(𝑭𝒅 − 𝑭) 

 

Ce qui représente l’impédance désirée. 

L’impédance cible combinée avec la dynamique de l'environnement doit être définit d'une 

manière que, la stabilité du système en boucle fermée soit préservée et la force de contact 

désirée obtenue. Supposons que, dans l'espace de tâches, l'environnement est modélisé comme 

suite : 

𝐴𝑒 𝑋̈ + 𝐵𝑒𝑋̇ + 𝐾𝑒(𝑋𝑒 − 𝑋) = 𝐹𝑒      (2.40) 

 

Où : 𝑋𝑒est la position d'équilibre de l'environnement dans l'absence de forces d'interaction.  

𝐴𝑒 , 𝐵𝑒 𝑒𝑡 𝐾𝑒 sont des matrices SDP (semi définit positive) qui représentent respectivement 

l'inertie, amortissement, et raideur de l'environnement. La dynamique d'ensemble 

(manipulateur et de l'environnement) est obtenue en combinant (2.37)  et (2.40): 

 

 

(𝐴𝑑 + 𝐾𝑓𝐴𝑒  )𝑋̈ + (𝐵𝑑 + 𝐾𝑓𝐵𝑒  )𝑋̇ + (𝐾𝑑 + 𝐾𝑓𝐾𝑒 )𝑋         

= 𝐴𝑑𝑋̈𝑑 + 𝐵𝑑𝑋̇𝑑 + 𝐾𝑑  𝑋𝑑  + 𝐾𝑓𝐹𝑑 + 𝐾𝑓𝐾𝑒𝑋𝑒 
(2.41) 

 

 

 

Qui est asymptotiquement stable si M, B, K et Kf  sont choisies diagonales définies positives 

[19]  et [9]. 

 



Chapitre II Commande En Impédance 

 
54 

 

 

2.5 Conclusion: 

Nous avons vu dans ce chapitre les différents types de la commande en force, ces techniques 

de commande sont divisées globalement en deux grandes familles celle qui contrôle 

directement la force elles s’appellent la commande en force directe ou explicite son objectif 

principale est de commander la force et la position de l’effecteur séparément une loi de 

commande en force est destinée à contrôler les degrés de libertés qui sont affectés par les 

contraintes physique devant sa trajectoire nominale (contrainte de la position), et une autre loi 

de commande en position pour commander les degrés de liberté qui sont en espace libre 

(contrainte en force), dans cette catégorie de commande existe plusieurs mode de contrôle à 

l’instar de la commande hybride position/force (structure parallèle dans la littérature) ce 

type de control contient deux boucles de commande en position et en force, en parallèle la 

sélection d’une loi de commande se fait par une matrice de sélection S et leur complément I-S 

pour permettre l’activation d’une seule loi de commande au  même temps.  

 

Les autre types de commande sont fréquemment connais sous le nom de la commande 

hybride externe (structure série), qui contient deux boucles de commande imbriquées une 

boucle d’asservissement de la position interne gouvernée par une autre boucle externe de 

force. 

 

La deuxième catégorie, qui s’appelle la commande en force indirecte ou implicite, c’est une 

autre stratégie de commande elle ne s’intéresse pas à la commande de la force seule ou la 

position seule, mais elle se focalise sur la dynamique d’interaction entre l’environnement et 

l’effecteur du manipulateur, cette dynamique est dirigée par une dynamique désirée définit 

préalablement par l’opérateur pour donner au robot un comportement linéaire découplé, à 

partir de laquelle le robot détecte les force sur son effecteur venant de l’environnement et les 

traduit au biais de l’impédance (dynamique désirée)  en un déplacement ou une vitesse 

modifiant ainsi la position et/ou la vitesse désirée. 

On distingue trois types de commande en impédance, commande par raideur, par 

amortissement ou par impédance. 
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Chaque type de commande en force contient des inconvénients -comme bien sure possède 

beaucoup d’avantage-, la commande hybride exige une connaissance parfaite de 

l’environnement.  

La commande en impédance conventionnelle ne permet pas de contrôler la force avec une  

consigne désirée, la commande en impédance généralisée [29] [9] a été développée pour 

surmonter cet inconvénient. 
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Chapitre III 

La Commande non Linéaire 

 

3.1 Introduction : 

Un système obéit au principe de superposition si sa réponse à deux entrées différentes donne 

deux sorties alors sa réponse à la somme de ces deux entrées est égale à la somme  de ces 

deux sorties, Les systèmes obéissent à ce principe sont des systèmes linéaires. 

Les systèmes non linéaires sont des systèmes basés sur le non respect de la notion de 

superposition,  les algorithmes de commandes classiques ne sont applicables  aux systèmes 

non linéaire qu’autour du  point de fonctionnement où les systèmes sont considérés linéaires 

et les méthodes linéaires sont ainsi adéquats et donnent des bons résultats, Cependant, 

certaines applications industrielles, exigent la prise en compte des non linéarités des processus 

dans la synthèse de la commande. 

Dans ce chapitre on commence par la commande par découplage non linéaires où l’objectif 

principal de cette méthode est la linéarisation totale du système par bouclage, donc après la  

compensation de toutes les non-linéarités, les algorithmes de commande linéaires peuvent être 

appliqués. 

 

Dans la deuxième section on aborde la commande par backstepping, cette méthode de 

commande non linéaire est basé sur la stabilité par Lyaponuv, la commande est synthétisée 

étape à étape, assurant ainsi la stabilité de tous les états du système. 

 

Finalement on développe la méthode de commande par mode glissant, cette commande 

robuste est basée sur la projection du système à commander sur une surface généralement 

linéaire, cette dernière est choisit pour répondre aux exigences de la stabilité et précision  
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3.2 Commande par découplage non linéaire : 

Ce type de commande est aussi connu sous le nom de commande dynamique (ou "couple 

calculé", computed torque dans la littérature anglo-saxonne) parce qu'il est fondé sur 

l'utilisation du modèle dynamique. Théoriquement, il assure le découplage et la linéarisation 

des équations du modèle, ayant pour effet une réponse uniforme quelle que soit la 

configuration du robot. 

La commande par découplage non linéaire consiste à transformer par retour d'état le problème 

de commande d'un système non linéaire en un problème de commande d'un système linéaire. 

Dans le cas général, le problème de linéarisation par retour d'état d'un système non linéaire 

n'est pas facile à résoudre. 

Cependant, grâce aux méthodes de modélisation et grâce aux évolutions technologiques en 

micro-informatique. Le développement des techniques d'identification permet une bonne 

évaluation des paramètres dynamiques [21]. 

 

3.2.1 Principe de la Commande par découplage non linéaire : 

Dans cette section nous utilisons l’équation dynamique du robot pour développer la 

commande par découplage non linéaire 

 

𝑀𝑞̈ + 𝐻 = 𝜏 (3.1) 

 

Avec :    𝐻 = 𝑉𝑞̇ + 𝐺 

La commande τ  est choisit comme suite [20] : 

𝜏 = 𝑀̂(𝑞) 𝑤(𝑡) + 𝐻̂(𝑞, 𝑞̇) (3.2) 

 

Soit M̂  , Ĥ  les estimations de M  , H  respectivement, 

On distingue deux cas de commande Suivant le modèle du robot. 

3.2.1.1 Modèle certain : 

Dans ce cas les positions et les vitesses articulaires sont mesurables et que les mesures ne sont 

pas bruitées, donc le modèle est exacte sans incertitudes alors : 

𝑀̂ =  𝑀    𝑒𝑡     𝐻̂  = 𝐻  . 

Le système en boucle fermée est régi par l'équation : 
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𝑞̈ = 𝑤(𝑡) (3.3) 

  

𝑤(𝑡)   peut être considéré comme un nouveau vecteur de commande. On se ramène donc à un 

problème de commande de n sous-systèmes linéaires, invariants, découplés et du second ordre 

(doubles intégrateurs).  

Deux cas sont envisageables selon la trajectoire est définit avec une vitesse et accélération 

désirées (𝑞𝑑  , 𝑞̇𝑑  , 𝑞̈𝑑)   ou bien uniquement une position désiré à atteindre 𝑞𝑑   

3.2.1.1.1 Trajectoire définie complètement   (𝒒𝒅 , 𝒒̇𝒅 , 𝒒̈𝒅)    : 

On désigne respectivement par 𝑞𝑑(𝑡) , 𝑞̇𝑑(𝑡) , 𝑞̈𝑑(𝑡)   la position, la vitesse et l'accélération 

désirées dans l'espace articulaire. On calcule 𝑤(𝑡) selon la relation suivante : 

𝑤 = 𝑞̈𝑑 + 𝑘𝑑(𝑞̇𝑑 − 𝑞̇) + 𝑘𝑝(𝑞𝑑 − 𝑞) (3.4) 

 

Où 𝑘𝑑   𝑒𝑡   𝑘𝑝  sont des matrices diagonales définies positives de dimension (𝑛 × 𝑛)  alors, 

d'après l'équation (3.3), la réponse du système en boucle fermée est décrite par l'équation 

linéaire découplée suivante : 

𝑒̈ + 𝑘𝑑𝑒̇ + 𝑘𝑝𝑒 = 0 (3.5) 

 

Avec :   𝑒 = 𝑞𝑑 − 𝑞 

Les gains kdi   et   kpi
   sont choisis pour imposer à l'erreur de l'axe   i   la dynamique désirée 

d'amortissement ξi et de pulsation ωi quelle que soit la configuration du robot [21] : 

{

kdi = 2 ξiωi 
 

kpi
= ωi

2     
 

(3.6) 

 

3.2.1.1.2 Trajectoire définie par la position  (𝒒𝒅)    : 

Dans ce cas, le but à atteindre est la position   𝒒𝒅. Un choix possible pour w(t) est de prendre : 

𝑤 = −𝑘𝑑  𝑞̇ + 𝑘𝑝(𝑞𝑑 − 𝑞) (3.7) 

On substitue  𝑤  dans l’équation (3.2) puis (3.1) , on trouve : 

𝑞̈ + 𝑘𝑑  𝑞̇ + 𝑘𝑝𝑞 = 𝑘𝑝𝑞𝑑 (3.8) 

 

Qui est une équation linéaire découplée du deuxième ordre dont la solution q(t) est 

globalement exponentiellement stable, si les gains 𝑘𝑑    𝑒𝑡   𝑘𝑝   sont bien choisit. 
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3.2.1.2 Modèle incertain : 

Si le modèle du robot n’est pas exact et présente des incertitudes de modélisation, l'équation 

de la boucle fermée est obtenue en utilisant les relations (3.1) et (3.2) : 

𝑀̂ [𝑞̈𝑑 + 𝑘𝑑𝑒̇ + 𝑘𝑝𝑒] + 𝐻̂ = 𝑀𝑞̈ + 𝐻 (3.9) 

 

Et on en déduit que : 

𝑒̈ + 𝑘𝑑𝑒̇ + 𝑘𝑝𝑒 = 𝑀̂ −1[(𝑀 − 𝑀̂ )𝑞̈ + 𝐻 − 𝐻̂] (3.10) 

 

On constate dans cette dernière équation que  l’erreur due à la modélisation excite la 

dynamique des erreurs, donc on doit ajuster les paramètres  𝑘𝑝  𝑒𝑡  𝑘𝑑  (aux limites de la 

stabilité du système) de telle façon l’incertitude sera surmontée,  

Cette commande est illustrée dans la figure suivante 3.1: 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑲𝒑 

𝑲𝒅 

   

ROBOT 

+ 

+ 

𝒒̇ 

+ 

𝒒 

+ 

𝒒𝒅 

𝒒̇𝒅 

𝒒̈𝒅 

 

𝒘 
+ 

𝑴̂ 

𝑯̂ 

𝝉 + 
𝒒 

+ - 

- 

𝒒 

Commande linéairisante

 nte 

Figure 3.1.  Le principe de la commande par découplage non linéaire 
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3.3 La commande par backstepping : 

La technique de backstepping a été développée au début des années 90. L’arrivée de la 

commande par backstepping a donné un nouveau souffle à la commande des systèmes non 

linéaires, qui malgré les grands progrès réalisés, il manquait des approches générales.  

Cette technique est une méthode systématique et récursive de synthèse de lois de commande 

non linéaires qui utilise le principe de stabilité par Lyapunov et qui peut s’appliquer à un 

grand nombre de systèmes non linéaires [14]. 

Le backstepping est une méthode multi-étapes ; à chaque étape du processus, une commande 

virtuelle est générée pour assurer la convergence du système vers son état d’équilibre. Cela 

peut être atteint à partir des fonctions de Lyapunov qui assurent pas à pas la stabilisation de 

chaque étape de synthèse  

la technique du backstepping donne plus de flexibilité au concepteur en exploitant les " 

bonnes " non linéarités, tandis que les " mauvaises " non linéarités ou les non linéarités 

déstabilisantes sont dominées en ajoutant des amortissements non linéaires. Ainsi, une 

robustesse additionnelle est obtenue [26]. 

3.3.1 La conception de la commande par backstepping : 

Pour bien exposer l’algorithme de la commande par backstepping, on considère le système 

non linéaire de 3
eme 

degré de la forme suivante : 

{
 
 

 
 

 

  
𝑥̇1 = 𝑓1(𝑥1) + 𝑔1(𝑥1)𝑥2                           
𝑥̇2
  
= 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) + 𝑔2(𝑥1, 𝑥2)𝑥3             

𝑥̇3 = 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) + 𝑔3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 𝑢  

 

 

 

(3.11) 

 

D’abord pour appliquer la méthode backstepping il faut formuler, le système sous la forme 

dite forme paramétrique de type boucle de retour stricte comme dans l’équation précédente. 

𝑔𝑖(. ) ≠ 0 , 𝑓𝑖(. )  𝑖 = 1,2 : sont des fonctions non linéaires continues et   dérivables. 

𝑔3(. ) ≠ 0 , 𝑓3(. )            : sont des fonctions non linéaires continues. 

𝑢                                 : est l’entrée du système. 

L’idée principale du  backstepping est illustrée par le principe suivant : 
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{
 
 

 
 

 

  
𝑥̇1 = 𝑓1 + 𝑔1𝑥2   
𝑥̇2
  
= 𝑓2 + 𝑔2𝑥3 

𝑥̇3 = 𝑓3 + 𝑔3 𝑢 

 

 

Remarque :  

𝑥2
𝑟 ≠ 𝑥2𝑑 

𝑥3
𝑟 ≠ 𝑥3𝑑 

Pour alléger l’algorithme, On procède au changement des variables suivants. 

{
 
 

 
 
𝑎0 = 𝑥1𝑑 

 
𝑎1 = 𝑥2

𝑟

 
𝑎2 = 𝑥3

𝑟

 

 

 

 

(3.12) 

        

{
 
 

 
 

 
𝑧1 = 𝑥1 − 𝑎0 

 
𝑧2 = 𝑥2 − 𝑥2

𝑟

 
𝑧3 = 𝑥3 − 𝑥3

𝑟

 

 

 

 

(3.13) 

 Première étape :  

Objectif : trouver a1  pour que   z1   soit stable. 

𝑧1 comme sortie virtuelle du premier sous système   𝑧1 = 𝑥1 − 𝑎0.  Sa dérivée dans le temps 

est : 

  𝑧̇1 = 𝑥̇1 − 𝑎̇0 

𝑧̇1 = 𝑓1 + 𝑔1𝑥2 − 𝑎̇0 (3.14) 

  

La fonction de Lyapunov partielle de type quadratique : 

𝑉1 =
1

2
 𝑧1 

2 
(3.15) 

Sa dérivée par rapport au temps est : 

 
𝑉̇1 = 𝑧1𝑧̇1                                  
= 𝑧1 (𝑓1 + 𝑔1𝑥2 − 𝑎̇0)

 

Sous systeme1 : trouver 𝑥2
𝑟 pour que 𝑥1 − 𝑥1𝑑  soit nulle (par Lyapunov) 

Sous systeme2 : trouver 𝑥3
𝑟 pour que 𝑥2 − 𝑥2

𝑟  soit nulle (par Lyapunov) 

Sous systeme2 : trouver  𝑢  pour que  𝑥3 − 𝑥3
𝑟  soit nulle (par Lyapunov) 
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Un bon choix de x2  peut assurer la stabilité (𝑉̇1 < 0)  du système (3.11),  prenons donc 

x2
r 𝑜𝑢  𝑎1  pour que 𝑉̇1 = −𝑐 𝑧1

2 < 0   , avec 𝑐1 > 0     : 

Donc nous avons : 

𝑧1 (𝑓1 + 𝑔1𝑎1 − 𝑎̇0) = −𝑐 𝑧1
2 (3.16) 

 

𝒂𝟏 =
𝟏

𝒈𝟏
(−𝒄 𝒛𝟏

 − 𝒇𝟏 + 𝒂̇𝟎) 
(3.17) 

 

Deuxième étape :  

Objectif : trouver a2  pour que   z1 , z2   soit stable. 

Nous avons de l’expression (3.13)    =>  𝑥2 = 𝑎1 + 𝑧2 

Dans cette étape nous utilisons  la troisième équation de l’expression (3.13) comme une sortie 

pour le second sous système avec 𝑥3  comme entrée, et réécrivant la seconde équation du 

système : 

La dynamique du système dans L’espace 𝑧1  , 𝑧2 : 

D’abord : 

{
ż1 = f1 − ȧ0 + g1 (𝑎1 + 𝑧2)

 
𝑧̇2 = f2 − 𝑎̇1 + 𝑔2𝑥3             

 
(3.18) 

  

Sur la base de ces équations, on choisit la fonction de Lyapunov comme suite : 

𝑉2 =
1

2
 𝑧1 

2 +
1

2
 𝑧2 

2 
(3.19) 

 

Sa dérivée par rapport au temps est donnée par : 

𝑉̇2 = 𝑧1 𝑧̇1
  + 𝑧2 𝑧̇2

                                                                       

           

 
= 𝑧1 (f1 + g1(𝑎1 + 𝑧2) − ȧ0) + 𝑧2 (f2 − 𝑎̇1 + 𝑔2𝑥3)            
= 𝑧1 (f1 + g1𝑎1 − ȧ0) + 𝑧2 (f2 + g1𝑧1 + 𝑔2𝑥3 − 𝑎̇1)       

= −𝑐1 𝑧1
2  + 𝑧2 (f2 + g1𝑧1 + 𝑔2𝑥3 − 𝑎̇1)                               

 

Un bon choix de x3  peut assurer la stabilité (𝑉̇2 < 0)  du système (3.11), donc prenons  

x3
r 𝑜𝑢  𝑎2  pour que 𝑉̇2 = −𝑐1 𝑧1

2 − 𝑐2 𝑧2
2 < 0   , avec 𝑐1 , 𝑐2 > 0     : 
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𝒂𝟐 =
𝟏

𝐠𝟐
(−𝒄𝟐 𝒛𝟐

 − 𝐟𝟐 − 𝐠𝟏𝒛𝟏 + 𝒂̇𝟏)  
(3.20) 

 

Puisque a1 est une fonction stabilisante et fonction de     𝑥1 ,  𝑥1𝑑  , 𝑥̇1𝑑   alors : 

𝑎̇1 =
𝜕𝑎1
𝜕𝑥1

𝑥̇1 +
𝜕𝑎1
𝜕𝑥1𝑑

𝑥̇𝑑1 +
𝜕𝑎1
𝜕𝑥̇𝑑1

𝑥̈𝑑1 
(3.21) 

 

Troisième étape :  

Objectif : trouver la commande 𝑢  pour que   z1 , z2, z3   soit stable. 

Nous avons de l’expression (3.13)      =>  𝑥3 = 𝑎2 + 𝑧3 

D’abord Construisons La dynamique du système dans L’espace z1 , z2, z3 : 

{
 
 

 
 
ż1 = f1 − ȧ0 + g1 (𝑎1 + 𝑧2)

 
𝑧̇2 = f2 − 𝑎̇1 + 𝑔2(𝑎2 + 𝑧3)

 
𝑧̇3 = f3 − 𝑎̇2 + 𝑔3 𝑢              

 

 

 

 

(3.22) 

 

Sur la base de ces équations on formule la fonction de Lyapunov comme suite : 

𝑉3 =
1

2
 𝑧1 

2 +
1

2
 𝑧2 

2 +
1

2
 𝑧3 

2

 
 

(3.23) 

 

Sa dérivée par rapport au temps est donnée par : 

𝑉̇3 =  −𝑐1 𝑧1
2 − 𝑐2 𝑧2

2 + 𝑧3 (𝑔3 𝑢 + g2𝑧2 + f3 − 𝑎̇2)
  

 
 (3.24) 

Donc la loi de commande finale stabilisante est donnée par : 

𝒖 =
𝟏

𝒈𝟑
( −𝒄𝟑 𝒛𝟑 − 𝒈𝟐 𝒛𝟐

 − 𝒇𝟑 + 𝒂̇𝟐
  

)   
(3.25) 

 

Puisque a1 est une fonction stabilisante en fonction de     𝑎1(𝑥1 , 𝑥1𝑑  , 𝑥̇1𝑑, 𝑥̈1𝑑) alors : 

𝑎̇2 =
𝜕𝑎2
𝜕𝑥1

𝑥̇1 +
𝜕𝑎2
𝜕𝑥1𝑑

𝑥̇𝑑1 +
𝜕𝑎2
𝜕𝑥̇1𝑑

𝑥̈𝑑1 +
𝜕𝑎2
𝜕𝑥̈1𝑑

𝑥 1𝑑
(3) 

 
 

(3.26) 

 

Avec tous ces étapes on a assuré que : 

𝑉̇2 ≤ −𝑐1 𝑧1
2 − 𝑐2 𝑧2

2 − 𝑐3 𝑧3
2 < 0   , avec 𝑐1 , 𝑐2, 𝑐3 > 0 
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D’où la stabilité asymptotique du système (3.22) est assurée. Ceci se traduit par la stabilité, en 

boucle fermée, du système  (3.11)  et la régulation à zéro de l’erreur de poursuite. 

3.3.2 La conception de la commande backstepping pour le manipulateur: 

Le modèle dynamique du  robot en espace articulaire est donné par : 

𝑀𝑞̈ + 𝑉𝑞̇ + 𝐺 = 𝜏  

Le modèle direct est donné par :   

𝑞̈ = 𝑀−1(𝜏 − 𝑉𝑞̇ − 𝐺)  

 Donc avant d’appliquer la méthode de backstepping on doit reformuler cette dernière 

équation dans l’espace d’état et en forme paramétrique comme suivant: 

{
𝑥̇1 = 𝑥2                                     

 
𝑥̇2 = 𝑞̈ = 𝑀

−1(𝜏 − 𝑉𝑞̇ − 𝐺)
 

 

(3.27) 

 

On procède d’abord au changement des variables suivants. 

{

𝑎0 = 𝑥1𝑑
 

𝑎1 = 𝑥2
𝑟

 

 
 

(3.28) 

 

{

𝑧1 = 𝑥1 − 𝑎0 
 

𝑧2 = 𝑥2 − 𝑥2
𝑟
 

 

(3.29) 

 

 Dans ce cas la synthèse de la loi de commande backstepping se fait en deux étapes : 

Première étape : 

Objectif de cet étape est de trouver 𝒙𝟐
𝒓  pour que l’erreur du 1

er
 sous système de l’expression 

(3.29),  soit nulle (stable par Lyapunov) 

Nous avons de l’expression (3.29)  =>   𝑧̇1 = 𝑥̇1 − 𝑎̇0   =>  

𝑧̇1 = 𝑥2 − 𝑎̇0  (3.30) 

On définit la 1
ère

 fonction de Lyapunov telle que : 

𝑉1 =
1

2
 𝑧1 

𝑇𝑧1 
(3.31) 
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Sa dérivée par rapport au temps : 

𝑉̇1 = 𝑧1 
𝑇𝑧̇1               
 

𝑉̇1 = 𝑧1 
𝑇(𝑥2 − 𝑎̇0)
   
 

 

Nous voulons que :      𝑉̇1 = −𝑐1 𝑧1 
𝑇𝑧1         avec     𝑐1 > 0 

𝒙𝟐
𝒓 = 𝒂𝟏 = 𝒂̇𝟎 − 𝒄𝟏 𝒛𝟏 

    (3.32) 

 

Deuxième étape : 

Objectif de cet étape est de trouver  le couple 𝜏  pour que l’erreur de 2
ème

 sous système  de 

l’expression (3.29),  soit nulle (stable par Lyapunov) 

Nous avons de l’expression (3.28) et (3.29):         

𝑥2 = 𝑧2 + 𝑎1  (3.33) 

  

On forme la dynamique des erreurs dans l’espace 𝒛𝟏  , 𝒛𝟐  comme suite : 

De l’équation (3.30), (3.33) et (3.32) 

𝑧̇1 = 𝑧2 + 𝒂̇𝟎 − 𝑐1 𝑧1 
   − 𝒂̇𝟎 

 

Alors : 

𝒛̇𝟏 = 𝒛𝟐 − 𝒄𝟏 𝒛𝟏 
   

 
 (3.34) 

La dérivée de 2
eme

 sous système  de l’expression (3.29) donne : 

𝑧̇2 = 𝑥̇2 − 𝑎̇1  (3.35) 

La substitution de (3.27) dans (3.35) et l’utilisation de l’équation (3.34) donne : 

                          𝑧̇2 = 𝑞̈ − 𝑎̇1  

𝒛̇𝟐 = 𝑴
−𝟏(𝝉 − 𝑽𝒒̇ − 𝑮) − 𝒒̈𝒅 + 𝒄𝟏 (𝒛𝟐 − 𝒄𝟏 𝒛𝟏 

   ) 
   

 
 (3.36) 
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Avec : 𝒒̈𝒅 = 𝒂̈𝟎 

L’espace 𝑧1  , 𝑧2  est composé  des équations   (3.35) et (3.36) 

{

𝑧̇1 = 𝑧2 − 𝑐1 𝑧1        
                                                          

 
𝑧̇2 = 𝑀

−1(𝜏 − 𝑉𝑞̇ − 𝐺) − 𝑞̈𝑑 + 𝑐1 (𝑧2 − 𝑐1 𝑧1 
   ) 

   

 

 
 

(3.37) 

 

Sur la base de cet espace des erreurs, on définit la 2
ème

 fonction de Lyapunov telle que : 

𝑉2 =
1

2
 𝑧1 

𝑇𝑧1 +
1

2
𝑧2 

𝑇𝑧2 
(3.38) 

Sa dérivée par rapport au temps : 

𝑉̇2 = −𝑐1 𝑧1 
𝑇𝑧1  + 𝑧2 

𝑇(𝑀−1(𝜏 − 𝑉𝑞̇ − 𝐺) − 𝑞̈𝑑 + 𝑧1 + 𝑐1 (𝑧2 − 𝑐1 𝑧1 
   ) 

   ) 

Pour vérifier   𝑉̇2 < −𝑐1 𝑧1 
𝑇𝑧1 − 𝑐2 𝑧2

𝑇𝑧2   , avec 𝑐1 , 𝑐2 > 0   

Donc la commande est donnée par : 

𝝉 = 𝑴[𝒒̈𝒅 − 𝒛𝟏 − 𝒄𝟏 (𝒛𝟐 − 𝒄𝟏 𝒛𝟏 
   )
 

   
] + 𝑽𝒒̇ + 𝑮 (3.39) 

 

3.4 La commande par mode glissant : 

Les systèmes à structure variables sont évolués suite aux travaux d’ Emel’yano et Barbashin 

au début de années soixante en Russie, cette technique est devenue publique en dehors de la 

Russie au milieu des années soixante dix, par Utkin et Itkis   Angleterre [10].  

La commande par mode glissant est un type particulier de la commande à structure variable 

dont la commande change sa structure pour répondre à des exigences prédéfinies de contrôle, 

robustesse et précision en présence des perturbations. Les incertitudes entre le modèle 

mathématique et le système réel vont fortement affecter les commandes classiques qui 

peuvent même déstabiliser le système. 

La commande par mode glissant est conçue pour faire face à ce problème, cette commande est 

destinée principalement aux systèmes non linéaires à dynamique incertain.   

Sa robustesse vienne du fait que la dynamique du système est projetée sur une surface (S) 

insensible aux perturbations et qui englobe une dynamique désirée définit à priori, l’objectif  
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de la loi de commande ici est d’assurer la convergence du système à la surface en temps 

fini et d’y rester, une fois la surface de glissement (S) est atteinte, la dynamique du système 

reste insensible aux perturbations, c’est pourquoi cette commande est connait par sa 

robustesse vis-à-vis les incertitudes paramétriques ainsi que les perturbations internes ou 

externe. La commande par mode de glissement a été appliquée avec succès aux robots 

manipulateurs, véhicules sous-marins, transmissions automobiles, des moteurs électriques et 

des systèmes de puissance [31].  

l’inconvénient principal de cette commande est le chatterring (réticence) , il existe  différentes 

méthodes pour l’atténuer  à l’instar du changement de surface de glissement par autre quasi 

continue où le glissement se fait d’une manière douce, une autre méthode c’est le mode 

glissant d’ordre 2 SOSM basée sur le déplacement des commutations haut fréquence dernière 

la 1
ère

  dérivée de la surface. 

 

3.4.1 Principe de fonctionnement : 

Le principe de La commande par mode glissant est basés sur la création d’une dynamique 

autonome  en fonction de l’erreur (entre les états du système 𝑥 à commander et leur états 

désirés 𝑥𝑑  qui répond aux exigences de robustesse de stabilité et de précision       

𝑓(𝑒, 𝑒̇ … 𝜌1. . ) = 0, la solution de cette équation différentielle conduit l’erreur à s’annuler 

(𝑒 = 0), pour un choix adéquat des paramètres.  

  On fait ensuite égaliser cette dynamique à  une autre variable (fonction) qui s’appelle une 

surface de glissement 𝑠(𝑡)donc quand 𝑠 = 0 on revient à la dynamique désirée 𝑓 = 0 et donc 

l’erreur tend vers (𝑒 = 0), 

A cet étape, on fait appel à la fonction de Lyapunov pour trouver la commande conduisant à 

la convergence des états du système vers cette surface de glissement 𝑠 = 0, La figure 1-I ci-

après schématise ce processus dans le plan de phase, 
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Figure 3.2. Schématisation du mode de glissement dans le plan de phase. 

 

En résumé : 

L’approche de La commande par mode glissant  comprend deux étapes [10]:  

First. Concevoir une surface de glissement en sorte que sa dynamique satisfait  certaine 

spécifications. 

Second. La sélection d’une  loi de commande pour que la surface soit attractive. 

Remarque 1.III   la loi de commande n’est pas nécessairement discontinue. 

3.4.2 Choix de la surface de glissement : 

Soit le système non linéaire et affine (linéaire par rapport l’entrée u) suivant : 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢  

 𝑢 ∈ ℛ           𝑥 = (𝑥1, 𝑥2…𝑥𝑛) ∈ ℛ
𝑛 

 

(3.40) 

𝑥 ∶ Vecteur d’état 

𝑢 : L’entrée du système (la commande). 

𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥)  ∶ Des champs de vecteurs suffisamment différentiables, ne sont pas bien connait 

mais limités et bornés [31]  [38]. 
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Le problème de la commande est d’obliger le vecteur d’état de suivre un vecteur d’état 

spécifique (désiré) varié dans le temps 𝑥𝑑 = (𝑥1𝑑, 𝑥2𝑑 …𝑥𝑛𝑑)
  en présence des incertitudes 

dans   𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥). 

La surface de glissement est formulée comme suite selon Slotine [31] : 

𝑠(𝑡) = (
𝑑

𝑑𝑡
+ 𝜆𝑖)

𝑟−1

𝑒(𝑡) 
 

(3.41) 

 

𝑒(𝑡) = 𝑥𝑑 − 𝑥             ,       𝑥 ∈ ℛ
𝑛 : Vecteur d’état      ,        𝑥𝑑 :     Valeur désirée de 𝑥 

𝑠(𝑡) : Surface de glissement. 

𝜆𝑖    ∶ Constance d’ajustement strictement positive 

𝑟     ∶  Degrés relative du système  

Remarque 2.III 

Cette reformulation de la surface est en fonction du dégrée relatif du système, c’est pour faire 

apparaitre la commande u dans la formule de la 1
ère

 dérivée de la surface, quelque soit le 

degré relatif du système à commander. 

Pour un système de dégrée relatif 2: 

𝑒̇ + 𝜆 𝑒 = 0 

Pour un système de dégrée relatif 3: 

𝑒̈ + 2𝜆 𝑒̇ +  𝜆2 𝑒 = 0 

Ces équations différentielles sont stable pour 𝜆 > 0,   

La solution générale de la 1
ère

  équation (𝑒̇ + 𝜆 𝑒 = 0)  est : 

𝑒 = 𝑒(0)𝑒−𝜆𝑡  

Sa dérivée est donnée par  

𝑒̇ = −𝜆𝑒(0)𝑒−𝜆𝑡 

Donc 𝑒 𝑒𝑡 𝑒̇  Convergent asymptotiquement vers 0 
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3.4.3 Condition de convergence : 

Donc pour que les erreurs de poursuite  𝑒 et 𝑒̇  s’annulent asymptotiquement en cas de la 

présence des perturbations, on fait conduire la surface 𝑠(𝑡)  vers 0 en temps fini par les 

moyens du contrôle et de la commande [38]. 

En définissant la fonction de Lyapunov (scalaire définit positive) comme suite : 

𝑉 =
1

2
𝑠2 

 

(3.42) 

 

Et on cherche une commande qui décroit la dérivée de la fonction de Lyapunov et on 

conséquence garantit la stabilité de la fonction (la dynamique de 𝑠), Donc la dérivée de 𝑉 est 

donnée par : 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑠𝑠̇ 

(3.43) 

 

Pour que le carrée de la distance   s2 par rapport la surface de commutation associée diminue 

Continuellement dans le temps en se rapprochant vers S=0, et contraindre les états du système 

à commuter autour de cette surface [31], il faut que : 

 

𝑠𝑠̇ < 0   (3.44) 

 

Cette condition Est appelée une condition d’attractivité (reaching condition), Dans le but 

d’accomplir la convergence en temps fini (stabilité global à temps fini), la condition (3.44) est 

modifiée [38]  pour être :   

𝑠𝑠̇ ≤ −𝜂|𝑠|        ,     𝜂 > 0     (3.45) 

Ou bien  𝑉̇ ≤ −𝜂 𝑉1/2   

 Telque   :      𝑉1/2 = |𝑠| 

Généralement, pour que la condition sṡ < −𝜂|𝑠|   soit vérifiée en quelque soit le temps, le 

choix évident de 𝑠̇ se fait comme suit : 

𝑠̇ = −𝑘 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠)                                      𝑘 > 0     (3.46) 

 

Cette loi est appelée une loi d’attractivité (reaching law)  
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3.4.4 Calcul du temps d’attractivité : 

Supposant que 𝑠(𝑡 = 0) > 0 et 𝑡𝑟𝑒𝑎𝑐ℎ le temps nécessaire pour aboutir à la surface 𝑠 = 0 

 En intégrant l’équation  𝑠𝑠̇ ≤ −𝜂|𝑠|   entre l’intervalle     0 < 𝜏 < 𝑡𝑟    ,   𝑡𝑟   le temps 

d’atteindre ;  

On trouve :              

 𝑠(𝑡𝑟) − 𝑠(0) ≤ −𝜂 𝑡𝑟                    À   t= 𝑡𝑟          𝑠(𝑡𝑟) = 0 

Donc Le temps est limité à       𝑡𝑟 ≤
𝑠(0)

𝜂
             

Donc la commande calculée pour satisfaire  𝑠𝑠̇ ≤ −𝜂|𝑠| , va conduire la surface à s’annuler 

en temps finit et la maintenir [38]. 

Régime glissant : 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢   (3.47) 

 

𝑢 ∈ ℛ           𝑥 = (𝑥1, 𝑥2…𝑥𝑛) ∈ ℛ
𝑛 

𝑠𝑠̇ < 0   Représente l’attractivité de la surface de glissement, ce qui peut être traduit 

mathématiquement par  

    {
𝑙𝑖𝑚𝑠→0+     𝑠 ̇   < 0

𝑙𝑖𝑚𝑠→0−    𝑠   ̇  > 0
                      ⟹       {

𝑙𝑖𝑚𝑠→0+      
𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑥̇    < 0

𝑙𝑖𝑚𝑠→0−       
𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑥̇  > 0

                     

Avec la commutation de la commande à structure variable u est donnée par : 

𝑢 = {𝑢
+         𝑠𝑖 𝑠 < 0

𝑢−          𝑠𝑖 𝑠 > 0
           𝑢+  ≠  𝑢−        

(3.48) 

 

 Nous obtient : 

{
𝑙𝑖𝑚
𝑠→0+

    
𝜕𝑠

𝜕𝑥
(𝑓 + 𝑔𝑢−)    < 0

𝑙𝑖𝑚
𝑠→0−

    
𝜕𝑠

𝜕𝑥
(𝑓 + 𝑔𝑢+)  > 0

 

(3.49) 
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Ces conditions expriment les projections des champs de vecteurs (𝑓 + 𝑔𝑢+) et  (𝑓 + 𝑔𝑢−) 

sur le gradient de la surface s. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.4.5 La commande  équivalente dans le sens de Filoppov : 

VSS engendre des discontinuités due à la commutation de la commande, la théorie 

conventionnelle des équations différentielles est insuffisante, et ne permet pas de décrire le 

comportement des solutions dans ce cas là, l’un des premières méthodes adresser à ce type de 

solution est la méthode de Filippov,  

Filippov a montré que la trajectoire d’état de l’équation (3.47) Avec la commande  (3.48)                 

et dans la surface de glissement s=0   résout l’équation suivante : 

𝑥̇ = 𝑎 𝐹 + + (1 − 𝑎)𝐹 − = 𝐹0           0 ≤ 𝑎 ≤ 1 (3.50) 

 

La figure ci-après illustre cette méthode :  

 

X(0) X(0) 

U+ 

U- 

La surface de 

glissement  𝑠 = 0 

Figure 3.3. L’attraction de la surface de glissement. 
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Où 𝐹 + =  𝐹(𝑥, 𝑡, 𝑢+)      ,   𝐹 − =  𝐹(𝑥, 𝑡, 𝑢−)    et 𝐹0    le vecteur vitesse résultant de la 

trajectoire d’état dans le régime glissant  

Le problème est de trouver  𝑎  qui vérifie 〈𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑠), 𝐹0〉 = 0   i.e 

𝑎 =
〈𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑠), 𝐹−〉

〈𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑠), (𝐹− − 𝐹+)〉
 

(3.51) 

 

Le calcul de 𝐹0  représente la vitesse moyenne  𝑥̇  , de la trajectoire d’état contraint à la 

surface de glissement. 

3.4.6 La commande équivalente : 

Considérons le système suivant : 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 𝑢 +  𝑑 = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑑) (3.52) 

𝑥 ∈ ℛ𝑛        : Vecteur d’état 

𝑢 ∈ ℛ        : La commande  

𝑑 ∈ ℛ𝑞        : La perturbation 

𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) : Champs de vecteur 

Considérant aussi S dans l’espace d’état 

𝐬 = {𝑥 ∶ 𝑠(𝑥) = 0} 

F0 

F+ 

F− 

grad() 

Figure 3.4. Illustration de la méthode de Filippove. 
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Définition III.2 : on dit régime glissant idéal si les états du système évoluent dans le temps 

avec 𝑠(𝑥(𝑡𝑟)) = 0 à un temps fini   𝑡𝑟 ⊂ ℝ
+  et  𝑠(𝑥(𝑡)) = 0  pour tout   𝑡 > 𝑡𝑟. 

La méthode de la commande équivalente est attribuée à Utkin [38], c’est la commande 

nécessaire pour maintenir un mouvement de glissement idéal sur   𝐬 , l’expression de 𝐬̇ peut 

s’écrit : 

𝑠̇ =
𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑥̇ =

𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑑) = 0 

  Donc 𝑢𝑒𝑞  est la solution de cette dernière équation algébrique : 

𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑢𝑒𝑞 , 𝑑) = 0 

𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑓(𝑥) +

𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑔(𝑥)𝑢𝑒𝑞 +

𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑑 = 0 

𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑔(𝑥) ≠ 0   donc : 

𝑢𝑒𝑞 = −(
𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑔(𝑥))

−1
𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑓(𝑥) − (

𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑔(𝑥))

−1
𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑑 

 

(3.53) 

La réponse en boucle fermée est obtenue en substituant  cette dernière expression dans notre 

system dynamique, on trouve : 

𝑥̇ = (𝐼 − 𝑔(𝑥) (
𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑔(𝑥))

−1
𝜕𝑠

𝜕𝑥
)𝑓(𝑥) + (𝐼 − 𝑔(𝑥) (

𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑔(𝑥))

−1
𝜕𝑠

𝜕𝑥
)𝑑 

 

Remarque III.3 

L’expression de 𝑢𝑒𝑞 c’est simplement la solution algébrique da l’équation suivante : 

𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑢𝑒𝑞 , 𝑑) = 0 

(3.54) 

 

Donc pratiquement on est loin de loi de commande réelle. 
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Remarque III.4  

L’expression de 𝑢𝑒𝑞  dépend de l’expression de la perturbation 𝑑  qui est pratiquement 

inaccessible. 

3.4.7 Constitution de la loi de commande : 

On considère pour cette section le système  d’ordre 2 suivant : 

 𝑥̈ = 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑢 (3.55) 

 

La  commande par mode glissant est constituée de deux éléments principaux  l’un, appelé la 

commande discontinue, qui assure la convergence vers la surface de glissement en temps fini, 

cette partie est très utile pour compenser les incertitudes du système, tandis que la deuxième 

c’est la commande équivalente qui sert à maintenir le système (leur états) dans la surface de 

glissement donc on peut écrire : 

𝑢 = 𝑢𝑒𝑞 + 𝑢𝑑𝑖𝑠 (3.56) 

𝑠̇ = 𝑒̈ + 𝜆𝑒̇ = 𝑥̈−𝑥𝑑̈ + 𝜆𝑒̇ = 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝒖−𝑥𝑑̈ + 𝜆𝑒̇  (3.57) 

 

Et d’après l’expression (3.46) nous obtenons la commande comme suite : 

−𝑘 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) = 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝒖−𝑥𝑑̈ + 𝜆𝑒̇ (3.58) 

 

 𝒖 = 𝑥𝑑̈ − 𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝜆𝑒̇ − 𝑘 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) =  𝑢𝑒𝑞 + 𝑢𝑑𝑖𝑠   (3.59) 

 

{
𝑢𝑒𝑞 = 𝑥𝑑̈ − 𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝜆𝑒̇

 
𝑢𝑑𝑖𝑠 =          −𝑘 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠)

      
 

(3.60) 

   

L’interprétation du  résultat lorsque on est dan la phase transitoire (attractivité t<tr) la 

commande est constituée de la commande équivalente dont son rôle ici est de prépositionner 

les états du système à leurs états désirées , et une autre partie de nature discontinue dont son 

rôle dans cette phase  est primordial qui permet d’accéder à la surface en temps fini tout en 

surmontant les incertitudes et les perturbations, 
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Et lorsque la surface est atteinte donc le terme −𝑘 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) s’annule ou proche de zéro (ne 

s’annule jamais réellement) dans cette phase la commande équivalente qui persiste dont son 

rôle ici est de garder le vecteur de la dynamique du système (le vecteur d’états) sur la surface 

de glissement, le rôle de la commande équivalente peut percer comme compensateur des non 

linéarités introduites par le terme 𝑓. 

3.4.8 La robustesse : 

Quoi qu'il en soit,  la robustesse de cette commande reste un atout majeur et c'est également  

𝑢𝑑𝑖𝑠 qui assure cette propriété.  

En effet, imaginons à titre d'exemple, que la fonction non linéaire  𝑓 du système  (3.55)  n’est 

pas rigoureusement connue. Soit alors  𝑓  estimée de  𝑓  Nous supposons que 𝑓 ainsi que son 

estimée sont bornées dans le temps. La loi de commande (3.59) devient alors : 

𝒖 = 𝑥𝑑̈ − 𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝜆𝑒̇ − 𝑘 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) (3.61) 

 

En substituant cette loi de commande dans l'expression (3.57), nous obtenons, la loi 

d’attractivité suivante: 

𝑠̇ = (𝑓 − 𝑓) − 𝑘 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) (3.62) 

 

Ainsi, pour que la condition d’attractivité  (3.46) soit encore vérifiée, il suffirait, d'après 

(3.62) que la condition suivante soit respectée : 

𝑘 > |𝑓 − 𝑓| (3.63) 

 

D'après (3.63), nous constatons qu'en choisissant le gain discontinu  k  suffisamment grand, 

L’incertitude sur  f  sera absorbée par le terme discontinu de la loi de commande. Ainsi, nous 

constatons qu'une augmentation du gain discontinu assure une plus grande robustesse du 

contrôleur,  mais provoque le  phénomène de commutations sur la commande. 

3.4.9 Le phénomène de réticence (Chattering) : 

Un régime glissant idéal nécessite une commande de fréquence de commutation infinie. 

Evidemment, pour une utilisation pratique, seule une commutation à une fréquence finie est 

possible. 

Les phénomènes de réticence peuvent être si pénalisants que l’utilisation d’une loi de 

commande par modes glissants peut, dans certaines applications être à proscrire, vu que son 
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utilisation peut dégrader les performances, voire conduire a l’instabilité à cause de la réticence 

sur la sortie. La réticence de la commande, peut entrainer une usure prématurée des 

actionneurs ou de certaines parties du système à cause de fortes sollicitations. En excitant les 

modes propres des dynamiques non modélisées ou des fréquences de résonance du système 

correspondant aux retards de commutation, cette commande peut provoquer sur les systèmes 

mécaniques un bruit et des oscillations préjudiciables à leur structure. Sur des systèmes autres 

que mécaniques, les oscillations engendrées peuvent poser d’autres problèmes (réduction de 

précision, créations d’ondes électromagnétiques néfastes ou autres ondes amplifiées par le 

système,. . .). 

3.4.10 Solutions pour la réticence: 

Afin de réduire ou d’éliminer le phénomène de la réticence, de nombreuses techniques ont été 

proposées. Parmi les techniques les plus utilisées on cite : 

3.4.10.1 La couche limite (boundary layer) : 

  Elle consiste à substituer la fonction signe par une approximation à gain élevé au voisinage 

de S, et faire saturer la fonction a l’extérieur [34] [31]. Dans ce cas le régime glissant n’est 

plus dans S, mais au voisinage de celui-ci. Ce qui entraine un régime pseudo-glissant. 

Cependant, cette méthode engendre un compromis entre le niveau de réduction de chattering 

et la conservation de robustesse. Parmi les fonctions utilisées on cite : la fonction saturation, 

la fonction signe + saturation et tangente hyperbolique.  

 

 

3.4.10.2   Pseudo mode glissant (quasi sliding mode) : 

La fonction signe, dans le voisinage de la surface de glissement, est remplacée par une 

fonction appelée cont(.)  ,dont: 

S=0 

Trajectoire d’état 

réticence 

𝒙𝒅(𝑡) 

Figure 3.5. Le phénomène de réticence. 
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𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) ≈
𝑠

|𝑠| + 𝜀
 

Ou 𝜀 est scalaire positif, on peut remarquer :       lim𝜀→0 
𝑠

|𝑠|+𝜀
= 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠)  

 

 

3.4.10.3   La fonction de saturation : 

Cela consiste à remplacer la fonction 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) par la droite de pente 
1

𝜀
 à l'intérieur d'une bande 

de largeur 2 𝜀  située de part et d'autre de la surface de glissement, la discontinuité étant 

conservée à l'extérieur de cette bande. Son expression est donnée par : 

𝑠𝑎𝑡(𝑠, 𝜀) = { 

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠)       𝑠𝑖 |𝑠| > 𝜀
 

𝑠

𝜀
                  𝑠𝑖 |𝑠| ≤ 𝜀

 

 

(3.64) 

 

 

 

Sat(s) 

s 𝜀 

−𝜀 

Cont(s) 

s 𝜀 

−𝜀 

Figure 3.6. La fonction Cont(.) 

Figure 3.7. La fonction Sat(.) 
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3.4.10.4   Solution par des lois d’approche : 

Cette approche intéressante consiste à concevoir des lois de convergence non linéaires qui 

permettent une adaptation dynamique d'une composante de la commande en fonction de la 

variation de la fonction de glissement. Ainsi, plus le vecteur d'état est loin de la surface de 

glissement, plus cette l’attraction est importante et tend à ramener le vecteur vers la surface. 

Par conséquent, il est théoriquement possible de réduire les commutations haute fréquence en 

régime établi, sans toutefois affecter le temps de convergence ni l'erreur de poursuite du 

système. Gao et Hung ont proposé notamment deux lois d'atteinte possibles pour réduire les 

commutations [38]. 

La première loi d'atteinte contient un terme proportionnel à la fonction de glissement, cette loi 

d'atteinte est donnée par : 

𝑠̇ = −𝑎 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) − 𝑄 𝑠 

Dans la deuxième loi de convergence est donnée, comme suite : 

 

𝑠̇ = −𝑎 |𝑠|𝜌 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠)            0 < 𝜌 < 1 

 

(3.65) 

Il est démontré par Gao et Hung que la loi de convergence (3.65) provoque un temps 

d'atteinte fini de la surface de glissement. 

3.4.10.5   Mode glissant asymptotique : 

L’idée est de construire une commande mode glissant en terme de la dérivée de la fonction de 

contrôle, dans ce cas là, la commande actuelle est devenue continue qui représente l’intégrale 

de la fonction haute fréquence, cette approche est appelée  ‘’ d’atténuation de chattering ‘’ vu 

que certain périodique résiduelle est observé après l’intégration [38]. 

Pour simplification on propose le système de 2
eme

 ordre suivant : 

{

 
 𝑥̈ = 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑢

 
𝑢̇ = 𝑣               

 
 

(3.66) 

 

Supposant que 𝑓(𝑥, 𝑡) ≤ 𝐿   et  𝑓̇(𝑥, 𝑡) ≤ 𝐿̅ 

Pour arriver à atténuer le chattering , on propose la surface auxiliaire  𝜎 telque : 

𝜎 = 𝑠̇ + 𝑐̅ 𝑠 (3.67) 
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Avec  

𝑠 = 𝑥̇ + 𝑐𝑥 (3.68) 

 

Donc on doit assurer la convergence de 𝜎 , et donc  𝑠 , et par conséquent 𝑥, 𝑥̇ → 0  

Si on construit une loi de commande v qui assure une convergence dans un temps fini 𝑠 → 0 

Donc un mode glissant idéal est installée dans la surface de glissement : 

𝜎 = 𝑠̇ + 𝑐̅ 𝑠 = 0 

Par l’utilisation de la condition de convergence (3.45) pour construire une commande mode 

glissant 

𝜎𝜎̇ = 𝜎(𝑠̈ + 𝑐̅𝑠̇) 

𝜎𝜎̇ = 𝜎(𝑥 + 𝑐 𝑥̈ + 𝑐̅ 𝑥̈ + 𝑐𝑐̅ 𝑥̇) 

𝜎𝜎̇ = 𝜎(𝒖̇ + 𝑓̇ + 𝑐 𝑢 + 𝑐 𝑓 + 𝑐̅ 𝑢 + 𝑐̅ 𝑓 + 𝑐𝑐̅ 𝑥̇) 

𝜎𝜎̇ = 𝜎(𝒗 + 𝑓̇ + (𝑐 + 𝑐̅ )𝑓 + (𝑐 + 𝑐̅ ) 𝑢 + 𝑐𝑐̅ 𝑥̇) 

On choisi :  𝑣 = −𝑐 𝑐̅ 𝑥̇ − (𝑐 + 𝑐̅) 𝑢 + 𝑣1    par  ce choix on compense les éléments 

observables et un choix adéquat de 𝑣1 , notre système devient stable selon Lyapunov. 

𝜎𝜎̇ ≤ 𝜎(𝑣1 + 𝑓̇ + (𝑐 + 𝑐̅ )𝑓) ≤ 𝜎 𝑣1 + |𝜎|(𝐿̅ + (𝑐 + 𝑐̅ )𝐿) 

Pour vérifier cette inégalité il suffit que 𝑣1  doit être de signe opposé à  𝜎, on admet le choix 

suivant :  

𝑣1 = − 𝜌 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜎)                  𝜌 ≥ 0                       Donc 

𝜎𝜎̇ ≤ |𝜎|(−𝜌 + (𝐿̅ + (𝑐 + 𝑐̅ )𝐿) =
−𝛼

√2
|𝜎|                    𝜎 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜎) =  |𝜎| 

𝜌 = (𝐿̅ + (𝑐 + 𝑐̅ )𝐿) +
𝛼

√2
  

(3.69) 

 

La loi de commande  𝒗 qui conduit 𝜎 à zero dans un temps fini   𝑡𝑟 ≤
√2   𝜎(0)  

𝛼
  est donnée par: 

𝑣 = −𝑐 𝑐̅ 𝑥̇ − (𝑐 + 𝑐̅) 𝑢 + − 𝜌 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜎) (3.70) 
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3.4.10.6   Mode glissant d’ordre 2 : 

 Le but de ce type de contrôleurs est de générer un régime glissant du second ordre sur une 

surface σ par l’annulation de 𝝈  ainsi que de sa dérivée 𝝈̇ en un temps fini   𝝈 = 𝝈̇ = 𝟎.  La 

caractéristique principale de cette stratégie est que la partie discontinue apparait sur la dérivée 

de la commande   𝒖̇ , finalement lorsque l’on fait le calcul de la commande du système  

𝒗 = ∫ 𝒖̇, elle devient continue limitant ainsi le phénomène de réticence. 

Il existe aussi le mode glissant d’ordre supérieur, plusieurs types sont exposés dans la 

littérature qui sont tous cernés l’effet de chattering, ainsi que l’arrivé en temps fini à la surface 

de glissement [38]. 

Voir annexe A 

3.5 Conclusion : 

Nous avons traité dans ce chapitre les commandes non linéaires qui sont très répandues à 

l’instar de la commande par découplage non linéaire où la dynamique du système est 

primordiale pour la synthèse de cette commande qui est largement utilisée dans la littérature, 

en deuxième partie on a abordé la commande par backstepping, et nous l’avons remarquées 

que c’est une commande systématique dans sa mise en œuvre par rapport à autre commande 

qui nécessite une large expérience dans le domaine de contrôle, le backstepping est basé sur la 

fonction de Lyapunov dans la préparation de la commande stabilisante finale, dans chaque 

étape une fonction de Lyapunov est formulée pour stabiliser un sous système et après 

plusieurs étape on arrive à la commande finale stabilisante pour tous les sous système.  Enfin 

dans la dernière partie on a exposé le concept de base de la commande mode glissant ainsi que 

le choix de la surface de glissement, tout en décrivant les différentes étapes pour la conception 

de la commande par mode glissant. Cette dernière méthode  est caractérisée par ça robustesse 

vis-à-vis les incertitudes paramétriques où due  aux perturbations externes. 

Ensuite nous avons souligne le problème majeur de cette commande qui est la réticence 

(chattering), pour l’éliminer, ou l’atténuer, nous avons présenté quelques solutions pour y 

remédier.  
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Chapitre-IV- 
Application des commandes non linéaires 

au robot manipulateur en espace contraint. 
 

4.1 Le scénario envisagé : 

Le schéma ci-dessous illustre le scénario proposé pour appliquer la commande en impédance,  

le robot manipulateur avant l’interaction avec l’environnement (espace non contraint) est 

asservi en position afin de suivre la trajectoire désirée, et au point de contact le manipulateur 

doit garder la force Fe (force exercée par l’effecteur terminal du robot sur 

l’environnement) acceptable et la position du robot stable. Tout ça est assuré par la 

commande en force que ce soit en impédance ou hybride 

 

 

y 

x 
Environnement             

(mur avec raideur Ke) 

Trajectoire désirée  

𝜃1 

 

𝜃2 

xe 
 

Fe 

Situation de contact    

P1 
P2 

Figure 4.1. Scénario d’interaction du robot avec son environnement. 
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La trajectoire désirée est générée dans l’espace cartésien, puisque l’impédance désirée est 

décrite dans cet espace.  

Afin de générer la trajectoire dans tel espace on doit s’assurer d’abord que le chemin retenu 

soit à l’intérieur de l’espace de travail du robot manipulateur, 

L’espace de travail est lié principalement aux dimensions des liaisons (links) (L1 , L2) et aux 

butées angulaires du robot  (θ1 , θ2), il est maximal lorsque L1 =  L2  et 0° < θ1 , θ2 < 360°. 

[33]. 

Notre cas consiste à générer une ligne droite du point P1(0 , 1)  au  P2(0, 0.5), on utilise un 

polynôme cubique de degrés 4 pour décrire l’évolution du robot dans l’axe 𝒙 par rapport au 

temps (et 𝒚=1 , constante). 

𝑥(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 + 𝑎2𝑡
2 + 𝑎3𝑡

3 (4.1) 

Avec : 

{
 
 
 

 
 
 
 𝑥(0)     = 0  

 
𝑥(10) = 1

 
𝑥̇(0)    = 0

 
𝑥̇(10) = 0

 

 

Les coefficients de polynôme sont :  

𝑎0 = 0                 

𝑎1 = 0                 

𝑎2 = 15/1000 

𝑎3 = −1/1000 

Donc la trajectoire dans l’espace cartésien est définit par : 

{
𝑥(𝑡) = (

15

1000
) 𝑡2 − (

1

1000
) 𝑡3

                  
𝑦(𝑡) = 1                                         

 

 

 

 

(4.2) 

 

, Position initiale 

, Position finale 

, Vitesse initiale 

, Vitesse finale 
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Figure 4.2. Block Simulink des trajectoires désirées. 

 

 

 

 
  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4. 3. Les trajectoires désirées dans l’espace cartésien. 
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4.2 La commande hybride Force/Position : 

Dans cette section on adopte la stratégie de commande de la section §2.3.1.1 qui est une 

Commande Hybride Force/Position avec Somme des Couples Articulaires, et avec 

suppression de la matrice de sélection de la boucle de commande en position, c'est-à-dire la 

commande en position est activée dans toutes les directions, ainsi que la commande en force 

n’est activée qu’après la détection du contact dans les directions contraintes, donc les 

directions commandées en effort vont aussi commander en position, ceci est réalisé par une 

simple superposition des commandes issues des deux boucles grâce au complément de la 

matrice de sélection ( 𝑰 − 𝑺) . 

Le modèle dynamique du robot en contact avec l’environnement est donné par l’équation       

(2.24) du chapitre II, l’accélération est décrite dans l’espace cartésien. 

𝑀 𝐽−1( 𝑋̈ − 𝐽 ̇𝑞̇ ) + 𝑉𝑚 𝑞̇ + 𝐺 + 𝐽
𝑇𝐹𝑒 = 𝜏 (4.3) 

 

En utilisant la dynamique du robot on peut conclure La loi de commande en position de la 

forme suivante : 

𝜏𝑝 = 𝑀̂ 𝐽
−1( 𝑊𝑝 − 𝐽 ̇𝑞̇ ) + 𝑉̂𝑚 𝑞̇ + 𝐺̂ + 𝐽

𝑇𝐹𝑒 (4.4) 

Avec :  

𝑊𝑝 = 𝑋̈𝑑 + 𝐾𝑣 (𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) + 𝐾𝑝 (𝑋𝑑 − 𝑋) (4.5) 

 

Quant à la loi de commande en effort, elle est alors la suivante : 

𝜏𝑓 = 𝐽
𝑇 (𝐼 − 𝑆) [𝐾𝑓(𝐹𝑑 − 𝐹) − 𝐾𝑓𝑣 𝑋̇ + 𝐾𝑓𝐼∫(𝐹𝑑 − 𝐹)] 

(4.6) 

 

Cette dernière loi de commande n’affecte que les directions commandées en effort. 

 

Remarque : 

Dans les applications de compliance (espace contraint), toutes les grandeurs cartésiennes 

Doivent être exprimées dans le repère de compliance{C} (repère lié au point de contact) ou 

dans le repère de la base{0}, et dans notre cas le repère de compliance est en parallèle à celui 

de la base avec seulement d’un décalage de 𝑥𝑒 dans l’axe de l’abscisse  𝑥 ,(voir fig.4.1) donc 
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les grandeurs cartésiennes sont maintenues dans le repère de la base {0}ainsi que la force 

générée lors de l’interaction est décrite aussi dans le repère de la base {0}, alors au lieu 

d’écrire    𝐽 
0  , 𝑥̈𝑑 

0  , 𝑥̈ 
0  , 𝑥̇ 

0 , 𝑘𝑝 
0 , 𝑘𝑑 

0 …   pour les grandeurs exprimées dans le repère de la base, 

on écrit dans la suite  𝐽 
  , 𝑥̈𝑑 

   , 𝑥̈ 
  , 𝑥̇ 

 , 𝑘𝑝 
 , 𝑘𝑑 

 … pour alléger l’écriture. 

 

Le schéma de cette commande est représenté dans la figure (4.4).  

 

 

 

 

 

 

𝐾𝑝 

𝐾𝑣    ROBOT 

+ 

+ 

𝑋 = 𝑓(𝑞) 

𝑋̇ = J q̇ 

+ 

- 
𝑋 

- 𝑋̇ 

𝑋𝑑 

𝑋̇𝑑 

𝑋̈𝑑 

+ 

+ + 

𝐽−1 𝑀̂  

𝑉̂𝑚 𝑞̇  + 𝐺̂  

𝜏 

+ 

+ 

𝐹 

𝑤𝑝 

𝐾𝑓 

1

𝑠
 𝐾𝑓𝐼  𝐾𝑣𝑓  

𝐼 − 𝑆 𝐽𝑇 

𝑞̇ 

𝑞 

𝑤𝑓 

- 

+ 

+ 

+ 

𝐽𝑇𝐹  

𝐹𝑑  

+ 

Figure 4.4. Commande hybride force/position par découplage non linéaire avec somme des couples 

articulaires. 
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Résultat de simulation : 

Les gains de commande en position sont fixés comme suit : 

 

𝑲𝒑 = [𝟐𝟎𝟎 𝟎; 𝟎 𝟖𝟎𝟎𝟎]   ;  𝑲𝒗 = [𝟓𝟎 𝟎; 𝟎 𝟐𝟎𝟎 ] 

Les gains de la boucle de commande en effort sont fixés tels que: 

 

 𝑲𝒇𝑰 = 500 ,   𝑲𝒇 = 150    ,   𝑲𝒇𝒗 = 200 

 

La matrice de sélection 𝒔 = [𝟎 𝟎; 𝟎 𝟏]   ;    𝑰 − 𝒔 = [𝟏 𝟎; 𝟎 𝟎]   
 

La raideur de l’environnement est fixée à :  𝟔 × 𝟏𝟎𝟒 N/m 

Pour les paramètres du robot, voir l’annexe B 

Les résultats obtenus par cette méthode sont illustrés par les figures (4.5, 4.6, 4.7, 4.8). 

   Le modèle du robot est considéré certain donc:    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑀̂ = 𝑀  ,   𝑉̂𝑚 = 𝑉𝑚   ,   𝐺̂ = 𝐺 

 

Figure 4.5. Poursuite de la trajectoire suivant l’axe x. Figure 4.6. Poursuite de la trajectoire suivant l’axe y 
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Discussion : 

Nous constatons que la trajectoire dans le sens X Figure 4.5 contient deux partie celle ou 

l’espace est libre et on remarque une bonne poursuite, et celle où le contact avec 

l’environnement est imminent, dans ce cas nous observons que le robot maintient sa position 

et ne dépasse pas l’obstacle, avec la poursuite normale de la trajectoire désirée dans le sens Y 

Figure 4.6  là où l’espace dégagé de contrainte. 

La force d’interaction du robot avec son environnement converge vers la force désirée  

𝑭𝒅 = 𝟎 . 

Les couples appliqués aux moteurs sont acceptables et ne dépassent pas leurs limites 

maximales. 

Les inconvénients de cette méthode sont : 

 L’utilisation de deux lois de commande. 

 Besoin d’une connaissance parfaite de l’environnement  

4.3 La Commande en impédance : 

4.3.1 La Commande Par raideur active : 

Rappelons la loi de commande (2.9) du chapitre II donnée par la formule suivante : 

Figure 4.7. Les forces exercées sur 

l’environnement. 

 

 

Figure 4.8. Couples actionneurs fournis. 
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𝜏 = 𝐽𝑇 𝐾 𝐽 (𝑞𝑑 − 𝑞) + 𝐾𝑣(𝑞̇𝑑 − 𝑞̇) + 𝐺̂ (4.7) 

 

Remarquons de cette dernière expression que cette méthode ne compense que la gravité. 

Le schéma de cette commande est identique à celui donné en figure (2.8). 

 La matrice 𝐾 est diagonale par rapport au repère de compliance qui coïncide avec le repère 

de la base. 

Résultat de simulation : 

Les gains de commande en position sont fixés comme suit : 

 

𝑲 = [𝟑𝟎𝟎 𝟎; 𝟎 𝟐𝟖𝟎]   ;  𝑲𝒗 = [𝟐𝟎𝟎 𝟎; 𝟎 𝟏𝟓𝟎] 

La raideur de l’environnement est fixée à :  𝟔 × 𝟏𝟎𝟒 N/m 

Les résultats obtenus par cette méthode sont illustrés par les figures (4.9, 4.10, 4.11, 4.12). 

 

   

Figure 4.9. Poursuite de la trajectoire suivant l’axe x 

 

 

Figure 4.10. Poursuite de la trajectoire suivant l’axe y 
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Discussion : 

Cette méthode est équivalente à la commande PD classique, simplement le gain de position 

dans l’espace articulaire est modifié de telle sorte que l'effecteur semble avoir une certaine 

raideur le long des degrés de liberté cartésiens. 

La Figure 4.9 représente la trajectoire du robot par rapport l’axe x, ce schéma montre une 

bonne poursuite de la trajectoire désirée, régime transitoire très court. 

Tandis que la trajectoire du robot par rapport l’axe y, présente une petite déviation de son 

chemin juste après le contact avec l’environnement, cette déviation ne persiste pas et le robot 

revient à sa trajectoire désirée. 

La force d’interaction du robot avec son environnement est environ 50 N, cette valeur par 

rapport la raideur de l’environnement est très faible, mais tout dépend de l’application du 

robot. 

Les couples appliqués aux moteurs sont très douces et ne dépassent pas leurs limites 

maximales. 

L’avantage de cette méthode est : 

 Relativement simple à mettre en œuvre.  

 Pas besoin d’une connaissance parfaite de l’environnement.  

Figure 4.11. Les forces exercées sur 

l’environnement. 

 

 

Figure 4.12. Couples actionneurs fournis. 
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4.3.2 La Commande Par matrice de raideur : 

Cette commande nécessite dans sa mise en œuvre le modèle dynamique du robot décrit par 

l’équation (4.3), la correction est effectuée dans l’espace cartésien précisément dans le repère 

de la base, la loi de commande est donnée par la formule suivante : 

 

𝜏 = 𝑀̂ 𝐽−1( 𝑤 − 𝐽 ̇𝑞̇ ) + 𝑉̂𝑚 𝑞̇ + 𝐺̂ + 𝐽
𝑇𝐹𝑒 (4.8) 

Où 𝒘  est une entrée auxiliaire.  

Si le modèle du robot est considéré certain alors : 

 

𝑀̂ = 𝑀  ,   𝑉̂𝑚 = 𝑉𝑚   ,   𝐺̂ = 𝐺 (4.9) 

 

Donc en boucle fermé on aura : 

𝑋̈ = 𝑤 (4.10) 

 

𝑤  est choisie telle que : 

 

𝑤 = 𝑋̈𝑑 +𝐾𝑝 (𝑋𝑑 − 𝑋 − 𝑑𝑋) + 𝐾𝑣 (𝑋̇𝑑 − 𝑋̇) (4.11) 

Où 𝐾𝑝 , 𝐾𝑣  sont les matrices de gains proportionnels et dérivés.  

D’après l’équation (2.6) du chapitre II On a : 

𝑑𝑋 = 𝐾𝑓 𝐹𝑒 (4.12) 

 

Le schéma de cette commande est identique à celui donné en figure (2.9). 

 

Résultat de simulation : 

Les gains de commande proportionnels et dérivés sont fixés comme suit : 

 

𝑲𝒑 
= [𝟓 𝟎; 𝟎 𝟏𝟓𝟎]   ;  𝑲𝒗 = [𝟏𝟎 𝟎; 𝟎 𝟖]  

L’inverse de la raideur est choisi telle que :   𝐊𝐟 = [𝟐𝟎 𝟎; 𝟎 𝟏𝟓] 

La raideur de l’environnement est fixée à :  𝟔 × 𝟏𝟎𝟒 N/m 

Les résultats obtenus par cette méthode sont illustrés par les figures (4.13, 4.14, 4.15, 4.16). 
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Discussion : 

Cette méthode est équivalente à la précédente sauf pour la force d’interaction qui est dans ce 

cas là, très acceptable avec des pics ne dépassants pas le 4N. 

Les couples appliqués aux moteurs ne sont pas douces néanmoins, ces pics limités dans 

l’amplitude sont aussi limités dans la fréquence.   

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-200

-150

-100

-50

0

50

100

150

200

Temps[s]

ta
u
1
,t

a
u
2
 [

N
*m

]

Les couples aplliqués par les actionneurs tau1,tau2

 

 

couple1

couple2

Figure 4.13. Poursuite de la trajectoire suivant l’axe x 

 

 

 

Figure 4.14. Poursuite de la trajectoire suivant l’axe y 

Figure 4.15. Les forces exercées sur 

l’environnement. 

 

 

Figure 4.16. Couples actionneurs fournis. 
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 On peut agir autrement avec la transformation du déplacement - due au contact- de 

l’espace cartésien  vers l’espace articulaire et faire la correction dans l’espace articulaire,  

Nous avons : 

𝑑𝑞 = 𝐽−1 𝑑𝑋 (4.13) 

La loi de commande est formulée comme suite : 

𝜏 =  𝐾𝑝 (𝑞𝑑 − 𝑞 − 𝑑𝑞) + 𝐾𝑣(𝑞̇𝑑 − 𝑞̇) + 𝐺̂ (4.14) 

 

Le schéma de principe de cette commande est présenté à la figure suivante (4.17) 

 

 

 

Résultat de simulation : 

Les gains de commande proportionnels et dérivés sont fixés comme suit : 

 

𝐾𝑝 = [200 0; 0 900]   ;  𝐾𝑣 = [60 0; 0 180] 

L’inverse de la raideur est choisi telle que :   Kf = 15 

La raideur de l’environnement est fixée à :  6 × 104 N/m 

Les résultats obtenus par cette méthode sont illustrés par les figures (4.18, 4.19, 4.20, 4.21). 

 

𝑲𝒑 

𝑲𝒗   ROBOT 

+ 

+ 

+ 

- 
𝒒 

- 𝒒̇ 

𝒒𝒅 

𝒒̇𝒅 

𝑱−𝟏 

𝝉 
+ 

𝒒̇ 

𝒒 

𝑮̂ 

+ 

𝑲𝒇 𝑭 𝒅𝑿 𝒅𝒒 

+ 

𝑱−𝟏   

𝑴𝑮𝑰   
𝑿𝒅 

𝑿̇𝒅 

Figure 4.17. Principe de la commande par matrice de raideur en espace articulaire. 
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Discussion : 

Cette méthode est équivalente à la précédente avec un petit dépassement au niveau de la 

trajectoire  𝑥(𝑡) . 

Dans ce cas Les couples appliqués aux moteurs ne sont pas douces, mais ils sont limités dans 

l’amplitude.   

Figure 4.21. Couples actionneurs fournis. 

 

Figure 4.18. Poursuite de la trajectoire suivant l’axe 

x 

 

 

 

 Figure 4.19. Poursuite de la trajectoire suivant l’axe y 

Figure 4.20. Les forces exercées sur 

l’environnement. 
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4.3.3 La Commande en impédance par découplage non linéaire : 

Dans cette loi de commande, on  utilise la dynamique inverse du robot pour compenser et 

découpler la dynamique du système, afin d’arriver à un système linéaire découplé, appliquant 

ainsi la commande PD simple ; 

Dans cette section on aborde les deux approches de la commande en impédance,  celle basée 

sur la position et celle qui n’affecte pas la position. 

 La commande en impédance basée sur la position : 

Ce type de commande est basé sur l’obtention d’une trajectoire référence à partir des 

trajectoires désirées qui sont affectées par la force d’interaction avec l’environnement via 

l’impédance désirée. 

Le modèle dynamique du robot en contact avec son environnement, et avec la description de 

l’accélération dans l’espace cartésien est donné par l’équation (4.3). 

On reformule l’impédance désirée donnée par l’équation (2.21) du chapitre II, comme suite : 

𝑋̈𝑟 = 𝑋̈𝑑 + 𝐴
−1 [ 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇𝑟) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋𝑟) − 𝐹𝑒]  (4.15) 

 

𝑋𝑟  : C’est une déviation de la trajectoire désirée Xd ,  en présence d’une force d’interaction Fe             

Si   Fe = 0        Donc       Xr = Xd 

Si   Fe ≠ 0        Donc       Xr ≠ Xd 

Donc la loi commande est donnée par: 

𝜏 = 𝑀 𝑱−𝟏( 𝒘 − 𝑱̇ 𝒒̇ ) + 𝑉𝑚𝑞̇ + 𝐺 + 𝐽
𝑇𝐹𝑒 (4.16) 

Avec :                              

𝒘 = 𝒙̈𝒓 + 𝒌𝒅(𝒙̇𝒓 − 𝒙̇) + 𝒌𝒑(𝒙𝒓 − 𝒙) (4.17) 

  

En boucle fermée on arrive à :   

𝒘 = 𝒙̈  (4.18) 

Alors la dynamique des erreurs s’écrit comme suite: 
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𝒆̈𝒓 + 𝒌𝒅 𝒆̇𝒓 + 𝒌𝒑𝒆𝒓 = 𝟎 (4.19) 

Avec : 

𝒆𝒓 = 𝒙𝒓 − 𝒙 (4.20) 

 

Le schéma de principe de cette commande est représenté dans la figure suivante (4.22)  

 

 

 

 

 

 

 

 

Résultat de simulation : 

Les éléments des matrices utilisées pour la commande PD sont fixés comme suit : 

 

𝒌𝒑 = 𝒅𝒊𝒂𝒈( 𝟐𝟎𝟎 , 𝟐𝟎𝟎 )   ;  𝒌𝒅 = 𝒅𝒊𝒂𝒈(𝟐𝟎 , 𝟐𝟎 ) 

Les éléments des matrices d’inertie, d’amortissement et  de raideur désirées sont choisies 

comme suit : 

Pour la matrice d’inertie sont attribuées des valeurs élevées aux directions contraintes pour 

diminuer la dynamique du robot, tandis qu’aux directions libres sont imposées des valeurs 

faibles. 

Dans le cas de la matrice d’amortissement sont imposées des valeurs élevées aux directions 

contraintes pour amortir le contact, et des valeurs faibles aux directions libres. 

Enfin, Pour la matrice de raideur sont fixées des valeurs élevées relatives aux directions non 

contraintes pour obtenir une bonne précision, et des valeurs faibles relatives aux directions 

contraintes pour réduire l’effort de contact. 

Figure 4.22. Principe de la commande en impédance par découplage basée sur la position. 

  ROBOT 

𝑭 

𝑿 

𝑿𝒅 

𝑭 

Découplage 
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Linéaire 

𝒒 

𝑿̇𝒅 

𝑿̈𝒅 

 

Commande 

PD 
𝑨,𝑲,𝑩 

L’impédance  

Désirée 
𝒘 𝝉 

𝑿 = 𝒇(𝒒) 
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𝑨−𝟏 = 𝒅𝒊𝒂𝒈(𝟒, 𝟒 )   ;   𝑲 = 𝒅𝒊𝒂𝒈(𝟐𝟎, 𝟑𝟎𝟎 )   ;    𝑩 = 𝒅𝒊𝒂𝒈(𝟔𝟎, 𝟒𝟎 ) 

La raideur de l’environnement est fixée à :  𝟔 × 𝟏𝟎𝟒 N/m   

 

  

  

 

 

 

Figure 4.23. Poursuite de la trajectoire selon l’axe x. Figure 4.24. Poursuite de la trajectoire selon l’axe y. 

Figure 4.25. Les forces exercées sur 

l’environnement. 

 

Figure 4.26. Couples actionneurs fournis. 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Temps[s]

x
[m

]

suivi de la trajectoire désirée selon l"axe x

 

 

désirée

réalisée

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

Temps[s]

y
[m

]

suivi de la trajectoire désirée selon l"axe y

 

 

désirée

réalisée

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-2

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

Temps[s]

F
e
x
,F

e
y
 [

N
]

La force d"intércation du robot avec son environnement

 

 

Fe dans axe x

Fe dans l"axe y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-200

-150

-100

-50

0

50

100

150

200

Temps[s]

ta
u
1
,t

a
u
2
 [

N
*m

]

Les couples aplliqués par les actionneurs tau1,tau2

 

 

couple1

couple2



Chapitre-IV- Application des commandes non linéaires au robot manipulateur en espace contraint. 

 
98 

 

Discussion : 

Les résultats de simulation Figure 4.23 -4.24  montrent une bonne poursuite des trajectoires, 

avec un temps de réponse inférieur à 1s. 

La force d’interaction est très limitée, avec une valeur maximale environ Fe_max=12N, sa 

convergence vers zéro est claire de la Figure 4.25.    

Les couples appliqués aux moteurs sont acceptables et ne dépassent pas leurs limites 

maximales, ce qui rendre cette commande réalisable. 

 La commande en impédance basée sur l’effort : 

Dans cette type de commande, La position désirée n’est pas directement affectée, dans ce cas 

l’impédance désirée est introduite  complètement dans la commande, sans passer par 

l’extraction d’une valeur de référence. 

Le modèle dynamique du robot en contact avec l’environnement est donné par l’équation(4.3) 

On reformule L’impédance désirée donnée par l’équation (2.21) du chapitre II comme suite : 

𝑿̈ = 𝑋̈𝑑 + 𝐴
−1 [ 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇ ) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋 ) − 𝐹𝑒] (4.21) 

 

Donc la loi commande est donnée par: 

𝜏 = 𝑀 𝑱−𝟏( 𝒘 − 𝑱̇ 𝒒̇ ) + 𝑉𝑚𝑞̇ + 𝐺 + 𝐽
𝑇𝐹𝑒 (4.22) 

Avec :                                   

𝒘 = 𝑋̈𝑑 + 𝐴
−1 [ 𝐵(𝑋̇𝑑 − 𝑋̇ ) + 𝐾(𝑋𝑑 − 𝑋 ) − 𝐹𝑒] (4.23) 

  

En boucle fermée on arrive à l’impédance désirée (4.21). 

Résultat de simulation : 

Les éléments des matrices d’inertie, d’amortissement et  de raideur, désirées sont choisies 

comme suit : 

𝑨 = [𝟎. 𝟓   𝟎 ;  𝟎   𝟏 ]  ;   𝑲 = [𝟏𝟓   𝟎 ; 𝟎   𝟖𝟎 ]   ;   𝑩 = [𝟐𝟎   𝟎 ; 𝟎   𝟏𝟎]  

La raideur de l’environnement est fixée à :  𝟔 × 𝟏𝟎𝟒 N/m 
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Les résultats obtenus de la commande en impédance basée sur l’effort et par l’application de 

la commande de linéarisation, sont présentés dans les figures suivantes (4.27, 4.28, 4.29, 4.30) 

 

 

 

  

  

 

Figure 4.27. Poursuite de la trajectoire selon l’axe x. Figure 4.28. Poursuite de la trajectoire selon l’axe y. 

Figure 4.29. Couples actionneurs fournis. Figure 4.30. Les forces exercées sur 

l’environnement. 
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Discussion : 

Dans ce type de commande nous n’avons pas utilisé un régulateur PD, puisque il n’y a pas  de 

correction de position, l’objectif ici est d’asservir le robot avec une accélération issue de 

l’impédance désirée (4.21) cette dernière est injectée directement dans la dynamique du robot 

(double intégrateur après découplage non linéaire). 

 On remarque un bon suivi de la trajectoire Figure 4.27 - 4.28, la force d’interaction est limitée 

de l’ordre de 25N, Les couples appliqués aux moteurs sont acceptables et ne dépassent pas 

leurs limites maximales. 

4.3.4 La commande en impédance à mode glissant : 

Dans cette section l’impédance désirée est réalisée, par une commande mode glissant.  

Le modèle dynamique du robot en contact avec l’environnement est donné par l’équation(4.3) 

Les trajectoires références 𝑋̈𝑟 , 𝑋̇𝑟 , 𝑋𝑟 sont générées à partir de l’équation (4.15) 

La surface de glissement  𝑠 est choisit d’une manière à minimiser l’erreur entre la trajectoire 

référence et actuelle du robot. 

𝑠 = 𝑒̇𝑟 + 𝜆 𝑒𝑟 (4.24) 

Avec :         𝑒𝑟 = 𝑥𝑟 − 𝑥 

La fonction de Lyapunov est choisit comme suite : 

𝐕 =
1

2
sT M s 

(4.25) 

Sa dérivée est donnée par : 

𝐕̇ = sT M ṡ +
1

2
sT Ṁ s 

𝐕̇ = sT (M ṡ +  𝑉𝑚 s
 )       

Avec     :    𝑿 (Ṁ  − 2𝐶) = 0 

V̇ = 𝑠𝑇 [ 𝑀 (𝑒̈𝑟 + 𝜆 𝑒̇𝑟 ) + 𝐶 𝑠] 

𝐕̇ = 𝑠𝑇 [ −𝑀 𝑥̈ + 𝑀(𝑥̈𝑟 + 𝜆 𝑒̇𝑟 ) + 𝐶 𝑠] (4.26) 
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On pose :  

𝑥̇𝑠 = 𝑀(𝑥̈𝑟 + 𝜆 𝑒̇𝑟 ) (4.27) 

      

𝐕̇ = 𝑠𝑇 [ −𝑀 𝑥̈ + 𝑀 𝑥𝑠 + 𝑉𝑚 𝑠] (4.28) 

 

On substitue ẍ par sa valeur de l’équation (4.3) nous obtenons la relation suivante : 

𝐕̇ = 𝑠𝑇 [ −𝑀 (𝐽 𝑀−1(𝜏 − 𝑉𝑚𝑞̇ − 𝐺 − 𝐽
𝑇𝐹𝑒) + 𝐽𝑞̇̇) + 𝑀 𝑥̇𝑠 + 𝑉𝑚 𝑠] 

𝐕̇ = 𝑠𝑇 [ −𝑀  𝐽 𝑀−1(𝜏 − 𝑉𝑚𝑞̇ − 𝐺 − 𝐽
𝑇𝐹𝑒) − 𝑀𝐽𝑞̇̇ + 𝑀 𝑥̇𝑠 + 𝑉𝑚 𝑠] (4.29) 

 

Pour assurer la négativité de   𝑉̇   la commande doit être de la forme suivante : 

𝜏 =  𝑀  𝐽−1 [𝑥̇𝑠 − 𝐽𝑞̇̇ + 𝑀
−1𝑉𝑚𝑠 + 𝜌 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠)] + 𝐺 + 𝑉𝑚𝑞̇ + 𝐽

𝑇𝐹𝑒] (4.30) 

Avec : 𝜌 > 0 

Par la substitution  de la loi de commande (4.30) dans l’équation de   𝐕̇    (4.29) on trouve: 

𝐕̇ = −𝜌 𝑠𝑇𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) (4.31) 

Qui représente la loi d’attraction. 

Résultat de simulation : 

Les éléments des matrices d’inertie, d’amortissement et  de raideur, désirées sont choisies 

comme suit : 

𝑨−𝟏 = [𝟑   𝟎 ;  𝟎   𝟔 ]  ;   𝑲 = [𝟏𝟎   𝟎 ; 𝟎   𝟐𝟓𝟎 ]   ;   𝑩 = [𝟏𝟎𝟎   𝟎 ; 𝟎   𝟐𝟓]  

Le gain de mode glissant  :    𝝆 = [𝟏𝟎 𝟎; 𝟎 𝟏𝟎 ] ,  coefficient de la surface : 𝝀 = [𝟑𝟎 𝟎; 𝟎 𝟏𝟎] 

La raideur de l’environnement est fixée à :  𝟔 × 𝟏𝟎𝟒 N/m. Les résultats obtenus de la 

commande en impédance basée sur l’effort et par l’application de la commande de 

linéarisation, sont présentés dans les figures suivantes (4.31 - 4.32 - 4.33 - 4.34) 
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Discussion : 

Le rôle de La commande par mode glissant -dans cette stratégie de commande d’impédance- 

est d’agir directement sur l’erreur entre la position actuelle du robot est la référence fournie 

par l’impédance désirée, afin de l’annuler en temps fini.  

Nous constatons un bon suivi de la trajectoire Figure 4.31 - 4.32, la force d’interaction est 

contrôlée implicitement elle tend vers zéro, Les couples appliqués aux moteurs sont 

acceptables et ne dépassent pas leurs limites maximales, le phénomène de chattering est clair 

sur la figure 4.34 à cause du terme de commutation dans la commande mode glissant. 

Figure 4.31. Poursuite de la trajectoire suivant l’axe x. Figure 4.32. Poursuite de la trajectoire suivant l’axe y 

Figure 4.33. Les forces exercées sur 

l’environnement. 

 

 

Figure 4.34. Couples actionneurs fournis. 
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 Test de robustesse : 

Nous allons tester la robustesse de la commande mode glissant par la modélisation d’une 

charge de masse 𝒎𝒑𝒆𝒓 attachée à l’outil terminal du manipulateur, et après certain temps 

(𝒕𝒑𝒆𝒓 = 𝟑𝒔)   la charge chute provoquant ainsi une perturbation, donc la commande par mode 

glissant doit surmonter cette perturbation sans connaitre tous ces détailles (la masse de la 

charge ainsi l’instant de sa chute).  

Le model du robot en contact avec son environnement est donnée par l’expression suivante : 

𝑀 𝐽−1( 𝑋̈ − 𝐽 ̇𝑞̇ ) + 𝑉𝑚 𝑞̇ + 𝐺 + 𝐽
𝑇𝐹𝑒 + 𝝉𝒑𝒆𝒓 = 𝜏 (4.32) 

 

Où :   𝝉𝒑𝒆𝒓   est le couple dû à la masse attachée à l’outil terminal du manipulateur  𝒎𝒑𝒆𝒓 . 

Le couple dû à la charge est donné par : [4] 

𝜏𝑝𝑒𝑟 = 𝑚𝑝𝑒𝑟 𝐽 (𝐽 𝑞̈ + 𝐽𝑞̇̇ + 𝐺) (4.33) 

 

Résultat de simulation : 

Les éléments des matrices d’inertie, d’amortissement et  de raideur, désirées sont choisies 

comme suit : 

𝑨−𝟏 = [𝟎. 𝟔   𝟎 ;  𝟎   𝟏. 𝟖 ]  ;   𝑲 = [𝟏𝟎   𝟎 ; 𝟎   𝟐𝟎𝟎 ]   ;   𝑩 = [𝟖𝟎   𝟎 ; 𝟎   𝟐𝟎]  

Le gain de mode glissant   :    𝝆 = [𝟑𝟎 𝟎; 𝟎 𝟔𝟎 ] 

La raideur de l’environnement est fixée à :  𝟔 × 𝟏𝟎𝟒 N/m. Les résultats obtenus de la 

commande en impédance basée sur l’effort et par l’application de la commande de 

linéarisation, sont présentés dans les figures suivantes (4.35 - 4.36 - 4.37 - 4.38) 
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Discussion : 

On a pris pour la charge 𝒎𝒑𝒆𝒓 = 𝟏𝒌𝒈  , nous constatons d’après ces résultats que cette 

méthode de commande est robuste vis-à-vis les perturbations externes.                                     

Le bon suivi des trajectoires Figure 4.35 - 4.36, montre la robustesse de cette commande. 

Quant aux couples appliqués au robot, ils ne sont pas lisses, notamment à (𝒕𝒑𝒆𝒓 = 𝟑𝒔)   

l’instant de la chute de charge, on remarque une fréquence importante des couples à partir de 

cet instant, où le robot essaye de rattraper la chute de la charge. 

Figure 4.35. Poursuite de la trajectoire suivant l’axe 

x 

 

Figure 4.36. Poursuite de la trajectoire suivant l’axe y 

Figure 4.37. Les forces exercées sur 

l’environnement. 

 

 

Figure 4.38. Couples actionneurs fournis. 
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4.3.5 La commande en impédance par Backstepping: 

Nous avons vu dans la section §3.3.2 la commande backstepping appliquée au manipulateur 

en espace libre, dans cette section nous allons appliquer la même commande mais en espace 

contraint, alors on doit compenser la force d’interaction et utiliser l’accélération cartésienne. 

Le modèle dynamique du robot en contact avec l’environnement est donné par l’équation(4.3) 

Les trajectoires références 𝑋̈𝑟 , 𝑋̇𝑟 , 𝑋𝑟 sont générées à partir de l’équation (4.15) 

On utilise pour le développement de la commande par backstepping en espace contraint, la 

même méthode utilisée dans la section §3.3.2 du chapitre III. 

Le modèle dynamique du robot après reformulation est donnée par :  

{
𝑥̇1 = 𝑥2                                                                   

 
𝑥̇2 = 𝑋̈ = 𝐽 𝑀−1(𝜏 − 𝑉𝑞̇ − 𝐺 − 𝐽𝑇𝐹𝑒) + 𝐽 ̇𝑞̇

 
 

(4.34) 

 

Après la constitution des fonctions de Lyapunov en deux étapes on arrive à l’espace z1 z2 

suivant : 

{

𝑧̇1 = 𝑧2 − 𝑐1 𝑧1                    
                                                          
 

𝑧̇2 = 𝐽𝑀
−1(𝜏 − 𝑉𝑞̇ − 𝐺) + 𝐽 ̇𝑞̇ − 𝑋̈𝑑 + 𝑐1 (𝑧2 − 𝑐1 𝑧1 

   ) 
   

 

 
 

(4.35) 

Avec : 

{

𝑧1 = 𝑥1 − 𝑎0 
 

𝑧2 = 𝑥2 − 𝑥2
𝑟
 

 

(4.36) 

Et : 

{

𝑎0 = 𝑥1𝑑
 

𝑎1 = 𝑥2
𝑟

 

 
 

(4.37) 

On forme la fonction de Lyapunov sur la base de cet espace, comme suite : 

  𝑉̇ = 𝑧1 
𝑇𝑧̇1 + 𝑧2 

𝑇𝑧̇2                                                                                             

 = −𝑐1 𝑧1 
𝑇𝑧1  + 𝑧2 

𝑇 [𝐽𝑀−1(𝜏 − 𝑉𝑞̇ − 𝐺 − 𝐽𝑇𝐹𝑒) + 𝐽 ̇𝑞̇ − 𝑋̈𝑑 + 𝑧1

+ 𝑐1 (𝑧2 − 𝑐1 𝑧1 
   ) 

   

 
] 

 

 

(4.38) 
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Sur la base de cette fonction qu’on développe la loi de commande qui assure la convergence 

de z1 z2 vers 0, comme suite : 

𝜏 = 𝑀𝐽−1 [𝑋̈𝑑 − 𝐽 ̇𝑞̇ − 𝑧1 − 𝑐1 (𝑧2 − 𝑐1 𝑧1 
   ) − 𝑐2 𝑧2 

   

 

   
] + 𝑉𝑞̇ + 𝐺 + 𝐽𝑇𝐹𝑒 (4.39) 

Ou sous la forme suivante : 

𝜏 = 𝑀𝐽−1 [𝑋̈𝑑 − 𝐽 ̇𝑞̇ + (𝑐1𝑐1 − 1)𝑧1 − (𝑐1 + 𝑐2) 𝑧2(𝑧2 − 𝑐1 𝑧1 
   ) − 𝑐2 𝑧2 

   

 

   
] + 𝑉𝑞̇

+ 𝐺 + 𝐽𝑇𝐹𝑒 

 

(4.40) 

 

Le schéma de principe de cette commande est représenté dans la figure 4.39 suivante : 

 

 

 

 

 

 

 

 

Résultat de simulation : 

Les éléments des matrices d’inertie, d’amortissement et  de raideur, désirées sont choisies 

comme suit : 

𝑨−𝟏 = [𝟏   𝟎 ;  𝟎   𝟏 ]  ;   𝑲 = [𝟐𝟎   𝟎 ; 𝟎   𝟏𝟎𝟎 ]   ;   𝑩 = [𝟐𝟓𝟎   𝟎 ; 𝟎   𝟐𝟎]  

Les gains de la commande backstepping   :    𝑪𝟏 = 𝟏𝟎 , 𝑪𝟐 = 𝟏𝟎 

La raideur de l’environnement est fixée à :  𝟔 × 𝟏𝟎𝟒 N/m. Les résultats obtenus de la 

commande en impédance basée sur l’effort et par l’application de la commande de 

linéarisation, sont présentés dans les figures suivantes (4.35 - 4.36 - 4.37 - 4.38) 

 

Figure 4. 39. Principe de la commande en impédance par Backstepping. 

  ROBOT 

𝑭𝒆 

𝑿 

𝑿𝒅 

𝑭𝒆 

𝒒 

𝑿̇𝒅 

𝑿̈𝒅 

 

Commande Par 

Backstepping 
𝑨,𝑲,𝑩 

L’impédance  

Désirée 
𝝉 
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Discussion : 

Nous constatons une très bonne poursuite des trajectoires Figure 4.40 - 4.41, la force 

d’interaction est contrôlée implicitement elle tend vers zéro rapidement, Les couples 

appliqués aux moteurs sont très acceptables et ne dépassent pas leurs limites maximales, donc 

ce type de commande donne un bon résultat avec des couples moteur lisses. 

 

 

Figure 40. Poursuite de la trajectoire suivant l’axe x 

 

Figure 4.41. Poursuite de la trajectoire suivant l’axe y 

Figure 4.42. Les forces exercées sur 

l’environnement. 

 

 

Figure 4.43. Couples actionneurs fournis. 
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4.4 Conclusion : 

Nous avons appliqué les différentes stratégies de commande en effort  avec l’adoption des 

commandes non linéaires et parvenu aux objectifs prédéfinis, la commande hybride 

force/position a donné un résultat acceptable malgré que cette méthode nécessite l’élaboration 

de deux lois de commande celle en position et son complément en force dans les directions 

contraints. 

Les types de commande en impédance sont multiples, on a appliqué la commande par raideur 

active qui a montré un résultat passable avec une simplicité de réalisation, la commande par 

matrice de raideur qui a permet de rattraper l’insuffisance de la commande précédente en 

matière de la stabilisation de la force d’interaction. 

La commande en impédance qui est un cas général des commandes précédentes [15]  (par 

raideur active, par la matrice de raideur) montre un très bon résultat, elle permet de donner au 

robot un comportement dynamique désirée vis-à-vis de l’environnement  durant l’interaction, 

elle permet aussi de commander le robot avant l’interaction en espace libre, la commande en 

impédance a l’avantage de gérer les deux situations du robot dans un espace contraint ou 

libre. 

Ensuite nous avons appliqué la commande en impédance avec les trois types de commande 

non linéaire,  premièrement le découplage non linéaire cette méthode représente une bonne 

solution de la commande en impédance que ce soit basée sur la position ou l’effort, 

néanmoins ce type de commande non linéaire a le recours d’un model exacte du robot si non 

elle présente des instabilités indésirables ; 

La deuxième commande c’est celle de mode glissant, il a été appliqué avec succès ces 

résultats montrent sa robustesse vis-à-vis les perturbations externes,  

le Backstepping donne un très bon résultat de poursuite de trajectoires, avec des couples lisses  

et convergence rapide de la force d’interaction vers le zéro. 
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Conclusion générale : 

 
L’objectif de ce mémoire est d’appliquer les commandes non linéaires au robot manipulateur 

dans un espace contraint, nous avons vu que les commandes en position qui permettent de 

l’asservir à suivre une trajectoire désirée en espace libre (pas d’obstacle dans son espace de 

travail), sont insuffisantes en présence des contraintes devant le robot. 

A partir de ce constat nous avons abordé le problème de la commande en effort, qui dispose 

actuellement de plusieurs applications industrielles intéressantes. 

La première partie de notre projet aborde la modélisation du manipulateur, que ce soit le 

modèle géométrique et cinématique qui sont utilisés pour les différentes transformations entre 

l’espace articulaire et l’espace cartésien et vice versa, ou le modèle dynamique qui est un outil 

primordial pour l’élaboration des différents types de commande, c’est pour cette raison, que 

les incertitudes du modèle dynamique affectent fortement la stabilité des systèmes. 

Dans la deuxième partie les commandes en effort sont présentées et classées en deux grandes 

familles [27], celles qui contrôlent explicitement la force ce qu’on appelle la commande  en 

force directe, dans  cette catégorie les deux principaux types sont, premièrement la commande 

hybride force/position parallèle basée sur la subdivision de l’espace cartésien en deux 

directions celle qui doit être contrôlée en force et l’autre en position selon qu’elle soit 

contraint ou non, 

Nous avons constaté lors de la simulation de cette commande une bonne poursuite de la 

trajectoire désirée dans la partie de l’espace où le robot est libre, et une bonne stabilisation de 

la force lorsque le robot entre en contact avec l’environnement ;  

La commande hybride force/position série, est basée sur la déviation de la position engendrée 

par l’inverse de la matrice de raideur, multipliée par la force d’interaction du robot avec son 

environnement ; 

L’inconvénient de ces types de commande  c’est le besoin d’une connaissance parfaite de 

l’environnement ce qui n’est pas toujours accessible. Cette commande nécessite aussi le 

développement de deux lois de commande en position et en force. 

La deuxième catégorie c’est la commande de la force indirecte dont la force est commandée 

implicitement, la commande en impédance est le type le plus intéressant dans cette catégorie, 
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elle est basée sur le principe de changement de la dynamique du robot afin qu’il se comporte 

comme un ensemble de masse-ressort-amortisseur vis-à-vis l’environnement. 

Les simulations avec l’application des commandes non linéaires ont montré des bons 

résultats, le Backstepping a donné de bon résultat en absence des perturbations, en terme de 

stabilité de la position et aussi pour la force d’interaction, la commande linéarisante avec sa 

simplicité d’implémentation a donné des résultats satisfaisants, néanmoins elle nécessite un 

modèle précis, ce qui rend cette commande insuffisante en présence de moindre perturbation ; 

La commande par mode de glissement montre une bonne robustesse vis-à-vis les 

perturbations externes. La simulation de chute d’une charge de masse 𝑚𝑝𝑒𝑟  a montré 

l’efficacité de ce type de commande en présence des perturbations.    

Les points essentiels qui devront pris en compte lors de l’élaboration des lois de commande 

sont : 

 L’identification des paramètres optimaux pour l’élaboration des lois de commande 

répondants aux exigences de contrôle. 

 Les limites des couples fournies par les actionneurs. 

 L’observation des états du robot nécessaires pour le calcul du modèle dynamique  avec 

précision. 

A  partir de ces points nous tirons les perspectives suivantes : 

 L’utilisation des méthodes d’optimisation et - surtout l’intelligence artificielle - dans 

l’identification des paramètres des lois de commande répondant ainsi aux exigences de 

contrôle en terme de stabilité, précision et robustesse ; ces méthode doivent prendre en 

considération les limites des actionneurs. 

 L’utilisation des méthodes  d’observation efficaces afin de concevoir un modèle 

précis.  

 L’utilisation de l’intelligence artificielle. 

 Test expérimental des résultats obtenus. 



ANNEXE A 

Cette annexe expose le mode glissant d’ordre 2 et d’ordre supérieur 

1 Synthèse de la commande MGO2: 

Dans le mode glissant classique  : 

 Dans la commande mode glissant conventionnelle la surface doit être d’ordre relatif 1 

par rapport à la commande (apparition de la commande dans la 1
ère

 dérivée de la 

surface de glissement   𝑠)  pour assurer sa convergence vers zéro. 

Supposant que la commande est apparait dans 𝑠̈  , généralement la surface de 

glissement 𝜎 est choisit  𝜎 = 𝑠̇ + 𝑠 ; 

𝜎̇ = 𝑠̈ + 𝑠̇ Contient la commande donc  𝝈 → 𝟎 , mais 𝒔 tend vers Zéro 

asymptotiquement. 

 L’effet du chattering est inacceptable physiquement. 

 Ces deux restrictions ont une solution dans la commande mode glissant d’ordre 2.  

Considérons un système non linéaire décrit par 

{
𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡)𝑢

 
𝑠 = 𝑠(𝑥, 𝑡)                     

 
 

(A.1) 

 

Avec 𝑥 ∈ ℝ le vecteur d'états, 𝑢 ∈ ℝ  entrée du système. 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑔(𝑥, 𝑡) sont des fonctions 

incertaines, suffisamment différentiables et 𝑠(𝑥, 𝑡) ∈ ℝ   est la sortie, aussi suffisamment 

différentiable. 

L'objectif de la commande par MGO2 est de forcer la variable de glissement et sa première 

dérivée  à zéro. Dans le cas où le dégrée relatif du système par rapport à la variable de 

glissement est 1 ou 2,   s  et  ṡ    convergent vers zéro en temps fini. La convergence à l'origine 

est présentée sur la Figure A.1  [23] 

La synthèse des lois de commande par MGO2 dépend des bornes de fonctions incertaines, qui 

apparaissent dans la deuxième dérivée de la variable de glissement. Deux cas sont possibles, 

en fonction du degré relatif du système par rapport à  s.Les degrés relatifs sont d’ordre 1 ou 2. 

 



 

 

 

 

 

 

 

  

Cas A : système de degré relatif 1 :  

(L’utilité du MGO2 ici est d’éliminer la réticence) Dans le cas ou le degré relatif du système 

est égale à 1 par rapport à s, la commande u apparait dans la première dérivée de s par rapport 

au temps, 

𝑠̇(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑠

𝜕𝑡
𝑡̇ +

𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑥̇ 

𝑠̇(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑠

𝜕𝑡
+
𝜕𝑠

𝜕𝑥
(𝑓 + 𝑔 𝑢) 

D’où s̈ s’écrit comme suite : 

𝑠̈ = 𝑎(𝑥, 𝑢, 𝑡) +  𝑏(𝑥, 𝑢, 𝑡) 𝑢̇ (A.2) 

 

Avec 𝑎(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑏(𝑥, 𝑢, 𝑡) des fonctions incertaines bornées, dans un voisinage de la surface 

de glissement, defini par |𝑠(𝑥, 𝑡)| < 𝑠0    [23]. 

 

0 < 𝐾𝑚 < 𝑏(𝑥, 𝑢, 𝑡) < 𝐾𝑀 

|𝑎(𝑥, 𝑢, 𝑡)| ≤ 𝐶  

 

(A.3) 

 

Selon ces bornes, on peut écrire par l'inclusion différentielle suivante : 

Figure A.1. Trajectoire 2-glissant. 



𝑠̈ ∈ [−C, C] + [𝐾𝑚, 𝐾𝑀] 𝑢̇ (A.4) 

 

Cas B : Système de degré relatif 2 : 

Dans le cas ou le système est de degré relatif 2, la commande u apparait dans la deuxième 

dérivée de  s ,  celle-ci est donnée comme suit : 

𝑠̈(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑠̇

𝜕𝑡
+
𝜕

𝜕𝑥
𝑠̇ (𝑓 + 𝑔 𝑢) 

 
Puis, la deuxiè me dé rivé e de s peut ê tre é crite sous la forme suivante : 
 

𝑠̈ = 𝑎′(𝑥, 𝑢, 𝑡) + 𝑏′(𝑥, 𝑢, 𝑡) 𝒖 (A.5) 

 

 

Avec a′(x, u, t), b′(x, u, t) des fonctions incertaines bornées, De même que dans les systèmes 

de degré relatif 1, 

0 < 𝐾𝑚
′ < 𝑏′(𝑥, 𝑢, 𝑡) < 𝐾𝑀

′ 

|𝑎′(𝑥, 𝑢, 𝑡)| ≤ 𝐶′  

 

(A.6) 

 

 

 

𝑠̈ ∈ [−𝐶′, 𝐶′] + [𝐾𝑚
′, 𝐾𝑀

′] 𝑢  (A.7) 

 

 

Les deux relations (A.4) et (A.7), sont très importantes pour l'étude de la robustesse d'un 

système, dans le but d'assurer la convergence en temps fini de s  et  ṡ    vers zéro. 

Plusieurs types d’algorithme du mode glissant d’ordre 2  présentés dans la littérature, on va 

citer les méthodes principales : 

1.1 Algorithme du Twisting (TWG): 

Historiquement cet algorithme est le premier mode glissant d’ordre 2, son principe repose sur 

la commutation de l’amplitude de la commande entre deux valeurs en fonction du quadrant 

dans lequel se trouve l’état du système. [23]   La trajectoire du système dans le plan de phase 

tourne autour de l’origine avec convergence  L’expression de la loi de commande pour un 

système de degré relatif 2 est : 

𝒖 = −(𝑟 1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) + 𝑟 2 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠̇))               Avec      𝑟 1 > 𝑟 2 > 0 (A.8) 



  

 

 

 

 

 

 

 

 

La trajectoire du système différentiel converge au point d’équilibre 𝑠 = 𝑠̇  en un temps fini 

sous les conditions suivantes : 

(𝑟 1 + 𝑟 2) 𝐾𝑚 − 𝐶0 > (𝑟 1 − 𝑟 2) 𝐾𝑀 + 𝐶0 

(𝑟 1 − 𝑟 2) 𝐾𝑚 > 𝐶0 

 

(A.9) 

 

1.2  Algorithme du super-Twisting : 

Cette loi de commande a été proposée par Emelyanov en 1990 ; Cet algorithme ne s’applique 

qu’aux systèmes de degré relatif 1 par rapport à la surface de glissement.  L’algorithme du 

Super-Twisting figure parmi les algorithmes de modes glissants d’ordre deux les plus utilisés,   

son intérêt réside dans la réduction du chattering, dû à la continuité du signal de commande. 

 

 

 

 

 

 

Figure A.2. Convergence de l’algorithme Twisting dans le plan (s, ṡ ). 



 

 

 

 

 

 

 

 

L’implémentation de cet algorithme passe par les étapes suivantes [7] 

Supposant le système est du 2
ème

 ordre . 

 définition de la surface de glissement comme :   

𝑠 = 𝑥̇ + 𝑐𝑥 

 la dérivée de cette surface est donnée : 

𝑠̇ = 𝑥̈ + 𝑐𝑥̇          

 la substitution de 𝑥̈ par son expression donc: 

𝑠̇ = 𝑓 + 𝑢 + 𝑐𝑥̇   (A.10) 

 

 la loi de commande est : 

𝑢 =  −𝑐𝑥̇ − 𝜌1|𝑠| 
1/2 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) − ∫ 𝜌2 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠)

𝑡

0
𝑑𝜏   (A.11) 

 

Par la substitution du (11) dans (10) on trouve : 

{
 

 𝑠̇ = −𝜌1|𝑠| 
1

2 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) + 𝑣
 

𝑣̇ = −𝜌2 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) + 𝑓̇       
 

                        𝜌1, 𝜌2 > 0 

 

 

(A.12) 

Pratiquement nous n’avons pas les valeurs de  𝑥, 𝑥̇  mais ses estimées  𝑥̂, 𝑥̂̇    donc cette 

dernière loi devient : 

𝑢 = −𝑐 𝑥̂̇ − 𝜌1|𝑠̂| 
1/2 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠̂) − ∫ 𝜌2 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠̂)

𝑡

0

𝑑𝜏 
 

(A.13) 

Figure A.3. La trajectoire de la commande super-Twisting dans le plan (s, ṡ ). 



Avec 𝑠̂ = 𝑥̂̇ + 𝑐 𝑥̂  
 

1.3 Algorithme sous-optimal (Algorithme Sub optimal) : 

 L'algorithme sous-optimal est appliquée aux systèmes de degré relatif 1 et 2 par rapport à   

𝑠(𝑥, 𝑡). Cet algorithme est inspirée de la commande optimale de type bang-bang. Il assure la 

convergence de s  et  ṡ en temps fini vers zéro, en limitant les trajectoires par des arcs 

paraboliques qui comprennent l'origine [25]  (Figure A.4). Dans le cas où le degré relatif de 

système est égale à 2 par rapport à 𝑠(𝑥, 𝑡), la loi de commande est définie par :  

 

𝑢 = −𝑟1 𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝑠 −
𝑠∗

2
) + 𝑟2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠

∗) 

Où  𝑟1 − 𝑟2 >
𝐶

𝐾𝑚 
              𝑟1 + 𝑟2 >

4 𝐶 +   𝐾𝑀 (𝑟1−𝑟2)    

3 𝐾𝑚 
       

 

 

(A.14) 

 

𝑠∗ : c’est la valeur de 𝑠  détectée dans le dernier moment où s  était égal à zéro. 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.4 Algorithme prescribed convergence law (PCL):  

Cet algorithme est caractérisé par  

 sa simplicité de mise en œuvre.  

 un besoin d’une quantité d’information relativement faible sur l’état du système [38]. 

Figure A.4. Principe de l’algorithme sous-optimal. 



La formulation générale de ce contrôleur est donnée par l’expression suivante : 

𝑢 = −𝛼 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠̇ − 𝜉(𝑠))                  𝑎 > 0 

𝜉(𝑠)  Une fonction continue lisse partout sauf pour  𝑠 = 0 , définie par : 

𝜉(𝑠) = 𝛽 |𝑠|
1

2 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) 

On écrit la commande comme suite : 

𝑢 = −𝛼 𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝑠̇ − 𝛽 |𝑠|
1

2 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠))               𝑎 , 𝛽 > 0        (A.15) 

 

Une condition suffisante pour une convergence en temps fini vers la surface de glissement est 

définie par la relation suivante :      𝛼 𝐾𝑚 − 𝐶0 > 𝛽2/2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 Mode glissant d’ordre supérieur : 

La commande mode glissant d’ordre supérieur a été introduite par Emel’yanov [13]. Elle 

représente une extension du mode glissant d’ordre 1 à un degré plus élevé. Cette 

généralisation conserve la principale caractéristique de robustesse que celle du mode glissant 

𝐬 

𝐬̇ 

Figure A.5. Principe de l’algorithme prescribed convergence law. 



classique, et permet aussi de réduire leur principal inconvénient : l’effet de réticence au 

voisinage de la surface de glissement. 

L’extension des modes glissants d’ordre un aux modes glissants d’ordre supérieur est 

caractérisée par le choix d’une commande discontinue agissant non pas sur la surface de 

glissement mais sur ses dérivées supérieures. 

L’inconvénient principal de la commande en mode glissant d’ordre supérieur réside dans le 

besoin de connaitre les variables d’état et leurs dérivées. Il en résulte alors que pour la 

synthèse d’un contrôleur en modes glissants d’ordre r, les fonctions (𝑠, 𝑠̇, 𝑠̈, … , 𝑠(𝑟−1)) sont 

nécessaires 

Soit le système définit par l’équation suivante : 

{
𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡)𝑢

 
𝑦 = 𝑠(𝑥, 𝑡)  

 
 

(A.16) 

Avec x ∈ ℝn le vecteur d'états, u ∈ ℝ  entrée du système et s(x, t) ∈ ℝ   est la sortie 

suffisamment différentiables. f(x, t), g(x, t) sont des fonctions incertaines, suffisamment 

différentiable. 

L’objectif de la commande est de rendre la fonction de sortie 𝑠 ≡ 0 en temps fini. Selon le 

degré relatif r du système nous avons deux cas : 

 degré relatif 𝑟 = 1 si et seulement si  ∂ṡ/ ∂u ≠ 0 

 degré relatif  𝑟 ≥ 2 si et seulement si 𝜕𝑠(𝑖)/𝜕𝑢 ≠ 0 (𝑖 = 1,2, … 𝑟 − 1),  et  𝜕𝑠(𝑟)/𝜕𝑢 ≠ 0 

L’idée de base d’une commande de mode glissant d’ordre supérieur est que la fonction 

discontinue agit sur un ordre supérieur (dérivées𝑠(𝑖)(𝑖 = 1,2, … 𝑟 − 1)) de la surface de 

glissement : 

𝑠(𝑥, 𝑡) = 𝑠̇(𝑥, 𝑡) = 𝑠̈(𝑥, 𝑡) = ⋯ = 𝑠(𝑟−1)(𝑥, 𝑡) = 0 (A.17) 

 

Supposant que le degré relatif du système (A.16) égale à  , d’une manière générale lorsque la 

commande apparait dans la dérivée de 𝒔 d’ordre 𝒓 (𝑠(𝑟)) , soit 𝜕𝑠(𝑟)/𝜕𝑢 ≠ 0, donc nous 

prenons 𝒓 - dérivée de 𝒔 comme sortie du système (A.16), par la sélection d’une nouvelle 

coordination nous avons donc : 

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … 𝑦𝑟) = (𝑠, 𝑠̇, 𝑠̈, … , 𝑠(𝑟−1)) (A.18) 

 

Donc la formule suivante est obtenue : 

𝑠(𝑟) = 𝑎(𝑦, 𝑡) + 𝑏(𝑦, 𝑡)           𝑏(𝑦, 𝑡) ≠ 0 (A.19) 

 



Donc la commande par mode glissant d’ordre supérieur est transformée à la stabilité d’un 

système dynamique d’ordre   𝒓   (A.17) et (A.19). 

Il est facile de confirmer la formule suivante par la dérivée de Lie : 

𝑏 = 𝐿𝑔𝐿𝑓
𝑟−1 

 
= 𝑑𝑠(𝑟)/𝑑𝑢 

𝑎 = 𝐿𝑓
𝑟  𝑠 

 

(A.20) 

 

Supposant :   Φ = (𝑦𝑟+1, 𝑦𝑟+2, … 𝑦𝑛)   donc : 

 

Φ = 𝜉(𝑡, 𝑠, 𝑠̇, … , 𝑠(𝑟−1), Φ) + 𝜒(𝑡, 𝑠, 𝑠̇, … , 𝑠(𝑟−1), Φ) 𝑢 (A.21) 

 

Les équations (A.18), (A.19) et (A.21) sont transformées  à la forme canonique d’Isidori-

Brunowsky, la commande équivalente est 𝑢𝑒𝑞 = −𝑎(𝑦, 𝑡)/𝑏(𝑦, 𝑡)   [34]. 

En ce moment l’objectif de la commande est de construire une commande discrète 

 𝑢 = U(𝑥, 𝑡) de telle façon le nouveau système converge vers l’origine en temps fini, avec  

𝑎(𝑦, 𝑡)  𝑒𝑡 𝑏(𝑦, 𝑡)   des fonctions bornées telle que : 

 

0 < 𝐾𝑚 < 𝑏(𝑥, 𝑡) < 𝐾𝑀 

|𝑎(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐶  

 

(A.22) 

 

Théorème : [22]  supposant que le degré relatif du système (A.16) par rapport à la sortie 

𝑠(𝑥, 𝑡)  est 𝒓  , et satisfait la condition (A.22), donc la commande mode glissant d’ordre 

arbitraire est donnée par l’expression suivante : 

 

𝑢 = −𝑎 𝑠𝑖𝑔𝑛[𝜓 𝑟−1,𝑟  (𝑠, 𝑠̇, … , 𝑠
(𝑟−1))] (A.23) 

 

Où, 

𝜓 0,𝑟 = 𝑠 

𝜓 1,𝑟 = 𝑠̇ + 𝛽1 𝑁1,𝑟  𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠)                        

𝜓 𝑖,𝑟 = 𝑠
(𝑖) + 𝛽𝑖  𝑁𝑖,𝑟  𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜓 𝑖−1,𝑟)                                                   𝑖 = 1,… , 𝑟 − 1 

𝑁1,𝑟 = |𝑠|
(𝑟−1)/𝑟 

𝑁𝑖,𝑟 = (|𝑠|
𝑝/𝑟 + |𝑠̇|𝑝/(𝑟−1) +⋯+ |𝑠(𝑖−1)|

𝑝/(𝑟−𝑖+1)
)(𝑟−1)/𝑝       𝑖 = 1,… , 𝑟 − 1 



𝑁𝑟−1,𝑟 = (|𝑠|
𝑝/𝑟 + |𝑠̇|𝑝/(𝑟−1) +⋯+ |𝑠(𝑟−2)|

𝑝/2
)1/𝑝 

(A.24) 

Ici les lois de commande pour   𝒓 ≤ 𝟒 

 

 si   𝒓 = 𝟏      ⟹      𝑢 = −𝑎 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) 

 si   𝒓 = 𝟐      ⟹      𝑢 = −𝑎 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠̇ + |𝑠|
1

2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠)) 

 si   𝒓 = 𝟑      ⟹      𝑢 = −𝑎 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠̈ + 2(|𝑠̇|3 + |𝑠|2)
1

6 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠̇+|𝑠|
2

3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠))) 

 si   𝒓 = 𝟒      ⟹      𝒖 = −𝒂 𝒔𝒊𝒈𝒏{  𝑠 + 𝟑 (𝒔̈𝟔 + 𝒔̇𝟒 + |𝒔|𝟑)𝟏/𝟏𝟐 𝑠𝑖𝑔𝑛[𝑠̈ +

(𝑠̇4 + |𝑠|3)1/6 +  𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠̇+
1

2
|𝑠|3/4 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠))] } 

(A.25) 

 

 

On constate de la dernière équation (A.25) que lorsque r = 1   la commande est celle d’un 

mode glissant conventionnel, et quand r = 2  la commande  est équivalente à celle du Super-

twisting  second mode glissant. 

 

La généralisation des modes glissants d’ordre 2 aux modes glissants d’ordre supérieur, est 

caractérisée par le choix d’une commande discontinue agissant non pas sur la surface de 

glissement et sa 1
ère

 dérivée mais sur ses dérivées supérieures, malgré les performances qu’ils 

manifestent, ils sont pénalisés par l’information élevée dont ils ont besoin sur les variables du 

système, ainsi que par le choix de la valeur des gains de commande. 

Les dérivées de surface sont estimées par le différentiateur (observateur),  et le problème du 

choix des gains de la commande, il suffit de connaitre les bornes supérieures des perturbations 

et des incertitudes du système ainsi que leurs dérivées. 

 

 

 

 

 

 



 

ANNEXE B 

 

Les paramètres du robot choisi sont : [8]    

𝐿1
 = 1𝑚 

𝐿𝑐1
 = 0.5𝑚 

𝐼1 = 1𝑘𝑔𝑚
2 

𝑚1 = 10𝑘𝑔 

𝐿2
 = 0.5𝑚 

𝐿𝑐2
 = 0.25𝑚 

𝐼2 = 1𝑘𝑔𝑚
2 

𝑚2 = 10𝑘𝑔 
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