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Introduction générale

La représentation des intégrales de chemins d’un systéme quantique est trés utile pour
visualiser la dynamique quantique en termes de conceptions classiques. Cette formulation introduite par
R.P. Feynman [1] pour quantifier des mouvements de systémes au moyen d’integrales fonctionnelles,est
utilisée au méme titre que I’équation de Schrodinger et Heisenberg. Intervenant pratiquement

dans tous les domaines de la physique et plus particuliérement en théorie quantique des champs.La
conception essentielle dans cette approche est le propagateur qui (comme fonction de Green de

I'équation de Schrodinger ) contient toutes les informations sur le systéme. Ce propagateur étant
une somme de contributions de tous les chemins, le principe de la superposition se manifeste déja

dans cette formulation, on peut dire sans exagérer qu’elle est concurrente a d’autre méthodes de
quantification. Se basant essentiellement sur les notions simples et connés de la mécanique classique

comme les chemins ou trajectoires, I'action, le lagrangien, ...elle permet de d’écrire de maniére
élégante 1’évolution des systémes.

Et depuis l'introduction des transformations spatio-temporelles dans le formalisme des intégrales
de chemins ([2]; [3]), et surtout les corrections purment quantiques, une classe de potentiels a été
soulitionnée.

Cependant malgré le succés apparent de cette formulation théorique, du point de vue pratique il
subsiste certains difficultés comme ’obtention de solutions de certains problémes solubles par I’équation
de Schrodinger .

En plus il restait le probléme du spin dont la difficulté principale réside dans le fait que cette
grandeur physique n’a pas d’analogue classique. Sa nature exclusivement discréte rend sa description

difficile au moyen de chemins qui par essence sont continue.



Des modéles a cet effet, ont été élaborés, comme le modele bosonique ou fermionique de Schwinger
4], et surtout I'introduction de variables anticommutantes dites de Grassmann et les variables angulaires
[5] ont permis de contourner cette difficulté. Du point de vue pédagogique, des solutions pour des
interactions combinant le spin et d’autre variables par I’équation de Schridinger peuvent étre trouvées
dans des livres de mécanique quantique usuels. Par le formalisme des intégrales de chemin, il n’y a que
quelques interactions de ce type qui ont été traités [6] en utilisant le modele de Schrédinger . Pour ce
faire, il est nécessaire d’élargir ’espace de configuration habituelle et par voie de conséquence, 1’espace
des états cohérents (chapitre 1) peut étre adéquat a cette étude. Comme on va le voir & travers cette
these, I'utilisation des états cohérents est parfois nécessaire pour le calcul du propagateur si 'on doit
formuler suivant 1'idée de Feynman, a savoir une somme sur les chemins
possibles, ces chemins étant afféctés d’un poids c’est a dire / D (path) exp %S (path), S = / Ldt
c’est 'action du systéme.
Il existe plusieurs facons pour représenter le spin dans le formalisme des intégrales de chemins.Nous
utilisons la plus simple, la représentation avec les angles polaires [7]. Les variables angulaires
(chapite 1) sont utilisées tout au long de cette thése.
Le but de ce travail, a travers cette thése, est d’utiliser le formalisme des intégrales de chemins dans
la représentation des états cohérents de spin pour étudier le comportement d’un atome & deux
niveaux d’énergie sous l'infuence d’une onde électromagnétique classique de polarisation circulaire.
Il est naturel de décrire, le mouvement de ’atome douée d’'un spin%, par deux espaces, I'un des
positions ou de configuration pour décrire le mouvement de I’atome suivant ’axe z et ’espace des
états cohérents de spin, pour décrire le mouvement interne de ’atome.
Les fonctions d’onde sont déduites dans (chapitre 2).signalons calcules de ce deuxiéme chapitre
ont été réalisés récennement par [8]; [9] en utilisant le modéle fermionique de Schwinger pour le spin,

et ceux de l'article de ([10]; [11]) en considérant I’équation de Schrédinger .



| éxtension de ce traitement a une onde éléctromagnétique quantifie d'un seul mode dans une

cavité en présence de 'effet de Kerr tont ’hamiltonien et pseudo-hermitique fait I'objet du troisiéme

chapitre. Les fonctions d’onde le spectroe que la métrique du systéme sont déduite. Signalons aussi

que les calculs de ce dernier chapitre sont aussi basés sur l'article [12] en considérant I’équation de
Schrodinger .

La procédure du traitment, comme il a été précisé avant, nécessite I'utilisation de deux espaces

I'un de configuration, ’autre des états cohérents, pour décrire les mouvements respectivement extérieur

et intérieur de ’atome.
Pour les deux problémes, nous avons retrouvé les mémes résultats qui ont été obtenus en résolvant

I’équation de Schrodinger .



Chapitre 1

Etats Cohérents de ’oscillateur

harmonique et de moment angulaire :

1.1 Introduction :

Les états cohérents |Z) de loscillateur harmonique ont été introduit pour la premiére fois par
Schrodinger en 1926 en cherchant le minimum de la relation d’Heisenberg [13] . Ces états cohérents ont
été généralisés par Perelomov [14] et leurs introductions dans le formalisme des intégrales de chemins
au moyen des états cohérents de type bosoniques ou fermioniques, et en fonctions des angles qui ont été
faits par divers auteurs comme Klauder [15] , Ohniki et Kashiwa , [16] et Klauder respectevement [17]
.Les états cohérents sont utilisés dans les differents domaines de la physique particuliéremet en optique
quantique [18] . Par exemple le champ produit par un laser et décrit par un états cohérent bosonique .
Ils ont un nombre de propriétés intéressantes, et sont définis alternativement par :

i)états propres de 'opérateur d’annihilation a qui vérifient la relation de commutation [CLT, a] =1.

ii)sont crées a partir de I’état de vide |0) par 'opérateur unitaire dit de déplacement D.

iii)états pour lesquels I'incertitude de Heisenberg est minimale .



1.2 Propriétés des états cohérents d’un oscillateur harmo-
nique :

— Considérons donc le probleme aux valeurs propres de 'opérateur de destruction a

Les valeurs propres de I'opérateur de destruction a :
a|Z) =Z|Z) , (1.1)

ou Z est un nombre complexe . L’adjoint de cette relation est :

Zla=7(7] . (1.2)

Nous allons montrer I'existence des états |Z) en les construisant explicitement . Pour cela, nous multi-

plions (1.1) par (n| état nombre :

(nla| Z)y =Z{n|Z) . (1.3)

Par ailleurs, Padjoint de la relation af [n) = v/n + 1|n + 1) et (n|a = +/n+ 1 {n + 1| . Multipliant cette
égalité par |Z) conduit & :

(nlal Z) = vVn+1(n+1|2) . (1.4)

En égalant les membres de droite des deux derniere égalités, nous obtenons :

A A
n12) = Tt —112) = 7=

Vn

012) . (1.5)



En utilisant la décomposition de I'unité 1 = > |n) (n|, on trouve :

2)= > In) (nl 2) = 3_ ) 012) . (16)

ce qui conduit & :

(z1z) = (0l2))

(012 |Z’Z'.n 012 2° (1.7

Puisque la norme est finie, sa valeur est arbitraire . Donc, nous faisons le choix :
(012) = (Z]0) = 71272, (1.8)

ce qui conduit & (Z|Z) =1 . De cette maniére, les états propres de 'opérateur de destruction a sont

univoquement définis comme :
219 nem 2"
1Z) =e P2y |n) . (1.9)
n=0 m

On appelle états cohérents les états propre (1.9) . L’expression (1.9) pour les I'états cohérents |2)
résulte de I'action d’un opérateur agissant sur le vide . Pour ce

travail, nous partons de la propriété :

el |O):Z\/%(aT)n]0> . (1.10)



Puisque a |[0) = 0]0), on peut remplacer |0) par e*"%|0) sans rien modifier . Donc :

_1712 P g
|22 /2, 24t ~2%a

0) — e—IZIQ/QZ% n) = |2) . (1.11)

Pour terminer cette dérivation, nous utilisons le théoréme :

eAeB = eATB+3(ABl , (1.12)
pour tout couple d’operateurs A et B qui commutent avec leur commutateur . Ce théoréme conduit au

résultat :

|Z> — eZaT—Z*a

0) = D (Z)|0), (1.13)

qui exprime d’une manipere compacte la relation entre le vide et un état cohérent en terme d’un

opérateur unitaire de déplacement D (Z) . L’opérateur D (Z) : vérifie les propreiétés et es suivantes :

D(2)D* (2)=D*(Z)D(Z)=1,D" (Z) =D (~Z), (1.14)
D(Z)D (Z) — exp (%) D (Z + Z’) , (1.15)

d’ou
D(Z)D <Z> = exp (ZZ’* - Z*Z’) D <Z) D(Z). (1.16)

Il est facile de montrer que

a,D(2)) = 2D (2) , [a*,D(2)] = 2°D(2) , (1.17)

D*(Z)aD(Z)=a+Z ,D*(Z)a*D(Z)=a" + 2", (1.18)



pour cette raison, 'operateur D (Z) est appelé opérateur de déplacement . Il reste une difficulté a sur
monter, c¢ ’est celle de vérifier que les états cohérents forment une base orthonormée . Nous allons
démontrer dans cette section que les états cohérents forment une base, mais d’une nature assez parti-
culiére car elle n’est pas orthogonale . Nous allons aussi voir qu’il est parfaitement possible de travailler
avec une base qui ne bénéficie pas de cette propriété qui semble essentielle en mecanique quantique .
Nous savons déja que la definition (1.9) impliquent que les états cohérents sont normalisables, et nous

avons fait le choix (7 |Z) =1 . Considérons maintenant le produit scalaire de deux états cohérents :

, , Z*"Z’
z]z> = exp[-(1ZP+ ]2 P /QZ (n |m)

- exp[—(|Z|2+|Z'|2)/2}Z%,
=exp[—(|Z P+ 12 ) /2] exp(2*Z") , (1.19)
et donc
Z)Z’> P=exp(—|Z—2' 7). (1.20)

Les états cohérents ne sont pas orthogonaux et ne peuvent donc pas former un ensemble de vecteurs
linéairement idépendants . Par contre, il a une propriété essenstielle qui reste vérifié, a savoir
Iexistence d’une relation de fermuture ou décomposition de 1'unité . Pour démontrer cela, nous

avons :



%/|Z> Z|dZ = / ZPZ%/*_\Z/I_ In) (m|d*Z

- Y [T ez
nm nm: Jo

2
x| Z]d\Z|/ d geitn—m)0

—+00
| Z |t e 2P | 7, (1.21)

[n) (m|
——27 (5nm
Z i
on pose r =| Z |*d’ou :

+o0o

IV Z|d?Z = = 2 Snm e dx |
/ 2) (2] Z T, 0

_ L) (m N _
= nzﬂ; m%r O 1! = Zn: In) (n| =1, (1.22)

cette relation représente la relation de ferméture et tout état peut s’écrire dans la base des états cohé-

rents :

) =3 ey =3 e, (5)” 0) = W (5) 10)
— %/|Z> (z|w (a)10)d*Z

_ %/|z> 710V (27) 7 (1.23)

en utilisant la relation (1.8); ceci conduit a ’égalité .
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En particulier, si |¥) est I’état cohérent |Z’) , on a :

Z/n
_ 1712

vl

Cn

o0

o N lzpe 22"
\I/ (Z ) - Z € n' )

et donc :

|Z/> _ l /d2Z€(|Z|2+Z’|22Z*Z’)/2 ‘Z> '

7

(1.24)

(1.25)

(1.26)

Ainsi la base des états cohérents est surcompléte puisque tout vecteur de la base peut étre exprimé

comme une combinaison linéaire de tous les vecteurs de la base .
Etudions maintenant les propriétés physiques de ces états cohérents.

— La valeur moyenne du nombre de photons dans un états cohérent |Z) :
(n) = (Z ‘aTa‘ Z) =z .
La valeur moyenne de n?dans ce méme états :

(n2) = (7 )aTaaTa‘ 7y =(Z (a*a*aa va'd 2y =12 + 122 = ()% + (n)

11

(1.27)

(1.28)

(1.29)



La fluctuation du nombre de photons :

fny=""2" 0 _ (1.30)

Cette propriété que les états cohérents tirent leur nom . C’est aussi par le biais de cette propriété
qu’une relation peut étre établie entre les états cohérents .

le champ produit par un laser qui est en bonne premiére approximation dans un état cohérent .
La probabilité de trouver n photons dans ’état

cohérent |Z) est donnée par la distribution de poison :

21" e _ )"

Pour terminer cette section , nous allons évaluer les valeurs moyennes de la position et de I'im-
pulstion dans I’état cohérent . Ces valeurs peuvent étre obtenus

en exprimant X et P en fonction de a et a'

X:\/2T:w<af+a> , P=1i hn;w(aT—a>, (1.32)

par un calcul simple en trouve :

(X)y = (ZIX12) = | (24 2%) Py = (2|P|2) = Vohmw(Z2 7). (133)
9 h 2 9 hm w 2
(X >Z=%[(Z+Z) +1] ,<P>Z:T[ —(Z - 777, (1.34)
et donc :

12



2h m w
AXy =4\ — APy = | —. 1.35
A m w 3 Z 2h ( )

On note que AX.AP prend sa valeur minimale :

AX, AP, == (1.36)

qui ce traduit par la relation :

(Z|a'a| Z) = (Z |a'| Z)(Z |a| Z) , (1.37)

pour les états |¢) # |Z) qui sont different des états cohérents 'incertitude de Heiesberg s’écrit :

(¥ |afal v) > (¥ ]al[ ) (¥ ]al ) . (1.38)

1.3 Propagateur dans la base des états cohérents bosonique :

L’amplitude de transition de I’état initial | Z;) alinstant t =¢; =0 vers'état final |Z;) at =t; =T

, est définie par les éléments de matrice de 'opérateur d’évolution du temps :
K (Z;.2:T) = (Z; | U(T.0) | Z,) . (1.39)

ou

U(T,0) = T» exp(—% /OT Hat), (1.40)

13



avec Tp est 'opérateur chronologique de Dyson . Pour passer a la représentation des intégrales de
chemin subdivisons l'intervalle de temps [0,7] en N 4+ 1 intervalles de longueur ¢ pour lesquels les N
instants intermédiaires se répartissant régulierement entre 0 et 7' . Cest-a-dire 7' = (N + 1)e et a la

fin on prend la limite N — oo . On peut écrire 'operateur d’évolution sous cette forme :

n=N+1
U (T,0) = H Uty ;tn-1) - (1.41)
Nous introduisons les relations de fermetures entre chaque paire de U(e) aux instants t; , tg ,....tx :
1 2
— [ 1Z)(Z,|d*Z, =1 . (1.42)
T
Le propagateur prend la forme suivante :
n= Nd2 n= N+
K(Z; ,Z;;T) —J\}lm/ / 1 (Z|e "7 Z,1) (1.43)

En evaluant I’élément de matrice figurant dans (1.43) on premier ordre en ¢ :

<Z |€ ZﬁH|Zn 1) = (Zn |1_7H |Zn 1)

i_g <Zn’ H ’Zn71>

=(Z, | Zn_1) |1 —
< ’ 1> h <Zn ‘Zn71>
N (L | D) e T H B 2D (1.44)
avec
<Zn| H |Zn—1>
H (Z,1,2)) = , 1.45
( 1 ) <Zn |Zn71> ( )

14



et le produit de deux états cohérents est donné par la relation (1.19) . Dans ce cas le propagateur

s’écrit sous la forme discréte suivante :

N | .

9 9

n-NdQ . 00
K (Zy,Z;;T) —Nhg;o/ / exp[%Z[

n =1

(Z:;AZ” _ ZHAZ”) 5 (Zn_l,Z;)]

(1.46)

A la limite continue on obtient I’expression du propagateur dans la représentation des états cohérénts

bosonique :
K (Z; .7 ;T) :/DZeXp {%/ [% (Z*Z ZZ) H (Zn_l,Z;;)” , (1.47)
avec
n=N{Z,
DZ = lim 1I (1.48)

N—oco n=1 17T

1.4 Les états cohérénts du moment angulaire :

Les états cohérents du moment angulaire peuvent étre considérés comme les états quantiques associés
au systéme classique dont le moment cinétique posséde une direction déterminée . Dans la représentation
associée aux états cohérents, tout élément diagonal d’un observable vers ’observable classique associée,
lorsque le moment cinétique devient grand (limite classique) . Par exemple, la valeur

moyenne du moment dipolaire éléctrique dans un état cohérent posséde les mémes caractéristiques
que le dipole optique classique .

Ces états cohérents de moment angulaire minimisent les inégalités appropriée de méme que les états

cohérents bosonique pour faire les inégalités de Heisenberg . Ceux-ci concernent les inégalités du triplet

15



d’opérateurs S, ; S, , S, , & partir de [S,, Sy] = .S, on obtient les inégalités pour le produit des variances

calculées dans un état arbitraire 1) .
1 11
((AS:)7)2((AS,)%)2 = S KS:) (1.49)
avec
AS, =8, —(S:) , AS, =S5, —(S,) et (S:)=W|S.|v¥). (1.50)

Lorsque |[¢)) = |s ,m) , avec S, |s ,m) =m|s ,m) on peut voir que :
Im| < s(s+1)—m?. (1.51)

%
L’égalité est atteinte lorsque la projection de S, suivant le vecteur k : m = +s c’est-a-dire pour les
é

états ‘ k> =|s,+£s) .

L’état |s ,s) sera considéré comme ’état quantique associé au systéme classique dont le moment
angulaire pointe dans la direction Oz .

Par la suite , I’état quantique associé & un moment angulaire classique pointant dans la direction 7’
repérée par les angles (, ) sera obtenu & I'aide de la rotation amenant Oz sur 7 . On définira donc

’état cohérent du moment angulaire |Q) = |0, ), associé au vecteur unitaire 7 , par :
Q) =10 ,p) = 7% |5, 5). (1.52)

Cet état est le résultat du produit de 2 rotations d’angles # et ¢ autour des axes z et y de I'état

‘?>:|S,S>.

Les états cohérents ne forment pas un ensemble orthonormé . Le produit scalaire de deux états

16



cohérents angulaires :

/ 0 9/1‘(_/) 9 ,_1'(_/)28
(Q Q) = cos§cos§e2“° 4 +sm§sm§e 2¥® . (1.53)

Les états |2) forment un ensemble complétif . On peut en effet montrer la relation de fermeture :

254; ! / diod cos(0) |Q) (Q =1 . (1.54)

Nous considérons maintenant un spin s = 1/2 décrit par les opérateurs de spin S; , i = (v ,y , z) avec
lespace de Hilbert & deux dimensions engendrées : par exemple par les vecteur propre |T) et ||) de S,
. Pour chaque orientation dans l’espace réel caractérisé par un angle polaire # et un angle azimutal ¢

on peut introduire un état cohérent de spin .
Q) =10, ) = ¥FeTVD) . (1.55)

Ces états ne sont pas orthogonales, mais constituent une base compléte dans I'espace de Hilbert . Le

produit scalaire de deux états cohérents de spin et de projection sont respectivement :
/ /

0 9 i / 9 i /
Q| Q) = cos 5 o8 565(“”“” )+ sin 3 sin 5675(‘”’@ ). (1.56)

%/dgpdcos(@) ) Q=1 (1.57)

17



En outre, les éléments de matrice des opérateurs de spin prennent la forme suivante :

1 9 91 P ’ 9 91 i ’
2 = —|cos=cosS—e 27/ —gin —sin —e” 2\ , .

(Q] S, ) 2{ : : +35(p—¢") : 5 ; 5 (¢ so)] (1.58)
]_ 9 0, i / 0 9, i1 /

QS |y = 3 {cosﬁsin 56+5(¢+¢) +sin§cos 56’5(“’“” )} : (1.59)
1 9 9/ i / 9 9/ i ’

(QS, 1) = % {cosﬁsinieﬂ(w‘p)—sinﬁcosgeﬁ(“"“’)} . (1.60)
}

1.5 Propagateur dans la base des états cohérents angulaires :
L’amplitude de tansition de l'état initial [€2;) & linstant ¢ = ¢; = 0 vers I’état final [Qf) &
t =1ty =T, est définie par les éléments de matrice de 'opérateur d’évolution du temps :

K(Qp ,Q;T)=(Qp|U(T,0)| ) , (1.61)

U(T,0) = Ty exp(—% /OT Hat) | (1.62)

Tp est opérateur chronologique de Dyson . Pour passer a la représentation path-intégral subdivisons
I'intervalle de temps [0, 7] en N +1 intervalles de longueur € pour lesquels les N instants intermédiaires
se répartissant régulierement entre 0 et 7' . C’est-a-dire 7' = (N + 1)e et a la fin on prend la limite

N — oo . On peut écrire I'opérateur d’évolution sous cette forme :

n=N+1
u(r, 0)= 1:[1 Uty ; th1) . (1.63)
Introduisons les relations de fermetures entre chaque paire de U(e) aux instant ¢ ,t5 ,....tx :
1
2—/dg0nd cos(6,,) |2,) (| =1 . (1.64)
T

18



Le propagateur prend la forme :

n12

N—o0

n=N+1 .
K (Qf ,Q;;T)= lim / / Il —dgpndcos(e ) 1:[1 (Qn| e HE 10, 1)

Evaluant 1’élément de matrice figurant dans (1.64) , premier ordre en ¢ :

(] e TH Q1) = (] 1 — i%]—] 2,1) + O (2)

= <Qn‘ Qn71>67i%H(Qn—1,Qn) :

avec

<Qn’ H ’Qn71>

H(Qn—l Y Q’I’L) = <Q |Q _1>

Le propagateur s’écrit sous la forme discréte suivante :

K(Q,Q:;T) = hm/ / 1‘[1 2—dg0ndcos(9 )

e—0

X exp {Ni [log (| ) — i%H Q1 Qn)] } .

n=1

Ayant obtenula forme conventionnelle de Feynman

K = /Dpath exp(taction(path)),

(1.65)

(1.66)

(1.67)

(1.68)

(1.69)

il nous reste & les appliquer sur des systéme physiques quantiques en vue d’extraire les propriétés

physiques qui nous intéressent.
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Chapitre 2

Atome a deux niveaux instables en
interaction avec une onde
électromagnétique de polarisation

circulaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous appliquons la téchinque des intégrales de chemins dans le calcul propagateur
d’un atome & deux niveaux non-instables de la masse m , fréquence de transition w, et le moment

dipolaire D interagi avec une onde eléctromagnétique polarisée circulaire propageant dans la direction

H
positive z. Le champ électrique E de 'onde électromagnétique est :

E = (Eycos (wp t —kz),—FEpsin (wg t — kz),0) , (2.1)
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ou Ey, wyp ,? sont I'amplitude , fréquence de transition et le vecteur d’onde respectivement .

La dynamique de I'atome dans l'interaction avec 'onde électromagnétique est décrite par le hamil-
tonien suivant :
1 in [ 1 0

+ —hwo, — — +V, (2.2)

H =
2m 2

ou le premier terme représente I’énergie cinétique liée au centre de masse le long de la direction z ,
le deuxiéme et troisieéme termes décrivent le mouvement interne de I’atome avec fyl:ﬁ et 72:}2 .
V' : I'interaction entre le moment dipolaire de ’atome et le champ électromagnétique s’écrit dans

I’approximation dipolaire :

0 _%hgei(thsz)
V=-DE= , (2.3)
—%thi(th_kz) 0

ou DA = %hQ )

L’hamiltonien relatif au probléme de ce chapitre (2.2) a la forme suivante :

2 . .
p 1 Zh’y* Zh/}/ 1 —i(wpt—kz 1 (wrt—kz
H= o T ih(w - Jo, — T+I— ith wrt=ke)y, éﬁQe( L=k (2.4)
ou
H = Hy+ Hip (2.5)
avec
2 .
p° il
Hy=—-—"-"+1I 2.6
*Tom 4 T (2:6)
et
1 10 1 , 1 .
Hint = ih(w _ e o, — §th_Z(“Lt_kz)a+ — éth’(th_kz)a_ , (2.7)
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1 0 0 1 0 0
0 -1 0 0 10

Etant les matrices de Pauli habituelles .

Cet hamiltonien a été étudie récemment [11] en considérant 'équation de Schrodinger et par [9)
en considerant les integrales du chemin dans la représentation des états cohérents fermioniques. Nous
proposons dans ce chapitre de retrouver tous les résultats a savoir :

Les fonctions d’onde en utilisant le formalisme intégrale du chemins en combinant ’espace de configu-
ration et la représentation des états cohérents de spin. Passons d’abord & la construction du formalisme

intégrale du chemins.

2.2 Formalisme intégrale du chemin en représentation des

états cohérents de spin :

11 ya plusieurs fagons de représenter le spin dans le formalisme des intégrale du chemin ([19] , [20]
) . Nous utilisons la fagon la plus simple qui consiste & :
-Remplacer o par le vecteur unitaire n dirigé selon 0,0) .

-associant un état cohérent |(2)

Q) = 10;9) = e 1) (2.9)

obtenu & partir de deux rotations des angles 6 et ¢ autour de Z et y axes sur I’état |T) , dont le produit
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scalaire et le projecteur sont respectivement :

!/

Q)= cos(g) Cos(g ) exp B((p - gol)} + Sin(g) sin(g

/ .
]

)eXp[ 5

<so—so’>] L0

%/dcos(&)dgﬂﬂ) Q=1I. (2.11)

1

avec S, = %Jz et Sy =3

oy , ou sont les matrices de pauli.
Nous designe par z la variable réelle qui décrit la position de I'atome , avec le projecteur correspon-

dant :

/dz|z> =1, (2.12)

et (0,¢) les variables polaires générer la dynamique du spin .

Pour la déscription du systéme, nous allons considérer I’état quantique |0, ¢ ; z) reliant le mou-
vement extérieur et intérieur de 'atome qu’on peut séparer en produit direct. Le mouvement extérieur
est décrit par la variable réelle z tandis que les variables angulaire (6, ¢) décrivent la dynamique du
spin . L’amplitude de transition de 1’état initial |0; , ¢, ; z;) a t; =0 a 1'état final }zf ; Oy ,g0f> a

ty =T est définie par les éléments de la matrice de I'opérateur d’évolution comme suit :

K(zf 05,05 521,05 0 ;T) = (07, 05,2, |U(T,0) | 0; ,0; ,25) (2.13)

avec

U, 0)=Tp exp(—% /OT Hadt) , (2.14)

ou Tp est 'opérateur chronologique Dyson .
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pour passer a la représentation les intégrales de chemin , d’abord 'intervalle de temps [0 ,T] en

N + 1 intervalles de longeurs ¢ , pour lesquels N instants intermédiaires se répartissant réguliérement

entre 0 et T . Clest-a-dire T'= (N + 1) ¢ .

Utilisons d’abord la formule de Trotter :

. _ieHy _ieHy, TN+L n=N+1
U(T, 0)= lim [e e h ]

N—+o00 = N1~1>I4I»loo n];ll U<t7l 7tn+1) . (215)

Introduisant les relations de fermeture entre chaque paire de U (¢) :

n=N 1 [n=Ndcos(d,)d
K(f,i :T)= lm [ O dzn—/ 1 deosln)di,
N—-+oco n=1 oQm n=1 21
n=N+1 ieHy i eHy
X l:[1 On v, 520 € e | Ono1 013 Zn1), (2.16)

aprés Paction de H;,; sur les états |z,) , on note que :

_iEHO _iEHint
<0n>(10nazn |€ e

_tieHp _
h | en—l yPn-13 *n-1 > = <Zn| € b |Z7l—1> <0n » Pn | €

i eHing

h | Qn—l y Pn—1 > )

(2.17)
et le propagateur devient :
. ) n=N n=N+1 _ieHp . 1 ”:NdCOS(Qn)dQDn
K(f,i;T)= Nl—1>1:Ii-100 nl;ll dzn nf:11 (| €777 |20-1) Nl—1>I-I|—100 o / nlgl 2
n=N+1 i eHjpy
X nl;Il <‘9n » Pn | e 7 | en—l » Pn—1 > ) (2'18)
avec
ZN+1 = Rf 5, R0 — Zi , QN_H:QJC 3 QOZQZ . (219)
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En tenant compte du fait que :

m m

_ . _ 2
1) =4[5 o XP {%5 (2n Zn—1>:| : (2.20)

Q 9, i / 0 0/ 0, i /
Qo |) = cos (5) Cos <§) et2(=¢) _gin <§) sin 3 <§) em2(P ) | (2.21)

9 9, i /
Qo4 |Q) = cos <§> sin (5) eTalete) | (2.22)

Qo |) = sin (g) cos (%) e iore) | (2.23)

Le propagateur prend la forme discrete suivante :

N—oo | n=1271 N—o0 (271’2'5 n=1 n=1 2¢eh

it Hn gn— 2 _ . Qn . Hn— _i _
ei% {COS <5> COS ( 2 1> eg(‘/’n ‘pn—l) + Sin <?> Sin < 2 1) e 2(‘pn @n—l)
) h en en— i _ . 97’1, . en— —i —
_E(w — g 77) CcOS —_ CcOS 1 62(@77, Lpnfl) — Sin _ Sin L e 2(9071, @nfl)
2 2 2 2 2 2

2y 9n enf i
"’& exp [—i(wrty, — kzy)] cos (—) sin ( 1) ez ($nten_1)

n=N1 ¥ fn=N  n=N+1 ;
K(f ,i;T)= lim I —dp,dcos(,) lim i ) / Il dz, II exp {ﬂ(Azn)ﬂ

2 2 2
e 7 On-1\ _i
—l—% exp [+i(wrtn—1 — k2,-1)] sin (5> Cos ( 5 1) e 2(%“""1)} : (2.24)

Ayant obtenu la forme conventionnelle ,
K = /Dpath exp(iaction(path)).

L’étape suivante consiste & intégrer, en vue d’extraire les propriétés physiques qui nous intéressons.

Procédons alors au calcul de K(f ,i ;7).
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2.3 Calcul propagateur

Pour intégrer , il faut d’abord diagonaliser I’'Hamiltonien. Pour cela nous éliminons les termes

exp [—i (wrt, — kz,)] et exp[+i (wrtn—1 — kz,—1)] & 'aide du changement des variables polaires sui-

vant :
P = P + (with — k2n) (2.25)
Il est clair que la mesure reste inchangé
=N d cos(0,)d n=N d cos(0,,)dep,
o deos(On)dp, _ mpNdeos(bn)dp, (2.26)
n=1 2w n=1 2w

et le propagateur (2.22) prend la forme suivante :

K(f. i:T)=e + 1 "L gy 0.) 1i S T M
(F,43T) =€ N n:l%d(p”dws( n) Ninoo<27'('7: gh)2 /nldzn n=1

(0255 (3) e (52 irmorom |y (o 1)

2 2

1€ 7 h’}/_ . en . enf]_ _%(SOLL_‘P, ) 7 m 9
(Aw — )] sin <—) sin ( 5 ) e exp |5 (;_L(Azn) + kAzn>

e !
—i—i ZQ exp B%(Azn)?} cos (%) sin (%) ez (Phten 1)
+ ! ZQ exp [%(Azn)ﬂ sin (%) cos (9"2_1> e‘éi(@'TLJ“‘P%—l)} : (2.27)
Avec
(2.28)

w—wp =Aw ,
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on tenant compte du fait que :

im 2, ik _im hke o, h?ek?
2h€(Azn) + 5 Az, = 57 {(Azn + ) :

2m 4m?

(2.29)
alors le propagateur (2.25) devient :

Tw_;'_
K(f,i;T) :e_TNlim

=N 1 . m N n=N n=N-+1 _M
nl;Ilgdgondcos(Hn) Nhi>noo(27'("i sh)2/ II dz, nl;ll e sm

n=1

0, 0, i i e ik
{COS ( 5 ) Cos ( 5 1) exp —|—§(90n — On_1) [1 — (Aw —

v “m hke
— |(Az, — —=
2 2 >]6Xp{2hs {( © Qm)”
611 . Qn_ OV N ] h _ ) hl{,’
+ sin <5> sm( 5 1) e 2(Pn=¢n_1) [1 — % (Aw . 27 )] exp [;—ZL [(Azn + 2—75) ”
) Q ] Qn Qn_ (A i
42 ; exp {%(A%)Q} cos <7> sin ( 5 1) ez (nteh1)
) Q (9n an (. ’
+ 1 ; exp |:2h (Az,) } sin <5> Cos ( 5 1) e 2(“’"+“""1)} ; (2.30)
on peut écrire le propagateur sous forme matricielle
Ty m . n [T®n=N m
K(f,i;T) = eN:O<1>1m<27Tih€)2/_oo H dz, exp [ZH (zn, —znl)]
n=N+1  hcs? _ n=Nd cos(f,)dp, n=N+1 y o
< Hee am f L e ( cos(%)etaPn sin(%)e 24 >
On—1 +2 !
cos(=5=+)e 2¥n-1
Rz ; tn) ? , (2.31)
8111(0"2 1)6*2%" n-1
ou
R o) exp [ £ <A — %)} exp im S [Azn - h—’:ﬂ Q exp [ L(Azy) }
Zn ; ln )
. 2
[%(Azn)ﬂ exp [ <Aw — —)] exp im She [Azn %]
(2.32)
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Introduisant maintenant 1’identité suivante :

> dp, —iE 5 1 eh m m el \?
- P Az +——Fk]|| = Az, + —k 2.
/OO onh P {anp”+ h ”( = om )} omich ¥ 2gh( = om ) (233

Le propagateur prend la forme suivante :

n=N+1 -, ey
nl;I1 ( cos(%)etzn sin(Y)e 2% >Rz(2n s tn) (2.34)
sm(Q"Tfl)eJ“anl
ou
1—i5<l<Aw—im‘)—|—P7—;f) iz
Ro(2n 5 tn) = ’ S . . (2.35)
9 1+2’€(%(Aw—1hg‘)+%>

Intégrant sur les N variables de z, . La présence de la distribution de Dirac dans (2.34) reflete la

conservation de I'impulsion de ’atome durant le mouvement i . e :

Pr=p2=..=PNt1 =D .

Le propagateur prend la forme suivante :

too g
K(f,i;T):/ %ex

o0
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Je¢n )Rz(p 1tn) N : (2.36)

n =N+1 o,
K .
n];Il cos(&)et2#n sin(%

ou

(2.37)

A ce stade, notons que l'intégration plus de 6,, et ¢/ peut étre fait par deux méthodes .

2.4 Premiére Méthode :

Le premier, ce qui a étudié dans les travaux précédents [21] , ol nous avons effectué I’ intégration
au-dessus des variables angulaires comme série de perturbation . Pour ceci , nous intégrons sur les

variables angulaires 6,, et gp;l , ainsi le propagateur prend la forme suivante :

. _Tre [T dp —ie i Th
K(f;i,T)=e "= 3.7, €XP [2mhp2+ﬁP(zf—zo)—@8—mk:2
"y y cos(§)e 5%
Cos(%f)eJrf“"f sin(%)e*wf R(p;T) - ; (2.38)
sin(%)e* 2%
avec
n=N+1
R(p;T) = lim CN 0 Ro(pitn) - (2.39)

Maintenant passons au calcul du produit des matrice suivant L. Chetouani et al [6] :

R(p; tn) = e ("M% 4 ick(n) (2.40)
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. 5 1 N —ig w(k)o 7@}71(_‘) o
l(e—zaw(n)02+i€K(n)) — e 4=t +l§ ('ié‘)@ i (k) K(l)e %E (k)o-

=k

N -1 g i g ew(k)o: —illZ_lew(k)az
+ X X (ig)%e nf? K(ly)e '=2* K(ls)
) N
e T +..+ X T XY % (ie)Ve ut
l1=1l>=1l3=1 lN,1:1 In=1

-1 lg—1
—i 3 ew(k)o, —1 Z ew(k)o,
K(ll)e lot+1 (lg) I3+1
Iny_o—1
—il b)) law(k)az
K(l3)€ N-1F
IN—1-1 Iy—1

—i X w(k)o- —1 ew(k)o .
K(ly_1)e i1 © K(in)e 3 ew(k) ’

ou k(n) c’est une matrice antidiagonal donnée par :

0|2
o

et

1 thry_ kp Q
w(n)z—(Aw— ) >+%, u(n):§

A la limite N — 400 : le produit devient :

T
R(p ,T) = e—ifoT dsw(p,s)o- + Z/ dSleii fg; dsw(p,s)UZK(Sl)e_ifosl dsw(p,s)o
0

T S1 T s .
Z)2 / d81 / dSQ@i’L fsl dsw(p,s)o- K(Sl)eil f821 dsw(p,s)UZK(SQ)e_z f02 dsw(p,s)os

N l1—1lp—1 Iy—2—ly_1-1 —i 3 ew(k)o

(2.41)

(2.42)

(2.43)

T . rs
/ dsy / dss / d83 / dsye” 1f81 dsw(p,s)o K(Sl)eil fs21 dsw(p,s)o -

K (s9)e o 4P i () K (sn_1)

L SN—1 . SN
e ZfsN dSW(va)UzK(SN)efzfo dsw(p,s)o 4o
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Un calcul simple nous montre que les termes impaires respectivemet paires sont les élément diagonaux

respectivement antidiagonaux de R(p , T') :

T ©° T 51 Sa SNn-1
Ru(p ,T) = e o dswlps) ZZQ”/ dsl/ dSQ/ d33.../ dsan,
n=1 0 0 0 0

T i [51 dsw(p,s
xe s, dswp:s),, (p(S1), S1) et sy deelpa)y, (P(52), 52)

). etilam Ay (G Gy i dsw(s) (2.45)
et
T
Ri(p ,T) =i /0 dsye” 15 B0y (5(S1), 1) Ras(p(s1), 51) (2.46)
Roy(p,T) = Ry (p,T), (2.47)
Ros(p ,T) = —Ri(p . T) . (2.48)

thy_
2

Insérons les expressions u(n) = £ et w(n) = 3 (Aw - ) + f—qu dans la formule (2.46) et nous avons

obtenu :

avec

A=2w(n,s) . (2.50)
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2.4.1 Sommation des séries de perturabtion :

Evaluons Ry;(p , T') en utilisant la transformation de Laplace par rapport a T [6] . Soit :

+o0
RH(q ,T) = / dTeiqTRH(p ,T) s (251)
0

ou Ry1(q,T) s’écrit sous la forme :

o] lQ 2n Ar
Rll(q 7T) =11 _‘_712::1 (7) F(OuT) e’ 2T ) (252)
Avec
T .
F(O,T) :/ e ds (0, s1) (2.53)
0
S1
Fl(() 781) = / €_ZAS2d82FQ(0 s 82) y (254)
0
et on obtient par itération :
Som—1
Fo 1(0, Sop ) = / e B sy, (2.55)
0
La transformation de Laplace de F'(0 , T') est :
~ +o0 +o0 T )
PO, q) = / e~ F(0  T)dT = / dTeT / 51D F (0, 51)ds (2.56)
0 0 0
produit par e *ATeAT
+o0 ) T )
/ dTe_(q_’A)T/ e ATV R (0, 51)dsy (2.57)
0 0
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En utilisant la théoréme de convolution , on obtient :

G(p)F(p) = / (5)g(T — s)ds (2.58)
F(0, q) = %131(0 Lq—iA), (2.59)

ou

~

“+o00
B0, g—iA) = / e @NTR (0, T)dT
0

~

+o0 ) S1 ) 1
= / e~ @ iATg / e B2 5, (0 s9) = —Fy(0,q) . (2.60)
0 0 q —iA

Effectuons le méme calcul pour tous les autres termes , on obtient :

F(0, q) = é {ﬁ] , (2.61)
F(0,T)= /0 +OO TR0 ,q)dq . (2.62)

Insérons ce résultat dans Ry1(q ,T) et effectuons la somme , on obtient :

o0 ;
qg—1A 1 ,r AT
R JT) = 1+/ {— ——]eq dT}e’2 ) 2.63
ulg . 7) { o lalg—i4A) ¢ (2:63)

i Q\2n
()

TR |< 1. On note qu'il est toujours possible de trouver un contour

Ce résultat est valable pour |

ol cette condition est vérifiée .

On intégre sur g , on trouve ’expression de :

Ru(p, T) = cos (UT) — %sin (QT) | (2.64)
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avec

A2 )2

V==
R

Par un calcul identique , on trouve les autres éléments :

i
R12(p7 T) - 20) S (Q T) 9
Q
R21(p7 T) = 20) sin (Q,T) )

Rao(p , T) = cos (QT) + % sin (Q'T) .

Substitouns ce résultat dans ’equation le propagateur prend finalement la forme :

T dp [ iTp* i hE*T

(4 _
“omE T sm TRPE A

sin % exp(+%;‘)

avec

cos (T) — & sin (U'T) - s1n (QT)
R(p,T) =
—@ sin (Q'T) cos (UT) + L& sin (U'T)

Retournons aux anciennes variables angilaire , nous obtenons :

+ood

K1) = [

—0o0

oI
_ — P2 _
orh P [ 2m h 8m h
X ( cos(gf)e%“o;‘ sin(ef)e’%“";‘ ) S(p.T) - ;

2 2
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ol les éléments de la matrice S sont donnés par :

A . .
Su(p, T)= |cos(QT L in(@T)| e exp Y (k2 —wT —kz)| , 2.72
20 2\
o7 1 -2 i @) o= e [ (g o
Soa(p, T)= |cos(QT)+ —sin (QT")| e+ exp kzg —wT —kz;)| 2.73
20 2\
A . :
Sia(p, T)= AL sin (V) e+ exp g —wT —kz)| , (2.74
20 2\
ey . .
Sor(p, T) = —229 sin (Q'T) e it exp B (kzp —w/T — /{?ZZ)} . (2.75)

Les angles (, ) sont autorisés a ne varient que dans les domaines limités [0, 27] et [0, 47] respectivement

. Donc le propagateur devient (somme sur tous les chemins possibles) :

+oo
K(f,i1;T) = ZK(zf,0f+2n7T7Zi790f+4”7T79i,80¢§T)
= K(zr,Qp,2,9:;T), (2.76)

qui est une expression pour le propagateur dans I’espace des états cohérents angulaire .

2.5 Deuxiéme Méthode :

Dans cette deuxieme méthode , nous voudrions appliquer la méthode dans la quelle nous présenterons
la transformation afin de simplifier la forme de la matrice Ry(p , t,,) . Pour ce but , nous allons d’abord
prendre le décalage suivant :

hk

p—>p+7 , (2.77)

le propagateur prend la forme proportionnée :
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’ i too d ) hk ‘T2 A Tv
K(zp ,Qp, 2, QZ-;T):/ —pexp [% (p—l——) (zf—zi)—%—iZ—;p }e—f

) n =N d cos(f,)dp, n=N+1 L ,
ST e eos(()etien sin(fenien
(:OS(Q”T*)GJF%‘””*1
XRS(pa tn) ’ (278)

ou
B , i hry_ Ae, Q
Rs(p tn)—l—ZSH— (A - > 271]%_5%] , (2.79)
et
(p+hk)> P
Ne, = —n-"— — — 2.
K 2m 2m (2:80)

alors nous présentons de nouvelles variables angulaires par I'intermédiaire d’une transformation unitaire

définie par :

COS(%)G—F%% = ¢'2% COS(%)€+%¢" (2.81)
sin(% )e+sen sin(%)eJr%‘Pg
Le role de cette transformation unitaire est de diagonaliser la matrice R3(p , t,) -
ou
sin(a) = it : (2.82)

i oy )
V()2 + (hdw — = 4 By

puis la prise du propagateur a la forme suivante :
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Tp? A v

’ ’ Foo dp )
K(zp ,Qp ,2,9,;T) = 5.7 P |7 p+7 —5or Tigr L)€

0’ i
cos(z)etz2%n

. n=N d cos an d :Ln:N+1 , o ’ o
lim 1T deos(by)dipn I X < cos(%)et2?n  sin(fe)e29n )R4(p, tn) ;
Ni—oo n=1 2 n=1 2 2 ’ o
sin(%)e“L%“"n
(2.83)
ou
. thy _ Ae
Ri(p ,T) = e~ o3V 0+ w232 5o (2.84)

Maintenant il convient de présenter la transformation suivante dans I’espace cohérent de spin :

Gl 4 “ 9“ L "
cos(Z)et2%n cos(3-)et 2

_ emiean 2 H(aw-T3= 1 520, : (2.85)
sin (% )e 20 sin(%)e%w'é’
puis la prise de propagateur prend la forme de :
K(z, Q) T) /+oo u Ly I ( ) iy Aepp] T
iy s = ——exp | = — | (zf — 2z) — —i—T|e
o # P R\ P ) omh ' 2R
n=N d cos(0 Vdeo . n=N+1
i [ LeosB)den, "y
N—oo n=1 2 n=1
” " " o COS(%)€+%¢Z/
2 ) B " , (2.86)

g ( cos(g)etien  sin(g)e e in(%2)etie
sm(—-)et27n
2

ce qui est simplement :
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/ : T dp i hk iTp*  Ae Top
K(Z; Q) , Zi, Q3 T) = n - e ) - _ Al | T
(Zy,Q, Ziy Q5 T) /Oo 27TheXpL;L<p+ 2>(zf %) oot i e

"
0 i
” " " " ) COS(—f)e+2<pf

( cos(gf )e*é“"f sin(ef )eié“of (2.87)

"

2
- L "
2 2
f

5

sin(T)eJr%‘Pf

Maintenant nous revenons aux vieilles variables angulaires (6, ¢) . Ainsi , I'expression exacte du propa-

gateur concernant notre probléme est la suivante :

oo dp 7 hk iTp? Ae Tvy
K (Z; Z;;T) = — - — —2;) — —i—2T|e T
(25, 25T) /_OO 2wheXplh<p+2>(zf S T R
| | cos(§ e+
( cos(%f)e*%“"f sin(%f)e’%‘pf ) S(p,T) _ : (2.88)
sin(%)e+%‘Pi

ot les éléments de la matrice S(p,T") sont donnés par (2.72) -(2.75) .

2.6 La fonction d’onde :

Calculons d’abord 'amplutide de transition entre les états propres de spin, on prend comme éxemple

le calcul de I'élement de matrice Ky (zy, 2;; 1) o
Ky = (1)K (25,2 T) [1) - (2.89)

Introduisons ici les relations de fermetures suivantes :

1 1
/%dwd cos(0r) [27) (2| =1, / 5 deid cos(0;) Q) Qi =1, (2.90)
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1 1
K (2g,2,7) = [ 5-doydeos(ty);-dodeos(8) <1 19) @ KL T |0 (@ [1) . (291)

avec

Or _i 0; .
<1 |92f) = cos ?fe_iwf , et (] 1>= cos éeﬁ%’ : (2.92)

Substitution(2.92) dans (2.91) et intégrer sur les coordonnées polaires , (2.91) prend la forme suivante :

KulfiT)= [ ghew |5 o N b ey ) [ TS0 T) . (299

o0

T dp [ iTp?> 1 hE*T i ] Tyy
p

De méme on trouve pour les autres éléments des formules analogues :

too g i Tp? i hE2T Ty
. P 1Lp [ _ Iy
Ku(f,i,T) = /_OO 57 &P [— ok s + %p(zf - Zz):| e+ Sp(p,T), (2.94)
4 oo g iTp? i hE*T i Tyvy
Ko(f,i,T)= /Oo %exp [— 2mph ~ T &m + ﬁp(zf - Zz):| e So1(p ,T) (2.95)
o dp iTp? @ hE*T i Toy
K . T) = — — — — —z)|le T T) . 2.
alf i) = [ e g L )| e salpT) . 299
Le résultat se met sous la forme matricielle suivante :
oo dp iTp® i hk*T i Ty
K T = _ _ Z —z) e T T . 2.
G = [ e [ Ty ) TSpn) (2on)

Ce qui coincident avec ceux obtenus [10] en utilisons I'intégrale de chemin des états cohérent fermionique

Déduisons la fonction d’onde & I'instant T & partir de I’état initial par I'intermédiaire de 1’équation

d’évolution :

Uz T) = T(ili?i) - /K<zf s T) Uz 0)dz (2.98)
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avec

1 ipz;
V(z; ,0) = e 0(p—po)dz 2.99
Wiz ,0) = — e (2.100)
Zi - enr .
V2rh
dp 1T ihTk? i Ty
U(zp ,T) = / 37 OXP [—%Pz = 8m + 7P (2f — zo)} e 1 (2.101)
L A e ( ; )d (2.102)
X iPyZ; Zi y .
V2rh e
T\ K K
par un calcul simple on trouve :
Uy(z,T) = L(—ex [1( + hk)z — B ( )T}
1 ) 4\/%/3(]’)0) p h Po 1 Po
7
exp [ o +-10) == B o)) (2,109

et

oo 1) = { PP o | s = ] = TS e [ ]}

25(po) h
(2.104)
ctm) =~ CE BT ) — o) £ 800 (2.105)
wy (p) = aa(p) £ B(p) , (2.106)
EY = hwy(p), By = hwy (p) , (2.107)
ai(p) = as(p) +wi = G re-) , (2.108)
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hk)? 2 02
o= O L T ) =y + L (2.109)

Les mémes caractéristiques physiques peuvent ainsi étre obtenus comme il a été fait dans [22] et dans

le cas avec hors d’amortissement [23] .
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Chapitre 3

Le modéle de Jaynes cummings
pseudo-hermitique en présence de l’effet

de Kerr non linéaire :

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier par I’approche intégrale de chemins, le modéle de Jaynes
cummings pseudo-hermitique [12] en présence de l'effet de Kerr nonlinéaire.
Le calcul des fonctions d’ondes et les energies ainsi que l'inversion de population nécessite la
connaissance du propagateur K (f,i;T) que nous proposons de déterminer par ’approche intégrale
de chemin en utilisant le formalisme des états cohérents : I'une par rapport au spin et I’autre relative
a la operateur de création et d’annihilation associés au champ électromagnétique. Nous proposons

dans ce chapitre de considérer par 'approche path integral I’'Hamiltonian suivant [12] :

HJC:HO+H1, (31)
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avec

Hy = wata+ ya™ a® | (3.2)
et
£
H, = 20 +placy —ato_] | (3.3)
avec

— @', a sont respectivement les opérateurs de création et d’annihilation du champ de la cavité .

— X est la constante de couplage entre ’atome et le champ .

— w est la fréquence du champ .

— ¢ est la fréquence de transition entre ’état excité et I’état fondamental de ’atome .

— 04, ,0_ ,0, sont les matrices de Pauli habituelles .

— et x est la partie dispersive non linéaire du 3¢ ordre de l'effet de Kerr [12] .
Notons que ce Hamiltonian a été étudiée récemment par résolution directe de I’équation de Schro-
dinger [12]. Lorsque Deffet de Kerr sont absent comme dans le modeéle de Jaynes-Cumming [24],
qui d’écrit la dynamique d’un atome & deux niveaux en interaction avec un champ électromagné-
tique quantifie & un mode, le traitement par le formalisme intégrale de chemins a été éfféctué par
[25].
Ce modéle a été encore généralisé : atome & plusieurs niveaux et avec plusieurs photons, couplage

dépendant du temps, photon médiateur remplacé par deux photons dégénérés :
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3.2 Formalisme intégrale de chemin en représentation des

états cohérents :

Passons maintenant & la description du systeme au moyen des intégrales de chemin en considérant
létat quantique |Z ; 0, ) , o Z et les angles polaires (0 ; ¢) sont les variables relatives au champ
et au spin.

L’amplitude de transition de 1'état initial |Z; ; 0; ,¢;) vers I'état final ‘Zf ; Oy, gof> aty =T est

définie par les éléments de matrice de I'opérateur d’évolution :

. T
. 1
K(f,i;T)=(Zs ;0 790f‘TDeXp(_ﬁ/ Hdt)|Z; 5 0; ;) (3.4)
0

ou Tp est 'opérateur chronologique Dyson .

Pour passer a la représentation des integrals de chemin , d’abord lintervalle de temps [0,7] en
N + 1 intervalles de longeurs ¢ , instants intermédiaires , en utilisant au préalable la formule bien
connue de trotter et introduisons ensuite les projecteurs suivant ces instants intermédiaires N réparties

réguliérement entre 0 et T' . Le propagateur prendre la forme suivante :

+o0 n:NdQZnn:N-H

K(f;i’T):A}Enoo nlll - nlzl (Zo| €0 | 7, 1)
n=N ‘971 d n=N+1 ]
x lim [ 0 dcos(0n)dip, T (2] Qo) —ie (] Hy (2 1)] (3.5)
Nr—oo n=1 T n=1
ou
Iy =25 , Qv =85, (3.6)
et
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ZO = Z,L 3 QO = QZ .
Il est facile de voir que les éléments de la matrice suivants ce calculent :

(o]0 = cos(g) cos(g/) exp F(gp - gol)} - sin(g) sin(g/)exp l

1

2

5 (p— 90/)} 7

@0y [0) = cos(D)sin( ! ) exp [ (ot @)} ,

N | =

(o + 90')} ,

N | .

(Qlo_ ‘Q/> = sin(g) cos(g,) exp [

(3.7)

(3.9)

(3.10)

et le propagateur relatif pa notre problueme a la forme d’une intégrale de chemin de Feynmann :

+oon:Nd2Z n=N (] 0.\d
K(f,i;T)= lim Il / H%
n= T

N—oo oo n=1 7T

NN ZENZ, — iewZE Dy —ieXZE 22— A (| Z P+ | Zuon P)

exp Z

£ . Q| H1 |-
1 Tlog (| Qo) — de il 100)

(3.11)

Ayant obtenu la forme conventionnelle, il nous reste a l'intégrer en vue d’extraire les propriétés

physiques qui nous intéresessent. Procédons alors au calcul de K(f ,i ;7).

3.3 calcul propagateur :

Nous notons que (3.11) est écrit comme la forme suivante :

+00 =N 2Z n=N-+1
K(f,i;T)= lim Hd
Nr—oo

n=1 7T n=1

2
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Cos(en__l)efévn—l

n=N-+1 . ) 3
iy ( cos(&)et2#n sin(%)e 24 )R(Zn;tn) _ (3.12)
sin(%eL)etaen
R(Znity) = [e75%7" +i €K (Z,, ;t)] (3.13)
ou
0 —pZ,
K (Z, ;t,) = : (3.14)
pZ: 0

Intégrons sur toutes les variables angulaires (6,,) et (¢,,)utilisant[26] :

/ d cos 6 cos? <Q) —/ d cos 0 sin? (g> : (3.15)
0 2 0 2

2
/ dpe™? = 210,00 (3.16)
0
On obtient :
) TOn=N  n=N+1 o
K(f;i;T) = ]&lm Ellen 1:[1 (Zn| e 570 | Zpoa)

9\ — i,

. , _ n=N . cos()e 2%
( COS(%’)€+%¢’f sin(%f)e*%Wf )J\;’lf(l)ongl (=1)" R(Z, ;t5) (8ot : (3.17)

sin(%)etz¥

Développons le produit (de type matriciel 2 x 2)figurant dans l’expression (3.17) suivant [26] , nous

trouvons alors une série :

n=N
R(Z,T)= lim II (=1)"R(Z, ;t,)

N—oon=1

N—00

3 T i T . S
= lim (_1)N+1 |:6_1f0T dswo + Z/ d81€72 fsl dswa-ZK<Sl)€_zf01 dswo
0

4 o i [T i [° . s
+ (1)2 / d51 / d82€_l f51 dswoZK(Sl)e—z f521 dswozK(Sg)e_z f02 dswor TR
0 0
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T S1 SN . Td i (514
+’iN+1/ d81/ d82 . / dSN+1€_Zf51 SwazK(sl)e—lfsz SWOo -
0 0 0
—i PN dswo

XK(Sg)eiif;; dswa'zK<83) oo X K(SN)G SN41 K<3N+1) 4+ .. ] , (318)

de type de Dyson.

Ses éléments de matrice sont respectivement les suivants :

[e’s) T S1 S2n—1
Ru(Z,T) = e o dsw Z {(—ip)%/ dsl/ dsg - - / dsay,
0 0 0

n=1

T e P [S2n—1 . [S2n
X e szI dswzle—l—z fS2 dst; Y, e—l—z fS2n dst;ne_Zfo dsw]
*
= R22(Z7 T) ) (319)

et

. T —ifdet
Ri2(Z,T) = —zp/ dsie 27"V 1Ry, (7, 51)
0
=—-R5 (Z,T) . (3.20)

On peut voir alors que (3.17) est une série :

KZ(Q,Q;T) =

o0

ef 91 +i(pr—e;) —idesw . \2n r "1 S2n—1
COS?COSEG AR +;(_2p) . ds ; dsy - - - ; dsop,

_i (T i [S1 i [S2n
X e 2 fsl “Jd5216+2 f52 ""dSZ;‘ oo X Z;‘n X e 2 Jo st}
0 0; _i T > T 51 S2n-1
. . i —©. 2 : . \2
4+ sin Ef Sin Ee 2(90f ®;) €+Z fo dsw -+ (_Zp) n d81 d32 ... d82n
n=1 0 0 0
i (T _i [s1 i [52n
X 62 fsl stZike 2 fsz stZ2 X oo X Zzne§ fO st:|
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(9f . 91 i > . \2ni1 T 51 S2n
— cos - sin —eT2(Prtei) (—ip) / ds; / dsy - - - / dSoni1
2 2 o 0 0 0

_i (T i (S1 i S2n+1
X e éfsl wdle€+2 ISQ wdsZ; X o+ e X ZQ?”L+1€+% fO " st:|

] Qf QZ 7%(‘Pf+90‘) i ( : )2n+1 /T d /31 d /’32n y
S - COS € ‘ - S1 Sg+ - Son+1
2 2 n=0 0 0 0

(3.21)

i S
4 2n+1 'S:|
Y

i T i s
K3 d _ 1 d _2
X@Qfslwszike QISQUJSZ; X oo ><Z2n+1€ 2 J0

qui peut étre rearrangé en 'exprimant (3.21) sous la forme d’une somme de 4 termes :

Le premier terme de (3.22) par exemple s’écrit :

Ku (f,i;T) =

9 91 ) B 0o . . T S1 S2n—1
cos Ef cos 5@2(%' i) {K6F (Zy, 25 T) + z; {(_pr /0 d51/0 G2 ‘/0 P

&7, [ d2Z 27
x/ 1/ 2x~-x/ 2Kt (Zs, Z0; T — 1) Z4

™ ™ ™

X KO_ (Zl7 ZQ, S1 — 82) Z;KS— (227 Z3, Sog — 83) X X Z;nKS— (ZQn, ZZ, Sgn)}} s (323)

avec !

s// . . . 1
Ki (2" 78" — ) = /DZ*DZeXp{i/ dt{ (Z*Z—ZZ*) —wZ*Z—XZ*2Z2:F§€}} .

(3.24)

N =

Il est naturel d’abord de traiter le terme Z*Z? figurant dans (3.24) comme perturbation . Pour cela
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développons 'exponentielle du terme perturbatif :

[e.e]

T s1 Sn—1
K& (2,28~ ) = {Kga @255 =)+ 3 i [y [Cdsae [T s,
- 0 0 0

d?Zy [ d*Z, d*Z, N
X/ = / - / p K(% (Z”,Zl;T—Sl) Z12212

X Koo (Z1, Zoy 51— $2) Z3°Zg X -+ X ZX2Z2 Ko (Z, Z'58)] b (3.25)

avec

00 " k 12 12
+ 17 !, M AN (Z” Z/) |Z | +’Z| . 1 " /
K5 (2", 726" — &) = kE:O SR exp(—i | kw + 3¢ (s"=5")) . (3.26)

Effectuons les intégration grace a la formule :

dz*dZ .
/ Zmzre 4% = 5V miVnl (3.27)

™

1l vient alors :

Két (Z//, Z/7 S// o S/) —

KSIB (Z”, Z’;S” o S/)

00 s s1 Sn—1
1+ Z (—ix (k+2) (k+ 1))"/ dsy / dsg - - - / dsn] : (3.28)
n—1 s’ s’ s’

Comme :
exp(—ix(k+2)(k+1)(s" — ")) =exp [—ix (k+2)(k+1) //S ds]

sll

=14 [—ix(k+2) (k—l—l)]/ dsy + [—ix (k+2) (k—i—l)]Q//s”dsl/S”dSl—i----+

S/ /
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+(—ix(k+2)(k+1))"/ dsl/ dsg---/ syt , (3.29)

d’ou

K (2" 78" —5) = K& (2", 7', 8" — ') exp (—ix (k+2) (k+1) (5" — &) . (3.30)

Reportons (3.30)dans (3.26) :

00 1 71 112 12
Koi(Z”,Z/;SH—S Z Z Z (_’Z| ;_|Z|)
k=0
1
X exp <—2’ {X (k+2)(k+1)+kox 55} (" — s’)) : (3.31)

et utilisons la formule (3.27) pour simplifier encore les calcules .

Alors (3.23) devient :

01 o5 Vi Z +Z N
Kll(fJ,T)_COSEfCOSZe 5(s- Wz)exp( | f| | ’)Z{ i

k=0

1
X exp <—i {X (k:2 +3/<:—|—2) + kw + §€:| T)

ad T 51 S2n—1

« |1 + Z [_wgl}n/ d51eiAlsl/ ds2efiA152 e / 671'A152nd$n ’ (332)
n=1 0 0 0
avec
2 2
wor=p (k+1), (3.33)
et

Al=ec—w—2x(k+2) . (3.34)

Cette derniére expression (3.32) peut étre écrite sous la forme plus commode . En effet , nous mettons
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d’abord :

+oo T T ) Son—1 )
F(0,T) = Z {(wm)z”/ e’AlSldsl/ 6_1A152d82.../ e‘mls?nds%} :
0 S 0

1

et pasons a la transformation de Laplace tout en lui appliquant la théoréme de convolution :

e oo T 1 <=2 w(2)1 "
F(0,P) = dTe P F(0,T) = - o |
©.7) /0 ‘ 0.7) pz {p(p—z Al)}

n =1
Le résultat est encore est une série qui ici simplement égale & :
> (p—iAy) 1

F(0,P) = , — -
©.7) p(p—iAy) —wf P

Prenant la transformation inverse de Laplace :

+00 ~ ~
F(0,T) = / dpe!” F(0, P) = somme de résidu de e?” F(0 , P) & sous les poles .
0

PPy — L L (p—iAy) 1 _ (p —1A1) 1
— — w2 — —A . 2 - ;
l- oty PoPPmiB) et v sy (/AT g P

%(mew:( (p—iAy) _1>epT:((p v=id) _1)€pT_

2 _ 2 : 2
p?—iAP—wg  p _m71)2+(7) —wi P

Dans les mémes conditions présentées dans la référence . [27] nous trouvons cela :
2
1 2
L Yo >0,

e—w=2x(k+2)| > 2p\/(k+1).
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Alors (3.40) devient :

~ y 1
F(P)e!” = e (3.43)

3.3.1 Premiére méthode :

évaluant les résidus aux trois poles simples nous obtenons :
4sidu 3 -0 t1 tsidu A 74N . A% 2 " d §1 —i Q1 (%—Z Q)T
residu a p = €S . Irest uap—T—Z T—WOIGS Tﬂle .

, N i . /A2 ML (181,
residu & p = 121 1 iy/2 o, est ErpiBetH i,

Alors en utilisant (3.38) nous avons :

i A . i A .
L _ 70 N L1470 iA]
FO0,T) = 25— Q LeCgtoiar 221 Q L(tghrianT _ (3.44)
et
AZ
0 = Il —w?, . (3.45)

Noter ce /(0,7 est écrit sous la forme e *£7 avec E étant le réel , en conséquence ces valeurs propres
sont vraiment fournies (Jw + 2x (k + 2) — ¢| = 2pVk + 1) [27] .
Un calcul similaire nous permet alors d’obtenir les autres éléments de (3.22) .

Il sont les suivantes :

(i1, ) = cosl L o1t Cr ) exp (5 (12 4+ )

X Z fk—!e_mlT |:COS(QlT) - 2Q11 SlH(QlT):| s (346)
k=0
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avec
1
771:X(k2+3k+2)+(k+§)w+x(k+2) ,

3.3.2 Deuxiéme méthode :

on a:
+oo T
LOT = [ dre 1)
0
0o T s1 ) Sop—1 )
- 1 E(wgl)”/ eZAlsldsl/ e’AI”dsg.../ e A g,
n=1 0 0 0
on suppose :
T ) 81 ) S2n—1 .
F(0,T) —/ elAlsldsl/ 6_1A182d82.../ e g,
0 0 0
donc :

lmmﬂ—b+§y@W@ﬂ}

Pour utiliser la transformation de Laplace et la théorie de convolution :

0

~ +o00 +o0 T )
F(0,p) = / e PP F(0,T)dT = / dTe *" / 2151 [ (0, 51)dsy -
0 0

produit par e Te AT

+o0 T
/ dTe_(p_iAl)T/ e_iAl(T_sl)Fl(O, s1)dsy
0 0
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et

COIF() = [ F(e)olT - s s
0+oo "
= / dTe_(p_iAl)TFl(O,T)/ dT e (=i AT i A1T7
0 0
donc :
~ 1 ~ )
F(0.p) = - F1(0.p — i) (3.55)

~ JrOO . +OO . S1 .
Fi(0,p—iAy) = / e~ P=INT R (0, T)dT = / e~ pmiA)T g / e B12ds, 5 (0,85) ,  (3.56)
0 0 0

produit par e’ Te— T

+00 ) . S1 .
0 0

+o0 +oo
= / e PTF (0, T)dT / e~ pmiAT g
0 0

~

1
= F ) .
i Fa(0p) (357)

Meéme maniére par apport aux autres termes, donc le résultat final est :

et

X o [l 1 !
]q(T)T;T) = |:1+n§1(w01) A (& P Z—? [m] dp:| s (358)
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on suppose :

(V)
|
i 8

0 o)

- [l
s = lim ”(p;’gll) , (3.59)
1_p(p—iA1)

si la condition est vérifiée :’p(pigilAl)‘ <1.ielhiw+2x(k+2)—¢|>2pvk+1 donc:

1 — A
S = w2 - ( pipZA ,L) _1)w2 ’ (360)
1 - iy PAD ! o1
et
FO,p)=—(s—1) = : - =, 3.61
(0.2) p( ) p(p—iAr) —wi  p (3:61)

+00 —iA
calcul [ e*pr(p(_’;A—l)l_Lgldp:

on a:
" +o00o a T
e’ sin(ax) = ———e"Pdp
) = [, G
be o p—b +0T g 3.62
e cos(ax) = ———¢ , :
@) = [ L (3.62)
donc :
+o0 p— [7ANY +o00 p— Ay
/ A )2 —eTdp = / 2 e™ldp | (3.63)
—1 —w iAy A2
o PP 1 01 0 (p_%)2+< S — w2
on suppose :
A2
Q) = Il —w? (3.64)
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donc :

400 AN} )
pP— =5 T gy — o2 T
: p=-e2 " cos({iT) , 3.65
/0 p(p —iAr) — W01 () ( )
et
oo —ZA—I A A

2 edp = —Z—l—e 2 T sin(O T , 3.66
A e (1) (3.66)

iAq VAN A 1A
LT, T, T)=1—1+ez" |cos(T) — Esm(ﬁ T)| ==e=2 T |cos(UT) — msm(Q I . (3.67)

1 1

Maintenant (3.23) présente la forme la plus simple :

Kun(f:4.T) = cos( ) cos(F)es(179) exp (—% (12 41 = |2>)

X Z fk—!e_”“T |:COS(Q T) - 2—91 sin (€ T)} : (3.68)
k=0

0;
2

T 52 San—1 2y 27
(K5 (Zs 20 :T) + (5 (— /d&/cm/‘@%/ ds%/dl/d2
_1 0 0 m m
1) 27

427 A2 Zop
x/ ?m/ Ky (Zy , Zy;T — s

™ ™

: .0
Kalfi,T) = sin(%)sin()exp | ~5(e; + )

K;(Zl ,ZQ y 81— SQ)ZQ...ZQnKO_(ZQn 5 Zl ;SQTL)) y (369)
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Ko(f ,i;T) = sin(%f)sin(%)exp [—%((pf + 901)}

| Zy P41 Zi 2] = 242,
B 2 1}::0( k! )

X exp [
exp [—i(x(k +2)(k+1) + kw — g)T]

S Gt D LIRY /T —iA
1+ h — U " e ' 281d$
L+ (B (ip k!(k+1)!) 0 '

S1 S2n—1
></ e+’A252d52.../ etidasmgsy Y (3.70)
0 0

400 00 T ) s1 ) S2n—1 )
[q( l 7l7p> — / dTe_pTIq(l, l7T) -1 513 (W%O)n/ e—zAzsldsl/ €+ZA252d82m/ e'HAQsz"dSQn
0 n= 0 0 0

L1 =i Behrron] (3.71)

et

T ) s1 ) Sop—1 )
F(0,7) :/ e‘mzsldsl/ €+ZA252d32.../ etiBesan g, (3.72)
0 0 0

pour utiliser la transformation de Laplace et la théorie de convolution :

~ +o0 +o0 T ]
F(0,p) = / e PTF(0,T)dT = / dTe P / e B2 (15y)dsy (3.73)
0 0 0
produit par 22T e—iA2T
/ dT e Pritd)T / e~ B2(T=s) (0, 51)ds; | (3.74)
0 0
et
S +00 ) “+o0o ) )
Gip)F(p)= | f(s)g(T —s)ds = / dTe~ 2T B (0, T)/ dT e~ Pmid2)T o=ifeT (3.75)
0 0 0
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~

1~ .
F(0,p) = Z;F1(07P+ZA2) ;

~ +oo . +oo . S1 .
F (0’ P+ iAQ) — / e*(pﬂAz)TFl (O, T)dT — / e(p+zA2)TdT/ 6+2A252d52F2(0, 32)
0 0 0

produit par e’22Te~42T

+oo S1
/ ef(erzAz)TeJrzAszT / eJrzAlszeszgTdSQFé (07 S2>
0 0

+o00 S1
= / epTdT/ e~ i82(T=52) g5 (0, 55)
0 0

1 ~

Méme maniére par apport aux autre termes donc le résultat final est :

A VAV AL i
K(f;i,T) = exp (-% Iz P+ 2 y?)) Z<< fk! ) (COS(%)COS(%)@(W #:)

~ iA
e~ 'mT {cos(ﬂlT) - ﬁ sm(QlT)]

1
i

+ sin(e—f) sin(&)e%(“"f_%’) x e 2T 1 cos(QT) + 18, sin(2.7)
2 2 202

0 0;, _i E+0! 1 .
—ip cos(;f) sin(é)eZ(‘pfﬂ’i)Z}‘ﬁQ—l sin(Q,T)e T

‘I‘Zp Sln(%) COS(E)Q 2 ((pf+90i)ZiQ_ Sin(QlT)e_“hT)) ’
1

avec
9 1
ny = x(k —I—3k+2)+(l€—§)w—x(l€+1) ,

et

Ay=e—w—-2x(k+1),
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(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)



A2
Qy = IQ - W%O )
pk!

(k—1)k!

Un calcul similaire nous permet alors d’obtenir les autres éléments de (3.22).

Il sont les suivantes :

Ko (f,4;T) =

Koy (f,4;7)

9 91 i Z 2 Zl 2
—1p oS ?f sin 565(‘”“"1’) exp (-%)

st T

1

—im T
)

foZ i

9 91 i Z 2 ZZ 2
= ipsin ?f cos 56_5(9"f+%') exp <_M>

2

XZ Z SIHQ T —in, T .

Le propagateur (3.22) relatif au cas particulier est finalement :

K(Z¢,Q4,Z;,;T) = exp (—

0y

i { <Z}Zi)k {COS 2

0; A .
2 cos Zes(#r=i) [ cos LT —i—E sin O, T | e7mT
2 2Q

Z 1 + 17
|f\—2k|z\>x

0y

1

0; _i A .
+ sin — sin 56 —3(es—¢1) (cos QT + Zﬁ sin QQT) e~ imT

2

+12psin — cos —
PRI

2

0y

cos 5 sin %eg(war%)Z; sin W T, g

e

1

0y 0; e %(sﬂfﬁpi)zism QlTe—imT )
2 0

Notre probléme est ainsi résolu.
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(3.83)

(3.84)

(3.85)
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Nous pouvons alors determiner les énergies ainsi que les fonctions d’onde correspondentes .

3.4 Les fonctions d’onde et 1’énergie :

Pour cela , passons a la représentation habituelle pour le spin avec les projections sur I’axe oz étant

my et m; .
1 1
Ks(Zy ,my  Z; ym; ;T) = Py dcos(Qf)dgof% d cos(0;)dp,;
X < my |Qf> K(Zf,Qf; Zf,QZ';T) <Q7J| m; > (387)
avec
_ (25)! 0N 0N i

<my {Qf,gof> = \/(s ) (s —my)! —sin o cos 5 e "It (3.88)

et

s+ m;)! (s —my)!

2 ' Q s$—my; 0 s+m; '
0; ,0;lm; >= \/( (25) (— sin ?f) (cos ?f> etimi®i (3.89)

Si nous fixons I’état initial de 'atome comme |m;) = ||) ; et I'état final |m;) = |T) ; nous obtenons :
0y

<1 |Q2¢) = cos Ee_iwf , et (Q;| T>= cos §e+5“"i . (3.90)

Aprés intégration sur les coordonnées polaires , on obtient par exemple :

1 gAY iA .
Kn(Zy ,Z; ;T) = exp (—5 (| 2z 7+ 2 |2)) Z ’;{7' [cos(QlT) - 2—91 sin(Q7) | e”™T . (3.91)
k=0 '
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Avec les calculs similaire pour les autres éléments , le propagateur est donné par :

[z Hz & (Z;Zi)ksinﬁlT
e

Ky (Zy ,Z;;T) = —ipZe” 2 X O —mt (3.92)

k=0 : 1

|2 & (23 2) sin T,

K\ (Zp  Zi;T) = ipZie™ 2 I o " (3.93)

k=0 ' 1

24zl & (2:7:)" A .

Kll (Zf 7Zi 777) = ei| f| 2 % (COS QQT + Zﬁ sin QQT) 67”)2T, (394)

! 2

k=0
ou nous avons noté 'amplitude de transition K (Z¢,1,Z; ,1;T) par Ky (Z¢, Z;;T) .
Afin d’extraire les fonctions d’onde ainsi que le spectre d’énergie , il est plus approprié de passer a

la base |l > oul est le nombre d’occupation . La relation avec |Z > est :

1Z) = exp (—' “”2|2> Z% 1) . (3.95)

L’operateur d’evolution :

, Ay Ay
e HHT — , (3.96)

A Ay

est une de type matriciel (2x2) , sa relation avec K (Zy, Z;;T) est :

—iHT _ d2zf d?z;
2 2w

| Zp) K(f;4,T){Zi| . (3.97)

Apres lintégration , les éléments de matrice (opérateur )d’évolution par rapport a notre probléme ,

sont les suivants :
d?z ¥ d?z;
T

Ay =

|2) Ky (2] - (3.98)
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En substituant 1’éxpression deK; (3.91)et (3.68) dans (3.98)on trouve

R AR Ly P a P g A
Ay = | /L2 Ay 2y _ i D k
" T ox F [ 2 lzo\/ﬁ| ) exp I 2 k:O( k! )

) (3.99)

A |
x [COS(QIT) - ;Tl sin(QlT)} e T exp
1

N |21 % 27

2 | 120/

par integration sur Z en utilisant la relation (3.27) et aprés un calcul simple 1’éxpression (3.99) devient :

Ay = kE:]o [cos(QlT) — ;ﬁ sin(QlT)} e Tk (k| . (3.100)

Avec les calculs similaires pour les autres éléments on a :

X (—iz )i sin(Q,T)e” """ exp iR (|
7oy 2 | =0 /]1
© § N (k+ 1D e VIIWVE! 1 4
_ § dwn VIR 4 1) 1) neV IV ('] (=ip) = sin(Q T)e~ M7 (3.101)
NN NENG 0,
par condition (k=1")et k+1=17lona:
Ay = —z’pkEO\/K +1g sin(T)e " |k) (k + 1] . (3.102)
= 1
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d?zp d*z; | 2 2] = 2! | 2p P+ ] 2 ] = 22
M= [ ey [LELE] B e | SR E Gy

1 . 2T o P
x(ipzi)Q—l sin(Q,7)e" "7 exp {—| 2| ] pyju gy

2 =0+/]
s WE VT R+ D, 1 .
—ip ¥ VIV |1y L (k+1) (I'| = sin(Q,T)e~"mT (3.103)
k=0 \/EI/1 VEWT! 0

par condition (k +1=1") et (k=1 ) on a donc la forme générale deA , est :

Ajp=ip B vV + o sin(Q7)e T |k + 1) (k| . (3.104)
= 1
On a
d?zp d*z;
A= . K (z
1 / —— l2p) Ky {4
d*zy d*z |2 P & 2 L2 P12 1P] & 2%
= [ e {— 2 ] Sy 1P {—f} ol h)
xe 2T | cos(QuT) + iA—Zsin(Q T)| exp s 5 Z;l/ (']
? 200 2 2 | r=04/]1
% ouNVIVE! 6 VTIIVE!D in,T iAy |
Aj —]EO NN ) NN (I'le cos(2.T") + 2—Q2$1n(QQT) : (3.105)
par condition (k =1") et (k=1 ) on a donc :
= AN —in, T
Au = kEO COS(QlT) + m Sln(QlT) et |k7 + 1> </€ + 1| s (3106)
= 1
Ap=ec—w—2x(k+1), (3.107)
et
A =ec—w—2x(k+2), (3.108)
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en changant k par k£ + 1 ¢a donne :

Ay=c—w—2x(k+1),

et
pk!

N

(3.110)

W10 =

en remplagant k£ par K + 1 ¢ca donne ce terme :

B (k+1)!
Wi = pm = Wo1 » (3111)
donc :
- —in. T . A1 .
A=) em cos T +iz-sin T | [k +1) (ki +1], (3.112)
k=0 240

Nous pouvons alors voir apreés cette décomposition , que les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde

correspondantes sont respectivement :

A2
El;t = m=E Il_w?n

- %[[X(2k2+6k:—|—4)+(2k+1)w+2x(k+2)]j:\/(w_5)2_4p2(k+1) L (3.113)

'Al e-l—inT + e—iﬂlT ZAl e-l—inT _ e—iﬂlT

i
T — 2L gin(T) = -
co@T) ~ B sin(@,7) = (T E T o T
VAN - 1 A » 1 Aq
WT) — LLGn(@,T) = eHUT (= — 2Ly it 2 O .
cos(T) 2leln( \T)=e (2 491)4-6 (2—1-491), (3.114)
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0 = Vi w3, (3.115)
on a:
Ap =% [cos(QlT) -2 sin(QlT)} e mT k) (K| (3.116)
k=0 2€)
supposons que :
Ef=n £Q, (3.117)
20Vk +1=(w—¢e+2x(k+2))sin (0x+1) , (3.118)
donc on a :
4w?
Q—\/A—%— 2_\/A%—4w31_ A%(l_Z%O_ﬁ 1— 2&]01 2
L=V T T i 4 9 A
AN 2wo1 2wo1
Q = — 1-— 1
' 2 < Ay ) ( - Ay )
oA (O Ori1 e O i1
= 3 <1+251n< 5 )cos( 5 1 —2sin 5 cos 5
A . . A ) A
— 71 (1 +sin (0x41)) (1 —sin (0x41)) = 71\/(1 — sin? (Hk“)) = 71 cos (Og+1) (3.119)
les résultats sont :
A
O = 71 cos (Ops1) (3.120)

(—e4+w) —2x(k+2)
2

1
Ef =m+ 0 =x(K +3k+2) + x(k+2) + (k+ 5)w + cos (Ox+1)

Ef = x(K*+3k+2) — x(k+2) cos (Op41) + g 2k + 1+ cos (Ok+1)] — g cos (Ok4+1) + x (E+2) , (3.121)
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(—e4+w) —2x(k+2)
2

1
P == Q=X+ 3k 4 2) +x (k+2) + (b + 5w = c0s (B+1)

E; = x(K*+3k+2)+x(k+2)cos (0gs1) +x (k +2) —i-g [(2k 4+ 1) — cos (Or11)]+ g cos (Ox41) , (3.122)

Ay = (—z’p)kZO k + 1Q_ sin(QT)e™ T |k + 1) (k| , (3.123)
= 1
o0 1
Ay = (ip) Z vk + o sin(T)e T |k) (k+ 1] , (3.124)
= 1

A= koéo lcos(Ql )+ Asm(Q T)] T e+ D (k+1]

20,
o 1 A 1A
Ay = 5 eimT |t Z 4 71 —#uT U9 e+ 1) (k+1 3.125
p= Bt oG g re G- SOk pe1 . @2
on a :
[COS(QIT) - — sin(QlT)] e~ imT
1
_67“71’]" 6191T+6 ZQlT B /LAl eiﬂlT ’LQlT
2 20, 2
677:(771791)71 Al efi(nl‘i’Ql)T Al
— 1— 1 12
> { 291} T { +291] ! (3-126)

, 1 3 (—ip)Vk + 1 [T — g=inT
_ _ m T —
(—ip)Vk +1 o sin(€7)e 5;

0
T m=T (_p)\/k+1 e =0T p\/k 11

= 12
2 9 + 2 0, ’ (3.127)

A ‘
[cos(QlT) + ;Tl sin(QlT)] e~ mT
1

eii(nlﬂl)T 1 +
a 2

A e~ i m+Q)T A
+ 1-—

1 X k ’LﬂlT —’LQlT
ipVk + 1Q—sin(QlT)e_“71T _ vkl { > }
1 1

0
T AT T () T (3-128)
2 Ql 2 Ql ) .
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on suppose :

20Vk + 1= (w—e+2x(k+2))sin (Op41) ,

donc :
1_&_1_ A1 _COS<9k+1)—1
20, Aj cos (O41) cos (Ops1)
on a:
_ o (k1
cos (fg11) — 1 = —2sin )
donc :

X Ay —2sin? <9‘“%>
20, cos (Ops1)

20Vk +1=(w—e+2x(k+2))sin (0y11) = —Aqsin (Ogy1)

—ovk+1 B 2sin (6’“T+1> cos <9’“%>
N (

A 2 cos

20, 2 cos

I'opérateur d’évolution est écrit sous la forme suivante :

e~ ilm—)T —25sin? (9’“T“> 2sin (Q’CT“) cos (9’“7“>
~ 2cos (0
(Brrr) —2sin <0’“T+1) cos <0‘“T+1> 2 cos? <0’“T+1)
. 2 [ Or+1 : Ok11 Okt1
e—i(m+Q1)T 2 cos (T) —2sin (T) cos <T>
_|_—
2cos (0
Orr) 2sin (9’“7“) Ccos (9’“7“) —2sin? (9’“7“)
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(3.129)

(3.130)

(3.131)

(3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)

(3.136)



. : k
e~ m—)T sin ( 2“)

T | oy | () o 2))

e—im+Q0)T [ cos (%“)

0 2 2
cos (Ok+1) <in <9k2+1
on a :
U=e =% (e—iE*T 0 (D] + e BT [Wy) <r2|) , (3.138)
les résultat est :
Op+1 Ok+1
cos< 5 ) 1 coS (T)
Uy) = Ty = ———— , (3.139)

: Or+1 o Opt1
Sln( D) ) . 1 Sin (—2

|Wy) = Do) = , (3.140)
cos (0
cos 9’“2“ (k) cos <—9’“2+1>
Aj
Ef=n £ =n+ <~ wi (3.141)
si la condition est vérifiée :
lw—e+2x(k+2)| <2pVEk+1, (3.142)

donc on a :

A2 , A2 ‘ A2
E* = + \/— (w?n - j) =1+ \/(2)2 (w%l — j) =n i (wgl — Zl) . (3.143)

Les résultats coincident avec ceux obtenus dans la réf [27]au moyen de la formulation de Popérateur

de mécanique quantique pseudo-hermitienne.
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Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons utilisé le formalisme de I'intégral du chemin dans les espaces de confi-
guration et de phases pour résoudre, avec une démarche claire et simple, quelques problémes de la
mécanique quantique non relativiste. Les résultats obtenus sont comparés a ceux calculés dans le cadre
de la mécanique quantique et de I'optique quantique tel un atome & deux niveaux en intéraction avec
une onde électromagnétique classique de polarisation circulaire et le modeéle de Jaynes Cummings avec
une cavité non linéaire de Kerr.

-Les matrices de Pauli @ représentants les deux niveaux de I’atome ont été remplacées par un
vecteur unitaire 7’ orienté suivant les angles polaires (6, ) et le calcul a nécessité l'introduction des états
cohérents relatifs aux spin, nous avont pu élaboré un formalisme intégrale du chemin en représentation
les états cohérents du spin .

-Le calcul est basé sur 'amplitude de transition qui a été exprimée d’abord sous la forme standard

[ D(path) exp %S (path) , telle que formulée par Feynman, ou’ S = [ Ldt est Paction décrivant les
mouvements extérieurs (centre de masse) et intérieur de 1’atome.

-Le probléme essentiel rencontré dans cette thése a travers les deux exemples traités est le calcul
d’intégrale. Il est parfois plus commode de travailler dans I’espace des phases ce qui permet de simplifier
les calculs via certaines transformations. Les fonctions d’onde et le spectre correspondants ont été déduits
en appliquant le principes de la mécanique quantique.

-La théorie de fayman éprouve lefficacité par apport aux autres théorémes , puisque elle a trouvé
les mémes résultats de I’équation de Schrodinger .

-Les matrices de Pauli représentent les niveaux d’énergie de ’atome .

-Grace aux deux variables (, ¢) qui remplace le spin, le propagateur a une écriture premiére sous

forme standard en remplagant la rotation par un vecteur d’unité aligné le long des
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directions polaires et azimutal .

-Dans le chapitre “’2”, pour déterminer la solution exacte ,on a utilis¢é deux méthodes ,mais la
deuxiéme méthode est la plus simple par apport la premiére méthode .

Le propagateur dans le systéme est donné sous forme de série , pour ce cas , on a utilisé la théoréme
de perturbation et la transformation de Laplace pour trouver la solution exacte .

-Dans le chapitre” 3”7, nous avons étudié par le formalisme des intégrals du chemin , le modéle de
Jaynes Cummings avec une cavité non linéaire de Kerr. La représentation des états |0, ¢) qui utilisent
les angles et les états cohérents |Z) pour décrire le champs quantifieé a été utilisé .

-D’apres cette étude, nous avons constaté que les intégrals du chemin ont permis de résoudre quelques

problémes de la mécanique quantique malgré ses difficultés .
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Abstract The spin coherent state path integral describing the dynamics of a two-level sys-
tem interacting with electromagnetic wave of circular polarization is considered. The propa-
gator is first written in the standard form by replacing the spin by a unit vector aligned along
the polar and azimuthal directions. Then it is determined exactly using a simple transforma-
tions. Thus, the exact energy spectra with corresponding wave functions are deduced.

Keywords Path integral - Propagator - Spin coherent state - Two level system

1 Introduction

The applications of path-integral formalism have widely increased since a large class of
potentials had been resolved [1]. However it is known that the most relativistic interactions
are those where the spin, which is a very useful and very important notion in physics, is
taken into account. In the framework of non-relativistic theory the phenomena of spin is
automatically introduced by the Pauli equation which contains the Schrodinger Hamiltonian
and a spin-field interaction. This motivates the research into the solvable Pauli equations
which is inevitably useful in applied physics. For instance a well-known example of its
direct application is the time-dependent field acting on an atom with two levels whose time-
evolution is controlled by the Pauli-type equation. The solution for this equation has made
clear the associated transition amplitudes [2]. This and similar [3, 4] types of interaction
aside, there are little analytical and exact computations which treat the time-dependent spin-
field interaction. Furthermore, if one replaces the time dependence of the exterior field by
a space-time dependence or by only space dependence this becomes even more restrictive
[5-10].

Moreover, the problem becomes nearly unsolvable if we try to build these solutions by
the path integral formalism because the spin is a discrete quantity. The difficulty here is
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associated to the fact that the path integral lacks some classical ideas such as trajectories
and up to now one does not know how to deal with this kind of technique in this important
case. Thus some effort has been made to find a partial solution using the Schwinger’s model
of spin and some explicit computations are then carried out [11-17].

A different model for spin is the use of the spin coherent state path integral which turns
out to be helpful in visualizing the quantum dynamics in terms of classical ideas, and to
our knowledge few explicit and semiclassical calculations are carried out [18-20]. If on the
other hand the time-dependence of the exterior field is replaced by space-time dependence
or space dependence, to our knowledge, the exact solution in these cases using spin coherent
state path integral are very rare [21-24]. The aim of this paper is to give an attempt for the
case below where we present an explicit spin coherent state path integral. For this reason
we are devoted to this type of interaction by considering a problem which has recently been
treated according to usual quantum mechanics [25]. It acts on an atom which has two levels
and which interacts with electromagnetic wave of circular polarization. The same problem
has been considered with damping in Ref. [26].

The purpose of this article is to deal with the same problem using the formalism of spin
coherent path integral. The two-level atom with a mass m and an angular frequency w has a
dipole moment D. The electromagnetic wave has wave vector k and angular frequency w,
propagating along the z-axis, and is described by the electric field

E = (Acos(wpt — kz), —Asin(w,t — kz),0), (1)

where A is the amplitude of E. The dynamics of the atom in interaction with the electro-
magnetic wave is described by the following Hamiltonian:

2 .
P 1 ih Y1 0
H=2" 4 “hwo, -2 v, 2

om e 2(0 y2>+ @

where

o the first term represents the kinetic energy associated with the center—of—mass momentum
along the z-direction,

o the second and the third terms describe the internal movement of the atom with, y; = Tl—l
and y, = é, being the lifetimes of the two atomic levels,

e Vs the interaction energy between the atom and electromagnetic wave represented in the

dipole approximation by

0 —_LpQe—ilort—kz)
V=-DE=( , : , 3
_Ehgel(th_kZ) 0
where DA = %EQ
The Hamiltonian related to our problem has the following form
H = Hy+ Hin
S| i hy_ i
:p—+—h w— Y UZ—ZV+I
2m 2 2 4
1 —i(wpt—kz) 1 i(wpt—kz)
_Eth LiTRe c7+—Eh.Qe L= g, 4)
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where

1 0 0 1 0 0 1 0
az=<0 _1), a+=<0 0), a_=<l 0), I=<0 1), Q)]

are the usual Pauli matrices.

Considering this problem by the path integral approach, our motivation is the following.
We show that for interaction with the coupling of spin-field type, the propagator is first
written in the standard form Zpath exp(i S(path)/h), where S is the action that describes
the system, and the discrete variable relative to spin being inserted as the (continuous) path
using spin coherent states. With this approach, the formulation that uses the concept of
trajectory is more suitable for a discussion of the semiclassical case which is based on the
determination of classical paths. Then we show that for this interaction, the propagator is
exactly calculable and the wave functions and the energy spectrum can be extracted.

We note that this problem has been recently studied using fermionic coherent state path
integral [27, 28], where the authors use the Schulman-Langhlin procedure to estimate and
replace the (Az,)? terms present in the action by iefi/m, which is translated into an effec-
tive potential. In contrary, in this article, we avoid this procedure and the effective potential
naturally arises in the calculation, which is also another motivation for using the spin coher-
ent state path integral formalism. The difference between the two approaches stems simply
from the difference between the two distinct coherent states.

Our paper is organized as follows. In the next section we give some notation and the spin
coherent state path integral for spin % system for our further computations. In Sect. 3, after
setting up a path integral formalism for the propagator, we perform the direct calculations.
To integrate over the variable of the exterior motion we introduce a particular rotation in
spin-coherent state space which eliminates the phase of the electromagnetic field, then we
linearise the kinetic energy term using the phase space. Consequently the effective potential
ieh/m naturally arises, and then we integrate over z. Accordingly, the integration over the
spin variables is easy to carry out, through simple transformations. The explicit result of the
propagator is directly computed and the wave function is then deduced. Finally, in Sect. 4,
we present our conclusions.

2 Path-Integral Formulation

There are several ways to represent the spin in the path integral formalism [29-31]. We use
the simplest way [19, 32] which consists of:

e replacing o by a unit vector n directed along (6, ¢),
e associating a coherent state |£2)

12) =10, ) = e %5 1), (©)

obtained from two rotations of the angles 6 and ¢ around z and y axes over the state | 1),
and whose scalar product and projector are respectively:

0 0 / 0 0 _i /
(£21£2) = cos 5 cos Eef“”’q") +sin 3 sin 5677(‘”7‘” ), )

L/‘a’cos(@)a,’go|.(2)(.(2| =1L ®)
21
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We label by z the real variable that describes the atom position, with the corresponding
projector

/|Z>(Z|dz= 1L, ©)

and (@, ¢) the polar variables generating the dynamics of the spin.
The transition amplitude from the initial state |z;,6;,¢;) at t; = O to the final state
|zf,0f,@p) atty =T is given by the matrix elements of the time evolution operator

i T
K(Z_f',g_/’,zi79i;T):(Zf,e_f,(Pf |TDexp<—ﬁ/0 Hd[) |Zi,0i,§0,‘), (10)

where T, is Dyson’s time ordering symbol.

Discretizing the time ¢ = T /(N + 1), using the Trotter formula and inserting N-times
the resolution of unity (8) and (9) between each pair of the evolution operator at time &, we
obtain the discretized form of the transition amplitude

n=N N+1
K(z, 272, 2:T) = lim (m/zmhs)%f]_[dz,,]_[

n=1 n=I

X exp (3, = 201 K (27, 205 T), (n
with
. . T d cos(6,)dg,
K (827,21 = L%/l_[T
N1
X H[(Qn | 2u-1) = i€(82y | Hine|20-1)], (12)
n=1
where
N1 =25, S2nvy1 =825 and zo=1z;, $£20=45. (13)

It is easy to find that the following matrix elements:

0 0 iy 0 .0 i,
(2]0.]82") = cos 7 cos Eeﬁ(w*‘ﬂ) —sin 5 sinie*z(w), (14)
’ o . ¢’ + i (p+¢)
(204|827 :coszsm 7€ 2T (15)
, . 0 9/ 7£( + /)
(2]o_|2") = sinJcos —e™ oo, (16)

and the propagator related to our problem (11) takes the form of Feynman path integral
K = / Dpathexp(i Action), a7
which means in our case:
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K(zp, 25,2, 82 T)
N+l

n=N .
= N1£1)100(m/27rih8)% / 1—[ dz, }:[1 exp %(Zn —z01)?

n=1

N n=N+1
d cos(6,)d e, . (82, Hint|$2,-1)
& COS(0n)dgn 10g < 2,]82,_1) — ig o imZin=1) 1 (g
X/H s exp{ 2 [°g< |$20-1) — i€ < 2,12,-1) (18

n=1 n=1

Having obtained the conventional form it remains to integrate it in order to extract the
interesting physical properties. We thus proceed to the calculation of K (zf, 2, z;, $2;; T).

3 The Calculation of the Propagator

‘We note that (18) can be rewritten in the form

K(zy,$25,2i,82:;T)
n=N N+1

. . N
= lim_(n/2mile)> f ]:[1 dz [ ]

n=I1

. N
Ty im 5 1. dcos(6,)dy,
— (2 — 20— 1 | | _—
xe e 2he (@ =2n-1) Nﬂlmoo/ 2w

n=I

N+1

Oy 1 Oy i cos 9'151 e
X 1_[ (cos Beta?n sin 7”@’7""1)R(Zn,tn) o , (19)
1 n—

sin Te+5¢"—1

n=1

with
1 —igl(a)— ihl’—) ielQe—iloLin—kzn)
Rz ) = 2 ’ iy |- (20)
ns In ig%gez(wu,l,lszn,l) 1—}—1'8%((1)_ zhzy,

To integrate it is necessary to first eliminate the inconvenient terms e~'“t»=%an) and
e @Lin-1=k2n-1) with the help of the following change of variable:

O =9, +ort, —kz,. (21)

Then, the measure

ﬁ dcos(6,)dp, ﬁ d cos(6,)d g,
2 -

2 ’ @2)

n=1 n=1

remains unchanged. The expression (19) becomes

K(zs,2},2:,92T)
N+l

n=N
. L. N
= Nli)noo(m/2mh8) 2 f 1?[1 dz, l_[

n=1
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Tyt im d cos(6,)dy,
X" exp (2 = 2p)? lim /1‘[7

N+1 On—1 -k /,
/ . Ly 2
X | |(cos O o+ 501 sm%”e 2§"'1)R1(men) i ; (23)

sin @"T*le_*— 2%n-1

where

| —iel(Aw — P2=)pmisam el
Ri(n, 1) = e i kA (24)
ie582 1 +ies(Aw— =F=)et 18w

and Aw =w — wy,
Then we use the following identity:

t° dp, —ie , i eh
T Pn A n:t k
/_oo 2nheXp|:2mhp”+hp ( N om >j|

m im As i shk 2 25)
exp| — e .
2mwich P 2eh ¢ 2m

Thus the propagator (23) can be rewritten as:

K(z. 25,2, 2 T)

n=N n=N+1
. +00 +00 dpn ,Tﬁ
= [T TT [ e
N—oo J_ - 27Th
n=1
n=N+1 ; N+1

ie eh 1 .. dcos(6,)de,
xew D [2 wint hl’"“n"g—"h%/nfw

n=1

91/171 *L‘ﬂ/
ooty iy cos 2LeT 291

X (cos 2et2% sinZe 2% | Ra(2n, 1n) o . ; (26)
sin ”T’]eJr?"’rH

where

—ig(L _ l"W— Puk icl
Rz(pn’tn)=<1 ie(1(Aw ) + 22y iel$2 ) on

ielf2 1+ie(3(Ao — T2=) + &

2m

By integrating over the N variables z,,, we clearly get Dirac functions & (p) which reflects
the conservation of the atom impulsion during the movement, i.e:

PL=p2=:""=Ppn+1=P. (28)
Hence the propagator (25) takes the following form

K(zs, 825,225 T)

[+°° dp i ( ) iTp? ,Tﬁkz
= ——exp| — —zi)— —iT—
o 2mh P hp s 2mh 8m
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Ty dcos(@ )dy,
xe ! N—)Oo/l_[

n=I1

N+1 .

Lo
1 n—1

/ i / i Cco :
X l_[ (cos %e*i“’" sin %"e’i“’" ) Ray(p, tn) 9,2 , (29)
n=l1 Sin "2 1 e+2wn 1
where
1—ie(t(Aw— T=) 4+ 25 el
Ry(p. 1) = o iy . (0
1559 1+15( (Aw — )+2m)

At this stage, let us notice that the integration over 6, and ¢, can be done through two
methods,

3.1 First Method
The first one, which investigated in the previous work [33] where we have carried out the

integration over the angular variables as a perturbation series. For this let us integrate on the
angular variables 6, and ¢, , thus the propagator takes the following form

_Tre i iTp* . hk?
e I
cos e 5
iy ‘ 43 5
X(cos%eTf sin%fe T)R(va) 2 ! (B
sin %e 2
with
n=N+1
R(p.T)= lim (=" [T Rap.1). (32)

The arrow under the product symbol indicates the time ordering operation. We concentrate
on the evaluation of the matrix elements R;;(p, T). To this aim the matrix R(p, t,) is written
as a sum of a diagonal matrix and an off-diagonal matrix. To first order in ¢ we have

R(p, 1) = V% +ieK (n), (33)

where the off-diagonal matrix is given by

. 0 u(n)
K(n) = (u(n) 0 ) , (34)
with
o) = 1 Aw — ihy_> + kp and u(n) = = (35)
2 2 2m’ 27

let us pass to the calculation of produce matrix according to [11]
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N
l_[(e,igw(n)vz 4 ieK(”))
n=1

N
—e ! Z?]:l ew(j)oz 4 Z(ie)eii ZZIYH ew(k)oy K(l)eﬂ' le_l sw(k)o;

=1
N ol N -1 -1
+ Z Z(i{;‘)ze‘_lzll“ sw(k)ozK(ll)e—z le+1 aw(k)azK(lz)e—iZ] ew(k)o; 4.
h1=1h=1

N Li—=1h—1 INo2—=1Ily_1—1
1—14 N—2—lIN-1 N

n Z Z Z o Z Z (iS)Neii Y aw(k)azK(ll)e—i Zg: ew(k)azK(l2)

h=1h=1}=1 Iy—1=1 Iy=1

-1 IN—2—1 cIN-1-1 LIyl
e—l ZI3+1 cw(k)o; o e*l Z’N—J‘H ew(k)o; K(lel)eil ZINH ew(k)oy K(lN)eil ZlN co(k)o; '

X
(36)
Taking the limit N — +o0 of (36) leads to
. T T T o . 8]
R(p, T) — eftfo dsw(p,s)o; + l/ dslefl ./_yl dsa’(PvY)(TzK(sl)eft fO dsw(p,s)o;
0
) T S1 71.[T dso(p,5)o; . 8] dso(
+ (@) / ds / dsye” I POPITK (51)e7 B B0 0% K (55)
0 0
T S1 52 SN—1 T, )
FR (i)N/ ds, / dSQ/ dsz-- / dSNeilfSl dsw(p.A)azK(S])
0 0 0 0
x e—if:zl a'sw(p,s)azK(sz) . K(SN_l)eii IYIC/_I dsw(p,s)o;
x K(SN)e—if(;N dsw(p,s)o; 4. (37)

a simple calculation shows us that the terms odd respectively even are the element antidiag-
onaux respectively diagonal of R.

. T ° T S1 52 S2n—1
Ri(p,T) = 7o dor 1 % 7 jon / dsi f ds / dss - / ds
= 0 0 0 0

_. T . 8]
e lf” dsw(p’S)u(P(S]), S1)€+l f52 dxzu(p,.v)u(p(sz)7 52)
- S2n— s 2n g
xR0y (s, ) 0 0 (38)
and

T —i T sw s
Ria(p.T) =i / dsie” P (s, 51) Roa (psi) 1) (39)
0

Rn(p,T)=R},(p,T),
Ro(p, T)=—R},(p, T).

(40)
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For instance

* o\ T 51 Sm—1 A
Riu(p,T)= |:1 + Z(l;) / e ds, / e g, . / e_’ASZ”dsz,,]e_'T,

= 0 0 0

41)
with
A =2w(n,s), 42)
Aw iy_-  kp
Let us put
© o\ T s1 Sm—1

FO, T)= Z(l _) / ezAs1dS1 / e_’AszdSZ . / e~ A dsa, (44)

= 2 0 0 0

The evaluation of this multiple integral which has the form of a repeated convolution prod-
uct, proceeds by taking the Laplace transform of all functions with respect to the time dif-
ferences in their arguments and using the convolution theorem of Laplace transform [11].
The result is

~ oo 1A —2%/4 7"
F(0,q) =/ dTe T F(0,T)dT = — 2[7] (45)
0 “—lalg—id)
the sum over N is carried out with the result
~ qg—iA 1
Fo.gp=—"——"— - (46)
qlq—id)+5 4
. . . i) . . . .
this result is valid for | 7 (qil. &y |< 1. We notice that is possible to get a contour of the in-

verse Laplace integration where the condition above is verified. Taking the inverse Laplace
transform we obtain for the element R;;(p, T) the expression

) in o, o A2 2?2
R“(p,T):cos(QT)—ﬁsm(SZT), with 2’ = T+T 47)

Following the same method of calculations, the remaining elements are calculated and listed
below

i .,
Ri(p,T) = o sin(22'T), (48)
i
Ry(p,T) = o sin(22'T), (49)
Rop(p, T) = cos(2'T) + 2’—3 sin(2'T). (50)

Substitutions this result in (31) the propagator takes finally the from:
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T d iTp* ihk*T i
. p Lrp l
K(fisT)y=| sexp|—5— — =z —z
(i) /,Oo 2nheXp|: 2mh 8m +hp(zf Z)]
cos & ’%
iy iy EX4
X(cos%feg sin%e*Q)R(PvT) o 2 P E (5D
sin 7 exp(+")
with
cos(2'T) — 42, sin(2'T) — 12 §in(2'T)
R(p,T)= o 2 R IR € 7))
— 307 Sin(§2'T) cos(£2'T) + 557 sin(2'T)

Now we come back to the old angulars variables (6, ¢). So, the exact expression of the
propagator concerning to our problem is the following

o d iTp* ihk*T i Ty
. P LLp l _ Iy
K(f,i;T)= — - - . —Zi 4
(i) /;OO 27theXp[ 2mh 8m + hp(zf ¢ )]e
cos & e‘i%
: (cos %few% sin %fe*w% ) S(p.T) ; w | (53)
sin3et 2
Where the elements of matrix S(p, T) is given by:
, in o, _Try i
Siu(p,T) = |:c0s.Q T — ﬁsmﬂ Ti|e T exp E(sz —w, T —kz;), 54
, iA , _Tyy i
S»n(p,T) = |:cos.Q T + Yol sin £2 Ti|e i exp—i(kz_f —w, T —kz;), (55)
2 . o _Tre i
Sio(p, T) = —=—=sin2'Te” 4 exp = (kzy — o T + kz;), (56)
282 2
i2 . Lo _Tre i
SZI(p,T)=—ﬁ sin2'Te” 74 exp—i(sz—wLT—i—kz,-). 57

The angles 6, ¢ are allowed to vary only in the limited domains [0, 2] and [0, 47]. Our
propagator is the following:

+00
K(fii;T)= Y K(zs.0p+2n7,2i, 0 +4nw, 6,03 T)
n=—oo
=K(zs,827,2;,82i;T) (58)

It is an expression for the propagator in the spin coherent state representation.
3.2 Second Method
In this second one we would like to apply the method in which we will introduce some
transformation in order to simplify the form of the matrix R,(p, t,). For this aim, let us first

take the following shift.

hk
p=>r+ (59)
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the propagator takes the adequate form

K(ey. 220 2 T)

T dp i hk iTp* Ae,, Tyy
= et = —z)— T e+
/,oo 2h p[h( 2)(Zf S T ]e
, N+1

. dcos(@ )dy,, i ;
x lim 1_[ l_[ (cos bnot39n  gin Y= 29 )
N—00 2 2

n=1

Cco ”2_ n—1
xR (76T, (60)
n_ 2%n—-1

sSin TE

where

Re(pt) =1 —i 1 A ihy_ +Aep 94 d
n)—1— Py - - S 9x|» n
3P 25T 2n PR

(p+hk)*  p*
2m 2m

(61)
Ae

)

P=

then we introduce new angular variables via a unitary transformation defined by

iy 0, _iy’
cos%”e 29n ;ap [ cOs e 20n
— 70y
s O +L¢7/ =e? .6 +£ (62)
sin 3-e* 2% sin Je fon

The role of this unitary transformation is to diagonalize the matrix R3(p, ,,). Where we have
put
h§2
sina = _ (63)
\/(m)z +(hhw — B4 Ae, )

then the propagator take the form

e dp i hik iTp?>  Ae, Tys
= — — —z)— —— —i—LT|e 7
/_oo 2h Xp[h( 2>(Zf R T ]e
L, N+1

d 0/)d i
X lim /1_[ COS( ¢’ (cos On 59" sin%e‘iW)

N—00

0’ i
cos -te™ 2%

X R4(P» tn) o' i ) (64)
sin 2L e*2¥

where

; ihy_
Ry(p. 1) = e~ dey 0P 00Ty, (©5)
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Now it is suitable to introduce the following transformation in spin coherent space

P

o _i, o _i
COS Le 2% y B Ty 2 CcoS e~ 2%
( 2 :eftﬁ\/(ﬁﬂ) +(hAme+Aep) oy 2 (66)

.0 i n " pom
sin 2e* 2% sin %e%%
then the propagator take the form

K(ey 2.2 2 T)

e dp j hk iTp? Ae Ty.

i p . p _Try

— - —|p+ — F— 7)) — —— — — 7 s
/, ZnHeXp[h< 2 >(Zj %) 2mh ' 2n :|e

o0
N " m N4+1
li dCOS(@n )dgﬂ ( 9” L " 9” i
x lim [ [[—2——1]] O ythe” in O p—he
N—> o0 1 27T 1 CoS > e sin > e
n= n=

" s

)
cos "z‘le"i"’

(67)

which is simply

dp i hk iTp*>  Ae, | _mrn
K(zp 22, Q5T)= | —exp| o (p+ 5 )@ —2) — oop —i=LT e 8
(e, 2520 253 T) /_w 2nheXp[h<p+ 2 )(Zf W omn o T

" n

o iy
” . ” . Ccos 7e 29
I (68)

o i
sin je*é“’i

07 iy o i
X \cos Le2%  sinLe 2%

Now we come back to the old angular variables (6, ¢). So, the exact expression of the
propagator concerning to our problem is the following

o d iTp? ihk*T i Ty
. p iTp* i 1
K(f,i;T)= ——exp| — — —pzr—2z 4
(/-5 1) /_oo 2h p[ ok sm TP Z)}e
o W1 . e, i cos e~
< (cose™® sineF)S.D| 2] ©9)
sine" 2

Where the elements of matrix S(p, T) is given by (54)—(57).

4 The Wave Functions

Let us now eliminate the coherent states by computing the transition amplitude between the
proper states of the spin. We take an example of the matrix element

Kyt (zpzis T) = (1 [K (2, 23 T 1) (70)

With the help of the completeness relations, this amplitude becomes
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1 1
K (zp z2i5T) = Efdcos(@_/-)dgofg/dcos(@,«)dq)i
X (M 827)K (zy, 827, 2i, §2i; T2 1) (71)

If we fix the initial state of the atom as |m;) = | 1), and the final state as [m ) = | 1), we
obtain

6 i 0, i
(1 1825) = cos Efe’i‘pf, and (£2;] 1) =cos EeJr?“”'. (72)

Substituting (72) in (71) and integrating over polar coordinates, (71) takes the following
form

too iTp? Ae
P 2% ]S”. (73)

dp i
K ziy T) = 57 SXp| = —z)— 5 —i—T
mzf i T) /_Oo - xp[hp(Zf %) i " o
In the same manner, we proceed for the remaining elements. The result takes the following
matrix form
iTp?> A
=P 'ﬁT]S(T), (74)

2mh T omh ' on

K(zf,2i5T) = ——exp| =p(zy — zi)
oo h
which coincide with those obtained in [28] using fermionic coherent states path integral.
From this propagator, the atom state at time 7 is deduced from the initial state via the
evolution equation

+00
- / K (. y: T (. 0)dy. (75)

1 T
W(z,T):( 1(z, ))

¥ (z,T)

The same physical features can thus be obtained as has been done in [25] and in the case
with out damping [26].

5 Conclusion

We have given an exact treatment using the path-integral formalism to the problem of the
two-level atom in interaction with an electromagnetic wave. Thanks to the two variables
(@, ¢) replacing the spin, the propagator has been written, first in the conventional form
f D(path) exp %S (path), then determined exactly through two methods, we see that the sec-
ond method is very simple than the first method [33]. Thus the wave function has been
deduced via the evolution equation. Our results through the path-integral approach are in
accordance with those obtained in [25].

Finally let us note that the expression (74) has the form meh exp(i S(path)/h) where
the sum runs over all classical paths (parameterized here by the momentum). This form,
remarkable for this problem, shows that a traditional semi-treatment can lead to an exact
result.
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Abstract. The spin coherent state path integral describing the dynamics of a two-level system
interacting with electromagnetic wave of circular polarization is considered. The propagator is
first written in the standard form by replacing the spin by a unit vector aligned along the polar
and azimuthal directions. Then it is determined exactly using perturbation methods. Thus, the
exact energy spectra with corresponding wave functions are deduced.

1. Introduction

The applications of path-integral formalism have widely increased since a large class of potentials
had been resolved [1]. However it is known that the most relativistic interactions are those where
the spin, which is a very useful and very important notion in physics, is taken into account. In the
framework of non-relativistic theory the phenomena of spin is automatically introduced by the
Pauli equation which contains the Schrédinger Hamiltonian and a spin-field interaction. This
motivates the research into the solvable Pauli equations which is inevitably useful in applied
physics. For instance a well-known example of its direct application is the time-dependent field
acting on an atom with two levels whose time-evolution is controlled by the Pauli-type equation.
The solution for this equation has made clear the associated transition amplitudes [2]. This and
similar [3, 4] types of interaction aside, there are little analytical and exact computations which
treat the time-dependent spin-field interaction. Furthermore, if one replaces the time dependence
of the exterior field by a space-time dependence or by only space dependence this becomes even
more restrictive [5, 6, 7, 8, 9, 10].

Moreover, the problem becomes nearly unsolvable if we try to build these solutions by the
path integral formalism because the spin is a discrete quantity. The difficulty here is associated
to the fact that the path integral lacks some classical ideas such as trajectories and up to now
one does not know how to deal with this kind of technique in this important case. Thus some
effort has been made to find a partial solution using the Schwinger’s model of spin and some
explicit computations are then carried out [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17].

A different model for spin is the use of the spin coherent state path integral which turns
out to be helpful in visualizing the quantum dynamics in terms of classical ideas, and to our
knowledge few explicit and semiclassical calculations are carried out [18, 19, 20]. If on the
other hand the time-dependence of the exterior field is replaced by space-time dependence or

Content from this work may be used under the terms of the Creative Commons Attribution 3.0 licence. Any further distribution
BY of this work must maintain attribution to the author(s) and the title of the work, journal citation and DOI.
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space dependence, to our knowledge, the exact solution in these cases using spin coherent state
path integral are very rare [21, 22, 23, 24]. The aim of this paper is to give an attempt for
the case below where we present an explicit spin coherent state path integral. For this reason
we are devoted to this type of interaction by considering a problem which has recently been
treated according to usual quantum mechanics [25]. It acts on an atom which has two levels
and which interacts with electromagnetic wave of circular polarization. The same problem has
been considered with damping in ref. [26].

The purpose of this article is to deal with the same problem using the formalism of spin
coherent path integral. The two-level atom with a mass m and an angular frequency w has
a dipole moment D. The electromagnetic wave has wave vector k and angular frequency wy,
propagating along the z-axis, and is described by the electric field

E = (Acos(wpt — kz), —Asin(wrt — kz),0), (1)

where A is the amplitude of E. The dynamics of the atom in interaction with the electromagnetic
wave is described by the following Hamiltonian:

2 .
P 1 th (v 0

H="—+ -lTwo, — — V, 2
2m+2 7 2(0 72>+ @)

where

e the first term represents the kinetic energy associated with the center—of-mass momentum
along the z-direction,

e the second and the third terms describe the internal movement of the atom with, v; = %
and g = %2, being the lifetimes of the two atomic levels,

e V is the interaction energy between the atom and electromagnetic wave represented in the
dipole approximation by

3)

_1 —i(wrt—kz)
V — -DE — < 0 5 hQde L > ’

—%thi(th_kz) 0

where DA = %hQ.

The Hamiltonian related to our problem has the following form

H = Ho+ Hipt

2
P 1
= _— —h —
2m+2 (w

(58 e ()0 (L)

are the usual Pauli matrices.

Considering this problem by the path integral approach, our motivation is the following. We
show that for interaction with the coupling of spin-field type, the propagator is first written
in the standard form }_ .., exp (iS (path) /h), where S is the action that describes the system,
and the discrete variable relative to spin being inserted as the (continuous) path using spin
coherent states. With this approach, the formulation that uses the concept of trajectory is more
suitable for a discussion of the semiclassical case which is based on the determination of classical

thry_
2

" 1 ' 1 .
Yo, — 1 Z+I B §th—z(th7kz)o,+ _ ithl(thsz)O'—- (4)

where
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paths. Then we show that for this interaction, the propagator is exactly calculable and the wave
functions and the energy spectrum can be extracted.

We note that this problem has been recently studied using fermionic coherent state path
integral [27, 28], where the authors use the Schulman-Langhlin procedure to estimate and replace
the (Azn)2 terms present in the action by ich/m, which is translated into an effective potential.
In contrary, in this article, we avoid this procedure and the effective potential naturally arises in
the calculation, which is also another motivation for using the spin coherent state path integral
formalism. The difference between the two approaches stems simply from the difference between
the two distinct coherent states.

Our paper is organized as follows. In the next section we give some notation and the spin
coherent state path integral for spin % system for our further computations. In section 3, after
setting up a path integral formalism for the propagator, we perform the direct calculations.
To integrate over the variable of the exterior motion we introduce a particular rotation in spin-
coherent state space which eliminates the phase of the electromagnetic field, then we linearise the
kinetic energy term using the phase space. Consequently the effective potential ich/m naturally
arises, and then we integrate over z. Accordingly, the integration over the spin variables is easy
to carry out and the result is given as a perturbation series. These are summed up exactly and
the explicit result of the propagator is directly computed and the wave function is then deduced.
Finally, in section 4, we present our conclusions.

2. Path-integral Formulation
There are several ways to represent the spin in the path integral formalism [29, 30, 31]. We
use the simplest way [32, 19] which consists of:

e replacing o by a unit vector n directed along (6, ¢),

e associating a coherent state |Q2)
) =10, 9) = e |1) (6)

obtained from two rotations of the angles # and ¢ around z and y axes over the state |1},
and whose scalar product and projector are respectively:

/ X / .
Q] Q') = cos g cos %€%(¢,¢/) + sin g sin %e*é(ww”), (7)
1
27r/dcos(@)dgp |2) (2 =1 (8)

We label by z the real variable that describes the atom position, with the corresponding
projector

1 eldz =1, )
and (0, ¢) the polar variables generating the dynamics of the spin.

The transition amplitude from the initial state |z;, 0;, ;) at t; = 0 to the final state |z¢,0¢, py)
at ty =T is given by the matrix elements of the time evolution operator

.7
7
K (zp,Qp,2,Q0;T) = (z5,07,05 | Tp GXP(—h/O Hdt) | z;,0;, i), (10)

where Tp is Dyson’s time ordering symbol.
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Discretizing the time ¢ = T'/(N + 1), using the Trotter formula and inserting N-times the
resolution of unity (8) and (9) between each pair of the evolution operator at time e, we obtain
the discretized form of the transition amplitude

N+1
K (Zfa qu Ziy Qza T) = Nh_H)loo(m/27T'lh5 / H dZn g
xexp i (20— 20-1)” K* (@7, Q7). (11)
with
dcos dcpn
K (€7, 0:5T) = Ngnm/ H
N+1
X H n | Qn—1) —ic (| Hint |Qn-1)] , (12)
where
ZEN+1 = Zf, QN+1 = Qf and 20 = %4, QO = Ql (13)
It is easy to find that the following matrix elements:
0 0 i 0 . 0 _i
Qo |V) = co8 5 €08 o eTale=¢) _ smism 5¢ —3le—e 0, (14)
(Qoy|Q) = cos b sin 9—,e+%(¢+@/) (15)
2 2 ’
/ .
_|) = sin 5 s %6_%(¢+¢)’)7 (16)

and the propagator related to our problem (11) takes the form of Feynman path integral
K = /Dpath exp(iAction), (17)

which means in our case:

N+1 .
K (27,9, 2,Q05T) = hm (m/2mihe)2 / H dzn H exp — 2h Zn Zn—1)2

N n=N+1
d cos(0y,)dey, Q| Hing |Qn—1)
dcos(On)dpn log < Q1) — .a
S exp{ I )

Having obtained the conventional form it remains to integrate it in order to extract the
interesting physical properties. We thus proceed to the calculation of K (z¢,Qy, 2;, Q5 T').

3. The calculation of the propagator
We note that (18) can be rewritten in the form

N+1
K (:4.0p,2.9:7) = lim_(m/2mihe) ¥ / H aza [
n=1
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Tyy m dcos n)d
xe 4 eXp o (2n — 2n—1)® lim /H Jdeon

N—o

N+1 0, ;1 _i
.o i cos—”Qle 2¥n—1
X H cos "e +3¢n sin gte 397 ) R(zp, tn) N N N ,

with

-1 thy— 10 ,—i(wptn—Fk
1 —ies (w— 2) ic5Sde dwrtn=kzn))

R(zp,tn) = ‘ |
ns ln Z-g%QeZ(thnfl—k;znq) 1+ i{—:% (w . zh;_)

To integrate it is necessary to first eliminate the inconvenient terms e~ (wrtn—kzn)
¢@rtn—1=kzn—1) with the help of the following change of variable:

Pn = 80;1 +wrt, — kzp.

Then, the measure

ﬁ d cos(0y,)dpn, ﬁ d cos(0y,)dy!,

27 2
n=1
remains unchanged. The expression (19) becomes
N N+1
K (zf,Q'f,zi,Q;;T) = Nlinoo(m/tha 2/ H dzn H
n=1

_ Ty im dcos n)d
xe 14 exp2h (zn — Zn— 12 hm /H (P"

N+1 Op—1 —iy
. iy co
X H ( cos &e +3¢n sin G~ 2%n )Rl(zn,tn) . 921 o+ ,
sin ~“5+e 3%

where

k .
1—ies (Aw — m%) —igAzn ze%Q

§ "
ze%Q 1+ ie= (Aw — %) etisAzn

Rl(Zn, tn) =

and Aw = w — wy,
Then we use the following identity:

tood —i ) h
— — —pn | Az £ —k
/OO orh P [thpn T RP < = om >]

m Ae g
omich 2sh n E 2m '

(19)

(20)

and

(21)

(22)

(23)

(24)



2012 iCAST: Contemporary Mathematics, Mathematical Physics and their Applications IOP Publishing
Journal of Physics: Conference Series 435 (2013) 012025 doi:10.1088/1742-6596/435/1/012025

Thus the propagator (23) can be rewritten as:

+oo "= N n=N+1

/ /. . +oo dpn
K(z]c,Qf,zl-,Qi,T) = thoo 3 | | dzp, | | gy
Xt € 1 d cos(# dgo Rt
E /‘ — 2 . 2 | | GAB\Un )% n | |
X exp 2 |:27’nhpn + ﬁpnAZn — Z*k :| thoo/ 11

0 _, o
r L e iy Cos”—‘e_i n-1
X ( cos 67”6"'5“’" sin %”e 2%n )RQ(ZTZut’n> ( 2 i > ) (26)

sin —9”2’1 et2¥n-1

where

1—ie(3 (Aw — m;,) + ouk) ie1Q

Ro(pn,tn) = is%Q 1 +26( (Aw o sz ) + pnk>

(27)

By integrating over the N variables z,, we clearly get Dirac functions § (p) which reflects the
conservation of the atom impulsion during the movement, i.e:

Hence the propagator (25) takes the following form

+o00 d ; iT 2 hk2
D 1 I'p )
K (Zf,Q},Zi,Q;;T) = /_Oo o CXP [hp(zf —z) — o ZTSm]
N
« lim / H d cos(6y,)dy),
N—co 2
n=1
phe ; cos In=t o= 53¢
% n sen gin e 5%h )R Jt 2 , 29
H ( cos etz sin 5+e 2 2(p n) sina"zl +2% ) ( )
where
1—1e <% (Aw — mg,> + %) 2‘5%9
R2(pa tn) = .1 . (1 ihy— pk (30)
52 1+ze(§<Aw— 5 )—1-%)
let us integrate on the anguler variables 0,et ¢/,
the propagateur takes the following form
Ty [T dp i sz hk?
T = 1 — — — 2z —iT—
i)
ip iap, COS e 2
><(cos Se 2 s1n%e -+ )R( ,T) ' 29_ i (31)
sl e 2
with
. N N+1
N—>oo {_
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The arrow under the product symbol indicates the time ordering operation. We concentrate on
the evaluation of the matrix elements R;j (p,T"). To this aim the matrix R (p,t,) is written as
a sum of a diagonal matrix and an off-diagonal matrix. To first order in £ we have

R(p, tn) = e =W 4 e K (n),

where the off-diagonal matrix is given by

with . " L N
w(n) = 5 <Aw ! ;_> + %, and  u(n) = 9 (34)
let us pass to the calculation of produce matrix according to [11]
N
H( —iew(n)o +Z€K( ))
n=
_ e_ZJZ ew(j)o n lgl(ig)e—llflew(k) 0) —i ¥ ew(k)o
N -1 LS ew(k) 5 ) not
1— —i ew(k)o, —i ew(k)o, i k)os
+ B ()% 1TV R 1w T R (et T e
l1=1l2=1
N 1—1
N li—1llp—1 In—2—1ln_1—-1 N 2 ew(k)os —i E ew(k)o=
2% Y..n % (ig)Ne uh K(e =7 K(l)
l1=1l2=1l3=1 In_1=1 In=1
lo—1 ) ‘ZNE]Z_I ) ZN_2171 *) Iny—1
—1 X ew(k)oy —1 ew(k)o, —1 cew(k)o, i
e ot e WU G e vk K(y)e ' T M7= (35

Taking the limit N — 400 of (36) leads to

T
R(p, T) _ e—z fo dsw(p,s)os + Z/ dsle—zf dsw(p, s)azK(sl)e_i j‘osl dsw(p,s)o-
0

T . s
2 / dsy / dSQ@iZ‘[ dsw(p,s )UZK(Sl)eiz fs21 dsw(p,s)o‘ZK(S2)
0 0

T SN—-1 . T
N/ dsl/ d82/ d83.../ dsNe_ZfSl dsw(p’s)gzK(sl)
0 0 0 0

w e e dPRos gy K (sy_p)e N PR pe g i i dswlps)os 4 (36)

a simple calculation shows us that the terms odd respectively even are the element
antidiagonaux respectitively diagonal of R.

S2n—1
R11(p, T) = f dse(p,s) + Z Z2n/ dsl/ dSQ/ dss.. / dSop X

e By 51, 1) T By (), 55)

s e e TPy (50, o) 0P dsw(Ps) (37)
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T —i [T dsw(p,s)
Ris(p,T) = i / dsre” o Py p(s1). 1) R (p(1), 1), (38)
0
R22 (p7 T) = RTl (p7 T)? (39)
Ro1(p,T) = —Riy(pT).
For instance
Ri1(p,T) =
© 0O T s1 San—1 .
[1—1— by (2)2”/ eZAsldsl/ G_ZASQdSQ.../ e A g, e_z%, (40)
n=1" 2" Jo 0 0
with
A = 2w(n,s). (41)

Aw iv—  kp
winis) = 5 =t o,

4. Summation of the perturbation series
Let us put

S Q 2n r 1Asq o —1As9 fan—t —iASsan
F(O’T>:n§1(25) ; e"*dsy ; e dsa... ; e dsan,

The evaluation of this multiple integral which has the form of a repeated convolution product,
proceeds by taking the Laplace transform of all functions with respect to the time differences in
their arguments and using the convolution theorem of Laplace transform [11]. The result is

~ +00 1 oo _QZ 4 n
F(0,q) = / dTe T F(0,T)dT = .= % [/]
0 qn=1q(q —iA)
the sum over N is carried out with the result
- — 1A 1
qlg —iA) +°5 4

-Q\2
this result is valid for | q((;Ei)A) |< 1.We notice that is possible to get a contour of the inverse

Laplace integration where the condition above is verified. Taking the inverse Laplace transform
we obtain for the element R11(p,T") the expression

— cos(T) — 2 Gniey ith o =A%
Ri1(p,T) = cos(Q'T) 5y sin(Q'T), with Q' = T T
Following the same method of calculations, the remaining elements are calculated and listed
below

a0

Ria(p,T) = %sm(Q'T), (43)
o

Ru(p.T) = 5 sin(@T), (44)

Ros(pT) = cos(T) + -2 sin(/T), (45)

20V
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Substituting this result in the equation (31) the propagator takes finally the from:

oo g Tp?  ihk2T i
KT = [ e |- - BT Lty - )

oo 2Th 2mh 8m
i i cos @e_%
x ( cos & e ot sin %fe*Tf )R(p, T) .0 2 i ) (46)
sin 3 exp(+-5*)
o () — 3 sn(@T) (©'7)
_ COSQT—WSIHQT 2Q,st
Rp,T) = ( — 2L sin(Q'T) cos(VT) + L5 sin(Q'T) (47)

Now we come back to the old angailars variables (6, ¢). So, the exact expression of the propagator
concerning to our problem is the following

oo g Tp?  ihk*T i T
K(f,;T) = / —pexp [—1 P _t +Zp(2f—2'i):| e_%

oo 2mh 2mh 8m h
, , 0, i
. 0 Pf . 2] 7“’4 COS 226 2
( cose 2 sin-fe 2 )S(paT) < sin Yie i ) ) (48)
Where the elements of matrix S(p,T’) is given by:
1A Ty
Si(p,T) = |cosQ'T — 20 sin QT 1 exp - (k:Zf —wiT — kz;), (49)
I (AN I 7TW+ ]
Soa(p, T) = |cosQ'T + 20 sin Q'T T exp —f(sz —wrT — kz;), (50)
Q) T
Si2(p, T) = T sinQVTe™ "7 exp — (k‘z]c —wrT + kz;), (51)
i)
So1(p, T) = —% sinQ'Te” T+exp—§(k:z}c —wrT + kz;). (52)

The angles 0, ¢ are allowed to vary only in the limited domains [0,27] and [0,4n]. Our
propagator is the following:

“+oo
K(f,;;T) = Z K (25,0 + 2nm, 25, o5 + 4nm, 05,04 7T)
n=—0o0
= K(Zf,Qf,Zi,Qi;T) (53)

It is an expression for the propagator in the spin coherent state representation.

5. The wave functions
Let us now eliminate the coherent states by computing the transition amplitude between the
proper states of the spin. We take an example of the matrix element

Kyp(zp, 2 T) = (1 |K (2, 25 T)| 1) (54)

With the help of the completeness relations, this amplitude becomes

1 1
K (zf,255T) = 27T/dcos(ef)dgof%/dcos(ﬂi)dcpi
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X (P Qf) K (27, Qp, 2, Q5 T) (] 1) (55)

If we fix the initial state of the atom as |m;) = [1), and the final state as |ms) = |1), we obtain
O _i O i,
(1 192¢) = cos o€ 2%/, and (Q] 1) = cos 2¢ 2%, (56)

Substituting (56) in (55) and integrating over polar coordinates, (55) takes the following form

+oo ZTp2 ,Aep :| Sll, (57)

D 1
K LT — et - _ ) — _
TT(Z]%Z’M ) /OO 27Th eXp |:hp(zf Z’L) th ¢ 2h
In the same manner, we proceed for the remaining elements. The result takes the following
matrix form

T dp i iTp>  Ae
K (zf,2;T) = / %exp [hp(z}c —z) — of 22—; } S(T), (58)

—0o0

which coincide with those obtained in [28] using fermionic coherent states path integral.
From this propagator, the atom state at time 7' is deduced from the initial state via the
evolution equation

_ \1’1 (Za T) _ oo .
U(z,T)= < Uy(z.T) > =/ K(z,y;T)¥(y,0)dy. (59)
The same physical features can thus be reobtained as has been done in [25] and in the case with
out damping done in [26].

6. Conclusion
We have given an exact treatment using the path-integral formalism to the problem of the
two-level atom in interaction with an electromagnetic wave. Thanks to the two variables
(0, ) replacing the spin, the propagator has been written, first in the conventional form
[ D(path) exp £ S(path), then determined with exactitude. Thus the wave function has been
deduced via the evolution equation. Our results through the path-integral approach are in
accordance with those obtained in [25].

Finally let us note that the expression (58) has the form 3, exp (iS (path) /h) where the
sum runs over all classical paths (parameterized here by the momentum). This form, remarkable
for this problem, shows that a traditional semi-treatment can lead to an exact result.
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Résumeé :

Le but de cette thése est d’appliqué la théorie des intégrales du chemin de Feynman pour deux problémes de la mécanique
quantique :

A. Atome a deux niveaux instables en interaction avec une onde Electromagnétique de polarisation circulaire
B. Le modéle de Jaynes Cummings pseudo-hermétique en présence de 'effet de Kerr non linéaire.

Pour traiter les problémes il faut se baser sur quelque point :

i
I’amplitude de transition qui a été exprimée d’abord sous la forme standard ID( path)exp % S( path)ou’ S est leffet qui

explique le systéme.

> -Remplacer G par vecteur unitaire 7 dirigé selon (9,g0).

» utilisé la théorie de perturbation et la transformation de Laplace et la théorie de résidu pour trouver la solution exacte.
>  Les transformations au niveau des angles (9, gD) .
>

Utilisation de la définition de la limite de somation de suite géométrique pour calculer R(p,T') .

Apreés I’application de la théorie des intégrales du chemin de Feynman pour les problémes, les résultats trouvés sont aussi en bon
accord avec ceux donnés par d’autres auteurs pour résoudre 1'équation de Schrédinger.

Mots clés: Intégral de chemins, les états cohérents, les fonctions d’onde, Méthodes analytiques fonctionnelles.

Abstract:
The goal of this thesis is applied the theory of the path integral of way of Feynman for two problems of quantum mechanics:
» Exact Spin Coherent State Path Integral for a Damped
Two-Level Atom in an Electromagnetic Wave.
» the spin coherent state path integral for jaynes-cummings model with a pseudo hermitian hamiltonian and nonlinear kerr
To deal with the problems it is necessary based on some point:

i
the amplitude of transition which was expressed initially under A forms standard I D( path)exp % S( path) .S is the action explains

the system.

Toreplace & by unit vector 7 directed according to (9, gD).
e Used the convolution theorem and the transformation of Laplace and the theorem of residue to find the solution exact.
e  Transformations on the angles (9, gD).

e Used the definition of the limit of geometrical acquired characteristic of continuation to calculate R(p,T) .
After the theory of the integral of way of Feynman for the problems are applied authors in resolving the equation of Schrodinger.

Keywords: Path integral of ways, coherent states, wave of functions, functional analytical methods.
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