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Introduction générale

En 1933, Dirac a considéré que la formulation lagrangienne est plus fondamentale que la formulation
hamiltonienne. Il est arrivé & la conclusion que le propagateur de la mécanique quantique est analogue
a exp [%S] ou S est P'action classique évaluée le long du chemin classique [1]. En 1948, Feynman a déve-
loppé la suggestion de Dirac et a réussi a dériver une troisiéme formulation de la mécanique quantique
appelée formulation des intégrales de chemins [2]. Le coeur de cette formulation est le propagateur qui
contient toutes les informations du systéme physique.

Depuis l'introduction des transformations spatio-temporelles dans ce formalisme [3 — 42], et surtout
les corrections purment quantiques [43], une classe de potentiels sans spin a été soulitionnée [44], ce-
pendant malgré le succés apparent de cette formulation théorique, du point de vue pratique il subsiste
certaines difficultés comme 1’obtention de solutions de certains problémes solubles par I’équation de
Schrodinger.

Par ailleurs en mécanique quantique, il existe d’autres phénomeénes physiques qui ne peuvent étre
expliquées de maniére acceptable qu’aprés introduction de I’entité fondamentale qui est représentée par
le spin.

Cette catégorie de phénomeénes peut étre cependant décrite correctement par l'intermédiaire de
I’équation de Pauli qui n’est qu’un prolongement de 1’équation de Schrodinger par un terme additif da
au couplage du spin avec le champ. Il est ainsi utile pour la physique appliquée d’avoir une classe de
problémes solubles de cette équation de Pauli. Par exemple, la classe connue de champs en rotation,
dépendante du temps et interagissant avec un atome avec deux niveaux ot les probabilités de transition
[45] ont des expressions analytiques sont d’un intéret particulier.

Le probléeme du spin dont la difficulté principale réside dans le fait que cette grandeur physique
n’a pas d’analogue classique. Sa nature exclusivement discréte rend sa description difficile au moyen de
chemins qui par essence sont continue.

Des modeles a cet effet, ont été élaborés, comme le modéle bosonique ou fermionique de Schwinger



[46 — 48], et surtout 'introduction de variables anticommutantes dites de Grassmann et les variables
angulaires [49 — 52] ont permis de contourner cette difficulté. Du point de vue pédagogique, des solu-
tions pour des interactions combinant le spin et d’autre variables par I’équation de Schrédinger peuvent
étre trouvées dans des livres de mécanique quantique usuels. Par le formalisme des intégrales de che-
mins, il n’y a que quelques interactions de ce type qui ont été traités [53 — 60] en utilisant le modele
fermionique ou bosonique de Schwinger. Mais il est rare de trouve un calcule explicite en utlisant la
représentation géométrique du spin [61 — 65]. Pour ce faire, I'espace des états cohérents angulaires
peut étre adéquat a cette étude (chapitre 2). Comme on va le voir & travers cette thése, I'utilisation des
états cohérents est parfois nécessaire pour le calcul du propagateur si 'on doit formuler suivant 1’idée
de Feynman & savoir une somme sur les chemins possibles, ces chemins étant affectés d’un poids c’est
a dire [ D(path)exp £S(path), avec S = [ Ldt c’est Paction du systeme.

Le présent these illustre le formalisme des intégrales de chemins dans la représentation des états co-
hérents angulaire en résolvant certains problémes importants de la mécanique quantique non-relativiste.
Tout d’abord, par leur variété, ils permettent d’acquérir une grande maitrise des techniques mathéma-
tiques indispensable & I’étude de la théorie quantique, dans le cadre des notions familiéres de la physique
classique. D’autre part, ils interviennent largement dans la solution des sujets modernes; il arrive sou-
vent que les représentations intégrales des problémes complexes se réduisent a celles de ces probléemes
¢élémentaires [66].

Dans le premier chapitre, nous présentons en premier lieu 'intégrale de chemin en representation
des états cohérents bosonique et angulaires.

Le probléme de la particule spinorielle et neutre & un moment magnétique en mouvement sous
l’action d‘une onde éléctromagnétique de polarisation circulaire [67] est traités dans le chapitre 2. Celui
de la particule en interaction avec la combinaison de 'oscillateur harmonique et d’'un champ magnétique
en rotation est traité dans le chapitre 3. Signalons que les calculs de ce chapitre et coincide avec ceux
obtenue par Merdaci et all [56] en utilisant le model fermionique de schwinger.

Lfinteraction d’un atome trés lourd de spin % ou systéme a deux états en interaction avec un champs



magnétiques dépendants du temps, fait I’'objet du chapitre 4.
Signalons que les calculs de ce chapitre ont été realises par T. Boudjedaa et all [54] et ceux de
larticle de M.J.Tahmasebi and Y.Sobouti [68] en utilisant la méthode de la classification.
Léextenstion de ce formalisme au systeme d‘ont 1‘hamiltonian et pseudo-hermitique [69] fait 1‘objet
du chapitre 5. Signalons aussi que les calculs de ce chapitre coincide avec l‘article de Y. Ben-Aryeh et

all [70] en utilisant la méthode algébrique.



Chapitre 1

Etats Cohérents de 1’oscillateur

harmonique et de moment angulaire

1.1 Introduction

Les états cohérents |z) de l'oscillateur harmonique ont été introduit pour la premiére fois par Schro-
dinger en 1926 en cherchant le minimum de la relation d’Heisenberg [71]. Ces états cohérents ont été
généralisés par perelomov [72] et leurs introductions dans le formalisme des intégrales de chemins au
moyen des états cohérents de type bosoniques ou fermioniques, et en fonctions des angles ont été faits
par divers auteurs comme Klauder [46], Ohniki et Kashiwa, [47] et Klauder respectevemet [49 — 52].

Les états cohérents sont utilisés dans les differents domaines de la physique particuliéremet en optique
quantique [73]. Par exemple le champ produit par un laser et décrit par un états cohérent bosonique.
Ils ont un nombre de propriétés intéressantes, et sont définis alternativement par :

i)états propres de l'opérateur d’annihilation a qui vérifient la relation de commutation [aT, a] =1

ii)sont crées a partir de I’état de vide |0) par 'opérateur unitaire dit de déplacement D

iii)états pour lesquels I'incertitude de Heisenberg est minimale.



1.2 Propriétés des états cohérents d’un oscillateur harmo-
nique

Considérons donc le probleme aux valeurs propres de l'opérateur de destruction a
alz) =z|z), (1.1)
ol z est un nomber complexe. I’adjoint de cette relation est
(z|a" = 2* (2]. (1.2)

Nous allons montrer I'existence des états |z) en les construisant explicitement. Pour cela, nous multi-
plions (1.1) par (n| état nombre :

(nla|z) = z(n|z). (1.3)

Par ailleurs, I’adjoint de la relation af |n) = v/n+1|n+1) et (n|a = v/n + 1 (n + 1|. Multipliant cette
égalité par |z) conduit a

(nlalz) =vn+1{n+1]z). (1.4)
En égalant les membres de droite des deux derniere égalités, nous obtenons

ZTZ

k==

nle) = —=

(0]z). (1.5)

En utilisant la décomposition de I'unité 1 = )" |n) (n|,on trouve

=S|y (n]2) =3 ﬁ n) (0]2), (1.6)



ce qui conduit a

n

(z12) = (013 =

n=0

) = 013 = g oy,

n!

—101RY EL o et (17)

n.

Puisque la norme est finie, sa valeur est arbitraire. Donc, nous faisons le chois
(0]2) = (2]0) = eT1/2, (18)

ce qui conduit & (z|z) = 1. De cette maniére, les états propres de opérateur de destruction a sont

univoquemet definis comme

2) = P2 Y \j—% In). (1.9)

n=0
On appelle états cohérents les états propre (1.9). L’expression (1.9) pour les 'état cohérent |z) résulte

de I'action d’un opérateur agissant sur le vide. Pour ce travail,nous partons de la propriété

t = 2" n
o)y = = (ah)"|0 1.10
0 =3 7= @10 (1.10)
Puisque a |[0) = 0]0), on peut remplacer |0) par e=*"¢ |0) sans rien modifier .Donc

—1zI% T
e |z] /2€zae z*a

0) = e 23 % n) = |2). (1.11)

n=0

Pour terminer cette dérivation, nous utilisons le théoréme :

€A€B — 6A+B+%[A,B]7 (112)
pour tout couple d’operateurs A et B qui commutent avec leur commutateur. Ce théoréme conduit au

résultat

|Z> — ezanz*a

0) = D ()]0}, (1.13)
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qui exprime d’une maniére compacte la relation entre le vide et un état cohérent en terme d’un opérateur

unitaire de déplacement D (z). L’opérateur D (z) vérifie les propreiétés suivantes

D (2)D'(2) = D' (2) D (2) = 1, D' (2) = D (—2), (1.14)
D)D) e (555 ) D+, (1.15)
d’ou
D (2)D () =exp (22" — 2*2') D (2) D (2) (1.16)
Il est facile de montrer que
la, D (2)] = 2D (2), [a', D (2)] = 2*D(z) , (1.17)
D' (2)aD (2) = a+ z, D' (2)a'D (2) = a' + 2%, (1.18)

pour cette raison, 'operateur D (z) est appelé opérateur de Déplacemet. Il reste une difficulté a sur
monter,c’est celle de vérifier que les états cohérents forment une base orthonormée. Nous allons démon-
trer dans cette section que les états cohérents forment une base, mais d’une nature assez particuliére
car elle n’est pas orthogonale. Nous allons aussi voir qu’il est parfaitement possible de travailler avec
une base qui ne bénéficie pas de cette propriété qui semble essentielle en mecanique quantique. Nous
savons déja que la definition (1.9) impliquent que les états cohérents sont normalisables, et nous avons

fait le choix (z|z) = 1. Considérons maintenant le produit scalaire de deux états cohérents

(z|2) = o~ (122 +121%) /2 Z % % (n|m)

0 £ N\
e L g A DR (1.19)
n:



et donc

(2 |2)[? = exp (—\z—z’\2>. (1.20)

Les états cohérents ne sont pas orthogonaux et ne peuvent donc pas former un ensemble de vecteurs
linéairement idépendants. Par contre, il a une propriété essenstielle qui reste vérifié, a savoir I’existence

d’une relation de fermuture ou décomposition de 'unité. Pour démontrer cela, nous avons

l N (s 2221 €—|z|200 (2)" (=)™ ) (ml d2=
eee=2 | > e oy )

1 0 +o0 27 )
_ = Z ‘n> <m| €—|z|2 |Z|Tl+m |Z| d |Z| / deez(m—n)e
0

on integre sur # on trouve

+00 5
o 5nm 2|t e 2 (1.21)

:Zw—

on pose = = |z|> d’ou
+oo

1 / ) |n) (m| m| _
— | |2) (2| d°z Z e dx
™ \/n'—

Z'” m| 70! fZ\n (1.22)

cette relation représente la relation de ferméture et tout état peut s’écrire dans la base des états

cohérents
o0 o0

wzz%mzzwﬁme:wwm

= [1 Gl @) oy

_ %/m (2]0) ) (%) d2z, (1.23)
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en utilisant la relation (1.8), ceci conduit a I’égalité

) = [ @) e ). (1.24)

7

En particulier, si [¢)) est I'état cohérent |z), on a

m
cn = e P22 (1.25)

va

¥ (z7) = ie"””%, (1.26)

et donc

1 2 (. .
#)=1 /dzze(m P2y (1.27)

Ainsi la base des états cohérents est surcompléte puisque tout vecteur de la base peut étre exprimé
comme une combinaison linéaire de tous les vecteurs de la base.
Etudions maintenant les propriétés physiques de ces états cohérents.

— La valeur moyenne du nombre de photons dans un états cohérent |z)

(ny = (z ‘a alz) = |z|*. (1.28)
— La valeur moyenne de n? dans ce méme états
(n?) = (2 ‘aTaaTa‘ 2y =(zld a'aa+d'alz) = |2|" + |2|* = (n)2 + (n). (1.29)
— La variance d'un état cohérent
An = (n?) — (n)? = (n). (1.30)

11



— La fluctuation du nombre de photons

fly= "L (1.31)

Cette propriété est fondamentale : plus 'intensité associe & un état cohérent est élevée, plus les
fluctuations outour de cette intensité sont petites. C’est de cette propriété que les états cohérents tirent
leur nom. C’est aussi par le biais de cette propriété qu’une relation peut étre établie entre les états
cohérents et le champ produit par un laser qui est en bonne premiére approximation dans un état
cohérent. La probabilité de trouver n photons dans I’état cohérent |z) est donnée par la distribution de
poison

P, =|(n|))? = el = " o, (1.32)

Pour terminer cette section, nous allons évaluer les valeurs moyennes de la position et de 'impulstion

dans I’état cohérent. Ces valeurs peuvent étre obtenus en exprimant X et P en fonction de a et a'

X:\/%@TJH;), P:z‘@(a*—a), (1.33)

par un calcul simple en trouve

(X), =(z|X|2) = \/;—Z(z—l—z*), (P), = (z|P|z) = iV2hmw (z — 2*), (1.34)

(X?), = % [(z+ 27 + 1], (P?), = - [1— (2= 2%, (1.35)
et donc
AX, = ;—Z AX, = % (1.36)
On note que AX.AP prend sa valeur minimale :
AX.AP, — g (1.37)

12



qui ce traduit par la relation

(z‘aTa|z> = (z’aﬂz)(z\a!z), (1.38)

pour les états |¢) # |z) qui différent des états cohérents l'incertitude de Heiesberg s’écrit

(¥ |afal¥) = (v ]al| ) (¢ |al ¥). (1.39)

1.3 Propagateur dans la base des états cohérents bosonique
L’amplitude de transition de I'états initial |2;) & Uinstant t = ¢; = 0 vers l’états final |z;) at =t; =T,

est définie par les éléments de matrice de 'operateur d’évolution du temps

K (zp,2i;T) = (2 | U(T,0) | 2), (1.40)
ou

i (T
tuTn):qbemx—ﬁ/‘me,
0

avec Tp est 'opérateur chronologique de Dyson. Pour passer a la représentation path-intégral sub-
divisons l'intervalle de temps [0,7] en N + 1 intervalles de longueur ¢ pour lesquels les N instants
intermédiaires se répartissant réguliérement entre 0 et 7' . C’est-a-dire 7' = (N + 1)e et a la fin on prend

la limite N — oo. En peut écrire I'operateur d’évolution sous cette forme :
n=N+1
U(T,0) = nl;[1 Ul(tp; tn-1). (1.41)
Nous introduisons les relations de fermétures entre chaque paire de U(e) aux instant ty, to, ...ty

%/p@@@f%:1. (1.42)

13



Le propagateur prend la forme

n= NdQZnn N+1 .
K (zp,2;;T) = hm/ / < e 2, 1) (1.43)

En evaluant I’élément de matrice figurant dans (1.43) on premier ordre en ¢

- €
(zn] e W H | 20_1) >~ (2, 1 — 25H|zn_1)

(zn| H |2,-1)

g
= _ 1 _—-——
<zn| Zn 1> 'Lh <Zn| Zn_1>

~ (2| 2y et R 12 (1.44)
avec
<Zn| H ‘Zn71>
H(zp1,2)) = ———", 1.45
(Z 1 Zn) (Zn’anﬁ ( )

et le produit de deux états cohérents est donné par la relation (1.19) - Dans ce cas le propagateur s’écrit

sous la forme discréte suivante :

n=N 2 N4+1 . *
KGpzt)= i [ [ Hldz"exp{ Z[ = znAj")—H@m,z;ﬂ}. (1.46)

A la limite continue on obtient ’expression du propagateur dans la représentation des états cohérénts

bosonique
K (zp,2;;T) = /Dz exp exp {%/ B (z*é - zz*) —H(z, z*)] } , (1.47)
avec
n=N 2
D:— lim T 20 (1.48)

N—oo n=1 77

14



1.4 Les états cohérents du moment angulaire

Les états cohérents du moment angulaire peuvent étre considérés comme les états quantiques associés
au systéme classique dont le moment cinétique posséde une direction déterminée. Dans la représentation
associée aux états cohérents, tout élément diagonal d’'un observable tend vers I’observable classique
associée, lorsque le moment cinétique devient grand (limite classique). Par exemple, la valeur moyenne
du moment dipolaire éléctrique dans un état cohérent posséde les mémes caractéristiques que le dipole
optique classique.

Ces états cohérents de moment angulaire minimsent les inégalités appropriée de méme que les états
cohérents bosonique faire pour les inégalités de Heisenberg. Ceux-ci concernent les inégalités du triplet
d’opérateurs S, ; Sy, S., & partir de [S,, S, = @S, on obtient les inégalités pour le produit des variances

calculées dans un état arbitraire |¢) .

(S, (1.49)

avec

AS, =8, —(S:), AS, =5, (S,) et (5.)=(¥]S.]¢). (1.50)

Lorsque |¢) = |s,m) , avec S, |s,m) = m|s, m) on peut voir que :

Im| < s(s 4 1) — m?. (1.51)

[’égalité est atteinte lorsque la projection de .S, suivant le vecteur k : m = +s c’est-a-dire pour les
états [k) = |s, £s) .

L’état |s,s) sera considéré comme ’état quantique associé au systéme classique dont le moment
angulaire pointe dans la direction Oz. Par la suite, I’état quantique associé & un moment angulaire
classique pointant dans la direction n repérée par les angles (6, ) sera obtenu a I’aide de la rotation

amenant Oz sur n. On définira donc [’état cohérent du moment angulaire |Q) = |0, ), associé au

15



vecteur unitaire n par :

9) = 10, ) = 79575 |5, ) (1.52)

cet état est le résultat du produit de 2 rotations d’angles 6 et ¢ autour des axes z et y de l'état
k) = |s,s).
Les états cohérents ne forment pas un ensemble orthonormé. Le produit scalaire de deux états

cohérents angulaires

0 0 i 0 .0 i "
Q) = [cos 5 Cos 565(‘0_“7 ) 4 sin 3 sin 56_5(“"_“’ ) (1.53)
Les états |2) forment un ensemble complétif. On peut en effet montrer la relation de ferméture

284; L / dpd cos(6) |2 (9] = T. (1.54)

Nous considérons maintenant un spin s = 1/2 décrit par les opérateurs de spin S;,i = (x,y, z) avec
l'espace de Hilbert a deux dimensions engendré par exemple par les vecteur propre |T) et |]) de S..
Pour chaque orientation dans I’espace réel caractérisé par un angle polaire # et un angle azimutal ¢ on

peut introduire un état cohérent de spin.

Q) = 10, p) = e~ #5750 1) (1.55)

Ces états ne sont pas orthogonales, mais constituent une base surcomplét dans ’espace de Hilbert. Le

produit scalaire de deux états cohérents de spin et le projection sont respectivement

/ /

Q| Q) = cos 5 Cos Ee%(“"_w) + sin 3 sin 56_%(@_80/) (1.56)
1

by dpdcos(0) |2) (2] = 1. (1.57)
7r

16



En outre, les éléments de matrice des opérateurs de spin prennent la forme suivante :

Q5. |2) = 9 cos Lo _gin & in & et 1.58

. = 5 |cosgcos e sin o sin e , (1.58)
1 H 8/ i / 9 0, i /

QS |1y = 3 [cosgsingeﬂ(‘p“’)—l—sinécosEe2“"*‘? )], (1.59)
1 9 9/ i / 9 ! i ’

(Q S, 1€) = % [cosﬁsin §e+5(“’+“°) — sin§cos 56_5(‘”“" )} . (1.60)

1.5 Propagateur dans la base des états cohérents angulaires
L’amplitude de tansition de I’état initial |€2;) & 'instant ¢t = ¢; = 0 vers I'état final |Qf) at =t; =T,

est définie par les éléments de matrice de 'opérateur d’évolution du temps

K (€, Q5 T) = (24 [U (T, 0) ), (1.61)
ou

i (T
U(T,0)=Tp eXp(—ﬁf Hdt),
0

avec Tp est 'opérateur chronologique de Dyson. Pour passer a la représentation path-intégral sub-
divisons l'intervalle de temps [0,7] en N + 1 intervalles de longueur & pour lesquels les N instants
intermédiaires se répartissant régulierement entre 0 et 7' . C’est-a~dire "= (/N 4 1)e et a la fin on prend

la limite N — oo. En peut écrire 'opérateur d’évolution sous cette forme :
n=N+1
U(T,0) = 1:[1 Ul(tp; tn-1). (1.62)

Introduisons les relations de fermétures entre chaque paire de U(e) aux instant tq,ts,....tx

2i do. d cos(0,) | ) (] = T. (1.63)
T
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Le propagateur prend la forme

n=1 271

N—o0

n=N+1 .
K (Q,Q;T) = hm/ /H —dp,dcos(,) 1:[1 Q| e nH

Evaluant 1’élément de matrice figurant dans (1.64) on premier ordre en ¢

(Qul e 7 |Q,_1) = (|1 — z’%H Q1) + O (£?)

£ (| H [Q20-1)

= (Qn]| Quy) Q] Q)

+ 0 (%)
o (0,10 e RO

avec
<Qn| H ’Qn71>

H(Qn—l>Qn) = <Q ‘Q 71>

le propagateur s’écrit sous la forme discrete suivante

N+1
K (Q,Q;T) = lll%/ / nHI —deond cos(f,,) exp {221 [log (Qn] Qpq) —

18
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(1.65)

(1.66)

iH (Qn_l,Qn)]} (1.67)



Chapitre 2

Traitement de ’interaction d’une particule
neutre a un moment magnétique avec une
onde éléctromagnétique de polarisation

circulaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons illustrer la téchinque des intégrales de chemins dans le calcul du
propagateur d’une paticule neutre de spin 1/2 en intéraction avec une onde éléctromagnétique polarisée
circulairement, se propagant le long de 'axe z positif et dont le vecteur d’onde est k et la fréquence

angulaire est w. Cette onde éléctromagnétique est définie par :

B = (By cos(wt — kz), eBysin(wt — kz), B), (2.1)

By repésentant 'amplitude du champ magnetique B,et ¢ = +1 avec +1(—1) correspond aux positive

(negative) helicité. Cette particule, de spin 1/2, a un moment magnétique p . La dynamique de la
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particule en intéraction avec cette onde en générale est décrite par ’hamiltonien [67] :

2
P
H=—+YV +V 2.2

avec V est l'interaction entre le moment magnetique de la particule et le champs magnétique de 1‘'onde
qui s‘ecrit sous la forme suivante
V = — uoB = — phBo . — phiBye @ g — ihBye @t g (2.3)

V (x,y) c’est un potentiel dans le cas générale [67] .

L’hamiltonien relatif au probléme de ce chapitre (2.2) a la forme suivante

H - HO + Hint> (24)
avec
p?
et
H;p = —phBo, — phBye @ g — ihBye @ =*)g_ (2.6)
avec
1 0 01 00
o, = : o = : o_ = (2.7)
0 —1 0 0 10

2.2 Formalisme intégrale de chemin en représentation des
états cohérents angulaire

Parmis plusieurs fagons pour représenter le spin dans le formalisme des intégrales du chemins.Nous

utilisons la facon la plus simple qui consiste a :
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—remplacer ¢ par un vecteur unitaire n orienté suivant (6, )

—associer un état cohérent |6, ) ,

0, ) = e %7 1) (2.8)

résultat du produit de 2 rotations d’angles 6 et ¢ autour des axes z et y de l'état |T) et dont le

produit scalaire et le projecteur sont respectivement :

9/ ) / 0 6/ i ’
0,00, ¢ = cos 5 08 565(“”_“" ) 4 sin 3 sin 56_5(@_“0 ) (2.9)
1
oy dpdcos(0) 10, ) (0, ¢ =1 (2.10)

e (z,y, 2z) les variables reél pour décrire la position de la particule.

e le projecteur est le suivant :

/ ‘xm Yn, Zn) <xna Yn, Zn’ dxndyndzn =L (211)

Pour la déscription du systéme, nous allons considérer ’état quantique |z, y, z; 0, ), reliant le mou-
vement extérieur et de spin de la particule qu’on peut séparer en produit direct. Le mouvement extérieur
est décrit par les variables réelle x, y, z tandis que les variables angulaire (6, ¢) décrivent la dynamique du
spin. L’amplitude de transition de I'état initiale |x;, y;, 2;; 0;, ¢;) at; = 0 a 'état final |xf, yy, 25; 0y, gof>

aty =T est définie par les élément de la matrice de I'opérateur d’évolution du temps :

ou
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U(T) = Ty exp (-% /0 TH(t)dt) (2.13)

ou Tp est 'opérateur chronologique de Dyson. Pour passer & la représentation des intégrales du chemins,
subdivisons 'intervalle du temps [0,7] en N + 1 intervalles de longueur £ pour lesquels les N instants
intermédiaires se répartissant régulierement entre 0 et 7'. Utilisons d’abord la formule de Trotter.
n=N+1

U(T) = lim [eiiHoe i) = fim 11 U(tys 1) - (2.14)

N—oo N—oco n=1

N+

Introduisons les relations de fermeture entre chaque paire de U(e) :

n=N 1 N
K(f,i;T) = ]&Er;o nﬂldxndyndznﬁ/nﬂldgpndcos(Qn)
n=N+1

_iE _iEH:
% Hl <$myn,2n79n780n|e zhHoe 15 Hint
n=

}-rn—lyyn—l,zn—hen—laQpn—1> ) (215)

Aprés action de H;,, sur les états |z,), on note que

—iy Ho o =i Hint

(Tns Yn, 2y O | € |Zn-1, Yn-1,20-1, On—1, Pp_1) =

£

iy, Ho ‘J;n_l, yn_172n—1> <‘9n7 90n| €

— <(L’n7 yn’zn‘ 6_ —Z’%Hint ‘911—17 SOTL—1> s (2.16)

et le propagateur devient séparable

) . n=N n=N+1 _itH
E(f,5T) = lim [ I depdyndz, T (2, yn 20| €770 (@01, Y1 2n1)

. 1 N n=N-+1 iSH
Nhi{loo _7T nl;lldgond COS(QH) nl;ll <6)7l7 90n| e {97‘&—17 <)On—1> ) (217)
avec
AN+1 = Zf ) 20 =% et Onyr = Qﬁ ;o Qo= (2-18)
INyp1=Tf , To=x; , €t Yny1=1Yr, Yo =Y (2-19)
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En tenant compte du fait que :

(€772 | 201) = v/ 2mihe exp(s3e (20 = 20-1)") (2.20)

(Tn

T Tp_1) = \/m/27mhsexp(7m( - mn_1)2) (2.21)

(Yn

e~ TP Yn_1) = \/m/2mihe eXp(Zh (Un yn_1)2) (2:22)

0 . 0 .
Qo |y = cos ; cos §e+§(‘p #) —81n§sm§e ~3(p=¢), (2.23)
6 . 0 .
Qo |y = cos 3 sin Eeﬁ(@*‘p) (2.24)
/ . 9 9/ _i( + /)
(Qo_ Q) = sin 5 cos e LARAEN (2.25)

Le propagateur prend la forme discréte suivante

n=N
m
K(f,i;T) = hm (m/2mh6 / H dz,dy, exp — T [( — :Un,l)Q + (Y — Yno1)? +V (x, y)}
n=1
) n=N 1 ] m \y n=N+1 im )
i [ deaeoton i (575)" [ e 5 0)
n en— i . gn . en— _i _
{COS ? CcOS 2 165(9077,7(1011—1) _'_ Sin E Sin 2 16 2((7071, Qon—l)
. n n—1 1’(<p — ) . en . en 1 _1(50 — )
—ieuB cos -~ Cos 762 nT¥n-1) —gin — gin ——e~ 2'¥n T ¥n-1
. . en . en—l l( + )
+ iep By exp —ie(wt,, — kzy,) cos - sin — e2\¥$nT¥n-1
0, Opn_1 _:
+iepBo exp [+ie(wtn—1 — kz,—1)] sin 5 €085 Le 2(%“""—1)} . (2.26)

Ayant obtenu la forme conventionnelle, il nous reste a l'intégrer en vue d’extraire les propriétés

physiques qui nous intéressons. Procédons alors au calcul de K (f,i,;7).
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2.3 Calcul du propagateur

Pour intégrer il faut d’abord diagonaliser I’'Hamiltonien. Pour cela Nous éliminons les termes

exp [—ie(wt, — kz,)] et exp [ie(wt, — kz,)] & Paide du changement des variables polaires suivants

0, =, — €kz, + ewt,,. (2.27)

Il est clair que la mesure reste inchangé

dp,dcos(8,) = dg!,dcos(6,), (2.28)

et le propagateur prend la forme suivante

n=N

K(f,i;T) = Nh_n}oo(m/th&‘ / H dx,dy, exp 2;? (@, — Tn1)2 4 (Yp — Yn1)> + V (2, v)]
im [T dgdcos(d,) lim (=2 )% ["Mdz, T
Xy I o rdendeos(9n) lim (50 / net s
0, On_1 i /
X {(1 — ieAw) cos 5 08— Lez(en=¢n1) exp% (%(AZH)Q - kAzn>
m

On . On1 _i(y o '
+ (1 +icAw) sin 5 sin— R Y exp% (—(Azn)2 + k:Azn>

On1 Pt 1)

On .
+icuByexp — 2h (Azn) cos —-sin ——e
' 0, On_1 _i
+ iep By exp ;_;Z(AZ") sin 5 €08 —— Lems(entvi 1)} ., (2.29)
avec
Aw = uB — ew, (2.30)
on tenant compte du faite
im vk m hke h%e2k?
—(Az) Az = [(Az, £ )" — 2.31
ghe o) g A = g [P E )T T |- (2:31)
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Alors le propagateur devient

N—o0

K(f,i;T)= lim (m/2mwihe) / H dx,dy, exp 27;; (20 — Tn1) 4 (o — gn )2+ V (z,y)]

n=1

m N n=N n=N+1 .2
X lim H —d(pndcos(H ) lim )2/ IT dz, H e sm
N—o | n=127 N—oo " 2mich n=1 n=1
0, 0n_1 i, , , m hke 5
— — 1 —1eA Az, — —
{CO 2 2 2((1071 Spn—l)( 28 w) eXp 2h ( Zn 2m)
On . Op1 i ' hk
fin T2 sin e A A (1 4 ieAw) exp 27;: {(A n+2—;)]
+icuByexp — (Az )? Cose—nsin 1 e2(#nten 1)
Qh " 2
+ iepBy exp ooe (Az,)? sme—ncos gn_le*%(‘p“%—l) (2.32)
27i " 2 2 ’

qui 'on peut écrire sous forme matricielle

K(f,i;T)= lim (m/2mihe) / H dx,dy, exp — 2h [( — Z01)’ A+ (Yo — Y1)  + V (, v)]

N—o0

X 1 X m N N n=N+1 _M
><]\/h—H>1c>c> nH1 Z—dgpndCOS<9 >Nh—rr>loo(2ﬂi€h>2 /nli[ dZn 1;[1 e

n—1 _i4Pn_1
il . il 2

X < cos Zze 7 sin %”6_% ) R(2n,tn) ol , (2.33)

. 977,—1 n—1

Sin T@ 2
avec
(1 —ieAw) exp 2% (Az, — 2=)? iep By exp 2% (Az,)?
Rz, tn) = e ? . (2.34)
icuBy exp 2hs<AZ”) (1 + icAw) exp 2 T (Azy + %)2

On intégre sur tous les angles (¢!, 0,,) utilisant.

T 9 T 9 2T )
/ dcosf cos? = = / dcosfsin®? = = —1 et / dpe™™? = 270m.0.
0 2 0 2 0
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On trouve

n=N .

. . . m

K(f,i;T) = Nhinoo(m/the)N/ H dx,dy, exp e [(xn - xn_l)z + (yn — yn_1)2 +V (x, y)]
n=1

. m N n=N n=N+1 42
x lim (——)z Il dz,, II e “sm
N—00 27‘(‘@5h n=1 n=1

) i ) i Nn:N+1 CcoSs %671%
X | cosFez sine (—1) nl;ll R(2p,tn) - 5 (2.35)

— sin %671

Introduisons maintenant l’identité suivante :
oo g ) ) ek ) hk
D e o5 i i€ m m €9

—exp |——— —PnAz, £ —p,| = —exp —(Az, £ —)°, 2.36
/ . 27h p{ o T Rl om’ } 2ri &P 2 om) (2.36)

d’ou le porpagateur devient

n=N .
. . . m
K(f,4T) = N@@(m/?ﬂlhE)N/ H dzndyy, exp e [(In - $n—1)2 + (Yn — yn—1)2 +V (z, y)]
n=1
m n [n=N Foo dp 1€ 1 ihTk?
x i 2 [ 11 dz, = — P2+ —paAz,| e m 2.37
NE}OO(Qﬂ'Z'éh) / et 2 /_oo 2mh P l omh™ + it ( )
) i} 0 i n=N+1 N CcoS %G_i%
X | cosgez singe 2 nl;Il (=1)" R(pn, tn) ! ) (2.38)
— sin %GTZ
la matrice R,, devient
(1 — EAw)e tmPr icuBy
R(pn, tn) = ’ | : (2.39)
iepuBy (1+ %Aw)e*ﬁpn

Intégrons sur les N varibles z, . Le propagateur devient

K(f,i;T) =

lim
N—00

n=N .
. mm
(m/2mhe)N/ H Ay dyn exp 2he (@ = 1)’ + (Un — Yn1)” + V (2,9)]
n=1
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n=N+1 1 Jpn n= N
% lim I / 2
Imh n=1

N—o0 n=1

I (2770 (pn = pn-1))

—0o0

o 2T ( ) ihTH
e n=1 " exp | —(Pnt12ns1 — P120) —
p 3 Pn+12n+1 — P1%0 3m
' =N+1 cos e_li
2 n= 2
X ( Cos e—fe sin a—fe ' ) s (=D R(pa, tn) ! (2.40)
— sin Ze 2’

La présence de la distribution de Dirac dans (2.40) reflete la conservation de l'impulsion de I’atome

durant le mouvement i. e :
Pr=p2="''"=DN41=D- (2.41)
Alors le propagateur (2.40) prend la forme suivante :

n=N

K(f,i;T) = 11m (m/2mh€ / H dx,dy, exp 27;; (2, — To1)2 4 (Yn — Y1) 2+ V (2, v)]

0; 0, _¥; cosze ?
X | cosgez singe 2 R(p,T) ol ) (2.42)
sin Ze 2
avec
n=N+1
R(p,T)= lim (=1)" T R(p,t,), (2.43)
tel que
1 —ie(82 + 22 ieuBy o
R(p,t,) = o = =)o 1 e K (n), (2.44)
iepBy 1+ie(52 + 22)

27



avec

0 ulpty)
K(p,tn) = : (2.45)
u(p, tn) 0
avec
Aw  kp
_ = M 2.4

Maintenant passons au calcul du produit des matrices suivantes.

N — 2 e —1 E ew(k)o, —i w
gl(e_lew(n ZéK( )) e Zj:1€w(J) i 2 (’L&T) o (k) ( ) ¥ ew(k)
N ;-1 —i E ew(k)o . % 715 (k)o- —zllilaw(k:)az
+ Y Y e)e n TR 1T K (1y)e T
l1=1l>=1
N li—1l—1 In—2—ln_1—1 i s ew(k)o, —illilaw(k)az —ilzilaw(k)az

+ YT T2 % (ie)Ve nh K(l)e bt K(ly)e st

l1=1l>=1l3=1 lN_1=1 In=1

IN—2—1 IN—1-1 In—1
—i ¥ ew(k)o: —i ¥ ew(k)o —i % ew(k)os
T

K(ly)e N0 K(Iy_y)e N K(ly)e (2.47)

A la limite N — 400 :le produit devient

T
R(p,T) = ety dseps)os | Z/ dsie””’ 2y dseo( p’S)UZK(Sl)e_ifos1 dsw(p,s)o

/ d81 / d52€ lf dsw(p,s UZK(Sl)eiif;; dSW(p7S)UZK(82)€_i fgz dsw(p,s)o
N e —i fT dsw(p,s)o —i [21 dsw(p,s)o
) d51 d32 d33... dsye =1 POEK (s1)e o2 H0=

0 0

K(Sz)eii fss32 dsw(p78)gzK(S3)---K(SN_l)eii ISSKIV71 dsw(p,s)o- K(SN)G_i f;N dsw(p,s)o + .. (248)

Un calcul simple nous montrons que les termes impaires respectivemet paires sont les éléments diagonaux

respectevement antidiagonaux de R

T S2n—1
Ru(p,T)=e il dstps) + Z ZQ"/ d81/ dsz/ dss.. / dsg, X
0

e—i fsTl dsw(p’s)u(p(sl), 81)6_’_1 J21 dsw(p,s) (p(SQ) ) +i 352271, 1 dsw(p, s)u(p(s%), SQn)eﬂ' fan dsw(p,s)’ (2‘49)
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et

T o
Rl?(p> T) = Z/ dsle_zfs1 dSW(}LS)u(p(Sl)’ Sl)RZQ(p($1>a 81)7 (250)
0
R22(p, T) = Rfl(p, T)7 (2-51)
R21 <p7 T) = _RT2(p7 T)J
00 T S1 ) S2n—1 . TA
Ry (p,T) = {1—}— Zl(iuBo)2"/ elAsldsl/ e_ZASQdSQ.../ e_lA”"dsQn] e (2.52)
n= 0 0 0
avec
A = 2w(p, s). (2.53)

2.4 Sommation des séries de perturabtion

Nous Evaluons Ry1(p,T') en utilisant la transformation de Laplace par rapport a T'. Soit

+0o0
Ri(q,T) :/ dTe™ " Ry (p, T), (2.54)
0
ot Ryi(p,T) s’écrit sous la forme
Ri1(q,T) = {1+ §1(iuBo)2"F(O,T) e iy (2.55)
Avec
T
/ ds1e®1F1(0, 51), (2.56)
0
Fi(0,81) = / e B2, 15(0, 55), (2.57)
0
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et on obtient par itération

S2n—1 .
an_l((], SZn—l) = / 6_1A52”d82n. (258)
0

La tronsformation de Laplace de F'(0,7") est :
~ +0o0 +o0o T )
F(0,q) = / e F(0,T)dT = / dTe 1" / 251 F(0, 81)dsy, (2.59)
0 0 0

qui peut étre réécrite comme

~

+oc0 T
F(0,q) :/ dTe_(q_iA)T/ e AT (0, 51)dsy . (2.60)
0 0

En utilisant le théoréme de convolution, on obtient

~

1 ~

ou

~

+oo
Fi(0,q —iA) = / e~ @I By (0,T)dT
0

+o0 S1 ~
= / e(in)TdT/ e’m”dngg(O, S9) = —F5(0, q). (2.62)
0 0 q—1iA
Effectuant le méme calcul pour tous les autres termes , on obtient

~ 1 1 "
F(0,q) = - {—} , 2.63
(8.9) q Lg(g —iA) (2:63)

~ +00
F(0,T)= / et (0, q)dg. (2.64)
0
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Insérant ce résultat dans Ryq(p,T) et effectuant la somme, on obtient

+oo — A 1 )
Ru(p,T) = [1 —I—/ [ q ! 5 — —} e+quq] e (2.65)
o Lalg—id)+ (uBo)” 4
Ce résultat est valable pour | q((‘f] i?):) |< 1. On note qu’il est toujours possible de trouver un contour ou

cette condition est vérifiée [56].

On integre sur g on trouve I'expression de

A 1
Ry1(p, T) = cos(Q'T) — % sin(QT), avec Q' = 5\/ A2 + (2uB,)°. (2.66)

Par un calcul identique, on touve les autre éléments de la matrice les resultats suivants.

M
Ri(p,T) = “;2,0 sin QU'T, (2.67)
M
Roi(p,T) = “22,0 sin QT (2.68)
A
Roo(p,T) = cosQ'T + QZQ/ sin Q'T. (2.69)

Substituant ce résultat dans I’équation (2.42) le propagateur prend finalement la forme

K(f,i;T) =

lim
N—o00

n=N .
. mm
(m/the)N/ 1 dzndyn exp e (@0 = Zu-1)® + (Yo — Yn1)* + V (2,9)]
n=1

y /+°O dp iTp? ihk2T+i ( )
——exp |— — —p(zf — 2
o 2th P T o T Tem  RPV
0. _ %%
o ¥ e, cosze
X\ cosdez sinde 2 R(p,T) i ; (2.70)
sin %eTL
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avec

cos(Q'T) — 5 sin(Q'T) — B0 gin(Q'T)
R(p,T) = 2 20 ‘ (2.71)
1530 sin(Q'T) cos(QT) + & sin(Q'T)

Retournons aux anciennes variables angulaires (f, ¢) , nous obtenons

n=N
K(f,i;T) = hm (m/2mh6 / H dx,dy, exp ;;n (2, — Tn1) 4 (Yo — gn )2+ V (z,y)]
n=1

o ipg
o o cos %e 2

cos —e L sin Qfe S(p,T) o ) (2.72)
sin % Sez

dp iTp*  ihE*T i
_h “2mh 8m +ﬁp(zf_zi)

ou les éléments de la matrice S est donné par

Sulp, T) = |:COS(Q T) — 23/ sm(Q’T)} exp %(esz —ewT — ekz;), (2.73)
Soo(p, T) = {COS(Q T) + 2@/ Sln(Q’T)] exp —%(esz — ewT — ekz;), (2.74)
Sip,T) = — Z.'l;fo sin(Q'T) exp %(esz — ewT + ekz;), (2.75)
So1(p, T) = Z%BO sin(Q'T) exp ——(esz — ewT + €kz;). (2.76)

Les angles 6 et ¢ sont autorisés a ne varient que dans les domaines limités [0, 27] et [0, 47| respec-

tivement. Donc le propagateur devient (somme sur tous les chemins possibles) :

+oo
K (r;,Qpri,Q5T) = > K (rp,0; + 207,15, 05 + 4nm, 0;,0,7T)

n=—oo

= K(f,i;T),
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Qui est une expression pour le propagateur dans ’espace des états cohérents angulaire.

2.5 Fonctions d’onde

Calculons d’abord 'amplutide de transition entre les états propres de spin, en prenant a titre

d’exmple le calcul de I’élement de la matrice K11 (2, 2;,T) ot

K (ZfaziaT) = <T| K(f,i;T) H> .

Introduisant ici les relations de fermetures suivantes

1 1
[ grdesdeost®n) 190 @ =1, [ 5 dpdeos(tn)|2) 9 =1,

1 1
K (25,2, T) = /%d‘zpfdcos(ef)%d@idcos(ei) <T1Qp) (Qp| K(f, 4 T) |€) (4 |1),

avec
O _i Oi i
<1 |82f) = cos € 291 et (] T>= cos 2¢ 2%i,
On intégre sur (0, ¢) :
oo g Tp?  ihk*T i
. p iTp* i
K T) = — — — Z — . T
wfit) = [ e |G- B e )| Suln D)

De méme on trouve pour les autres éléments des formules analogues :

oo g [ iTp?  ihk*T i |
. 1Y 4Lp 1

K T) = — — — Z — . T
alfiT) = [ e | Tl - Tl ey = )| ST,

, o d [ iTp*  ARKPT i ]
Kn(£0.T) = [ ghexp |G - Bl ey = )| ST,

) o g [ iTp?  ihK*T i |
K22<f72aT) = /oo %;-Lexp __QTI’ZI,QH - Sm + ﬁp(zf - zi)_ SQ?(pa T)
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(2.82)
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Le résultat se met sous la forme matricielle suivante :

m

2h6 [(wn - xn—l)Q + (yn - yn—1)2 + V (xv y)}

n=N
K(f,i;T)= lim (m/ZWihe)N/ Hdwndynexp

N—00
n=1

o d Tp? kT
p 1lp 7
- - T —z) | S(p,T). 2.
x/ 27rheXpl 5r g T Pl —z)| ST (2.85)

o0

qui prend la forme suivante

o0

. _iEnY *
K(f,Z,T):ZG h TQOn(fEf,yf)QOn(l’“yz)X

n=0

oo dp iTp®  ihK*T i
— - - - —2z)| S(p,T
8 /_ orh P [ 2mh 8m - hp(zf %)| S(p.T)

Déduisant la fonction d’onde a 'instant T' & partir de I’état initial par I'intermédiaire de 1’équation
d’évolution :
+oo
U(ry, T) = K(rs;r;; T)U(r;, 0)dr;. (2.86)

—0o0

Ce résultat sont en accord avec ceux obtenus dans la référence [67] .

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié dans le formalisme intégrale de chemins en represetation des
états cohérents de spin le probleme d’une particule neutre a un moment magnétique avec une onde
éléctromagnétique de polarisation circulaire. L’amplitude de transition a été exprimeé dans ’espace
élargi relatif au mouvement extérieur et interieur. Par conséquent, le calcul a nécessité I'introduction
des états cohérents relatifs aux spin. Par le biais d’une premiére rotation sur ’angle azimutal nous avons
pus intégrer sur les varaibles extériure (y, p). De ce fait, expression explicite et exacte de 'amplitude de
transition a été obtenue suivant la méthode des perturbations sous forme de série, qui dans ce cas, ont

put étre sommées exactement. De ce fait ,I’expression explicite et exacte de I'amplitude de transition
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a été obtenue. Les fonctions d’ondes et le spectre correspondants ont été déduits en appliquant les
principes de la mécanique quantique. Les résultats concordent exactement avec ceux de la litterature

67] .
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Chapitre 3

Etude de 'interaction d’une particule
neutre par un champ magnétique statique

et d‘un potentiel scalaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on se propose d’étudier le mouvement d’une particule neutre de spin 1/2 soumise
a l’action d’un champ magnétique variable B statique et un potentiel scalaire sont mouvement est
P g q Yy q p

régie par 'hamiltonien, de la forme suivante [56 — 74]

2

1
H= ;; + §mw2y2 — poay(o . sin 2Ky + 0, cos 2kY) (3.1)
m

ou /i, est le rapport gyromagnétique, By et x sont deux constantes arbitraires o w = pya/k.
Notons que ce probléeme a été étudié en utilisant les intégrales du chemin en representation des états
cohérents fermionic [56]. La différence entre les deux approches est simplement liee aux différence entre

les deux états cohérents utiliser.
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3.2 Calcul du propagateur

Nous designe par y la variable réelle qui décrite la position de la paticule, avec le projecteur corres-

pondant

/|y> (yldy =1, (3.2)

— Pour la déscription du systéme, nous allons considérer I’état quantique |y; 6, ), reliant le mou-
vement extérieur et de spin de la particule qu’on peut séparer en produit direct. Le mouvement
extérieur est décrit par le variable réelle y tandis que les variables angulaire (0, ¢) décrivent la
dynamique du spin. L’amplitude de transition de I’état initial |y;;6;, p;) & t; = 0 vers I’état final
‘yf; Oy, g0f> a ty =T est définie par les éléments de la matrice de I'opérateur d’évolution comme
suit :

K(f7i7;T) - <yf7(9f790f ‘ U<T7 0) ’ yi70i7§0i>7 (33)

avec

U (T,0) = Tpexp(~ /0 " Han, (3.4)

et Tp est 'opérateur chronologique de Dyson . Pour passer a la représentation path-intégral
subdivisons l'intervalle de temps [0,7] en N + 1 intervalles de longueur ¢ pour lesquels les N
instants intermédiaires se répartissant régulierement entre 0 et 7' . C'est-a-dire T = (N + 1)e.

Utilisons d’abord la formule de Trotter.

e e n=N+1
U(T,0) = lim [e 705 ] ™ = fim 11 Ulty; by y) (3.5)

N—o0 N—oo n=1

Introduisons les relations de fermeture entre chaque paire de U(e) :

N—o0

n=N 1 N
K(f,;T7) = lim nﬂldynﬁ/nﬂldgondcoswn)

n=N-+1

X I,I1 <yn> ena 90n| e_i%HOe_i%Hmt }yn—lv en—la Spn—1> ) (3'6)
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Aprés action de H;,; sur les états |y,) , on note que

€ SE 77,
_ZEHOG_ZﬁHlnt

<yn70na90n|€ yn—lven—17¢n71>

= (Ynl e it Yn—1) (Ons 5] e~ i Hine |9n—17 ¢n—1> ) (3.7)

et le propagateur devient séparable

) . n=N n=N+1 2
K(f,1;7) = lim nI:Ildyn nl;ll (Ynl €777 [yn_1)

N—o0

1 N
lim — [ Il dy,dcos(6,)

N—o00 27‘(‘ n=1

n=N-+1 e
X nl;Il <9n>@n|€ (2= mt|9n—1a90n—1>7 (38)
avec
Uner=Yros o o=t et Qv =Gy, Qo = (3.9)

En tenant compte du fait que :

- m
yn71> =V Tn’/Zﬂ-Zh8 eXp(2_h8 (yn - ynfl)Q)a (310)

ic 2
<yn )ef 2)7:L€mp

avec

6 0 0 "

Q] o, ) = cos=cos —etae=9) _gin 2 gin —e 2(97¥) (3.11)

Qo |y = COS§SiIl §e+§(¢+<ﬂ ), (3.12)
9 ! i /

(Qlo_ Q) = sin 5 cos 56_5(“””’ ), (3.13)

Le propagateur prend la forme discréte suivante

n=N ] m \y [n=N
K(f,i;T)= lim I —dp,dcos(f,) lim ( ‘ ) /Hldyn

N—o0 n=1 27‘[‘ N—o0
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n=N-+1 1
X nl:[ exp% [2% (Yn = Yn_1)" — 5577%0292}

07’1,—1 67%(90n74pn71)

0 01 i/ _ ) .
X {cos 2 cos 2 Les(Pn—en1) 4 sm;nsm

n en— i . en . en— _z _
—IE QLY COS 2KY |:COS 5 cos ——Lez(Pn=n-1) _gip 5 sin 5 Le—3(en “""1)]
0, Op_1 i .0, 0,1 _i
+icpgoy sin 2Ky [cos 5 sin 5 Les(@nten-1) 4 gin 5 08 5 Le 2(“"“‘””—1)} } . (3.14)

Ayant obtenu la forme conventionnelle, il nous reste a l'intégrer en vue d’extraire les propriétés

physiques qui nous intéressons. Procédons alors au calcul de K (f,4,;7).

K(f,i:T) = i N e [ 12— Loy
(FT) = i (5 50)" [ I T exp o |5 (= o) = Gemas;
N do. d g,) N+1
Jim le I [(0 Q1) — e (Qn] Hy [Q01)] (3.15)
— 00 n= T n—

avec

Hy = —pyay(o, sin 2ky + o, cos 2Ky) (3.16)

et

Ynt1 = Yf, py1 = Qp, et yo = vi, Qo = Q;
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Notons que (3.14) s’écrit sous forme suivante

N N
. m \z
K (yp, Qp, 0, Q5 T) = Nh—I>noo (%) /den
n=1
X ]ﬁlexpi 2 Y= ) — L
e PG "
N N+1
. d cos(0,)dy
x 1 _ 0
Ninoo/}:[l 27 TE
i . cos Q"T‘le’%g""—l
( cOS e?ne+§§0n, Sin 97"67550'” ) R /. (317)
sin Q"T*leﬁ“’n*l
avec
R =1 —ing
= 1+ i%,uoayn(az sin 2Ky, + o, cos 2Ky, ) (3.18)

Faisons d’abord une transformation unitaire sur les variables angulaires, afin d’éliminer le terme

2Ky, du champs magnétique dans le propagareur (3.17)

i o, _i
cos %"e 2¥n ‘ cos Zre” 2¥n
= ¢ "UnTy ; (3.19)
, -,
sin &et2en sin %G%s@n
. . / oy ’ oy .
< cos %e+%‘p", sin %e‘é“"n ) = ( cos 97”6+§‘p”, sin %e_%”n >€+mynay (3.20)
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Le propagateur (3.17) devient

N+1

I /. . . J m J— 2_
K(?/f’Qf’thi’T> = Nhinoo<2mh€) /denHeXp |:2€(yn Yn—1)

r N+1

1 9 o , dcos d(p
FEmw yn] X NEn /H H

( cos =2 9” etien  sin %”e_%*”ln ) R1(Yn, tn) , ) (3.21)

Sin 9'"77164_%507171

ou
_'ik2 .
e’ —kAy, + 05 poayn
Ry — 0 (3.22)

kAyn + i%/ﬁoayn efz' el .2

On intéger sur tous les angels on trouve

CoSs %e’%“’i

K(f,i,T)= ( cos %fe*%‘pf, sin %fe 3% >S(T) (3.23)

sin & eTa%i
ou

k2 ,
S(T) = ¢ iam T eiovkys e~ tovkys (3.24)

Avec [?ij(ybya; T') et donner par [56]

“+o0o
Ki(ypya; T) = o Z e n+1/2Ty (,/mwyb) \/ WY, (cos QT + — sm QT) (3.25)
n=0

—+00

lA{lQ(yb,ya; T) = e_iuéT Z €_Zw(n+1/2 T\I, ( / yb) n+1 / WYa

n=0

2 1)
(“M nt stT), (3.26)

“+o00

o wT .

Eo(ypya; T) =2 Y e @020, (Vimwy,) U (vVimwy,
n=0

21 1)
( ieon” n+ stT), (3.27)

f(22(yb,3/a; T) = 67%\1’0 (\/ mwyb) v (\/mwya)
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+00 ;
L Z e t3/ATy (Vmwys) Wi (Vimwy,) (cos QT — % sin QT) : (3.28)

n=0
Les angles 6 et ¢ sont autorisés a ne varient que dans les domaines limités [0, 27] et [0, 47| respec-

tivement. Donc le propagateur devient (somme sur tous les chemins possibles) :

+oo

= K(f,i;T), (3.29)

qui est une expression pour le propagateur dans I’espace des états cohérents angulaire.

3.3 Les fonctions d’onde

Calculons d’abord I'amplutide de transition entre les états propres de spin, en prenant a titre

d’exmple le calcul de I'élement de la matrice Ki; (2y, 2;,T) ol
K (25,2, T) = (MK (f,T)[1). (3.30)

Introduisant ici les relations de fermetures suivantes

1 1
/%dgofdcos(ﬁf) Q) (] = 1, / g deos(8) 1) 2 [= 1, (3.31)
1 1 .
Ky (2f,2,T) = /%dgofdcos(ef)ﬁd@idcos(ﬁi) <T|2e) (Qp| K(f,6:T) |8%) (4 |T) (3.32)
avec
Qf i 01 T+ i,

<1 |€y) = cos 5 ¢ %1 et (Q;| T>= cos 3¢ 2%i, (3.33)

on a donc :
Kll(fa i7 T) = Sll(p) T)7 (334)
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De méme on trouve pour les autres éléments des formules analogues :

Kl?(fai7T) = 812(p7 T)? (335)
KQl(faZ'7T) = 821(p7 T)? (336)
K22(f, i, T) = Sgg(p, T) (337)

Le résultat se met sous la forme matricielle suivante : K(f,i;T) = S(p,T).
Ayant déterminé le propagateur, nous pouvons extraire le spectre d’énergie ainsi que les fonctions
d’onde pour le systéme que nous avons considéré.

Le propagateur peut étre d’abord écrit sous la forme suivante

o0

—i _iEt _iE- —_ _
K(yp,ys; T) = e T 0o (y) (i) + Z [6 BT (y )5 () + e P00 (yp) @5 (i) | (3.38)
n=1

Nous pouvons alors tirer le spectre d’énergie :

K2 w n K2 \/ w\2  2wk?(n+1)
fo=gptg et mwnr Do (3) - T (3.39)

Ainsi que les fonctions d’onde correspondantes & ces énergies.

1/4 .
Do(y) = (70) i ey (3.40)
™
et
(£) + 2 . + 2 1/2
o) (y) = [(cosai®, (1) + (sinaf Wi (3)°]
Xe—iaz(w)e—wz@%(y)njE (3.41)
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avec

+
tan @i[ (y) = tan (ai Vi1 (y)> tana,  H,1 (Vmwy)

", (y) 2(n+1) Hy(vVmwy)
ou
[ 2wk2(n+1)
tan b = = mQ = —cotay,
w 2wk2(n+1) w
\/ (5) + == —%
et
1 0
77+ = ) et 77— = )
0 1

qui sont convenablement normalisées.

3.4 Conclusion

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Dans ce chapitre nous avons étudié ’action d’'un champs magéntique statique plus un potentiel

scalaire sur une particule neutre de spin 1/2. L’utilisation de ’espace des phases a simplifié énormément

le calcul et grace a certaines rotations dans l’espace des états cohérents angulaires. En passant a la

base naturelle |sms) du spin, le spectre et les fonctions d’onde relatives sont déduits a partir de la

décomposition spectrale du propagateur. Les résultats obtenus sont par comparaison avec ceux obtenus

par résolution directe de ’équation de Schrédinger tout a fait conformes [74] et par les intégrales de

chemins dans la representations des états cohérents fermionique [56] .
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Chapitre 4

Atome a deux niveaux en interaction avec
un champs magnétique variable dans le

temps

4.1 Introduction

Considérons une particule de spin 1/2 en interaction avec un champ magnétique dépendant du temps
B(t), et proposons nous dans ce chapitre de calculer la probabilité de transition dans le formalisme
intégrale de chemins en representation des états cohérents angulaire. Physiquement cela correspond a
un atome assez lourd (I’énergie cinétique étant absente sa masse m >>) de spin 1/2 soumis & l'action

d’un champ variable B(#). L’équation de Schrodinger décrivant 1'évolution du systéme est :

L OY(t)
zhw = Hn()1(1) (4.1)

avec

Hielt) = ~ 590 B(1) = —50(02Ba(t) + 0, By (1) + 0. B.(1)) (4.2)
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qui 'on peut I’écrire sous la forme

H=-u(t)o,—u"(t)o_ —Q(t) o, (4.3)
u(t) = 2 (B.() —iB,(t) . Q)= LB.(1). (4.4)

les matrices de pauli sont défini par :

1 0 01 0 0

0 -1 0 0 10

g le rapport gyromagnétique et B;(t) , (i = z,y, z ) les composantes du champ magnétique. L’equation
(4.1) admet une solution analytique qui s’obtient naturellement dans le formalisme intégrale de chemins
dans la représentation des états cohérents angulaire. Le but de ce chapitre est de résoudre I’équation
(4.1) dans le formalisme intégrale de chemins en représentation des états cohérents angulaire, et de
déterminer la probabilité de transition dans chaque cas.

Passons d’abord & la construction du formalisme intégrale de chemins.

4.2 Formalisme intégrale de chemins en représentation des
états cohérents angularie

Il existe plusieurs fagons pour représenter le spin dans le formalisme des intégrales du chemins. Nous
utilisons la plus simple qui consiste & .
— remplacer o par un vecteur unitaire n orienté suivant (6, ¢) :

— associer un état coherent |6, ) ,

0, ) = e %7V 1) (4.6)
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résultat du produit de 2 rotations d’angles 6 et ¢ autour des axes z et y de I’état |T) et dont le

produit scalaire et le projecteur sont respectivement (Apendice A) :

9/ 3 ’ 9 0, i ’
0,0]0',¢") = cos 5 cos 565(‘”“" ) 4 sin 2 sin 5675(%@ ) (4.7)

o [ dedeos(8) 6.6 6.1 =1 (48)

— Pour décrire le mouvement de la particule nous considérons 1’état quantique |6, @) ou (0, ) sont
les variables angulaire générant la dynamique du spin. I’amplitude de transition de 1’état |0;, ;)
at =0 alétat final |9f,g0f> at =T est définie par les élément de la matrice de 'opérateur

d’évolution du temps :

K07, 045 05,05T) = (05,0, | UT) | 05, 0:) (4.9)

ou

U(T) = Ty exp (—% /O ' Hmt(t)dt) (4.10)

Pour passer a la représentation path-intégral subdivisons l'intervalle de temps [0, 7] en N + 1 intervalles
de longueur € pour lesquels les N instants intermédiaires se répartissant régulierement entre 0 et 7'

Utilisons d’abord la formule de Trotter.

U(T) = z\}im [e—igHmt(t)]N“ avec T =(N+1)e (4.11)
U(T) = U(tN—i-l — tN)U(tN - tN—l)"'U(tn—‘rl - tn)U(tl - tO) (412)

OfltN+1:tf:T, et t():ti:(), tn:t0+ne,n:0,...,N+1.
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Introduisons les relations de fermetures (4.8) entre chaque paire de U(e). Alors I'expression (4.4)

prend la forme suivante :

1
K(9f790f;0i> 0i;T) = <9N+1> 30N+1‘ Uty — tN)%/dSONdCOS(QN) 10N, on) (Ons on| Uty — tn-1)

1
X5 /dgpN_ldcos(QN_l) On-1,05-1) (On-1,n_1] -

1 1
- X % /dapndcos(Qn) ’9717 @n) <9n7 Spn‘ U<tn+1 - tn)% /dSOnldCOS(en—l) ‘en—la 90an> <9n—1a Sonfl‘

1
- X —/dsoldCOS(@l) 161, 01) (61, 01| Utr = t0) 63, 0:) -

2m
avec
(On, 0n| Ultnir —tn) {Qn—la @n—1> = (On, 0, e i Hine(t) On1, <Pn—l> )
et
(9N+17 QONJrl) = (Qf’ Spf) y (007 900) - (917 (,01-) )
qui s’écrit sous forme compacte
n=N-+1 e
K(efa Prs 9717 9017 - hr% o / / I1 ngnd COS ) Hl <9n7 (,0”‘ e_ZﬁHint |0n—1a g0”*1>
€e— 7]' n=

Evaluent I’élément de matrice figurant dans (4.16) on premier order en ¢ :

<9n’ SOnyfszmt ‘en—lv 90an> = <9n; gOn’ 1-— Z%Hznt ‘(9”,1, 90an> + O (52)

n; n Hln en y P

+ O (&2
TR —— (=)

= <9n7 gpn| 9%717 gpn—1>€_i%Hmt (en_h(ﬂn_l’omtp")
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(4.14)

(4.15)

(4.16)
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avec
<6n7 (pn| H’int |0n717 Spn—1>

Hint (anla Pn—-1> 9”’ SOn) - <9n7 2 | en—ly ¥ —1>

le propagateur s’écrit sous la forme discrete suivante

K(0f, 05 0i,0:T) hm/ /nHI 2—dg0ndcos(9 )

N+1
L€
X €xp {Z [1Og <0n7 Q0n| 0n—17 QOn_1> - ZﬁHint (‘gn—h Pr—1s Hny Son)i|

n=1

Ayant obtenu la forme conventionnelle de Feynamn
K = /Dpath exp (iAction (path)) ,

En tenant compte du fait que :

/ ) /

<9’ 90| Oz |0na 90,> = COS 5 COs §€+%(¢_¢,) — sin § sin —e_%(éo_‘P')7
0
<07 90| 04 |9n7 <,0/> = COS 5 sin §€+5(¢+‘P )
0 o .
<97¢‘ 0— ’97 ()0/> = SiH§COS Eefg(cergo)

Le propagateur prend la forme discrete suivante

K(efvgpf;eiugpfu —Nh—n>1oo/ /nH12—dQ0ndCOS<9 )
I L eos(C) cos( P exp L (o — )+ sin( ) sin( "y exp (o, -
e COS B COS 9 exXp < 9 @n Pn—1 Sin B S1n exXp 9 @n

l ?

2 2

0 0, ' 0, 0,
+ieu (t) cos(— i =) sin(— ) 1)exp 2(<pn + @, 1) +ieu” (t) sin(— ) =) cos(—=—

2

+1ieQ (1) [cos( > cos( 2y exp L (9 — ) — sin(%") sin(%) exp — (0, —

2 ) 2
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(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)
(4.22)

(4.23)

exp —;(son + @ 1)} (4.24)



Ayant obtenu la forme conventionnelle, il nous reste a l'intégrer en vue d’extraire les propriétés

physiques qui nous intéresessent. Procédons alors au calcul de K(6;, ¢ 750,04 T).

4.3 Calcul du propagateur pour le champ de Rabi

Les formes du champ magnétique étudiées dans ce chapitre appartiennent & une classe de champs
solubles exactement, dite classe de Rabi. On va calculer le propagateur dans chaque cas, suivant le
formalisme intégrale de chemins dans la représentation états cohérents de spin est en va déduire la

probabilité de transition dans chaque cas.

4.4 Premier cas :

B(t) = (Bicoswt, Bjsinwt, By) (4.25)

Dans ce cas

u(t) = %(Bx(t) —iB,(t)) = wie ™!, avec w; = %Bl ot Q(t) = %BD = w (4.26)

Le propagateur (4.24) prend la forme suivante

KO, 040005 T :Nh_r{loo/ /nﬂl Q—dgpndcos(é )
L §cos 2 cos exp 5 (¥n = ¥n sin 2 sin 2 exXp —5 (Y0~ ¥n

%

0, i
on— Pur) sm<2>sm< 2 >exp—§<gon—son_1>]
0

wt cos(?n) sin(%) exp

+ icwg {cos(e2 )COS(62 ) exp ;(

—1

- 0, 01 '
+icwy e sin (= 5 =) cos(—=— 5 L) exp —i(gon + ¢, 1)} (4.27)

+ tewqe
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Notons que (4.27) s’écrit sous la forme adéquate suivante

N

. dcos(0,)dy,,

K(efaspﬁez‘v@i;T) = lim //H(Q—7r)
n=1

N—o0

N+1

X H ( COS %e*é“"n, sin %”e_%“’n )R(tn)
n=1

coS Q"Tfle_%@nfl

avec

R(t,) = =07+ 4 je ,
w16+iwt 0

On integre sur tous les angles (¢/,, 6,,) utilisant.

™ 0 ™ 0 2m )
/ dcos f cos® — = / dcosfsin® -~ = —1 et / dpe™™ = 21 8,.0.
0 2 0 2 0

iy,
b 0 Nk, cos Le 2%
KO, @550i,05T) = cos ZLez?r, sinLe 3%s lim (1) | | R(t,)
2 ) 2 N—00 .9, i
n=1 sin G ez¥i

Maintenant passons au calcule du produis des matrice suivant [56] .

N N -1
i (6*250-)0(”)0'2 n ZEK(H)) e lj:IEMO(J)U Ly (ié)e Zl+15w0( )o K(l)e i ¥ ewo(k)os
n=1 =1
N i 3 cwo(h) S () h!
1i—1 —1 ewo(k)oz —1 ewp(k)oz —i % ewo(k)os
L YD (ig)e K(l)e =0 K(lp)e ' T oW
h=1ly=1
N -1 lp—1
N li—ls—1 In—2-ln_1-1 N 1 B ewo(k)o- —i 5 ewo(k)os —i 5 ewo(k)os
S Y. % % (ie)¥e un K(l)e K(ly)e s+
h=1lo=1l3=1 Iy_1=1 Iy=1
'lN_E271 ®) ‘ZNE_l ® Iy—1
—i ewo (k)o - —i ewo(k)o —i ¥ ewo(k)os
K(ly)..e N1+ K(ly_1)e K(ly)e ' T
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A la limite N — 400 :le produit devient

. T ;T . s
R(p’ T) — efszT dswo(q,8)0 = + Z/ dsle—zfsl dstUZK(Sl)e,Z fol dswoo s
0

T s1 T
—1 _ s [51 . (S
2)2 / ds, / dsoe 1f31 dsonzK(Sl)e zfs2 dstUZK(82>€,Z [ dswoor

/ dSl/ d82/ d83 / d3N€ Zfsl dswoffzK( ) —lf:21 dswoo

K (s)e™ s B0 K (sg). K (s )e T T S0 K (s )e T Ao 1 (4.33)

Un calcul simple nous montre que les termes impaires respectivemet paires sont les élément diagonaux

respectevement antidiagonaux de de R

o T S1 52 S2n—1
R (T) = ety dswo + X iQ”/ dsl/ dsg/ ng.../ dSgy, X
n=1 0 0 0 0

e B0y ()t 50y gy, 0y (g, e IS 0 (4,34)

et
Rus(T) =i /0 dsye” o 0 (51) Rao(51) (4.35)
Ry(T) = Ri(T) (4.36)
B (T) = —Ri(T)

le propagateur prend la forme suivante

‘ ; R (T) Rio(T) cos %e—%%
K(O5, 0530005 T) = < Ccos %fe%""f, sin %fe_%wf ) ,- . (4.37)
Ry (T) Ry (T) sin %eé%'

Les angles 0 et ¢ sont autorisés & ne varient que dans les domaines limités [0, 27 et [0, 47| respec-
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tivement. Donc le propagateur devient (somme sur tous les chemins possibles) :

+o0
K(f,i;T) = Y K (0p+2nm, @, +4nm, 0;,0;7T)

n=—oo

= K05, 0405, 05T)
qui est une expression pour le propagateur dans I’espace des états cohérents angulaire.

4.5 La probabilité de transition

Calculons la probabilité de transition entre les deux états propre de o,

Py = [(LU(T) 1)

En introduit les relations de fermetures

2 T

dcos(8y)d )T
/M 07,00) (05, 07| = 1, /w 19 03) o =1

on trouve

2

dcos(0r)dp; dcos(6;)dy;
Py = o

™

(105 00) K (f.55T) (0s, 03] 1)

avec
0r\ _: (0 _i,
(1 }9f790f> —cos{5 )¢ 271, et (0i,0;] 1) = sin 9 /€ 2%

On integre sur les variables angulaires la probabilité de transition prend la forme suivante

Pi; = |Rio(T))?

Evaluons maintenant Ry;(7") en utilisant la transformation de Laplace par rapport a T Soit
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+o00o
Rix(p,T) = / dTe PT Ry,(T)
0

ol Ris(p,T) s’écrit sous la forme

TA

Rix(p,T) = go(zwl)%“F(o,T)e—iT

Avec

T
F(O, T) = / dSleiiAlel (0, 81)
0

Fl(O,sl):/ eiAststg((), S2)
0

et on obtient par itération

S2n
—1As
F5,(0, 89,) = / e 2 dS9n41
0

La tronsformée de Laplace de F'(0,7") est :

~ +oo +o0 T )
F(0,p) = / e PTF(0,T)dT = / dTe PT / e R (0, 51)dsy
0 0 0

qui peut étre réécrite comme

~

+o0 T
F(0,p) —/ dTe(p”A)T/ eiA(T*Sl)Fl(O,sl)dsl
0 0

En utilisant le théoréeme de convolution, on obtient

~ 1~
F(0,p) = ];Fl(oap—ir iA)
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(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)
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ou

~

+oo
Fi(0,p+iA) = / e~ W0, T)dT
0

+o00 S1 1 ~
_ —(p—iA)T —iAsg o
= e dTl’ e dsoF5(0, s9) = — F5(0, 4.49
/0 /0 2F3(0, 52) p+m2(p) (4.49)
Effectuons le méme calcul pour tous les autres termes , on obtient
~ 1 1 n+1
F(0,p) = — [— } (4.50)
(0.2) p p(p +iA)
Insérons ce résultat dans Ri2(p,T') et effectuons la somme, on obtient
z'wl
Ri2(p,T) = : 4.51
) = A~ (50
2
Ce résultat est valabable pour | p((;+zi) |< 1. On note qu'il est toujours possible de trouver un contour
ou cette condition est vérifiée.
Prenons l'inverse de la transformatée de Laplace
_ w1
K(,1;T) = / dTe ?T : (4.52
( ) c p(p +iA) — w2 )
Avec A = w — wy.
En utilisant la continuation analytique, le resultat de I'inversion est
o i(w—A/2)T
K(1,];T) = 22¢ N sin AT, (4.53)
avec \ = %\/(w — wo)® + 4w?.
La probabilité de transition est alors donnée par
4w? T
P =K, ;T = ! sinQ—\/w—w 2 4 dw? 4.54
1/271/2 ‘ (T J’ )‘ (w - wO)Q + 4&)% 2 ( 0) 1 ( )
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Cette formule est exactement la formule bien connue de Rabi donnée dans la littérature [14].

4.6 Deuxiéme cas

B(t) = (Ble)‘t sin wt, (E — Bo> e M — f’ Bre M cos wt> (4.55)
9 9

Avec: B; = 2% et By = %, dans ce cas

u(t) = wie M sinwt — %[(W —wo)e M —w], Q) =wie M coswt (4.56)
Le propagateur sera donné comme :
K(0r, 0505 055T) = hm / / H1 2—d<pnd cos(6,,)
n=N-+1 Qn Qn— .
nT:I1 {co 5 2 2(<p —¢,_1) +sin > sin 5 ! exp —%((pn — ©n_1)
en—l { . 9 . gn—l )

€xp €Xp __(Spn - gon—l)}

. — n
+ lewqe M cos wit [cos ? cos 5

3P0 = #n1) = sin - sin

2 2

’ On . O '
+ie (wle_)‘t sin wt — %[(w —wp) e M — w]) cos - sin — L exp %(gon + o,_1)+

. e :
+ie (wle_’\t sinwt — %[(w —wp) e M — w]) sin 5 €08 =5 L exp —%(gon + gonl)} (4.57)

qui 'on peut I’écrire sous la forme matricielle

dcos n)d dcos(0n)dp,

N+l cos —97516_%90"*1

X H < cos & et3Pn sin %e_%“"n )Rl(tn) (4.58)

n=1 Si 1 +%‘pn71

avec la matrice Ry(t,) est donné par :
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1
Ri(ty) = 1 + icwie ™ sinwt, o, + ie5 [(w — wo) e — w] o, + dewyen

COs Wt 0,

(4.59)

Faisons d’abord une transformation unitaire sur les variables angulaires, afin d’éliminer le terme wt

du champs magnétique dans le propagareur (4.58).

/

Op_1 -1 0, 4 _i,
cos ~gre 2¥n-1 oty cos ~re 2¥n-1
S —1 (o
=e 2 . / )
cOn1 i 0 iy
SIHTG 27n—1 SIHTG 2¥n-1

) . r oy / .y cwin,
( cos fretavn, ginfrem2¢n ) = ( cos 97"65%, sin %"e—%wn )e“ 2 v

Le propagateur en fonction des nouvelles variables angulaires ¢ et ', s’écrit :

N—o00

N

. d cos(0)))dy!,

K(0s, 050,05 T) = lim // | | %
n=1

N+1

i
0/ 0 ) 0, . -5
X H cos Frez?n,  sin Fem2¥n Ry(tn) ' )

N
n=1 sin et 2¥n-1

avec

_swtp—1

Ro(t,) = e 8" TR, (t,)e 5

. we . _ . cwtpn _switn—1 )
= T2 % 4 jewe M sinwt, et 2 Ve eT 5 Tug
L. Mt ~ Aty +i¥ing, = —j¥inzly,
—l—éze (w—wp)e ™ —w| oy, +icwie coswt,e 2 TVoeTt 2 .

Le deusiéme terme se transforme comme suit

o7

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)



et 2 g et 2 Ty = (cos - + io, sin — ) 0z | cos = —ioysin—=

sinwt, coswt,
(4.64)

coswt, —sinwt,

et le quatriéme se tansforme comme suit

wip _iwin wt, . L wity, Wity ) . wity,
et 2 %G 72 % = ( cos — + i, sin — | 0, | cos — — i, sin ——
2 Y 2 2 Y 2

coswt, —sinwt,
(4.65)

—sinwt,, — coswt,

En conséquence l'expression de R/(t,) est simplifiée a la forme suivante :

1
Ro(t,) = 1 +ige M {wlaz +3 (w—wp) O_y:| (4.66)
Insérant ce résultat dans I’équation (4.62) le propagateur K (f,i;7') devient :
N ’ /
, dcos(f,)dy
K(6 0;,0:T) = 1 — 2 B
( P P ) NE}OO/ /!;[1 I

N+1 , , , . CcOSs G'I”T*le_%tp;—l
X H < Ccos %e+%‘pn, sin %”e_%“"" ) Ry(tn) , -, (4.67)

n=1 sin 9”7—16+%99n—1

avec

(4.68)

1
R'(t,) =1+ ice Mr {wlaz + 5 (w—wo) oy
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Utilisant la transformation temporelle suivante :

1 — —Atn,
i (4.69)

Le propagateur K (f,i;T) devient

N ’ ,

. dcos(0,)de,

K(07, 050505 T) _Nh_l>noo/"'/ [] (2—7390
n=1

/

: !
cos —6"2*1 e 2%n-1

H ( cos %e%“";, sin 97"6_%“7; )RB(tn) ) - (4.70)

Ry(ty) =1+ ir [wlaz + % (w — wp) ay] (4.71)

qui 'on peut I’écrire sous la forme suivante

1
Rs(t,) =1+ iT§ \/(w —wo)® +4w? [ oy siny + o, cosA] (4.72)

avec

2&)1 . (W - WO)
,  siny=
\/(w —wo)? + 4w? \/(w —wo)® + 4w?

A ce stade il est préférable d’introduire une deuxiéme rotation d’un angle v dans I’espace de spin

(4.73)

cosy =

afin de pouvoir intégrer sur les variables angulaires

"

/ . : "
cos 9”2*1 e"2%n-1 . cos =1 e=5%n
/ , = e,LEGI i " (474)
Sin 97177164»%@”71 Sin 9"1771€+%50n71
o i) .0 i 0 i) Y —iloy
cos eta¥n, singe 2% | = | coseta¥n, sinpeT2vn )€ 2 (4.75)

En insérant cette transformation dans 'expression (4.70), le propagateur K (f,i;7") devient :
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d d
K<9f780fa9279017 = hm / /H COS gpn

N+1

_ S cos Inte=5¢n
| | i . _an
X cos n€+2§0n, sin 7”6 2%n R4(tn) " (476)

sin 6”2 L +2‘f°n 1

I’expression du matrice Ry(t,) est simplifiee comme suit :

: 1 ‘
Ry(t,) = e13% |1 4 17'\/Z (w— w0)2 + w2 ( sinyo, + cosyo,) i3

1 :
=1+ ’LT\/Z (W — wo)® + w2e ™29 (sin~yo, 4 cosyo,) €'3%* (4.77)
telque :
—idoy, oy < Y . . ’7) < Y : . ’Y)
e 2°% g,e2°" = |coS— — 10,8 — ) o, | cos— + 10, s1n —
2 2 2 2
cos?y  isinvy
_ (4.78)
—isiny —cos7y
et
€72 g, el30n = (cos% — i, sin %) oy (cos% + o, sin %)
siny —icos"y
_ (4.79)
1cosy —sinvy
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donc :

. 1 0
e~'3% [sinyo, + cosyo,] €27 = =0,
0 —1
d’ou
iT 2 2 S w—wp)? w20,
R4(tn):1+5 (W—wp)” +4wio, = ez 1

Alors le propagateur K (f,;T) prend la forme diagonale suivante :

K(Qf’ L3 0i> (pw

9 i 1
cos—"eﬂ‘p", sin e~ 2%n >R4(tn) o
n2—1 €+2Lpn 1

/!

N dcos 9” dgp

1

977,1
COS 5 — €

sin

On inteégre sur tous les angles (¢,,, 0,,) utilisant.

/ dCOSQCOSQQ =
0 2

On trouve

K(0r, 0505, 055T) = ( cos YLer#r,

2301'1, 1

i /1!

s 9 2 )
/ dcosfsin® = = —1 et / dpet™ = 218, 0.
0 2 0

N+1

i N
sin e—fe 3¢5 > hm — H R4

cos & 5e ~3%i

sm%ez%

Maintenant passons au calcul du produit des matrices figurant dans (4.83) on obtient

K(0y, 050505 T) = (

o'
2f
COS 5

i,

+2<pf

sin —f

0 e %Solfl )6i§\/(ww0)2+4w%02
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0,
cos € 2%

i,

0
sin 76+2%

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)



Retournons aux anciennes variables angulaire,

A /] 0. _i,.
cos &€ 2%i . T cos e 2%
= e 2%t 2 %Y (4.85)
/! 1 i
sin %’e*é‘f’y sin Zet 2%
07 4ign 07 _ign \ _ —i“Te, +ilo 0; 4i .0y i
( cos e 3¥r, sinfe 2% ) =€ 27ver 2Tt cos ez, sinfeT2¥r |, (4.86)
nous obtenons que le propagateur prend la forme suivante :
iy
. , , _ cos %e 2%
. . — K3 . 2
K(Of,04:0i,05T) = | cos Let2%r, sin fem2%r M(T) (4.87)

0 i,
81n%e+2%

la matrice M (T") et donnée par I’expression

_jwT i S wo—wn)? 2 i jwl
M(T) — % O'ye+7,20'ze’t2 (w—wo) +4wlaze z2a'ze+z 5 Ty (488)

Les angles 6 et ¢ sont autorisés a ne varient que dans les domaines limités [0, 27] et [0, 47| respective-

ment. Donc le propagateur devient (somme sur tous les chemins possibles) :

—+o00
K(f,i;T) = Y K (0p+2nm, @ +4nm, 0;,0;7T) (4.89)

n=—oo

qui est une expression pour le propagateur dans I’espace des états cohérents angulaire.

4.7 La probabilité de transition

L’amplitude de transition de I'état initiale |m;) = [T), = \/Li (I11) +i|l)) alétat finale jmys) =1]), =

v
\/Li (IT) —i|l)) est lice & K(f,4;T) par
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avec

Py = |K (my,m; T)|?

K (mg,mi; T) =, (L |U(T) 1),

En introduit les relations de fermutures

on trouve

/

dcos(0y)dg; d cos(0i)dy;
/T|0f,g0f> (07, 07| =1, /TWM&') {0, 5l =1

dcos(fy)dw; dcos(6;)dp;

I (g |0 05) K (6 T) (00, )

dcos(fy)dp; dcos(0;)dp; 1

- SIS + 1D 850 K (5T) Bl (1) + 1)

qui s’écrit sous la forme

Avec

1 [ dcos(0f)dy; dcos(8;)dp;
K (myg,mg;T) = 5/ o : é’/T)

< {105, 07) K (F,5T) (05,01l 1)+ (T [0, 04) K (£,55T) (03,040 1) +

(L0 0p) K (f,57) 0i il 1) = (L |0r,00) K (f.55T) (0s 03] 1)}
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D
~
N——
C.tjl
]|
‘G
[y
@
-+
—~
>
5
H
~
I
wn
—=-
=
I
N——
ml
N]
A

1) = e
s = sn

(4.94) devient :

K (TTLf, mZ,T) = KH(T) + Klg(T) + K21<T) + KQQ(T)

Avec

dcos(8y)d 0,)dy, |
Ku(r) = 1IN g, o0 K (7,57 G T = 3 Mun(T)

(1107, 07) K (£5T) Biri] 1) = 5 M)

dcos(0y)dy; dcos(0;)dp; 1
(1) :/ 2m ' ;’/T) 2

(L0505 K (F5:T) Bl 1) = 5 Mor(T)

dcos(0f)dy; dcos(8;)dp; 1
Kan(T) :/ 2T : éﬂ) 2

dcos(0f)dp; dcos(;)dp; 1
K22(T):/ Or)dey (O)dp

1
I T ONAL (1 g, 0) K (,6:T) (oo 1) = S Mn(T)

2

d’oll
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(4.96)

(4.97)

(4.98)
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K (my,ms: T) = K (1,1:T) = % (Mir(T) = Mas (T) + i (Mys (T) + My (T))] (4.102)

En substituant les éléments de la matrice M (T") dans I'expression (4.102) la probabilité de transition

dans ce cas s’ecrit :

1 QS

=1 4 cos? v sin? > (4.103)

4u? S(T

P, = a 5 sin® [ ( )\/400% + (w — WO)Q}
4w? + (w — wp) 2

42 o [1—e AT

T2t (wl— wp)” s [T \/AM% T WO)Q] (4204
1

Cette formule est exactement la formule bien connue de Rabi donnée dans la littérature [68].

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité via le formalisme des intégrales de chemins le probléme d’un
atome tres lourd de spin % interagissant avec un champ magnétique dépendant du temps. La forme
du champ magnétique étudié appartienent & une classe du champ soluble exactement, dite classe de
Rabi. Au cours du traitement, en utiliasnt le model angulaire du spin . Par conséquent, nous avons
introduit des états cohérents angulaires relatif & ce modeéle. Le calcul explicite du propagateur a nécessité

I'introduction des rotations dans 1’espace du spin suivi de quelques transformations temporelles. Ainsi,
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la probabilité de transition est donnée explicitement dans ce cas. Les résultats concordent exactement

avec ceux de la littérature [68] .
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Chapitre 5

Les oscillations de Rabi pour un systéme
atomique a deux niveaux avec un

hamiltonien pseudo-hermitique

5.1 Introduction

Dans la formulation de Schrédinger pour les systemens quantique ayant un hamiltoinan non-
hermitique un operatreur metrique définie positive 7 doit étre introduit afin d’assurer l'interprétation
probabiliste [75 — 79] . De plus cet opérateur donne une théorie hermitienne équivalent au moyen d’une
transformation similarie . Toutefois, si la mécanique quantique est formulé en termes des intégrles du
chemins, 'opérateur métrique ne fait qu’une apparition implicite et les fonctions de Green sont calculé
comme intégrales fonctionnelles d‘une maniére habituel. Cette approche a été principalement initié par
[80] . Dans cet chapitre, nous utilisons les intégrales du chemins habituel en representation des états
cohérent angulaire pour résoudre explicitement le probléeme d'un atome a deux niveaux soumise a un
champ éléctromgnétique.

Dans I'image d’interaction, et dans ’approximation d’onde tournante, ’évolution du systeme est
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décrit par 'équation [71].
i) = (Gm) o

-y, V
H = , (5.2)
Ve =iy

ou

Et V' est ’élément de matrice d’interaction entre 1‘atome et le rayonnement. L’amortissement des deux
niveaux d‘atomes est décrit par les constantes de désintégration phénoménologique v, et 7,.

Dans ce chapitre, nous allons examiner la solution de ce probléme par le formalisme des intégrales du
chemins dans la représentation des états cohérents de spin . A cet effet, une autre forme de ’hamiltonien

approprié pour nos calculs est :

H = =—ivo,+ Vo, +V'o_ (5.3)

avec y = % (Ve — V) -€t 0., 01, o_ sont les matrices de Pauli et le propagateur lié & notre probléme

prend la forme de Feynman

K= /Dpath exp(iAction), (5.4)
ce qui signifie dans notre cas :
N n=N+1
) d cos(f,)dy,, Q| H 2 1)
K (f, 1, T) = /7111 T exp { ; |:10g < Qn |Qn—1> - ng . (55)
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5.2 Calcul le propagateur

Nous notons que (5.5) est écrit sous la forme suivante

N—0

N
dcos(0,)d
K(f&:T) = lim /H—COS(Q;) P
n=1

N+1 cos On— le 2Lpn 1

X H ( cos ”e+2‘P", sin %”e_%“”" )R(tn) ) (5.6)

sin —9"2*1 etsPn-

R(t,) = [e 7" +icK(t,)], (5.7)
0o —V)
K(t,) = . (5.8)
-V 0

Nous intégrons sur toutes les variables angulaires 6,, et ¢,

Alors (5.6) devient

0; —1
2

K (f,i;T) = COS_fegwf sin % e 305 hm — | | R(t (5.9)
9 i
sm%ez“"l

Nous développons le produit (de matrice 2 x 2) selon lesquels apparaitre dans I'expression (5.9),

nous obtenons la série suivante :

R(T) = lim [(=1)" R(tn)]

N—o0

T T .
= lim (—1)N+1 |:@_f0Td57°'V —|—Z/ dsleffslds'YUVK(Sl)e—folds'ycrv
0

N—o0
T S1 T )
2 i [Ty —i[s1g i (o2
Z) / dsy / dsqe zf31 swa’vK<81)6 szQ sanK(SQ)G ifo? dswoy N
0 0
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T S1 SN de fsld
. — SYO — SYOo
—HNH/ dsl/ dsy - / dsyyie 7517V K (s)e s PV
0 0 0

XK (s2)e™ 17 K () x -+ x K (sw)e” v T K (s + -

Ces éléments de matrice sont respectivement les suivants :

[ee) T S1 S2n—1
Rll(T) =e Jo vds + Z |:(— |V|2)n/ dSl/ dSQ s / dSQn
— 0 0 0

_(r 51 s2n—1 2
e BVl 18 s T T e S s — Rx(T)

T 1
Rz (T) = —i /0 dslefﬁffl VYR (s1) = —R5, (T)

Par conséquent I’équation ( 5.9 ) peut étre réécrite comme une série

K (Q,Q:T) =

0 91’ T s1 San—1
cos - cos 56 3ler—ei) [ —Jo sy Z \V‘ / dsl/ dsg - - - / dsop,
0 0 0

2

T
X e_ fsl ds’yefsszl ’de >< o« o e X €+ fSSQQ,:Ln 1 567 f;2n 'Yds2si|

S2n—1
—l—sme2 92@ 3(er=e0) [+f0 d”—l-z |V| / dsl/ dsz---/ dsoy,
0

T —
selor B Jog 185 L e S T s o fon wdm]
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(5.11)

(5.12)



S2n
0

Of . 0; i = . n r 5
—cos;fsmaeﬂ(soﬁ%) [;(—2"/’)2 +1/O dsl/o d82-~/ dson41

T s s
e~ f81 'ydseJrfSQl ~ds %o et foan+ ’yds:|

6 0; i =, . n r 5 s2n
—sin Ef cos Ee_iwﬁ%) [Z (—i|V])? H/O dsl/o dsy - - - /0 dSant1
n=0
N B Wﬂ (5.13)

qui peut étre réarrangé pour étre exprimé sous la forme d’une somme de quatre termes
K(Q7,Q5T) = Ku (f,4T) + Koo (f,6:T) + Kra (f,6T) + Kar (f,57T) (5.14)

Le premier terme s‘écrite comme :

0 0; i
K1 (f,4;T) = cos Ef cos 562(90]‘_%’)

x exp (—T)
n=1 0

e T S1 S2n—1
L+ Y [= V" / ds €2 / dspe 272 . .. / eM%dsn] (5.15)
0 0

Cette derniére expression peut étre écrite sous une forme plus commode. En effet nous mettons d’abord

o0

T S1 S2n—1
Z[—yvﬂ” / ds,e*7% / dsge™ 2752 . .. / 6_2752”618”] (5.16)
0 0 0

n=1

F(0.T) = exp (—7T)

et nous passons a sa transformation de Laplace et d’appliquer le théoréme de convolution on trouve

~ B +o0 e—pT _ p— 2,}, B 1
F(0,p) = /U F(0,T)dT Pt VE P (5.17)

Prenant la transformée de Laplace inverse de ( 5.17) , nous trouvons que sous la condition (|V|2 > 72).

0 0; i(,._
Ky (f,4;T) = cos ?f cos 562(‘” @) (COS ET — %Sin ET> ) (5.18)
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avec
E=1/|[V]P =2 (5.19)

Par la meme meéthode on trouve que sous la condition W|2 < ~?% la transformation de I'inverse de

Laplace (5.18) donné

9 91 K _
Ky (f,4;T) = COSEfCOS 562(“"1‘ #) [ cosh /2= |[VIPT — 7 inh /2 = |[VIPT (5.20)

¥ =V

et pour le cas |V|* = 42 la transformation de l'inverse de Laplace (5.18) est donné par :
, 0 0; i (op-0))
Ky (f,4;T) = cos 5 cos e 17%) (1 —=~T) (5.21)

Nous traitont notre systéme sous la condition [V|* > ~2.

Un calcul semblable nous permet d’obtenir les autres éléments

Vsin ET 0 0;

Ko (f,4;T) = 2B s 2 sin Zeslerten) (5.22)

E 2 2

V*sin ET 0 0, _i

Ky (f,4;T) = OB G Y cos Zems(erte) (5.23)

E 2 2

. . ef . 0; —i(p—;) LY.

Koo (f,4;T) = sin 53 sin 56 3\#p i <COS ET — ZE sin ET> (5.24)

Le propagateur relativement & notre cas particulier est finalement :
K(Q,Q:T) =

0 91 K _
cos -L cos —e3 (wr—:) (cos ET — X sin ET)
2 2 E
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0 0, i )
-+ sin ?f sin Eefﬁ(wf*“"i) (cos ET + % sin ET)

yVisin ET
E

0, .
—icos L sin Elei(“”f“’i

0y

0,
—isin =L cos —e " 3(#s e
2 2

)V*sinET]}

= (5.25)

Les angles (6, ¢) sont autorisés a varier que dans les domaines limités [0, 27] et [0, 47]. Notre propa-

gateur est la suivant :

+oo
K(f;i;T) = ZK(@f—f-QnTr,gpf—l—élnﬂ'; gi;QOi;T)

n=—oo

= K (05,0505 05T). (5.26)

Notre probléme est alors résolu. Nous pouvons calculer la fonction d’onde et 1’énergie.

5.3 Les fonctions d’onde et les énergies

Pour cela, passons a la représentation habituelle pour le spin avec les projections sur 'axe oz étant
my et m;.

1 1
Ky (myg,m;T) = %/dcos(Gf)dgof%/dcos(@i)dgoi

ou

92 ' 9 s—my 0 st+my )
<mys |05, 05) = \/( (29) <— sin Ef) (cos ?f) e~ (imses), (5.28)

s+my)l (s —my)!

et

(28)' ‘ 9]‘ s+m; ef s—m; ) o
0. 0.l m: >= _gin 2L s +i(mi)e; 92
(0i, 5| m; > \/(s ) (s —my)] sin - cos e ; (5.29)
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Si nous fixons I'état initial de 'atome comme |m;) = ||} ; et I'état final |m¢) = |T); nous obtenons :

<1 1€2f) = cos (%) e 3% et (Q;| T>= cos (%) etaei (5.30)

En substituant et intégrer sur les coordonnées polaires (9 I3 <pf) et (0;, ;) . Ainsi
Ky =cos ET — %sin ET (5.31)

Les éléments restants du propagateur obtenus avec les calculs analogues

Vsin ET
Ky = — 5.32
N="t—F (5.32)
V*sin ET
Ki3=—ji— = 5.33
nw=-—t—pg (5.33)
K =cos ET + % sin BT (5.34)
L‘opérateur d’évolution s‘écrire sous la forme suivante :
. cos ET — Zsin ET —qVein BT
U(T)=e"" = (5.35)
L cos ET + L sin ET
donc on a :
1(1_uw 1v 1 o) _1Vv
[ — o~ iTE 2(1 E> 2FE +6+iTE 2(1+E) 2F (5.36)
iy 31+ %) -7 31— %)
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qui 1‘on peut 1‘écrire sous la forme

U —iTE 1 ’ (
f— 6 —_—
V=

[
B[
s
_|_
[\V]
<=
N———

+e

vire 1 —E -y < _
E o

Par une comparaison avec la décomposition spectrale habituelle (C'PT)
U=e T =eF |1h1) (T ] + etrr |1h5) (T2

la base bi-orthonormale des états peut étre déduite. Ils deviennent égaux a

1| E—-iy 3
Y1) = . R
Ve A4 E
1| —E—iv -3
|1hy) = E . T2) = .
v w v
et la metrique est donné par la définition
1 a c |1 E —iy
2
T =nplv) ' = B
—5p + % b %
1
-3 a c |\ 1| —E-—1wy
T2) = ny [s) A . = =
w T o c b %

B

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)



Par conséquent

(5.43)
a(—E—iy)+cVr=-=L
\ c*(—E—w)vaV*—i;—E—i—f—Q
Dfou
7y 1
R =—=b 5.44
CT T “T3 (5.44)
et la metriquee est donné par :
1 1 —i—%
9 1
%

Ceci est la méme métrique du hamiltonien pseudo- hermitique et sa base bi- orthonormale d’états
obtenu par la solution de I’équation de Schrodinger [71]. Les relations entre le présent pseudo- hermi-
tienne hamiltonien et certaines symétries ( connu sous le nom P, PT et CPT - symétries ) peuvent

ainsi étre obtenus comme a été fait par [71] .

5.4 Conclusion

En utilisant le formalisme des intégrales du chemins dans la representation des états cohérents de
spin, le propagateur a été donné sous forme des séries, que nous avons pu sommer en utilisant la
transformée de Laplace. La métrique du hamiltonien et sa base bi-orthonormale d’états sont déduites,

le calcule coincide avec [71].

76



Conclusion générale

Dans ce travail, nous nous sommes interessé a I’é¢tude de l'interaction du spin ou en général au
systémes & deux niveaux avec un champ extérieur. Les matrices de Pauli o représentants les deux niveaux
de l'atome ont été remplacées par un vecteur unitaire n orienté suivant les angels polaires (0, ) via
la représentation géometrique du spin et le calcul a nécessité I'introduction des états cohérents relatifs
aux spin, nous avont pu élaboré un formalisme intégrale de chemins en représentation états cohérents
du spin.

Dans le chapitre2 nous avons étudié dans le formalisme intégrale du chemins en represetation des
états cohérents de spin le probléeme d’une particule neutre a un moment magnétique avec une onde
éléctromagnétique de polarisation circulaire. L’utilisation des rotations dans I’espace des états cohérents
angulaires ont été nécessaires pour simplifier I’étude.

Dans le chapitre3 nous avons étudié 'action d’un champs magéntique statique sur une parti-
cule neutre de spin 1/2. L’utilisation de 1’espace des phases a simplifié énormément le calcul et grace
a certaines rotations dans l'espace des états cohérents angulaires. Le spectre et les fonctions d’onde
correspondentes on été trouvées exactement.

Dans le chapitre4 nous avons étudié le spin en interaction avec une classe de champs magéntiques
dependant du temps, dite classe de Rabi pour 'obtention, des probabilités de transition. L’utilisation
des rotations dans l’espace des états cohérents angulaires et des transformtions temporelles ont été
nécessaires pour simplifier I’étude, dans chacun des cas. ’amplitude de transition a été déduite pour
chacun des cas.

L‘extension du formalisme au systeme d‘ont 1'hamiltonian et pseudo-hermitique fait 1‘'objet du cha-
pitred .

L’étude de ces quatre cas simples a demontré encore une fois la puissance et 1’élégance par lesquelles
la technique de I'intégrale de chemins traite un systéme tel un systéme a deux niveaux. Les fonctions

d’onde, les spectre des énergies ainsi que la metrique du systeme ont pu étre alors extraits des propa-
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gateurs. Il a été trouvé qu’ils sont exactement les mémes que ceux trouvés en résolvant ’équation de
Schrodinger.

En conclusion nous pouvons affirmer qu’a travers cette étude, malgré quelques difficultés, que I'in-
tégrale de chemins put étre un outil de travail trés puissant et élégant une fois maitrisé et par lequel on

pourrait franchir les domaines de la physique les plus ardus.
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The time development of a two-level system with a pseudo-Hermitian Hamiltonian is
studied using the spin coherent state path integral. The propagator is first written in the
standard form by replacing the spin by a unit vector aligned along the polar and azimuthal
directions (6, ¢). Then it is determined exactly using perturbation methods. The metric of
the pseudo-Hermitian Hamiltonian and its bi-orthonormal basis of system states are deduced.

DOLI: PACS numbers: 31.15.xk, 03.65.Ca, 03.65.Ta

I. INTRODUCTION

In conventional quantum mechanics observables are represented by Hermitian oper-
ators acting on a Hilbert space, and their time evolutions are given by unitary operators.
However, non-Hermitian operators and Hamiltonian are very efficient for treating scattering
phenomena in atomic and molecular physics [1].

A linear operator A that acts in a Hilbert space is called pseudo-Hermitian if one can
find an invertible Hermitian operator n satisfying [2, 3]

Al =nAn~". (1)

This notion of pseudo-Hermiticity arises naturally in the study of non-Hermitian Hamilto-
nian operators, which leads sometimes to real eigenvalues of the non-Hermitian Hamilto-
nian. It also has interesting applications in many different areas.

In this paper we use the spin coherent state path integral to calculate the metric of the
pseudo-Hermitian Hamiltonian and its bi-orthonormal basis of states for a two-level atom
interacting with an electromagnetic field. In the interaction picture, and in the rotating
wave approximation, the evolution of the system is described by the equation [4]

5 (60) ()

o —tve V
= ()

*Electronic address: mekkiaouachria@yahoo.fr

where

http://PSROC.phys.ntu.edu.tw/cjp 060001-1 (© 2015 THE PHYSICAL SOCIETY
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and V is the radiation—atom interaction matrix element between the two levels. The damp-
ing of the atoms from the upper and lower level is described by the phenomenological decay
constants v, and 7, respectively. This problem was solved recently by [4] using the metric
of the pseudo-Hermitian Hamiltonian and its bi-orthonormal basis of states. In this paper
we shall examine the solution of this problem via the path integral formalism in the spin
coherent state representation [5-11]. For this purpose another form of the Hamiltonian
suitable for our calculations is

H=—iyo.+ Vo, +V'o_ — % (Ya + ) 1, (3)
with v = % (Ya — W), and o, o4, o_ are the Pauli matrices.

Considering this problem by the path integral approach, our motivation is the follow-
ing. We show that for interactions with the coupling of spin-field type, the propagator is
first, by construction, written in the standard form .., exp (iS (path) /h), where S is the
action that describes the system. The discrete variable relative to spin being inserted as
the (continuous) path using coherent states. With this approach, the formulation that uses
the concept of trajectory is more suitable for a discussion of the semiclassical case which is
based on the determination of classical paths [11].

The paper is organized as follows. In Section II we give some notation and the
spin coherent state path integral for a spin % system for our further computations. In
Section III, after setting up a path integral formalism for the propagator, we perform the
direct calculations. The integration over the spin variables is easy to carry out, and the
result is given as a perturbation series. These are summed up exactly, the explicit result of
the propagator is directly computed, and the metric of the pseudo-Hermitian Hamiltonian
and its bi-orthonormal basis of states are deduced. Finally, in Section IV, we present our
conclusions.

II. PATH-INTEGRAL FORMULATION

There are several ways to represent the spin in the path integral formalism ([12-15]).
We use the simplest way ([11, 16]), which consists of: replacing o by a unit vector n directed
according to (0, ¢); associating a coherent state |Q2),

) =16, 0) = 7= 1), (4)

obtained from two rotations of the angles § and ¢ around the z and y axes over the state
|1}, and whose scalar product and projector are, respectively,

K3

0 6 / 0 o’ ;
Q] ) = cos B cos 565(@7§0 ) 4 sin 3 sin 5675(*"7“’ ), (5)

% / did cos(0) |Q) (Q = 1. (6)
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Now we move to the description of the system via the path integral. For this we con-
sider the quantum state |0, ¢), where the polar angles (6, ¢) are the spin-related variables.
The transition amplitude from the initial state |0;, ;) at t; = 0 to the final state |67, @)
at ty = T is defined with the matrix elements of the evolution operator:

T
K (f,T) = (0, ¢y | TDeXp(—i/O Hadt) | 0, ¢5). (7)

Thus the propagator takes the discrete form:

N N+1
K (fam) = g [ TT 200 T (00 0) — i @l H IR,
n=1 n=1

where Qny1=Qp and Qo = €.
It is easy to find that the following matrix elements can be calculated:

/ . / .
Qo ‘Q/> = cosgcos %eJr%(“D_“”/) — singsin%e_%(‘p_wl)j (9)
0 0, i /
<Q|O’+‘Q/> = cosisin §e+§(@+‘p), (10)
: NN v
<Q’J_‘Q> = sin g cos e 2\, (11)

and the propagator related to our problem (10) takes the form of a Feynman path integral

K = /Dpath exp(iAction), (12)
which means in our case:
N n=N+1
, d cos(0y,)den, (| H 1)
sin = [ 1175 exp{ 2 sl == To, e 09

After having obtained the conventional form, it remains to integrate it, in order to
extract the interesting physical properties. We thus proceed to the calculation of K (f, ;7).

III. THE PROPAGATOR CALCULATION

We note that (8) is written in the following form:

N—o0

N
K (f,5T) = e 20T lim / [ deottlden
™
=1

N+1 On_1 _—i¢
i . i cos e 2¥n-l
X | | (cos —92” et2%n sin —92" e 2% ) R(tn) g2 i (14)
sin n—16+2§0n71
n=1 2
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with
R(t,) = [eing + isK(tn)] , (15)

where
K(ty) = <_‘€/ *OV) > . (16)

We integrate over all angular variables 8,, and ¢, using

4 0 4 0
/ dcosfcos? = = / dcosfsin® =~ = —1, (17)
0 2 0 2

2T
/ dpe™™? = 2180 - (18)
0

Then (14) becomes

) ) 0 —Lp;
K(f,&;T) = e~ 3 (Yat )T ( COS %feésof’ sin %fe—%sof ) R(T) (COS 7€ 2 > ’ (19)

sin %e*é‘“

with
N—+1
R(T) = lim (~D)" ] R(ta). (20)
n=1

The arrow under the product symbol indicates the time ordering operation.
We develop the product (of matrix 2 x 2) according to [8, 15], we obtain the following
series:

N—o0

T S
R(T) = lim (—1)N+1 [3_ foT dsyoy _|_7;/ dsleifi dS’YUVK<31)e— f01 dsyoy
0
2 g o —1 fT dswo —i [°1 dswo i [52 4
+ (Z) / dsy / dsge o1 VK(sl)e s9 VK(SQ)Cizfo swoy
0 0

T s1 SN T s
. — d _[514q
+---+ZN+1/ dSl/ dSQ"'/ dSN+1€ fsl SWUVK(Sl)e f32 sYoV
0 0 0

K(SQ)G_ f3523 dS'YO'V X oeee X K(SN)ei f51<]\7+1 dS’YO'VK(SN+1) + . i| . (21)

A simple calculation shows that the even and odd terms in the above expression are, respec-
tively, the diagonal and antidiagonal elements Rij. These matrix elements are respectively
the following:

T d > 9 n T S1 S2n—1
RH(T) = effo vds | —i—Z (— |V‘ ) / d81/ dsg - - / dson
iy 0 0 0

T s S —
e dn BV elag 1 oy e e T s = 5 Vdm] = R(T) (22)
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T -1 fT ~ydt
R12 (T) = —i/ d51€ 251 VRTl (81) = —R;l (T) .
0
Therefore Equation (19) can be rewritten as a series:

K(f.uT) = e~ 30t )T COS%COS %e%(@f_%) [e‘ Jo dsy

S ) [ [ [
n:1 ) S1 ) S2 ) S2n

_ (T S1 S2an—1 s
w e Js dTeley s s ot T s o foRn 7d52s}

tem 2t W)T g % sin %e‘%ﬂw—s&ﬁ {e"' Jo dsv g

o 9 T s1 San—1
+) (=] "/ dsl/ dSQ---/ dson
ot 0 0 0
T _rs1 _ (S2n—1 son
P N S e A fdeZS]

—e 30T g by sin @6%(@#%) x

2 2
S ant1 T S1 S2n
X Z(—Z‘VD " / d81/ d82"'/ d82n+1
n 0 0 0

=0
T s s
e T 15t Loy s o et st]

—em 30t w)T gy %f cos %e_%(‘pfﬂoi) X

oo T S1 Son
X [Z (—i V’)2n+1A d81/0 d82 . /0 d82n+1

n=0

[ yds — [°1~ds — [F2nHl g
X e's1 e “s2 X ---Xe Jo vy ,

which can be rearranged to be expressed in the form of a sum of four terms:

K (f,1;T) =K1+ Ko + K12 + K.

The first term for example will be written as:

Kn = 6_%(7“+%)Tc089—fcos %e%(@ffwi) %
> n T S1
1+ [_Wﬂ / d8162”1/ dss
n=1 0 0

S2n—1
e 2752 / e 25 ds, |
0

x exp (=7T)

060001-5

(26)
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This last expression can be written in a more convenient form. In effect we put first

S n T s1
F(,T) = [exp(—’yT)Z {—|V\2] / dsle%sl/ dss
n=1 0 0
S2n—1
N / 6—2782nd8n} , (27)
0

and we pass to its Laplace transformation and apply the convolution theorem

F _ [ e Te—pT _ .- _ |V‘2 '
F(O’p)_/o . FOT) = (er'y)nZ1 (p+7) (p—’v)] ' (@)

The result is again a series which is here simply equal to
~ pP—7 1
F (p) = 5 .
P+ E-—7+IVIT Pty

(29)

This result is valid for ‘(Z'V)2 /(p+7)(p— 7)‘ < 1. We notice that it is possible to get a

contour of the inverse Laplace integration where this condition is always verified. Taking
the inverse Laplace transform of (29 we find that under the condition |[V[* > ~2,

0 0; i
Ky = e300t )T o ?f cos éeg(ww) <cos ET — % sin ET) : (30)

where E = 1/|V|* — 42. With the same methods we find that under the condition |V|* < ~2

and |V|> = 42 the results are the same as [4]. For the condition |V[* < ~42 the inverse
Laplace transform of (29) gives

0 -
K (f,i;T) = e~ 2(rat )T cos?fcos %ei(w—%) %

cosh \/72 — |V *T — \/277||251nh\/72 —|VPT ], (31)
v =1V

and for the case |V|* = 4?2 the inverse Laplace transform of (29) gives
. a0 OF  Oi i(pp-g)
Kn (f,;T) =e 22T CO8 - Co8 e 7)1 —=AT). (32)

We analyze our system under the condition [V|* > 2.
Similar calculations permit us to obtain the other elements. There are the following:

Vsin ET 0 0; i

Ky = _i%efé(vaﬂbﬁcosisin 5165(4%‘4‘%01‘)’ (33)
V*sin ET 0 0; _i

Ky = —i%e*%(%+%ﬂﬂsin?fcos ;efﬁ(ipﬂ“ﬂi), (34)

0f . 60; _i
Ky = e*é(vmb)TsmEfsmée*a(*’f*%) <COSET+%sinET>. (35)
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The propagator relative to our particular case is, finally,

K(Qf,QZ‘;T) = e*%('YaJrvb)T y

0 0; i .
cos L cos —Zei(‘pf_%) (cos ET — X sin ET)
2 2 )

0 0; _i
+ sin Ef sin ée‘i(@f_%') (cos ET + % sin ET>
—1 COS e—f sin @eﬁi(“’f“‘”) Vsin BT
2 2 E
y V¥ sin ET
—5 |
The angles 6, ¢ are allowed to vary only in the limited domains [0, 27] and [0,4x]. Our
propagator is the following:
+oo
K(f,;T) = Z K (0f +2nm, ¢ +4nm; 6;, 045 T)
n=—oo
Our problem is then resolved. We can calculate the metric of the pseudo-Hermitian
Hamiltonian and its bi-orthonormal basis of states.

—isin ‘%f cos %e*%(wﬂ’i (36)

IV. THE METRIC OF THE PSEUDO-HERMITIAN HAMILTONIAN AND
ITS BI-ORTHONORMAL BASIS OF STATES

For this, we pass to the usually representation for the spin with the projections along
the axis oz being m; and m;.

1 1
Kg(mg,my;T) = o /dcos(ef)dgz)f%/dcos(@i)dgpi<mf Q) K (2559 T) (] my) (38)

where

(my|0f, f) = \/( e (_ s HZJC)HW g <COS 92f>s_mf e sltma)er (30)

S —I—mf)! (S — mf)'

28! . 92 st 01 s L (s4m;);
<9i’%‘mi>:\/(S+mi()!()s—mi)! (-ng) x(emG) et

If we fix it that the initial state of the atom is |m;) = [1), and the final state is [ms) = [1),
thus we obtain

and

(119f) = cos <92f) e"391, (41)
(4 1) = cos (92) e (42)
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Substitute (41) and (42) in (38) and integrate over polar coordinates. Thus

Kyt = cos ET — %sin ET. (43)
The remaining elements of the propagator are obtained with analogous calculations:
Vsin ET
Ky = —i———— 44
o= i (4)
V*sin ET
K+ = —-i——— 4
" — (45)
K|, = cosET + %sinET. (46)
Then the evolution operator takes the form
¥ ET — 1sinET — Vs BT
U (T) = e~#HT — [ ©%® L E E 4
(T)=e < — VBT s BT 4 Lsin ET ) (47)

which can be rewritten as
Tl ((E—1 ;
_ _—iTE Y 11 E
U=e" E< V* >(22\ZZ+QV*)

el (—E—i :
+iTE Y 7
rer L (TR (f b o). (9

by comparison with the spectral decomposition C'PT,
U=e T = "E ) (1] + et ) (T (49)

then the bi-orthonormal basis of states can be deduced. They become equal to

1) = % (E‘;*W) , M) = (_i'y__%_ E ) ) (50)

2V T 2v
1 [ —E —iy 1
o = 3 (T ) = (2 ). ey
B\ vV v T av
And the metric is given by the definition
IT1) =nln) 5 [T2) =nlba), (52)
hence
11+
n_2<_@ i ). (53)

This is the same metric of the pseudo-Hermitian Hamiltonian and its bi-orthonormal
basis of states as obtained by solution of the Schrodinger equation [4]. The relations between
the present pseudo-Hermitian Hamiltonian and certain symmetries (known as P, PT, and
CPT-symmetries) can thus be obtained as has been done by [4].
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V. CONCLUSION

By using the formalism of the path integral and the spin coherent states approach,
the propagator relative to a system has been given in a series form, which for this case,
these series are summed up exactly. The metric of the pseudo-Hermitian Hamiltonian and
its bi-orthonormal basis of states are deduced.
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Spin Coherent State Path Integral for the
Interaction of Two-Level System with Time
Dependent Non-Uniform Magnetic Field

Rekik Rima, Aouachria Mekki

Abstract—We study the movement of a two-level atom in
interaction with time dependent nonuniform magnetic filed using the
path integral formalism. The propagator is first written in the standard
form by replacing the spin by a unit vector aligned along the polar and
azimuthal directions. Then it is determined exactly using perturbation
methods. Thus the Rabi formula of the system are deduced.

Keywords—Path Transition

probability.

integral, Formalism, Propagator,

I. INTRODUCTION

P to now, a whole class of potentials have been treated
successfully within the path-integral formalism, thanks to
the use of certain transformations [1]. However, it is known
that the most relativistic interactions are those where the
spin is taken into account which is a very useful and very
important notion in physics. From a practical point of view,
the explicit calculus of propagators for such interactions by
the path-integral formalism, are very scarce( [2], [3], [4]).
For this reason we are devoted to this type of interaction;
by considering a problem treats according to usual quantum
mechanics [5]. It acts of an atom which has two levels and
which interacts with a time dependent nonuniform magnetic
filed.

B(t) = (Bicoswt, Bjsinwt, By), (1)

Its dynamics is described by the Hamiltonian
H=-+SB 2)

where -y is the gyromagnetic ratio. In the above Hamiltonian
we have neglected the exterior motion.

Another form of the Hamiltonian
calculations is

suitable for our

H=—-u({t)or —u" (t)o_ —Q(t)o, 3)
where
w(t) = 5 (Bu(t) = iB, (1) = wie ™", @
with
wy = %Bl and  Q(t) = %BO — wo (5)

o o

The Pauli matrices are the following:
(1 0 (01 (0
%2=\o -1 )% (o o0o) 71 :
(6)
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Considering this problem by the path integral approach,
our motivation is the following. We show that for interaction
with the coupling of spin-field type, the propagator
is first, by construction, written in the standard form
> path €XDP (1S (path) /h), where S is the action that describes
the system. The discrete variable relative to spin being inserted
as the (continuous) path using coherent states. With this
approach, the formulation that uses the concept of trajectory is
more suitable for a discussion of the semiclassical case which
is based on the determination of classical paths [6].

The paper is organized as follows. In Section II we give some
notation and the spin coherent state path integral for spin %
system for our further computations. In Section III, after setting
up a path integral formalism for the propagator, we perform
the direct calculations. The integration over the spin variables
is easy to carry out and the result is given as a perturbation
series. These are summed up exactly and the explicit result of
the propagator is directly computed and the Rabi formula is
then deduced. Finally, in Section IV, we present our conclusions.

II. PATH-INTEGRAL FORMULATION

There are several ways to represent the spin in the path
integral formalism ( [2], [7], [8], [9]). We use the simplest
way ( [4], [10], [6]), which consists of:

o replacing o by a unit vector n directed according to

(6,9);
« associating a coherent state |{2)

Q) =10, p) = e ¥ 5 |1) )

obtained from two rotations of the angles # and ¢ around
z and y axes over the state |1) , and whose scalar product
and projector are respectively:
0 0" , 0 .0 _i /
(Q] Q) = cos = cos Ze3(9=¢") 1 gin < sin — e~ 3P ),
2 2 2 2
) ®)
o /d(pdcos(ﬁ) ) (Q =1 )
T

Now we move to the description of the system via path
integral. For this we consider the quantum state |0, ), where
the polar angles (6, @) are the spin-related variables.

The transition amplitude from the initial state |6;, ;) at
t; = 0 to the final state |0, y) at ty = T is defined with
the matrix elements of the evolution operator:

T
K (f,iT) = (07,05 | Tp exp(—i / Hdt) | 6:.1), (10)
0

518


http://waset.org/publication/Spin-Coherent-State-Path-Integral-for-the-Interaction-of-Two-Level-System-with-Time-Dependent-Non-Uniform-Magnetic-Field/9997711

International Science Index Vol:8, No:3, 2014 waset.org/Publication/9997711

World Academy of Science, Engineering and Technology
International Journal of Mathematical, Computational, Natural and Physical Engineering Vol:8 No:3, 2014

where T pis the Dyson chronological operator.

To move to path integral representation, we first subdivide
the time interval [0,7] into N + 1 intervals of length e,
intermediate moments, by using the Trotter’s formula and we
then introduce the projectors according to these intermediate
instants [N regularly divided distributes between 0 and 7' in
9).

Thus the propagator takes the following form:

K (f,isT) = lim /H dcos d‘p" (11)
N+1
X H n | Qn 1 —ic <QTL‘H|Q'IL 1>]
where
QN+1 = Qf and QO = Qz (12)

It is easy to find that the following matrix elements can be
calculated:

(Qo.9) =
0 i / f_ /
cos = cos —et2(e=¢) —sinﬁsin 56_5(“’_@ ), (3)
0 0 i /
(Qoy |Q) = cos 7 sin Ee‘Lf(‘pﬂa ), (14)
0 9/ i ’
(Qo_ |&) =sin 5 cos 5675(W+W ). (15)

and the propagator related to our problem (10) takes the form
of Feynman path integral
K= /Dpathexp(iAction), (16)

which means in our case:

N N d cos(6,,)dpy,
K(f,i:T) = /}1 o

log < Qp [Qp—1) —

n=N+1
exp{ 5

n=1

. <Qn| H |Qn—1>:|
le————
Qn ‘Qn—1>
a7
After having obtained the conventional form, it remains
to integrate it, in order to extract the interesting physical
properties. We thus proceed to the calculation of K (f,4;7).

III. THE PROPAGATOR CALCULATION

We note that (16) is written in the following form

. dcos dgpn
K(fiT) = Nhg@/l‘[
N+1

<11 ¢

. _i
cos—e"‘zw"‘7 sm%e s¢n )

cos 9"2 Le=3¢n-1
xEtn) sin Q"Tllez%"nfl ' (18)
with
_ | ieQo. . 0 U (tn)
R(t,) = {e + ie < v (1) 0 . (19)
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Let us integrate over all angular variables 6, and ¢,
according to [4] then (17) becomes

K (f,uT) = ( cos %’ce%w-ﬁ

N Nt cos Le—3%i
. _ 2€

Yi Pi
Sin 5-€e2

.0y i
sin e~ 2%/ )

(20)

We develop the product (of 2 x 2 matrix) which appear
in the expression (19) according to [9] we can see that the

propagator takes the following form

K(f,i;T) = ( cos %fe%@f, sin %fe’%”f )

(D () e

sin ge%%
where R;; are the elements of the matrix 2. These are
numbers which are represent the possible propagators between
two given spin states.
The angles 6, ¢ are allowed to vary only in the limited
domains [0, 2] and [0, 47]. Our propagator is the following:
—+oo
Z K (0 + 2nm, o5 + 4nm; 0;,0:;T)

= K (05, ¢5;0i,05T). (22)

A simple calculation shows that the expression of the
elements R;; are the following [9]:

K (f,i;T) =

[e’s} T S1
n=1 0 0
/82n71 ds nei f?; Q(s)dsu (51) 672- f:zl Q(s)ds
0
e sy (5, ¢ 0 s |3
and

T
Rus (T) = i / dse 15 Yy (1) Ryy (s1) (24)
0

From the above expressions we can see that the elements R;;
verify
Ry (T) =Ry, (T), R (T)=— R (T)  (25)

Thus the transition amplitude of the system between an initial
state of spin m; and a final state of spin mj is related to

K (myg,,my;T) = / dcos(;;)d(pf dcoséii)dgpi
X <mf ‘Qf> K(f,i;T) <Ql| m2> , (26)
where
(2s)! e\
(m |0, ¢) = \/(s ) (s —m)! (sm 2)
0 s —imeyp
X (cos 2) e ) @7
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IV. THE TRANSITION PROBABILITY

If we fix the initial state of the atom to be |m;) = ||}, and
the finale state to be |my) = |1), thus from (26) we obtain

0 ; 0;
(119¢) = cos <2f) e 2% and (] |) = sin (;) etz%i,
(28)
After integration over polar coordinates we obtain for instance
the propagator K (1,,};T) between an up-state and a
down-state of spin which coincides with element R (T')

K (Ta 7\L7 T) = R12 (T)

0o T S1 i
= Z (iw1)2n+1/ dsu’fiASI/ dspe A (29)

0 0

Son—1 A )
/ d82n+1€_1 Son41 esz
J0

where A = w — wy.
Now we pass to its Laplace’s transformation and apply the
convolution theorem we obtain the result

n=0

K (o dip)= [ dTe K (1, 57) =
(ko) = [ ame T () =
(30)
Taking the inverse Laplace transform we have
o i(w=A/2)T
K (1, LT) =" sin AT, (31)

A

with A = $4/(w — wp)? 4 4w?. The transition probability is

then given by

P71/2,1/2 = |K(T7 . T)|2
4w% ) T 2
= A/ (w—wp)” + dw? (32)
(w — wo)® + 4w? 2 V! : '
This formula is exactly the well-known Rabi formula given in
the literature [5].

V. CONCLUSION

By using the formalism of the path integral and the spin
coherent states approach, we showed how to determine the
Rabi formula. The propagator relative to a system have been
given in the series form, which for this case, these series are
summed up exactly. The Rabi formula, relative to our model
in this case were exactly deduced.
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Exact Spin Coherent State Path Integral for a
Neutral Spinning Particle Interacting with a
Rotating Magnetic Field and a Scalar Potential

Mekki Aouachria and Rima Rekik

Département des Sciences de la matiere, Faculté des Sciences, Université Hadj Lakhdar — Batna,
Algeria.

Abstract. Exact solutions of the neutral spinning particle in interaction with rotating magnetic
field and a scalar potential using path integral formalism have been found. The propagator is first
written in the standard Feynman form by replacing the spin by a unit vector aligned along the polar
and azimuthal directions (0, ¢). Then we use the phase-space and rotations in the space of spin
coherent states to simplify the calculations. Thus the exact energy spectrum with a corresponding
wave functions are deduced.

Keywords: Formalism, Functional analytical methods, Relativistic wave equations, Solutions of
wave equations, Bound states
PACS: 03.65.Ca, 03.65.Db, 03.6.5Pm, 03.65.Ge

INTRODUCTION

In this paper, which is a continuation of previous works [1 —4]our aim is to give an
explicit spin coherent state path integral for the problem of the neutral spinning particle
in interaction with rotating magnetic field and a scalar potential which has been treated
according to the usual quantum mechanics[5]. The Hamiltonian related to our problem
has the following form:

p2 1 2.2 .

H= %—kimw v~ — Upoy(o;sin2Ky + O, cos 2Ky), (1
where L is the gyromagnetic ratio, K is an arbitrary constant and ® = ypot/ k, and oy,
Oy, 0, are the usual Pauli matrices.

With this approach, the formulation that uses the concept of trajectory is more suitable
for a discussion of the semiclassical case which is based on the determination of classical
paths. We show that for this interaction, the propagator is exactly calculable and the wave
functions and the energy spectrum can be extracted.

We note that this problem has been recently studied using fermionic coherent state
path integral [6]. The difference between the two approaches stems simply from the
difference between the two distinct coherent states.

The 8th International Conference on Progress in Theoretical Physics (ICPTP 2011)
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PATH-INTEGRAL FORMULATION

There are several ways to represent the spin in the path integral formalism [7 — 9]. We
use the simplest way [10, 11] which consists of:

« replacing o by a unit vector n directed along (6, @),
- associating a coherent state |Q) |Q) = |6, @) = e '?5:¢~/05 |1) | and whose scalar
product and projector are respectively:

" / 0 _i /
(QQ') = cos g cos 62e2("’(” ) +sin g sin Ee*f(q’*‘p ), )

1
E/dcos(@)dgﬂﬂ) Q=T 3)

We label by y the real variable that describes the atom position, with the correspond-
ing projector

/‘yn> <Yn’dyn =1, 4)

and (0, @) the polar variables generating the dynamics of the spin.
The transition amplitude from the initial state |y;, 6;,¢;) at #; = 0 to the final state
| yr, 0, q0f> atzy =T 1is given by the matrix elements of the time evolution operator

) i [T
K(f,i;T)=(yr,0f, ¢ | TDeXP(—h/O Hdt) | yi, 6;, ¢i), ®)

where Tp is the Dyson chronological operator. To move to path integral representation,
we first subdivide the time interval [0, 7] into N + 1 intermediate moments of a length
€ = T/N + 1, using the Trotter formula. We introduce the projectors according to
the intermediate instants N in eq. (5) to obtain the discret path integral form of the
propagator

. N (=N N£ i , 1 L,
K(f,i;T)= Nhglw(m/Zﬂlhs) 2 / H dyn H exp —Vp—1)" — S EMO7y,
N N+1
. dcos 1)d @ .
<im0 M T (@ | Q1) — it (@l Hy 120 1)], (6
N—>c0 1
where
H) = —ppoy(0,sin2Ky + 0y cos 2Ky),
and
IN+1=Yf, Qny1=Qf and Yo =Yi, 0= €. @)
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THE CALCULATION OF THE PROPAGATOR

We note that (6) can be rewritten in the form

N+1 i 1
.. 2 2.2
K(f:7) = Jim (m/2mine)’} / T v TTexny [ 52 00 0n 17— Jemats] =
N N+1 01 i
) dcos d(pn i cos 2Ll 2Pn-1
1 ( (pn i On =50 )R 2 i ,
N H nl;ll cos 3%, sin e~ sin %eﬁ‘l’n—l
(&)
with e
R= 1+i£[.toayn(czsin21<yn+chos2Kyn). 9)
With the help of the following change of variables:
_i 9/ i
cos%e 20 e cos&e 2P (10)
sin & Se et sin et 30
2 €
( cos %e%‘*’", sin%e‘é"’" > = ( cos %’;e%%, sin %’;e*%q’/ﬂ )eiKy”QV. (11)

And as usually done in path integral techniques, we estimate the term (Ayn)2 present
in the action by ifie/m following the standard technique. This shall contribute to an
effective potential. Thus, the propagator (8) becomes

n=N N+1 i 1
K(f,5:T)= lim (m/2mihe)> /denHexp [ ynl)z—zsmwzyﬁ] X

N dCOS(G,)d(p/ N+l ’ i ’ i CcOS %efé(prllfl
lim I Iiﬂ L I I cos&e+é¢rlt sin&gféq’rlz Ry 2 ;
— 27 2 ! 2 : 9nfl -‘rL(P/ ’

N n=1 n=1 sin —5—e 2%¥n-1
(12)

where

eh .2

e im¥ — KAy, + sy

Ry = . i pp 0 (13)
KAyn—l—lﬁ[J,()Olyn e 'm

At this stage, let us not that the computation of the propagator (12) is readly done by
[6] but now we integrate over all agulare variables wich is simple to carry it rather then
grassmmans one, and the results is given by

6 —ig
. i i COSxe 27
K(f,i;T)= < cos%ei“’f, sin%e‘i“’f )S(T) ( D3 ) ; (14)

8,50
sin 5 e2%
where

S(T) =¢ 557 IR (g, ysT) e and K = ( R Ifn) (15)
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with the exprtessions of Ki1 (v,yi:T), Kiz (vr,yisT) » Kot (vrvis ), Koo (vr,yisT)
are given in [6)].

The angles 0, ¢ are allowed to vary only in the limited domains [0,27] and [0,47].
Our propagator is the following:

~+oo
K(f,i;T) = Y, K(vs,0p+2n7,y;, @7 +4nm, 6;,¢57T)

n=—oco

It is an expression for the propagator in the spin coherent state representation.

THE WAVE FUNCTIONS

Let us now eliminate the coherent states by computing the transition amplitude
between the proper states of the spin. We take an example of the matrix element

Ki(vpyiT) = (1 |KOpyisT)| 1) (17)

With the help of the completeness relations, this amplitude becomes

1 1 .
K (yp,yisT) = E/dcos(ef)d‘l’fﬂ/dCOS(ei)dfpi (P QpYK(f,i:T) (Q4] 1)
(18)
If we fix the initial state of the atom as [m;) = |1), and the final state as [my) = [1), we
obtain

O _i 6, i
(1]9f) = cos jfe_f"’f, and (Q| 1) = cos E’eJr?‘P". (19)

Substituting (19) in (18) and integrating over polar coordinates, (18) takes the fol-
lowing form

K (ypyis T) = S11. (20

In the same manner, we proceed for the remaining elements. The result takes the
following matrix form

K (ysyiT) =S(T), 21

which coincide with those obtained in [6] using fermionic coherent states path integral.
We deduce the spectrum and the corresponding wave function from this expression
rewriting it in the following form:

K(yp,yiT)=e """ (yr) oy (vi) + Y, [e ETH (y) LT (i) +
n=0
—iE; T g (—) =1/,
+e D, (yf) D), (yt) (22)
where
<) K2 \/ 0\2 20k?
Fo=— +2 and Ef= N+~ (7) 1 23
0=ty ad Er=obthio ] ) T )@
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and

ma@

i 1
Dy (y) = (7> exp (—2ma)y2> exp (—ioyKy) n— (24)

Bf—

o (y) = { [cos at¥, (y)]2 + [sin at¥, | (y)]z}

Xexp (—ioyKy) exp (—sz (y )) N4+, (25)
with o) N ( )
¥ tan H, Vmoy
ot _ + 1y _ +1 26
tan®~ (y) =tano %, () St 1) Hy (vmoy) (26)
2062 (1
tano" = n "t —tano 77+:<(1)> ) 77:<(1)>' (27)

VO 2 )4

These results agree exactly with those given in [5, 6]

CONCLUSION

We have been able to calculate the explicit expression of the propagator relative
to a neutral spinning particle interacting with a rotating magnetic field and a scalar
potential with an exact and a simple treatment by using a spin coherent state path integral
formalism. Thanks to two variables (6, @) replacing the spin, the propagator has been,
first of all, written in a conventional form, then determined exactly. Our results are in
perfect agreement with that obtained using algebraic method by [5] and that obtained
using fermionic coherent state path integral formalism by [6].
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Reésumé

Dans cette thése, quatres problémes d’interaction de type spin-champ ont été
considérés dans le cadre du formalisme des intégrales de chemins de Feynman.

Il s’agit d’'un atome ‘a 2 niveaux en mouvement soumis

1-Traitement d’une particule neutre soumis & un champ de polarisation cir-
culaire d’'une onde electromagnetique plane par 'approche des intégrales de
parcours.

2- Etude de l'interaction d’une particule neutre par un champ magnetique
statique et un potentiel scalaire.

3-Atome a deux niveaux en interaction avec un champ magnétique variable
dans le temps.

Finalement un cas pour Traitement d’un systéme & deux niveaux dont ’hamiltonien
est Pseudo-hermitique par I'approche des intégrales de Chemins.Le calcul est
basé sur 'amplitude de transition qui a été exprimée

d’abord sous la forme standard /D(path) exp +S(path),ou S = /Ldt est

I’action décrivant les mouvements extérieurs intérieur de l’atome.

Pour le traitement, le vecteur @ relative au spin a été remplacé par un
vecteur unitaire 7 dont 'orientation est definie par les angles (6, ¢) .

A T’aide du formalisme des intégrales de chemins, le propagateur relatif aux
quatres problémes on été déterminé suivant la méthode des perturbations sous
forme de série, qui dans ces cas, ont put etre sommées exactement. Les pro-
priétés physiques telles que les fonctions d’ondes, les niveaux d’énergies ainsi
que la probabilité de transition, ont été alors déterminés exactement pour tous
les problémes considérés. Les résultats trouvés sont aussi en bon accord avec
ceux donnés par d’autres auteurs en résollvant ’équation de SchrOdinger.

Mots clés: Intégral de chemins, les états cohérents, les fonctions d’onde.



Abstract

In this thesis, four problems of spin - field type interaction have been considered in the context of
the formalism of the path integral of Fynman.

It is about a two-level atom in movement

1-Exact spin coherent stat path integral for neutral particles in the .field of circularly polarized plane
electromagnetic wave.

2- Exact spin coherent state path integral for a neutral spinning particle interacting with a rotating
magnetic .field and a scalar potential.

3-Spin Coherent State Path Integral for the Interaction of Two-Level System with Time Dependent
Non-Uniform Magnetic Field.

Finally Treatment of a Two-level System With a Pseudo-hermitian Hamiltonian by The Spin
Coherent State Path Integral Approach.

The calculation is based on the amplitude of transition that has first been expressed in a standard
where form[ D (path) exp %s(path); where S = [Ldt is the action describing the exterior

movement’s (centre of masse ) and interior of the atom.

For the treatment, the relative vector to the spin ¢ has been replaced by a unit vector 7 whose

orientation is defined by the angles ( 0, qo) .

Following the technique of path integral, the propagators for three problems has been determined
according to the perturbation methods in the form of a series, that in these cases can be added
precisely.

The physical properties as the wave functions, energy levels as well as the probabilty transition
have been determined for all considered problems. Our results are also in good agreement with
those given by other authors by solving the equation Schrodinger.

Key words: Path-integral, the coherents states, the wave functions
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